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2-sottogruppt di Baer di ordine maggiore di 1/2
9. .

S Ì"a 1T un piano di traslazione di ordine 2r 2
p - q •

rq = p. p un primo. Supponiamo che v abbia collineazioni di

Baer di ordine p (nel complemento di traslazione).

Foulser [12] ha studiato questa situazione quando P) 2.

(8.1) Teorema (Foulser).

Sia B il. gruppo che è generato dai. p·elementt di Baer

nel. complemento di trasl.aztone di. un plano finito di. traslazione

v. Allora. per B si hanno l.e seguenti possibtltta:

(1) B é abeliano el.ementare.

(2) B é tsom.orfo SL(2,pr) dove t'ordine di é
sa 1T p

e r Is..

3) B é isom.orfo a SL(2.5) e p - 3.

Inoltre. se p > 3. tut t t i sottoptant di Baer

(corrispondenti) sono sulla stessa rete e

non si incrociano. Se p; 3 e se c'è un p-gruppo àt Baer

di ordine ! 9 i sottoptant di Baer sono suLLa stessa rete

dr ordine pr/2+ l e non st incrociano.

Se p ; 2. la situazione è differente. Per esempio. ci

sono due piani di traslazione di ordine 16 che amme t tono

PSLf2.7) dove le involuzioni sono di Baer (i piani di Lorimer-



Rahilly e Johnson-Walker (si vedi [43]».
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Inoltre. il piano di

ordine 16 di Dempwolff (si veda anche [43]) ammette SL(2.4)

e i sottopiani di Baer che sono fissati da involuzioni non sono

sulla stessa rete di ordine 4+1.

Eppure, p~r dimensione 2.

L8.21 Teorema

Sia Tr

(Johnson. Ostrom [48]).. ..
d.lord,\.n(

un pia.no di. traslazione V q2 _ 2 2r
con nucLeo

K ~ GF (q) . Sia un gruppo di collineazi.oni. nel complemento

Li.neare e supponiamo che tutte le inuoluzioni siano di Baer. Se

non è risoLubile allora c'è un sottogruppo di che e

isomorfa s
s Ir . Inoltre. è riductble a.lloraa SL(2.2 ). se

ogni 2-sottogruppo di Sylow fissa. un sottopiano di Baer (cioè.

fissa. ogni punto) e tutti i sottopiani di Baer sono sul La stessa.

rete di ordine 2 r +l e tnoltre è derivabi.le.

Recentemente. Dempwolff [9]. 1982. ha studiato il problema

di determinare i gruppi che sono generati da grandi

Baer.

2-gruppi di

di un piano di traslazione rr di ordine pari Diciamo

Cioè. sia un sottogruppo nel complemento di traslazione

2 n
q = 2 .

che un B-grup'p'Q in è un qualunque 2-gruppo E dove

e Fix(E) e un sottopiano di Baer. Allore. Sla

i l si s tema de i

<jl"_O;>.

B-grupp i i n con ordine massimo. Sia

Dempwolff [9] ha provato il seguente teorema:
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18.3) Teorema (Dempwolff).

Assumiamo che "'9 ,,(I). Sia N il. sottogruppo generato

daLLe elazìoni. ALtora. abbiamo t'uno o t '·altro, se n ~ 4.

(i) n=4. '9" :: SL(3.2) e v deve essere uno dei piani

di Lorimer~Rahitty o lohnson-Watker di ordine 16.

(ii) N C Z('9") e quindi N deve essere un gruppo di

e1.azioni con asse singol.o

-
~. Inoltre, sia ~* = "'9 /N. Atlora,

per ~* abbiamo una dette seguenti possibilità:

-
(a) '9":: SL(2.2s )

•

Baer di ordine massimo).

-

per (E è un 2-gruppo di

(b) ~* è un gruppo abeliano elementare.

(c) 'D" M~ ~ dove M è un sottogruppo normale e abel.iano

-
eLementare di ordine q e per r dispari. Se

N = (1) altora ~M centralizza un sottopiano di ordine tq e

se N " (1) allora. central.izza una sottorett.a. di

punti.

18.4) Definizione.

Sia 1f un piano di traslazione di ordine pari. Se 1T

ammette un gruppo

di Dempwolff.

~* come in (8.3). diciamo che un gruppo

Possiamo provare:
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(8.5) Teorema (Jha, Johnson [28]).

Sia .. un piano di traslazione di ordine pa.ri che amme l la

un gruppo .,X di DemplVo lF f . (a) Se .,X non è risolubile

atlora. .. è un plano di Ho. tl o un piano di ordine 15

(LortlRer· Rahilly, Johnson-'fa.lke:r o Dempwo I f f) . (b) Se 'fjx e

rtsotubtte e contiene un B-gruppo di ordi.ne " ~2q allora. 'Il
x

è un 8-gruppo abeliano ete.entare.

DimostrazIone. Per questo teorema. si usa (4.3)(1). Se • •c e un

2-gruppo di Baer tale che I!I ! 2.[(j ·allora ogni gruppo di

elazioni ha ordine minore o eguale a 2.

Qui. daremo solo una traccia e solo per il cà.SQ (a) e per

.l'ordine > 15 . Allora, per (8.3)(ii) si deve avere N C Z(W*)

Baer di ordine massimo e

e per dove E è un 2-gruppo cl i

(8.51 Lemma.

'fj* = N • J ave J - SL(2,2 s ) e 2 s
! lEI> .[(j.

Dimostrazione. Si usa la teoria dei moltiplicatori di Schur (si

veda [28] sezione 4 (result l» perchè e N è

abe l tana. il sottogruppo derivato di *'fj . Allora.

(8.7) Lemma.

Ogni 2-sottogruppo di Sytow di J è un B-gruppo.



Dimostrazione Supponiamo che ciò sia falso.
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Allora. ,;1 sono

due B-gruppi in ~. Cioè. è abeliano elementare e contiene

un B-gruppo E. Se (J € ~-E allora Fix(a) è un sot topiano

di Baer. Ogni due involuzioni in ~ si coniugano in J. Sia

€ E tale che ci sia h € J
h h € HJ(~)'T con T - a e

Allora Eh fissa ogni punto di Fix(a) . Ma. Eh n E - ( l )

perché E fissa ogni punto di un qualche sottopiano "O e

"o t- Fix(a) se lEI è massimo.

Quindi. ; q. Ques to è una contraddi-

zlone per (7.8) perché se ~ è Desarguesiano allora

gruppi di Baer di ordine ) 2 .

.(8.8) Lemma.

non ha

Se t sottoptani di Ba.er in (si veda (8.3» non si

incrociano, allora sono sull.a. stessa. rete H di ordine
r2 +1.

Allora. J Fissa tutte. le componenti di H.

Dimostrazione .

.(8.9) Lemma.

(Si veda Foulser-Johnson [15].)

J deve Fissare una componente.

Dimostrazione. Per (8.8). si può assumere che i sottopiani di

Baer si incrocino. Ma. J è generato da due 2-gruppi di Sylow

e per (8.7). ogni 2-sottogruppo di Sylow è un B-gruppo
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Allora, J deve fissare una componente ~.

18.10) Lemma.

Sia U C J di ordine 2 s _1. Siano BI' B2 due 2-gruppi

di Sylow che sono normalizzati da U. Per ogni gruppo Bi' c'è

un sottopiano wl

da. Bi' Inoltre.

di Baer tale che ogni punto di

U agisce fedelmente su Wl'

è fissato

i=I,2.

Dimostrazione. Sia g € U un elemento che fissa ogni punto di

Quindi,ciclico.gruppounèUe

Allora. per un qualche elemento h. gh fissa ogni punto

e quindi fissa v
2

" É chiaro che anche gh è in U.

Ma,

"l .

di

(g) _ (gh) cosicché g = l

( 8 . 11) Lemma.

U fissa due componenti di Ti' i = 1,2.

perchéDimostraziQne. 1f
t

è Desarguesiano per Foulser [13]

IB
i
I ) ..fq e l'ordine di Bi è l'ordine del nucleo di

fissa ~ cosicché deve fissare ancheun'altra componente

" i . U

di

,
"i perche U C GL(2,q) per (8.10).

18.12) Lemma.

J ::: SL(2,2b ).

Dimostrazione. Se ciò non è vero, c'è un elemento g € U
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tale che Ig I ; u è un divisore p-primitivo di 2 s _1 dove

.rq ( 2 s ( q. Cioè. 2 s ( q perché se s
2 ~ q 5 i può usare

(7.7) e (7.8) per mostrare che è Oesarguesiano. Ma. in

questo caso IB-gruppol S 2.

U permuta i punt i su ':1 n "i per i - I . 2 e

1':1 n ".-(0)1 - 2 r -I. Se ul2 r _1 allora. uI2(s.r)_1 i I che
l

implica (s.r) - s . Ma. s , r/2 perché ,fQ ( 2 s
cosicché

abbiamo una contraddizione.

Quindi. un elemento g di ordine u fissa alcuni punti

# O su ~ e anche su ~ di w
i

"
,

Ti è Desarguesiano cosicche

( s . t) ! s.

g

un

Ora. non

~
g

t; 2 .

SiaQuindi.€ Aut(GF(2 r ». u_I~llr.
A

complemento di Maschke di Fix(g) in GF(2 r ) e I~ I
g

agisce regolarmente su GF(2 r )-(0) cosicché uI2 t _l.

è possibile che s) t e u!2(s,t)_1 cosicché

g ; gl':1

Allora. s I t • ossia sk = t .. Ma. r ) t = sk ~ 5 ) r/2

cosicché 25 ) r ) t = sk. Quindi h ; I e s ; t ; dim(~ )
g

su GF(2).

Ora, 5 _ r.:...l. Cioè. sia h € Aut(GF(2 r » dove
A

Ihl ; r/u - v. Supponiamo v " l. Allora,
A

Fix(h) è un

g-modulo e

A A A

Fix(h) - (Fix(h» n (fix(g» $ MI

A A

dove MI è un complemento di Maschke di Fix(g) su Fix(h).

g deve fissare Fix{h) e MI allora permuta i punti di

semi regolarmente. Ques to impl ica che ul( IMII-I.2s-l)



1M I 2 s 2r/2
l ~ > • Il che non è possibile secosicché

,
Fix{h) ~ (l)

ques to caso.

a meno che

Ibl = r/u. quindi.
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'. ,
e Fix{h) C Fix{g). In

, ,
Fix{h) = GF{2u ) e Fix{g)

è un sottocampo di

uls.

GF{2 r ) =

GF{2
r ».

Fix g $ M. dim.M
g g

Eppure, ulr-s e

= s,

ulr

e Fix g

cosicché

,
Ma inoltre s = r-l e (r,r-l) ~ l. Allora. Fix{h) _ (l)

e u = r. s _ r-"1. Igi = r.

Quindi, fissa un sottopiano

cosicché u deve r i s,sare "o, i ,per

"o. i

i = 1,2.

di ordine

Perciò,

2

u

Cissa ogni punto di T a.
i

.

Allora U è isornarfo a un sottogruppo di automorfismi di

.GF{2 r ) cosicché il che implica

2 ~ 5 ) ~--una contradiztone. Per rinire la dimostrazione si

deve studiare Il gruppo bSL{2.2 ). Per questo si veda [28].

Questo teorema (8.5(a» è vero anche per piani di ordine

dispari:

{8.13) Teorema (Jha, Johnson [29]).

Sia ". un pta.no di trastaztone di ordine
2r

p • p

di ordine ugua.l.e o maggiore di

ogni gruppD

dispa.ri.. Supponia.mo che et siano due

fisst un sottopta.no

p-gruppi Il i ' i - 1.2

( 111 1 1 - 1112 1 > pr/2) e

di Baer ". i . i - 1;2.

Allora, .. è un piano di Hall e (11 1 ,11
2

) ~ SL{2,pr).


