CAPITOLO 1. LE SPERANZE CONDIZIONATE: PROPRIETA'

Le Speranze Condizionate, che d'ora in poi saranno indicate
con SC, furono introdotte da Kolmrogorov nel suo trattato [24],
tacendo seguito alla definitiva messa a punto del teorema di Radon-
Nikodym che & circa del 1930, (Per la validita di tale teorema

si vedano [47] e [54]).

1.1. LA DEERINIZIONE ELEMENTARE.

L'esame del caso elementare da un'idea intuitiva del concetto

di condizionamento.

Sia,ora e nel seguito, salvo esplicita menzicne, (Q,%, u) uno
spazio di probabilitd e sia Be# un evento tale che p(B)>0; se

A ¢ misurabile si chiama probabilita di A condizionata da B la

quantita ﬁB(A)n:u(AﬂBj/imﬁ}. 81 osservi che uB(A) non & definita
se d(B)=0. La funzione A ~> B\ﬁ) & essa stessa una probabilita
su #, sicché, fissato Be# con u(B)>0, ¢ naturale considerare accanto
a quello dato lo spazio di probabilita (9.5ZL§). Data una v.a.
f:(0,%) > (R,#) si chiamera SC di f dato B la speranza di f mediante

la misura Mg se tale speranza esiste, cioé

. B _ _ 1
(1.1) Ep(f):= ffduB = ffduB + él fdug = éfd“B = TTEY [fdu

B B
sicché EB(f)zE(le)/ w(B). In particolare 1la (1.1) da, per f=1A
(Ae®) ,

(1.2) Ep(1,) = up(A)

di modo che per studiare le proprieta della probabilita condizionata
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g bastera studiare quelle della SC EB.

Il vero significato delle SC scaturisce quando esse siano inter-
pretate come valori di funzioni. Dati B e f come sopra, si pud
definire in © una funzione misurabile a due valori, EB(f)1B+EB,(f)1B,
In generale sia {Bn} una partizione misurabile e, al pid, numerabi-
le di Q (cioe Bnesﬁ, Uan=ﬂ , Br n Bs=0 se r#s) e sia % la tribu
generata da tale partizione, %= 0({Bn}); evidentemente ¢ & contenu
ta in %#. Si consideri la funzione misurabile definita q.c. da

lp
(1.3) E(f/g) = I_ T('lﬁ'j*é fdu
n

ove f & una v,a., tale che E(f)esista (e quindi non necessariamente
in LY(#=L1(2,% 1)). La (1.3) definisce la SC di f data la tribd
@%. Il condizionamento é dato dalla tribd @ piuttosto che dagli
insiemi della partizione {Bn}. Infatti ogni insieme B di@si scrive
nella forma B = Uan(k) essendo {n(k )} una successione, eventualmen

te finita, estratta da N. ALlora in accordo con la (1.1) e la

(1.3)

U(B)EB(f) = éfdu=2k [ fduzzk EB

B (f)u(Bn(k))=IBE(f/g)dug
n(k)

n(k)
ove g indica la restrizione di pu a @ . Dall'ultima relazione
scritta conviene isolare l'eguaglianza

(1.4) [fdu = [ E(f/ g )duy
B B

che costituira la definizione nel caso generale, perché la (1.3)
non & pid utilizzabile se la tribd & non & generata da una partizio

ne finita o numerabile,



1.2. LA DEFINIZTONE GENERALE

(2.1) TEOREMA. Sia % una tribu contenutain & e sia f:(Q2.%>R,%)
una v.a, di Ll(ﬁﬁ; esiste allora una funzione g di Ll(g), unica

a meno di equivalenza, tale che valga

[ fdu = [gdn se Bew .,

DIM, L'applicazione B-+E(le) definisce su @ una misura reale
assolutamente continua rispetto a by - L'asserto & cosl una conse-

guenza del teorema di Radon-Nikodym. //

(2.2) DEFINIZIONE. Si dice SC della v.a. feLl(ﬁﬁ data la tribu

%c% 1l'unica funzione ¥-misurabile E(f/¥%) tale che

(2.3) [ £ du = [ E(f/%) du se Bew ;
3 :

B E4

l'unicita s'intende a meno di equivalenze,

Usualmente, e quando cid non generi confusione, si confonderanno
la misura p e la sua restrizioneu@ alla tribu @ . Quando convenga
mettere in evidenza la natura di operatore della SC si scrivera,

&
talvolta, E in luogo di E(./®).

In qualche caso & possibile estendere la definizione di SC
a v.a. che non ammettono speranza finita, quindi non di Ll(gﬁ),

ma per le quali sia |E(f)]

1]

oo
.

Si vedra nel seguito (corellario (3.8)) che la definizione
(2.3) coincide con quella della sezione precedente quando ¥ sia

generata da una partizione al piu numerabile.



I1 teorema che segue consente di definire la probabilita condizio

nata data una tribu ¥ e di stabilire il legame con le SC.

(2.4) TEOREMA. Esiste un'unica funzione p(./g)eLl(ég) detta

probabilita condizionata data la tribu %c# , tale che

(2.5) p(ANB) = fu(A/g)dpg se Be? , Ae¥ .
B

Vale inoltre
(2.6) H(A/g) = E(1,/9)

DIM. Ponendo A(B):=pu(ANB) si definisce su & una misura assoluta-
mente continua rispetto a Mg - Il teorema di Radon-Nikym assicura
l'esistenza e 1l'unicita (a meno di equivalenze)bdi u(./®). Ponendo
f=1A nella (2.3) si ottiene la (Z.6) in virta dell'unicita g.c.

sia di E(./®) sia di u(./9.//
Talvolta si scrivera ﬁg in luogo di u(./9).

In maniera analoga si dimostrano i due teoremi seguenti che
consentono di definire le speranze e le probabilitd condizionate
da un evento di probabilita anche nulla. Per le dimostrazioni

si pud consultare [2] 6.3.1,6.3.3,6.3.4..

(2.7) TEOREMA. Sia g una v.a. di LY(#) e £:(2.#)+2',%') una
v.a., a valori in Q'. Esiste allora un'unica funzione ¢:(Q',.#')>R,®)

tale che

f gdu= [ g(w)du (') se AeF
-1 A £
f “(A)

-1

ove Hpi= u ° f ¢ la legge della v.,a. f. Si pone g(w')=E(g/f=w').



(2.8) TEOREMA. Sia f come nel teorema (2.7) e sia A un insieme

di # . Esiste allora un'unica funzione k:(Q',%')>(R,%#) tale che
W(ETTBYNAT = [ k(o)dpp(w')  se Be F'.
B .

Risulta inoltre, se u(A|f=w'):=k(w'), p(A|f=w') = E(1A|f=w'}.

Le proprieta di E(g/f=.) e di u(A/f=.) sono del tutto analoghe
a quelle di E(g/¥4) e di u(A/%) e non saranno percio date esplicita-

mente.

La notazione E(g/f), che si incontra spesso, indica la SC E(g/#
ove @ €& la tribu indotta da f; se f:(Q,%) (2 ,%#') & una v.a.

riesce @= g(f):={B ¢ Q:B = £ L(A), Ae F'}.

Nel seguito servira il seguente teorema, di natura tecnica,

sulle tribu indotte.

(2.9) TEOREMA. Se f ! (9,9 +(Q',#') & una v.a., per una funzio-

ne ¢:0 » R, sono equivalenti le proprieta:

(a) ¢ & misurabile rispetto a o(f) e a & ;

(b) esiste una funzione g : (Q',%') » R,#B) tale che ¢ = gof.

DIM. Basta dimostrare l'implicazione (a) == (b). Se o= 1B con

Beg {f) allora B = f-l(A) con A e#', sicché, se g:=1A. riesce
g o f =1 -1 = 1B = ¢. L'asserto & dunque vero se ¢ & un indica-

tore. Se poi o & una funzione semplice w::zi__l AilB
- i

e Biecﬂf) (i=1,2,...,n) allora IB =giof come sopra, com g.: =
i

con A idR

=Y = -Ml 7774 I . : _n
se Bi = f (Ai) e Aie/ i quindi m—zizlhigi.

Se ¢ > 0 sia {¢n} una successione di funzioni semplici con
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wn¢ ¢ . Per quanto appena visto, é ¢n=gn°f. Si definisca g:=11mngn
ve tale limite esiste, g=0 altrove; percio ¢ =limn¢n=limngnofzgaf.

I1 caso generale segue ponendo 9 = 9 - 97/
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1.3.PROPRIETA' DELLE SPERANZE CONDIZIONATE.

Nei teoremi di questa sezione f denoterda sempre una v.a. di

Ll(gﬂ ©% una tribt contenuta in #.

(3.1) TEOREMA. (a) E [E(f|9)] = E(f);
(b) f “-misurabile =» E(f|¥) = f;
(¢) f =aq.c. = E(f/9) = a (in particolare E(1/9)=1);
(d) f

(e) f1 > f2 = E(fl/g) L,E(fz/g):

0= E(f/9) > 0;

|v

(f) 'E(f/®g)| < E(|f]/9);
(gJL/V:= {p, 0} =2 E(f|A&) = E(f);

(h) cj.c, € R, fl,fzeLl(gr-‘) = E(c £ +c,f,/%)=c; E(f)/9)+c,E(f,/9).

DIM. (a) Basta prendere B=& nella (2.3). Le proprieta (b) e

(c) scendono dall'unicita delle derivate di Radon-Nikodfm.
(d} Per ogni Ae¥ riesce ffdui 0; (¢) Per ogni Ae% riesce
A

ffl du if fzdu; (f) basta applicare la (c¢) all'ovvia diseguaglianza

A

-1f] < f < |fl. (g) [f du =] E(f)du se A=Q o se A=2 ; l'asserto
A A

segue ora dall'unicita di E(f/A4).

(h) Per ogni Ae¥ si ha

£E(c1fl+czf2/g)du =,&{clfl+czf2)du = leAf1d1+ <, &fzdu

= Cl-& E(fl/g)dri + CZIA E(f,/g)du = &{clﬁ(fljg)+c2 E(f,/9)}du/

(3.2) OSSERVAZIONE. Le proprieta (3.1)(a) e (3.1)(f) mostrano
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4

che 1'operatore E f » E(f/®%) & a valori in Ll(g), cioe

Eg : Llﬁﬁj »Ll(g); ©sso € anzi lineare per la (3.1)(h), e continuo.

E' anzi una contrazione, come si vede immediatamente dalla (3.1)(f)

integrando: IIE(f/g)!I1 < Hfﬂl. Cid rende interessante e naturale

lo studio di Eg come opératore su Llcga. Tale studio sara intrapre-

so piu avanti.

(3.3) TEOREMA(a) Sia f,.> 0 (nelN) e S allora E(fn/g)+E(f/§)
(b) Se fn > 0 (nelN), allora E(znemfn/g)=zndNE{fn/g)

(c) Se {BeN} cF e ByNB;=p (i#)) allora (U B ($)=1 qu(B /9).

DIM. (a) Per ogni Ae¥ riesce | fndu==f E(fn/g}du . Grazie al
A A

teorema (3.1)(c) la successione {E(fn/?)} tende crescendo ad una
funzione ¢ necessariamente %-misurabile. Per il teorema di conver-

genza monotona si ha percio

[ fdu=[ ¢du
A A
onde ¢ = E(f/%).

(b) E' immediata conseguenza di (a) e di (3.1)(h). La (c) si

ottiene dalla (b) ponendo fnle N/,
n

(3.4) TEOREMA (di convergenza dominata). Se |fn| < g (neN)

con gell(® e £ ~f allora E(f_/¥) > E(f/%).

DIM. Posto gn:=sup{1fn-f| : k > n} si ha g,¥0. Si osservi che
E(f/€) e E(fn/g) appartengono a Ll(g) e sono q.c. finite per ogni

neN. Inoltre |E(fn/g) - E(f/®9)| < E(|fn—f|/g) < E(gnﬂﬁ) sicché
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basta mostrare che E(gn/g) + 0, Esiste una funzione ¢, ¥-misurabi-
le, tale che E(g /%) 4o . Poiché 0 < g < 2g il teorema di convergen
za dominata da

0 < Jodu < [E(g, /9)du = [g_ du~>0
onde o= 0.//

Valgono per le SC gli analoghi del teorema di convergenza mono-

tona e dei lemmi di Fatou.

(3.5) TEOREMA. Sia fn > g € Ll(jﬂ (nelN) con E(g)> - o
(a) se fn+f allora E(fn/g)+E(f/g);

(b) lim infn E(fn/?) > E (liminfn fn/g).

Sia f_<ge L'(# (neN) con E(g) <+ ;

(c) se fn¢f allora E(fn/§)+E(f/§);
(d) lim sup, E(fn/g) < E(lim sup fn/g).
DIM. Basta dimostrare le proprieta (a) e (b) perché la (c)

e la (d) scendono da quelle cambiando il segno a tutte le v.a.

che intervengono.
(a) Poiché 0 < fl‘,’1+f+ si ha E(f /4) +E(f/4) per il teorema (3.3)(a).
Inoltre da 0 < fa < g € Ll(gﬂ e dal teorema (3.4) scende

E(f;/g)‘>5(f'/g) sicché E(f /%)

i

E(f)/9)-E(f /4) ~E(f"/%)-E(f /g)
= E(f/9).

(b) Posto fﬁ::inf{fk:kzn} si ha fh+f“:=liminf fn onde per la
prima parte del teorema E(f'/g)zﬁ(liminfn fn/g) = liminf E(fﬁA?)j

< 1iminfn E(fn/g)-ﬂ
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Le proprieta seguenti si riferiscono tutte a condizioni di
regolarizzazione. Ad esse occorre premettere il seguente lemma

di carattere tecnico.

(3.6) LEMMA. Siano % una tribu di sottoinsiemi di §& , v una
misura su ¢, f :0 - IR una funzione ¥%-misurabile e B un atomo di¥
rispetto a v, cioé Be , v(B) >0 ¢ se A ¢ B con Ae¥ allora risulta

V(A)=0 oppure V(B-A)=0., La funzione f & costante gq.c. su B.

DIM. Sia xeR tale che v(B N{f<x})=0; di conseguenza risulta
VWBNI{f <y} = 0 per ogni y < x. Posto k:=sup{xeR: WBN{f<x})=0!

si ha:

V(BN{f<k}) = v[ U (BN{f<r})]= 0.
ref

r< k

Se x > k risulta v(BN{f<x})>0 onde, poiché B & un atomo,
vBN{f > x}) = 0. Percio
v(BN{f>k}) = v[ U (BN f{> r})] = 0.

req
r k

Pertanto f=k VvV -qg.c. in B.//

Siamo ora in grado di mostrare, come gid anticipato, che quando
la tribu %9 sia generata da una partizione al piu numerabile di

atomi, E(f/¥9) coincide con la costruzione della sezione 1.

(3.7) TEOREMA. Sia B un atomo di ¥ rispetto a p e sia feLl(gﬂ.
Allora

E(f /%) = i%“ETfB fdy  q.c. in B.
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DIM. Per il lemma (3.6) E(f/®¢) & q.c. costante in B. Percid

la (2.3) da E(f/g) u(B) = [fdu.//
B

(3.8) COROLLARIO. Se 7 = {Bn} ¢ una partizione #-misurabile
di € con u(Bn)>0 (neN) e se ¢ ¢ la tribu generata da v, ¥ =og(7m),
vale la (1.3).

(3.9) TEOREMA. Siano f e g due v.a. su (Q,%,u) tali che feLl(ﬁﬂ.

fgeLl(jﬂ e g sia ¥%-misurabile., Allora
(3.10) E(fe/¥) = g E(f/9).

DIM. Si supponga dapprima che g sia una funzione indicatrice,

1, con Be%: | E(fg/%)dy =/ fg dy =
B IA A IAﬂB

o
i}

fdu=J E(f/®)du=[ 1;E(f/9)d
ANB A

=[ g E(f/%)du
A

per ogni insieme A di %, sicché la (3.10) vale per le funzioni
indicatrici e quindi, per linearita, anche per le funzioni semplici.
Ricorrendo al teorema di convergenza monotona (3.5)(a) si dimostra
la (3.10) per le funzioni ¥-misurabili positive e infine, mediante

la decomposizione, g=g+-g- per tutte le funzioni %-misurabili./

Un caso particolare della (3.10) avra particolare importanza
nelle caratterizzazioni delle SC: se fl,fzeLl(Qﬂ ¢ se anche flfzeLl(gﬂ

allora

(3.11) E[f,E(f,/9)/4) = E(f,/9) E (f,/%).

(3.12) OSSERVAZIONE. Se 4 e gz sono due sottotribu distinte
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7 %
di % , in generale gli operatori E 1 e E 2 non commutano come

mostra il seguente esempio, tratto da [36]. Sia {By,B,,Bs} una
partizione misurabile di Qe siano % = o({B; v B,,B;}), ¥,

£y

‘ ?1
Allora E

2
£ =B 2

g g
L 5726 1 due

=0({B1,B2 U B3}) e f =1 E f che non &

BS’

gl—misurabiln e non pud percid coincidere con E

teoremi che seguono danno invece due importanti esempi di situazioni

4 %2
nelle quali E e E commutano.

(3.13) TEOREMA. Siano $¥l e % due sottotribu di % con @1C%E

1 E41 92
e sia felL (#%). Allora gli operatori E e E commutano e vale
Y, % 4 & %
(3.14) EZE Y =E8LEZ =8 'f.
9

DIM. Poiché E “f & misurabile rispetto a @1 e quindi a %2 si

ha per la (3.10),

4 @ @ @ @
E2ELf = (E YF)(B %1) = E 1f.
Inoltre per ogni Aeﬁl si ha
% g g %
JEYf du =[fdu=J E%fdu=f ELE % du ./
A A A A

Si osservi che se ¢ =N e Y, =% la (3.10) da, poiché

E/V: E (teorema (3.1)(g), la (3.1)(a).

Se Wl = g2 =% la (3.14) da Eg 5? = éy sicché Eg € una proiezio

ne da L1(® in Ll(g).
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Due tribu 3% e % entrambe contenute in & si dicono indipendenti
(rispetto alla probabilita w) se risulta up(AN B) = w(A) u(B)

per ogni scelta di A in fﬁ e di B in 95. Una tribu Yc#% e una
v.a. f su (R,%,u) si dicono indipendenti se sono tali ¢ e la tribu
o(f) generata da f. Infine due v.a. f e g su (Q,%,1) si dicono

indipendenti se sono tali le tribua che generano, a(f) e o(g).
(3.15) TEOREMA. Se la v.a. f di LY(#) ¢ indipendente dalla
tribua ¢ si ha E(f/9) = E(f).

DIM. Poiché E(f) e€ IR, riesce, in virtdl dell'indipendenza di

f e di 4 | E(f)du= E(f) W(A) = E(f)E(1,) = E(f1,) =J fdi= [ E(f/®)du
A A A
quale che sia Ae%; percio E(f/%) = E(f).//

(3.16) TEOREMA. Se %= o(g) ove g & una v.a. esiste una funzione

borelliana g : R+R tale che E(f/®9) = of,

%
DIM. Per definizione E(f/%) ¢é misurabile rispetto a o(g) e

quindi, per il teorema (2.9) esiste la funzione della tesi.//

Altre proprieta delle SC sono legate alla diseguaglianza di
Jensen e quindi alle proprieta delle funzioni convesse che sono

qui succintamente richiamate.

Sia ¢: I » R (I & un intervallo di R) convessa, soddisfaccia

cio&, per ogni ie[0,1] e per ogni coppia x,yel alla diseguaglianza

(3.17) Ap(x) + (1-Meol(y) > e (Ax+(1-X)y);

si dice che ¢ & strettamente convessa se nella (3.17) vale la

diseguaglianza stretta se Ae€]0,1[. E' noto che una funzione
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¢ ¢ convessa se, e solo se, il suo rapporto incrementale relativo
ad un qualsiasi punto Xo di I, x +[@(x)-¢(x0)]/(x-xo) & crescente.
Percio ¢ & continua ed ammette derivata a destra @é e derivata
a sinistra t% in ogni punto interno di I. Inoltre ¢ & derivabile
in I, tranne, a{ piu, in un'infinita munerabile di punti. Per
tutte queste (e altre) proprieta si veda, ad esempio [21]. La
funzione ¢ ¢ convessa in [a,b] se, e solo se, esiste una funzione®

crescente g [ﬁ,b]/4 R tale che

X
(3.18) o(x) = ¢(a) + [ g(t)dc.
a

Si pud prendere g = c%: g & strettamente crescente se ¢ & stretta-

mente convessa.

Se @ ¢ convessa nell'intervallo aperto Ja,b[ (a,beR) esistono
due successioni di numeri reali {a } e {b } tali che, se xela,b[,
riesca
(3.19) P(x) = sup{anx+bn :n e N},

Quest'ultimo risultato & noto come teorema della linea di supporto
pp

(si veda, per esempio, [2] pp. 286-287).

(3.20) TEOREMA. Sia ¢: I = R con I intervallo aperto (limitato
0 illimitato) di R e sia f una v.a. di Ll(gﬂ a valori in I. Allora

vale la diseguaglianza di Jensen

(3.21) E(pef/g) > 9°E(f/9)

Se, inoltre, ¢ & strettamente convessa nella (3.21) vale il segno

d'eguaglianza se, e solo se, f & @-misurabile.

DIM. In primo luogo risulta E(f/¥) el. Infatti, se, per esempio,
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¢ f>a si ha

0> J [(E(f/9)-a]du =] (f-a)du > 0
~ {E(f/%9)<a} {E(f/%9)<al

sicché f=a q.c. in {E(f/%) < a} ; percio wWE(f/9) < al = 0 cioe
E(f/9) >a q.c.. Scende dalla (3.19) che ¢of > anf+bn (nelN) onde

E(9-f/%) > an E(f/g)+bn (neN). La (3.21) si ottine prendendo l'estre

mo superiore in quest'ultima diseguaglianza.

Si supponga ora che ¢ sia strettamente convegsa e che valga
(3.22) E(9-f/g) = 9-E(f/9)

Segue dalla (3.18) che o(x)-¢(a) > (x-a) ¢é(a) relazione nella

quale vale, anzi, la diseguaglianza stretta se Xx#a; percio

(3.23) ¢of - 9eE(f/9) > {f-E(f/9)}[9 j°E(f/9)]

onde integrando, e tenendo presente la (3.22),
[oof @ > Jo-EB(f/g)du + [ 9}y -E(f/9) {f-E(f/9)} du =
- JECoet/gan + JEY [o3eB(£/9) (£-E(£/9)}] du =

=foof du +[{ o) ~E(f/9)} Eg[f-E(f/g):}du = [oof du,

Nell'ultima relazione valgono allora solo segni d'eguaglianza

e pertanto, tenendo conto della (3.23) si ottiene
0 < Jloof - 9-E(f/9)-[9°E(f/9)] [f-E(f/9)]}du = 0.

Poiché, in virtu della (3.23), l'integrando & positivo, essa si

annulla g.c.. Ma ¢ & strettamente convessa e percio, nella (3.23),
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vale il segno di diseguaglianza stretta, a meno che non sia f=E(f/%),

ciog a meno che f non sia ¥-misurabile./

La seguente conseguenza della diseguaglianza di Jensen & partico
larmente importante ed estende al caso p > 1, una proprieta gia

vista per p=1 (osservazione (3.2)).

7
(3.24) TEOREMA. Per ogni tribu % c% , l'operatore E su Lp(ﬁﬁ
con pe[l,+»] ¢ una proiezione contrattiva e positiva di immagine

LP ().

DIM., Si e gia visto che Eg ¢ una proiezione positiva; esso
¢ anche una contraziome. Infatti se ¢ : x> |x|P con pe[l1,+>] il

teorema (3.20) da per feLP (%
118 = J1£1Pdu =foot du= [ EZ(ooryan 2 goE” fau= 1E%5)
Se invece p=+w riesce |f] < |f[, sicché

e < B91E) < E2QIE1) = Ifl

e quindi ﬂfyfﬂm < Jfle . Cid mostra che Eg € una contrazione
(oo - L
anche in L (#). Ora, se pe[l,+»|, si ha ngeLp(g) per ogni felP(®

ma siccome Eg ristretto a Lp(g) coincide con 1'identita su Lp(g)

si ha E@Lp(ﬁj = LP@) .y

L'ultima delle proprieta delle quali ci occuperemo ¢ legata
al comportamento delle SC rispetto alle trasformazioni che conserva
no la misura.

Si dice che la trasformazione T :Q~» Q conserva la misura se

essa soddisfa alle due condizioni:
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(a) & misurabile, cioe T_lAefv‘7 per ogni Ae# (in breve T "#c %);

(b) w(T™A) = u(A) per ogni A e%.

(3.25) TEOREMA. Se T : Q-+ conserva la misura, per ogni feLl{%

si ha
(E%) o1 = Y Y(re1).

DIM. Sfruttando il teorema del cambio di variabili (per esempio

23] teorema 6.8) si ha per ogni Ae¥
L
-1

1 EL YfoTydn = J o feT du= [1 o (feT)du= f(leT)(foT) dn =
T A T A T A

1

1]

)=f1Af du=[ f du=/[ Y foan -

flAf d(ueT”
A A

i

Je¥ragerhy =f @ ran Ly
A T 1A

1.4. UN APPROCCIO DIFFERENTE

La definizione di SC pud essere data in maniera differente

ma equivalente (teorema (4.3)). E' questo l'approccio di [7].

Se ¥ & una sottotriba di #, & evidente che Lz((g) ¢ un sottospazio

di L2(9).

(4.1) DEFINIZIONE. Sia E : L?(%) » L?(#) 1'operatore di immersio

2%

ne di LZ(%) in L%(#) e sia B*:L%*(9) = L2(#) » L¥*(@)-L%(9) il

suo aggiunto. Si definisca allora come operatore di SC rispetto

alla tribu ¥ 1l'operatore Eg: L2(§°—)+ Lz(@) definito da

(4.2) Eg : = EE*.
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Si osservi che, salvo dimostrare che 1la definizione appena
data coincide con quella della seqione 2, Eg ¢ qui definita come
un operatore su Lz(ﬁﬂ anziché su Ll(gﬂ. Cio corrisponde a definire

£ . . o . .
E in senso ampio; la definizione in senso stretto considera

E come un operatore su thgﬁ. Tale distinzione & dovuta a Doob.
Sui rapporti tra le definizioni in senso ampio e stretto si tornera
nel seguito, sezione 2.3, dove si vedra che il dominio di Eg

si pud estendere a Ll(gﬂ.
L'operatore definito dalla (4.2) & chiaramente autoaggiunto.

(4.3) TEOREMA. Le definizioni (4.1) e (2.2) coincidono in Lz(gﬂ.

DIM. Per ogni f di L°(%), EBE*f appartiene a L°(%) sicché

ng ¢ %-misurabile. Inoltre per ogni Ae¥9 ¢

[ BE*f du
A

(]

= <f,]_ >

I(EE*f)lAdu= <EE*f,1,> =< f,EB*1 A

A>

[f1

du =[ f du,
A A

L'operatore EE* soddisfa dunque alla (2.3): per 1l'unicita della

derivata di Radon-Nikodym si ha EE* = Eg’.//

(4.4) DEFINIZIONE. Un operatore lineare T : Ll(gF) > LI(SW) si

dice doppiamente stocastico se soddisfa alle condizioni (a) e

positivo (f > 0 == Tf > 0); (b) lascia invariata la speranza (E(Tf)=
= E(f)); (c) lascia invariate le costanti (Tl=1).
Evidentemente un operatore di SC & doppiamente stocastico e

alcune sue proprieta si possono ottenere per questa via come si

fara qui di seguito.
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(4.5) TEOREMA. Se T:L (%) »L'(#) ¢ doppiamente stocastico allora
(a) TLP(#) c LP(% per ogni pe[l,+«]; () ITH =ITI =1:

(c) HTHD < 1 se pe]l,+=[; (d) l'operatore autoaggiunto T* ¢ pure

doppiamente stocastico,

DIM. Se feL” (%) si scriva f=ft-f7; per la (4.4)(a) e Tf+‘3 0

e Tf™ > 0 onde |Tf|=|TE'-Tf | < Tf +Tf =T|f|; dalle (4.4)(b) e

(¢) scende T|f| < TIfle= Ifle. Percid [Tfl, < [fl, ciod TfeL® (%)
e |T| < 1; ma poiché Tl=1 si ha [T|, = 1

Daila (4.4)(b) segue, per ogni fEL1L9) che «f,1> = [fdu=[Tfdu-=
=<Tf,1 > = <f,T*1> onde T*1=1. Come sopra si ha allora che [T*|,=

= IT, = 1.

La diseguaglianza IITIJp < 1 per pe]1,+OD [ scende dal teorema

di convessita di Riesz ([19] p.526).

Per concludere 1la dimostrazione basta far vedere che
L1 (% ¢ L1(® e che E(T*f) = E(f).
Se feLm(jz) allora fT*fdu = <T*f,1> = <f,Tl> = «f,1» = [ fdu.

Poiché LY(#) & denso in Ll(ﬁﬂ, esiste un'unica estensione continua

di T* a tutto L1(#) che soddisfaccia alla (4.4)(b).
Per dimostrare che T*Ll(ﬁﬂ < Ll(gﬂ si integri la diseguaglianza

|T*f| < T*|f| ottenendo |T*f|, < [T*|f|du = [|f|du = If],.//
G

(4.6) COROLLARIO. E LP(¢) ¢ LP(¥%) se pe[l,]; |E
4
IIE

=1

I

£4 £
I,=IE

mentre < 1 se pel]l,=[.

Iy
(4.7) TEOREMA. Sia {f } una successione di LP(%) pe[l,=] limita-

ta da una v.a. g di LP(#), [f | < g (neN). Allora, se f >f g.c.
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e se T & un operatore doppiamente stocastico, risulta Tfn » Tf

q.c., e in chﬁ).

DIM, La convergenza in Lp(ga scende dalla (c) del teorema (4.5)

e dal teorema di convergenza dominata.

Si supponga ora che { fn } sia una successione monotona, per
esempio fn+f; ¢ percid monotona anche la successione {Tfn} che
dunque converge a una v.a. o, TFn'f ¢ , onde, per il teorema di
convergenza monotona, E(¢) = limn E(Tfn)=limnE(fn)=E(f)=E(Tf).

In modo analogo, se A & in @ si ottiene f pdu =f Tf du che appli-
A A

cata all'insieme A:={Tf#¢} da u(A)=0 onde Tf=¢ q.c.. Il teorema
di convergenza dominata segue poi nella maniera usuale da quello

di convergenza monotona. //

(4.8) TEOREMA (diseguaglianza di Jensen). Siano ¢ :[a,b] > R
una funzione convessa e T un operatore doppiamente stocastico.

Allora
(4.9) @oTf < T(9-f)
per ogni v.a. di L1L§) a valori in [a,b].

DIM. Se f & una v.a. semplice f = 1 _A 1, ove {Ai} ¢ una

i=1"1 i
partizione misurabile di & e AidR (i=1,2,...,r) allora @o f=
= r i o - = =
_Zizlw(ki)lAi sicché T( ¢of) &ﬂki)TlAi i{qzxi TlAi)' ¢(TEAilAi)
=¢ Tf.
Data f >0 sia {fn} una successione di v.a. semplici

tali che fn+f; allora Tfn+Tf e, per la continuita di ¢ ,

¢oTf > ¢°Tf q.c.. D'altro canto, |[9°f | < max{|e(t)|:tefa,b]} =:ccw
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sicché il teorema precedente da T(cpofn) +>T(eef) gq.c. dalla quale

scende da (4.9) passando al limite sulla diseguaglianza T(g¢- fn)z

2¢eTf . //
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CAPITOLO 2. LE SPERANZE CONDIZIONATE: CARATTERIZZAZIONI.

2.1. LA CARATTERIZZAZIONE DI MOY.

La prima caratterizzazione delle SC fu data da Moy nel 1954
([30]). Questo lavoro rappresenta parte della tesi di dottorato
svolta sotto la guida di Doob. Essa é basata sulle seguenti proprie-

ta.

Sia T un operatore T : LP(#) - LP(# (pe[l,»[) che soddisfaccia

alle seguenti proprieta:

(M.I) T & lineare;
(M.2) se f ¢ limitata tale & anche Tf, cioé TL (%) ¢ L (#);
(M.3) T(f+Tg)=(Tf)(Tg) quali che siano f e g in L* (%)

(M.4) T & continuo: ﬂfﬂ—fﬂp > 0 = ﬂTfn—Tpr‘*O.

Se ¥ ¢ una tribu in % l'operatore di SC Eg‘ verifica le condi-
zioni (M1)-(M4). Per la (M1) si veda il teorema (1.3.1)(h), per
la (M.2) il teorema (1.3.1)(f), per la (M3) la (1.3.11) e per la (M4)
il teorema (1.3.24). E' notevole perd che valga il viceversa,
e cioe che se T soddisfa alle (Mlj-(M4); esso ammette la rappresen-
tazione Tf=E(fg|9%) ove g & un'opportuna v.a. e 5% c#% & una tribu
(teorema (1.7)).

Nel seguito di questa sezione le (M1)-(M4) si riterranno senz'al-

tro verificate e non saranno percid richiamate nei lemmi che seguono.

(1.1) LEMMA. Se #:= {feLp(Qﬂ : T(fg) = f.Tg Vgel (%)} allora
# & un sottospazio chiuso di LP(%). Inoltre se f,.f, sono due

v.a. limitate di ¢ ¢ in # anche il loro prodotto (cioe



fl,fze.;f'nﬁ" (F) = f fex).

DIM. Si osservi, innanzi tutto, che # non & vuoto perché lex.
Se fl e f2 sono in # e g & limitata riesce T{(f1+f2)g} = T(flg)+T{fzg}=

= f Tg+f2Tg=(f1+f2)Tg sicché f1+fze,}?". Se ce R e f e e T(afg)=

1
=aT(fg) = afTg per ogni g di L™ (%) sicché afes . Cid prova che
A ¢ un sottospazio di Lp(g::). Se poi f1 e f2 sono limitate, tali
sono anche flg e f2g per ogni g di Lm(fi), come pure flf2g, percio
T(f,f,g) = f,T(f;g) = f,f,Tg sicché f;f, & in #. Rimane da mostra-
re che # ¢& chiuso nella topologia della norma | ”D' Si supponga
dunque {fn} cCH e fn+ f in Lp(,)f’). Poiché ang-fgﬂp < gl ||fn—f||p
per ogni g di Lm(g-') si ha anche fng ~ fg in Lp(?i) e quindi per
la (M4), T(fng) + T(fg) in Lp(f}). D'altro canto se g & limitata,
tale ¢ anche Tg per la (M2), sicché fn(Tg) »> f(Tg) in Lp(?). Poiché
riesce fn{Tg) = T(fng) per ogni neN si ha f(Tg)=T(fg):# ¢ cosi

chiuso. /

(1.2) LEMMA, TLP (%) c # (ciod Tfe#VfelP(#)). (pe[l,+=]).

DIM. Se p == 1l'asserto & ovvio, in virtin della (M3). Si supponga
percio che sia p<+® e che f € Lp(.?) non sia limitata. In tal caso
esiste una successione {fn} di v.a. limitate tali che fn+ f in
LP(#); ma allora la (M4) assicura che sia Tf > Tf in LP(#) . Poiché
Tfn e X per ogni n e poiché per il lemma precedente # ¢ chiuso
si ha Tf ex.//

(1.3) LEMMA. La famiglia «»‘J"f-rﬁ{ AeF :1Ae,}i"} ¢ una tribd contenuta

in #.

DIM. (a) Poiché le# riesce Qe ffir. (b) Se A ¢ in 3":} riesce



lAe‘#‘: poiché # & uno spazio vettoriale e le®# si ha lA,zl-lAe.)i"‘

sicché A‘E(Q‘TT.
(c) 3‘7T ¢ stabile rispetto all'intersezione finita; infatti se

G 10 Y 2 : 1 1 -
Al.AzefT riesce lAl,lAze,;ﬁ" e, per il lemma (1.1), lAlﬂAz lA] IAZE#’

sicché Alﬂ AZG.GZI.. Ma allora .97".1. é¢ stabile anche rispetto all'unione

finita: lAIUAzzzAldAz_lAlﬂ Aze,)f’“ onde Al U Azer.”;T. Per induzione

si vede quindi che PfT ¢ stabile rispetto all'unione finita. Sia

ora {Ak} una successione di insiemi di -?'T: per ogni nelN si ha

n F - s . , )
Uk=1AkE 'J"T ciodé 1 n €N + percid, posto A"URGINAR risulta
U A
k=1"k
- P _ - p - _ - _yh .
110-1 4 knp =[11, 1Un \ | Pdu S, 1Un R | i wl(A-U, 1A )]+0;
k=1 k=1"k k=1"k

quindi lAe-}'f’, perché # & chiuso, se pe[l,+«[. Se, poi, p=+» da

1 + 1, segue HlA-lun l, =0 sicché nuovamente si ha 1 e

Uk=1"% k=1"%
(1.4) LEMMA. LP(#) cf (pe[l,+=[).

DIM. Per la definizione di ?T le v.a. %—semplici appartengono

a# , perché é& uno spazio lineare. Se f & in Lp('@T) esiste una
successione {f } di v.a. Zr-semplici tale che |1°n|p < [fI1P e

che f,o> f q.c.; ma allora si ha anche ([23] teorema 7.6) fn->f

in LP(#) sicché fes//

(1.5) LEMMA. # NL(%) c LD(Q%).

DIM., Se f ¢& limitata in # esistono due numeri a,belR tali che



Ran f ¢ [a,b]. Sia o¢eC[a,b]. Per il teorema di Weierstrass esiste
una successione {pn} di polinomi definiti in [a,b] tale che PL®
uniformemente. Percid (pﬂof)(wj converge a (gp°f)(w) uniformemente
in we  onde P f > ¢<f in Lp(FF). 11 lemma (1.1) assicura che

pnof sia in J# per ogni nelN se f ¢ limitata; percio ¢@of €. ancora

per il lemma (1.1). Se Aef_l(.fj?) sia A = f_l(B) con Be# . Poiché,
posto I=[a,b], C(I) & denso in LP(1)=LP(1,#(1), ) (si veda, per
esempio, [2] 2.4.14) se p <+ ®» esiste una successione{wn} c C(I)
tali che ¢, 1B in Lp(I); perci(‘}{cpnof} converge a lA in Lp{fij.
D'altro canto, ¢ of & in # per ogni neN sicché 1, ¢ in H o, in

maniera equivalente, A € ﬁr.

[+ o)
Se invece & p=+«<, occorre dimostrare che L (%) c¢ Lp(f%), ciod
che ¢ una conseguenza pressoché immediata della definizione di

9.[. e dell'essere # un sottospazio chiuso di Lm(‘;ﬂ.//
(1.6) LEMMA. TLP(#) c LP(Z).

DIM. Se p=+e l'asserto & ovvio perché (MZ2) e (1.5) danno
T (#) ¢ LY(%) ¢ Lp(fT). Si supponga percid p<+», Per ogni f in
Lp(f) si pud trovare una successione {fn} di v.a. limitate
(fneLm (#)) con fn - f in Lp(,?}. La (M4) fornisce allora Tfn* Tf
in Lp(?), mentre, per la (M2), Tfn e in L° (#) per ogni neN, 1
lemmi (1.2) e (1.5) danno cosi TfneLp(f’;‘fr) per ogni nelN e quindi
TfeLp(:?"'T) poiché Lp(ﬁr) ¢ un sottospazio chiuso di LD(FF).//

Siamo ora pronti ad annunciare il primo teorema di caratterizza-

zione di Moy.
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(1.7) TEOREMA. Per un operatore T : LP(#) » LP(%) con pe[l,+=[

sono equivalenti le affermazioni:

(a) T soddisfa alle proprieta (M1)-(M4);

(b) T ammette la rappresentazione:

(1.8) Tf = E(fg|%) (feLlP(#),

ove (9% ¢ la tribun del lemma (1.3). e g & in Lq(gﬁ (q=p/(p-1) se

p<+w, mentre g=« se p=1) ed e tale che E(gﬂﬁ%) sia limitata,

DIM. (a) =» (b). Il funzionale J : LpL@) + R definito da

(1.9) J(f) = [Tf du

¢ lineare, per la (M1) e continuo, infatti se fn - f in Lptﬁ) e
anche Tfn-* Tf in Lp(ﬁﬁ; per la (M4) e quindi anche Tfn - Tf in
Ll(‘?) sicché J(fn) - J(f). Per il teorema di rappresentazione
dei funzionali lineari e continui in LD(EF)([IQJ teoremi IV.8.1

e IV.8.5) esiste g in Lq(gﬂ, ove q & come nell'enunciato, tale

che
(1.10) J(f) = [fg du (felP(9)).
La (1.9) e la (1.10) insieme danno

JTf du = [fg du (fel?(#) ,

sicché se Aeﬁ%

J'A"I‘f dip= [1,Tf du= [ T(1,f)du = [1,fg du=jA fg du = jA E(fg/#)du

onde, per l'arbitrarieta di A, e poiché Tf ¢ 9%-misurabile, in

virtn del lemma (1.6), Tf=E(fg/ﬁ%). La (1.8) da per le.?lxﬁ(gﬁ%)



che ¢ limitata in virtu della (M2)./

La rappresentazione (1.8) non & unica. Infatti, se, per esempio,

B & un insieme di .9% tale che g(w) = 0 per ogni weB, si ponga

-

F':={B U A:Aeﬁ%,AﬂB=®'}iJ {Aeﬁ%:AﬂB=®}; ¢ facile verificare che

Z' & una tribu e che E(fg/#') = E(fg[@%).
(1.11) COROLLARIO. Se T1 ¢ eguale a una costante k#0 riesce
TLD(QU = LpL?&). Se, inoltre Tl=1 allora T e la proiezione di

LP(#) su LP(#) (per).
DIM, Se f ¢ in Lp(ﬁ%) la (1.8) e (1.3.10) danno
Tf = E(fg/#) = f E(g/#;) = Tl = kf

sicché T(f/k) = f. Alla luce del lemma (1.6) cio implica TLP (%)=
LDL?T). Supposto, poi, Tl=1, la (M3) da T2f = T(Tf) = T(1-Tf)=

= (T1)(Tf) = Tf sicché T ¢ la proiezione di LDL§0 su Lptﬁ%)./

(1.12) TEOREMA. Per un operatore T : LY(%) » L1(# sono equivalen

ti le affermazioni:

(a) T soddisfa alle proprieta (M1)-(M4) e inoltre Tl=1 e ﬂTlei
< Iflys

(b) T ammette la rappresentazione

(1.13) TF = E(f/%p) (fel.l(#)).

DIM. La funzione d'insieme v :#% -~ R definita da v(A):=J(1A)=

nleAdu ¢ una misura reale su % poiché J ¢ un funzionale lineare

e continuo. Inoltre v (8) = [Tldw = [du =1 e |v(A)F= [leAdu | <



iﬂTlA]du = uTlA"l < IJlAlil = H(A), per ogni Ae%. Si supponga per

assurdo che esista Ae# tale che |V(A)|<u(A). Allora si avrebbe

1= u(R) = WA)+HA) > [M(A)] + [V(A')| > v(®) = 1

che ¢ una contraddizione. Riesce |V(A)| = H(A) per ogni Ae#; in

altre parole, per ogni Ae#, riesce V(A) = H(A) oppure V(A) =

- H(A). Si supponga, per assurdo, che esista Ae# tale che V(A)=

-u(A). Allora V(A') = Vv(Q)-V(A) = 1+u(A) > 1 relazione che ¢
possibile solo se Uu(A) = 0. Percio risulta Vv(A) = H(A) per ogni

Ae# cioé v=u ., Se Befir

la (1.8) da
v(B) = [Tigdw = JE(1pg/#)dn = J1E(g/#)dv = [ E(g/#) du=lp gdv

sicché g=1 per 1'eguaglianza v=u ., Cid dimostra l'implicazione
(a) =2 (b). L'implicazione inversa ¢ contenuta nell'elenco delle

proprieta delle SC.//



2.2, LA CARATTERIZZAZIONE DI BAHADUR.

In questa sezione ¥ & un sottospazio chiuso di Lz(ﬁa e T denota
la proiezione ortcgonale di Lzﬂgj su ¥ . Si indicheranno inoltre
con ﬁi la pin piccola tribd che renda misurabili tutte le v.a.
di ¥ cioé F:i=o(U{f '(#):fe¥} e con % la famiglia d'insiemi,

“che non & necessariamente una triba, definita dawgazz{AcgzlAevﬂ

Ovviamente si ha 9% c 93.

La caratterizzazione di Bahadur della SC in senso ampio ([3]}

si basa sul seguente

(2.1) TEOREMA. Se T ¢ la proiezione ortogonale di L2(37) su

¥ sono equivalenti le proprieta:

(a) T1 = 1 e T & positivo;
(b) ¥ verifica le condizioni:
(bl) 1 ev,
(b2) fge¥y Vf,g iy/flﬁhﬁ) (v & stabile rispetto al prodotto
di v.a, limitate),
(b3) ¥=¥n011%) (le v.a. limitate di ¥ sono dense in ¥rispetto
alla topologia di Lz(jﬂ);
(c) # = J"z

(@ v = LY(#H).

DIM., (a) == (b) Poiché ¥ = {feLZ(ﬁﬂ:Tf=f} si ha subito 1=Tle¥".
Le ipotesi (a) equivalgono alle seguenti: (a') a< Tf <pg se
a< f <Be (a") Tf > Tg se f > g. Per mostrare la (b2) basta

far vedere che se f & una v.a. limitata di ¥ , cioé fe¥ N L* (%)
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vkt

allora f° & in ¥ ; infatti, in tal caso, se f e g sono limitate

e in ¥ la (b2) scende immediatamente dall'identita fg= {(f+g)2-
-fz-gz}/Z. Sia dunque fe ¥ NL” (%) e si ponga z:=TF2-£2; vogliamo
provare che z=0. Si applichi ora il teorema della linea di supporto
(1.3.19) alla funzione convessa Xx »xz. Esistono allora due succes-
sioni {a } e ({b } di numeri reali tali che sia x2=sup{aﬁ+bn:ndNL

2

Percio X* > a X+b ~per ogni neN onde, per la (a'), TX? > a TX+b =

= anX+bn per ogni n € N; vale percio TXZ > sup{anx+bn} = X2 sicché

z > 0. D'altro canto, poiché T & autoaggiunto ([20] th.26.1),

riesce per ogni y e Lz(ﬁa

JY du =<Y,1>=<Y,T1>=<TY,1>= [TY du ,

ora Tz = TZXZ—TX2=O sicché [zdu = 0 cioé z=0,

(b3) Sia z in ¥ e si introducano le v.a. limitate Xn:=zl {|z]<n}

Chiaramente riesce Xn + z in LZ(SV). Posto ZntzTXn(neN) riesce
|Zn| <nez, €y . Dalle due relazioni IITii2 <1 e Tz = z scende
||z—zn||2 + ||Tz-TXn|I2 < Hz-ani2 onde la (b3).

(b) == (c). Procedendo come nella dimostrazione del'lemma (1.3),
salvo la sostituzione di Lz(gﬂ a Lpﬁﬁ), si fa,innanzi tutto, vedere
che 92 ¢ una tribua. Poiché gia si sa che 92 c 52, basta stabilire
1'inclusione # c %. Sia X ey limitata e tale che RanX ¢ [a,b]
e sia A = X'l(B) ove B & un arbitrario insieme boreliano contenuto
in [a,b]. Come nel lemma (1.5), con p=2, si ha Aeﬁ%: ci® . assicura,
poiché B ¢ arbitrario, che X & gz—misurabile. Poiché le v.a.

limitate di ¥ sono dense in ¥ stesso, segue che ogni v.a. di ¥~



- 31 -

& 95—misurabile onde gﬁ c 95.

(c) == (d) Si supponga che 9% sia una tribu; sia XeLl(ﬁi).

Esiste una successione {Xn} di v.a. Ez—semplici tali che xﬂ+x
q.c. e 1in L2 (come nel Lemma 1.4)). Segue dalla definizione di
95 che Xne%”per ogni n naturale e quindi anche Xey poiché ¥ ¢
chiuso (in Lz); si ha cosi Lz(fa) c¥ . D'altro canto X & Ea-misura-

bile sicché Ve Lz(gﬁ). La doppia inclusione Lz(ﬁg) cy¥e LZ(EE)
da l'asserto.

(d) = (c¢) Se X e L2(#) si ha TXey = Lz(gq) ¢ L1(#) o inoltre

per ogni insieme A di gﬁ riesce

>= <f,T1A >=<Tf,1

A

(2.2) i fdu= fflAduz <f,1 A

>= [Tfdu
A

cio2 Tf = E(f|§ﬁ); ¢ ora noto che l'operatore E(./Eﬂ) soddisfa
le (a)./}

La caratterizzazione delle SC si puo dare nella forma del seguen

te ovvio

(2.3) COROLLARIO. Per un operatore T:LZC?)*-LZ(gﬂ sono equivalen

ti le proprieta:

(a) esiste una triban ﬁi ¢ % tale che T sia la restrizione a LZ(QO
di E(.If}l);

(b) T & lineare, idempotente, autoaggiunto. positivo e Tl=1. Risul-

ta 53 ={A ¢ 52:1A € Ran T

Si vedra nella prossima sezione, a proposito della caratterizza-

. . v . - . - .
zione di Sidak, che effettivamente non & restrittivo caratterizzare
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le SC su Lzﬁﬁﬂ anziché su LIL@].
Anche per il seguito sara utile la seguente

(2.4) DEFINIZIONE. Dato lo spazio di Hilbert Lz(gj si chiama
misurabile ogni sottospazio chiuso ¥ di LZLQD per il quale esiste

una tribd %c# tale che sia ¥ = L%(%).

Per il seguito & importante notare che la (2.2) per A=Q da
E(Tf)=E(f) una proprieta che sara il fondamento della caratterizza-

zione di Pfanzagl ([35]) (si veda, oltre, la sezione 2.9).
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2.3. LA CARATTERIZZAZIONE DI SIDAK

Sidak ([48]) baso la caratterizzazione delle SC sopra l'analisi
delle definizioni in senso largo o in senso stretto e sopra l{ossei
vazione che i procedenti lavori di Moy e Bahadur consideravano v.a.
limitate (in LP e in L2 rispettivamente) per poter eseguire il
prodotto di v.a. ((M3) e (b.2) nel teorema (2.1)). Sidak sostitul
al prodotto 1'operazione reticolare V(=max); per la prima volta
compaiono considerazioni reticolari che diverranno preminenti

nel lavoro di Douglas [18] (sezione 2.6).
(3.1) LEMMA. Nello spazio di Hilbert Lz(gﬁ esiste una biezione

tra le tribut % ¢ % e 1 sottospazi misurabili ¥ = Lz(@) di LZL@).

DIM. Siano 3? e 95 tribu distinte contenute in % ; esiste allora

un sottinsieme A €% che appartiene a ﬁi ma non a 9%, per esempio.

Percio 1, & in L%(#) ma non L%(%)./

(3.2) LEMMA. Se {gi:iel} ¢ una famiglia di tribu contenute in

riesce

(a) @, c 9, = L%(%,) ¢ L:(g.);
71 % 1 G,
2 Cn 12, .
2

(c) L {a(igigi}} = M &gl Lz(gi)} essendo quest'ultimo il pin

piccolo spazio misurabile contenente igllz(gi).

DIM. (a) & ovvia. (b) ¢ = i?lgi ¢ una tribu, onde, per (a),
. 2 2 s 1. . 2 2
riesce LY(¥9) c L (gi) per ogni iel; percio L°(%) ¢ 'HeIL (gi).

D'altro canto, se f & in ﬂiele(gi) allora e fgi—misurabile per



- 34 -

ogni iel sicché é misurabile rispetto alla tribu nielgi; percio

2 2
etk (¥ ¢ L7(N;o19;).
(c) Posto ¥ = L2 {O(Uielgi)} risulta Lz(gi) c ¥ per ogni iel onde
M{Uiel(gji) } ¢ ¥ . Viceversa allo spazio misurabile {UiEILZ(fgi)}

corrisponde (lemma (3.1)) una tribd ¥ tale che M=L2(§§). Chiaramente

{ﬁi t% per ogni iel onde U(Uielgi) c¥ sicché, per (a), riesce

v e L4(@)=M. )

(3.3) TEOREMA. 1] sottoinsieme VCLZ(,?‘) ¢ un sottospazio misura-
bile se, e solo se, verifica le condizioni

(a) ¥ & un sottospazio chiuso di L2

(F):
(b) 1 ev¥,
(¢c) fvgi=max {f,g} ¢ in ¥ per ogni coppia di v.a. f e g di ¥ .

DIM. Poiché 1le ¢tre condizioni sono chiaramente necessarie,
basta mostrare che sono sufficienti., Suppostele soddisfatte, si
definisce @ :={A ¢ Q:lAeV }. Si procede come nella dimostrazione
del lemma (1.3) per far vedere che % @& una tribl, con una sola
differenzanel provare che @ @& stabile per unioni finite. Ma se

A e B sono in ¥ , IA e 1B sono in ¥ onde 1AUB:1AV1B ¢ pure in

¥ in virta di (c¢), sicché A U B & in ¢. Per concludere la dimostra-
zione basta far vedere che ¥'= Lz(fﬁ). Ora ¢ immediato che

LZ(‘;’?) ¢ ¥ ;s infatti appartengono a ¥ tutte le v.,a, %-semplici
e quindi, poiché ¥ é chiuso, tutte le v.a. di Lz(g). Si consideri
dunque f in ¥ e si ponga A(f) = {f > 0}. Poiché fFri=fv 0=f1

A(f)
¢ f'e¥ . Definita la suecessione {f 1 ove fnzzn{f+n 1,n)=
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= -n(—f+v—1/n) ¢ in ¥ per ogni nelN, e posto An::{le/n}, riesce

A c A

o 1.1 (neN), A(f) = U

+ ;
neN™n gnmiAn+nf 1},!\;1 sicché 0<g <1.

. . . . 2 .
Allora si ha g, 1A(f) sia gq.c. sia in L7(%) onde 1A(f)ei/ e A(f)e¥.
Se ¢ & un numero reale arbitrario, fC:=f-c ¢ in ¥ e come sopra

si vede che ¢ in % l'insieme {f > c}3; f & dunque ®-misurabile,

cioe feLZ(%), vale a dire ¥ ¢ LZ{@).H

Nel linguaggio della teoria dei reticoli il teorema (3.3) si

pud enunciare nella forma

(3.4) TEOREMA. Per un sottoinsieme V”eLngj sono equivalenti

le proprieta
(a) ¥ & un sottospazio misurabile;

(b) ¥ & un reticolo di Banach al quale appartiene 1.

Nel definire i rapporti tra SC in senso largo e in senso stretto

¢ essenziale il seguente
(3.5) LEMMA. Se S,T:LP »LP {(con pe[l,+m[) sono operatori continui

che coincidono su L° (cioe S(f) = T(f) per ogni felL”) allora S

e T coincidono in LP (cioé S(f) per ogni feLp).

feed

DIM. Sia f in LP; posto fn:=(|f|An) (s ogni f) nelN) riesce fn el
sicché s(fn)=T(fn) per ogni nelN. D'altro canto ﬂrf in LP cosicché la con-
tinuita da S(f)=T(f)./

(3.6) TEOREMA. Sia ¥ = L2(%) un sottospazio misurabile di LZ(%)

e sia P la proiezione di Lzﬁﬁj su ¥ . L'operatore di SC, E(.|9):

:Ll(gﬂ > Llﬁ?) ¢ l'unica estensione continua di P a Llﬁﬁ).
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DIM. E(.|®%) ¢ continua in Ll(ﬁﬁ (teorema (1.3.1)(f)) ed estende

P a tutto Ll(gﬂ poiché Pf=E(f/%) per ogni feLZU?); in virtu del

lemma (3.5) essa ¢ 1l'unica estensione continua./
. . . . * v .
Si pud ora enunciare la caratterizzazione di Sidak.

(3.7) TEOREMA. Per una trasformazione T:LZ(SF) - LZ(EF) Sono
equivalenti le proprieta:
(a) T & la restrizione a Lzﬁﬁ) di un operatore di SC E(./¥);

(b) T verifica:

(bl) T & lineare, autoaggiunto, idempotente,

(b2) T1 = 1

(b3) T(Tfv Tg) = TivTg (Vf,geLz(gﬂ).

DIM. Basta dimostrare l'implicazione (b) = (a). Per la (bl)
T ¢ la proiezione di Lz(ﬁﬂ sopra un sottospazio chiuso ¥ ([20]
th.26.4) mentre la (b2) e la (b3) asseriscono, in virtld del teorema
(3.3), che ¥ & un sottospazio misurabile cioé che esiste una triba

4 c% tale che sia ¥= Lz(gj. La tesi scende dal teorema (3.6).//
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2.4. GLI OPERATORI MEDIANTI.

Rota caratterizzo le SC ricorrendo al concetto di operatore

mediante ("averaging operator")([45]).

(4.1) DEFINIZIONE. Un operatore P:LP(#)>LP(#) con pe[l,+«]

si dice essere mediante se

(a) & una contrazione :[IPpr < 1|fl|p per ogni feLZ(ﬁ):

(b) P(g Pf) = (Pg)(Pf) (felP(®, g e L7 (#);

(c) P1 = 1,

Un operatore di SC soddisfa ai requisiti della definizione
appena data. Si vedra nel seguito che & vero anche che ogni operato

re mediante ¢ una SC se pe[l,+=[ (teorema (4.8)).

(4.2) LEMMA. Sia geLm(_?) e sia &:={pe g & un polinomio}.

La chiusura di & in LP(#) & LP(o(g)) ove o(g) = g (&) (pe[l.+]).

DIM. Sia “g la legge della v.a. g, cioé la misura di probabili-

td su (R,#) definita da ug(B):zu[g-l(B)] per ogni borelliano B.
Poiché g é (essenzialmente) limitata esiste un intervallo [a.B]
tale che ug([u.ﬁ]) = 1. Per ogni funzione borelliana h:fe ,8] >R

il teorema del cambio di variabile da

3
[heg du =] h du_
a g

in particolare se Cede B = f_l(C) riesce

3}
ledu = flf_l du = flcog du =£ 1.du

(c) g

Poiché 1. e il limite puntuale su [ ,8] di una successione di

polinomi, il teo- ma di convergenza dominata assicura che 1C é
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il limite di polinomi anche in Lp([a,B]. é?([d.ﬁ]),ug). Percio
1B ¢ il *limite in Lp(c(g)) di una successione di polinoml e quindi
appartiene alla chiusura di &, L'asserto segue dal fatto che le

funzioni semplici sono dense in Lp(?).//

Questo lemma aveva dimostrazione simile a quella del lemma

(1.5).

(4.3) LEMMA. Ogni operatore mediante & una proiezione.

2

DIM. P“f = P(Pf) = P(1Pf) = (P1)(Pf) = Pf per ogni felP(%)./

(4.4) LEMMA, Sia gel” (%) tale che Pg=g (una tale v.a. esiste
in virtd di (4.1.c); si ha allora Pf=f per ogni feLp(o(g)).

DIM, sz = P(g.g) = P(g Pg) = Pg}2=g2 e per induzione Pgn=gn

1

per ogni neN (infatti Pgml:P{g.gn)zp{gnpg)=(Pgn)(Pg)=gng=gn+ ).

Percid, in virta della linearita di P, ¢ P(gog)=¢e g per ogni

polinomio ¢@.L'asserto scende ora dal lemma (4.2) e dalla continuita

di P che & conseguenza di (4.1.a).//

(4.5) LEMMA. Se P ¢ un operatore mediante su Lpﬁgj riesce

PL” (&) ¢ L ().

DIM. Vi & qualcosa da dimostrare solo nel caso p <+ «, perché
per p=e« l'asserto & contenuto nella stessa definizione di operato-
re mediante. Sia f in L®(%) e si ponga g:=Pf; per definizione,
g & in LP(#). Per la (4.1.a) riesce g2=g.g=(Pf)(Pf)=P(fPf)=P(fg)
2

el (#); ragionando per induzione, si ottiene gneLp(gz)

)

sicché g

per ogni nelN (infatti, supposta verificata la relazione gnzp(fgn”l

si ha g"*lagogm=(PE)P(fg" 1)=P{rP(fg" 1) }=P(fgM)elP(#)). La (4.1.a)
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e la diseguaglianza di Holder danno

g™ du = 1g"iP=1pceg” B < heg TP = Se|Plgl (VT Pau <

< (flf|npdu)1/n(f|g|nde)1_l/n

onde
lelPy = (Slel™an ™™ < (re"Pant/t < aenl
Facendo tendere n a +« in quest'ultima diseguaglianza si ottiene
lgl, < Ifl, sicché ge L"(H. /
(4.6) LEMMA., Se P* : LP(#) =~ LP(%) @& 1'operatore aggiunto di
P (ove (1/p)+(1/q) = 1 se p >1, mentre q=+ se p=1) risulta
P*1=1,
DIM. Posto h:=P*1, scende dalla (4.1.c) che
[ hdu=/h1du=[(P*1)1 du = fP1 du = [du = 1.
Valgono inoltre le relazioni

Ihlg = sup {Jh f du : felP (), 11, < 1}=

= sup{ JPfdu : felP? (9, If1, < 1} =

= sup { |Pfl; : f e LP(9), I£1, <13 = 1.

Di qui, si ricava, ricorrendo nuovamente alla diseguaglianza di

Holder

= Jh du < |h 1. = 13
1 =[h du < | Hq | I|p 1
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siccome nella diseguaglianza di Holder vale il segno d'eguaglianza

si ha h=1./

Nel prossimo lemma si incontra una proprietd che sara alla

base dela caratterizzazione di Pfanzagl (sezione 2.9).
(4.7) LEMMA. Ogni operatore mediante conserva la speranza matema

tica:

E(Pf) = E(f) (felP(#).
DIM. In virtu del lemma (4.6)
E(Pf) = [Pfdu = [f(P*1)du= [fdu = E(f)./
Si pud ora dare la caratterizzazione di Rota.
(4.8) TEOREMA. Per un operatore P:LP(%) -+ LP(%) con pe[l,+o]
sono equivalenti le proprieta:
(a) P & un operatore mediante;

(b) esiste una tribu % c# tale che sia P=E(s /%) in Lp(ja.

DIM.Poiché 1'implicazione (b) = (a) & ovvia,bastera dimostrare 1'altra

(a) == (b). A tal fine sia @ la piu piccola tribd che contenga
tutte le tribu o(g) indotte dalle v.a. g di Lm(?] tali che Pg=g,
cioe %:= (U {o(g):gel” (%), Pg=g}). Il lemma (4.4) da, se B &

in 9, PlB=1B: in virty del lemma (4.7) riesce se f & in L. (%)

1l

[ Pfdu I1Bpfdu = [ (P 15) (Pf)du = [P(f P1g)du =
B

JP(f1,)du=[f 1,du = [ fdu
B B B

onde Pf=E(f/%) per ogni feLw(@). L'asserto segue ora da (3.5)./



Le considerazioni che precedono non sono necessariamente vere
se p=+o, Rimando alla sezione 4 dell'articolo [45] di Rota per

lo studio degli operatori medianti in L¥(%).
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2.5. PROIEZIONI NEGLI SPAZI DI ORLICZ

I risultati delle sezioni precedenti furono estesi nel 1965
da M.M.Rao ([38]) dagli spazil LP(#) agli spazi di Orlicz L% .

Per le definizioni riguardanti gli spazi di Orlicz si veda [25].

La definizione che segue estende in modo ovvio la definizione

(2.4).

(5.1) DEFINIZIONE. Un sottospazio chiuso ¥ di Lw(gﬂ ¢ detto
misurabile se esiste una tribl %c% tale che ¥ = L’ (). In tal

caso si dira misurabile anche la proiezione P : Lw(gﬂ‘*Lw(?).

I1 lemma che segue ha la stessa dimostrazione dei lemmi (3.1)
e (3.2) nei quali non si faceva alcun wuso particolare delle proprie

ta di L2.

(5.2) LEMMA. (a) Esiste una biiezione tra le sottotribld % d.

F e i sottospazi misurabili LY (%) di L? (%):

(b) se {gi:iel} ¢ una famiglia di sottotribu di & risulta

P

L' (Nje191) = Nierl’ (#))s

9 - 9
(c) L {G(Uielgi)} = M{ UieIL (9%)}.

Si indichino con M¥(%) e M? () i sottospazi chiusi di L% (%)
e di Lw({fj. rispettivamente, generati dalle v.a. semplici (rispetto
a %o a %). Una funzione di Young ¢ si dice moderata se riesce
9 (2x) < ke(x) per ogni x > X, ove X ¢ un numero reale strettamente

positivo.

(5.3) LEMMA. Sia ¢ una funzione di Young moderata. Per un insieme

e L?(#) sono allora equivalenti le proposizione:
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(a) ¥ & un sottospazio misurabile,

(b) ¥ soddisfa alle condizioni:
(bl) ¥ & un sottospazio chiuso:
(b2) 1 eV
(b3) ¥ & stabile rispetto al max:f,ge¥ = fvg e¥ .

DIM. Poiché 1'implicazione (a) == (bj ¢ ovvia, basta stabilirne
l'inversa. A tal fine si ricava [37] che le funzioni semplici sono
dense in LY (%), cioe MP(%) = L?P(#);inoltre lo spazio di Orlicz LY(%)
coincide con la classe di Orlicz C®[%) si veda [25] sicché 12 (® =(feL(® :

Jo(kf)du +« VYk>0}. Da questo punto in poi la dimostrazione riproduce quella

del teorema (3.3). //
Ricordo che una funzione di Young ¢ o & continua in R oppure

¢ continua per |x| <x_ = ed identicamente eguale a +* per [x| > x

¥

0

ove X @ un opportuno numero reale strettamente positivo.

(5.4) TEOREMA. Sia ¢ una funzione di Young continua e moderata
e sia ¥'= Lm(@j un sottospazio misurabile di L¢Q?). Se la proiezione

P:L9 (#) > LP(¥) soddisfa ad una delle seguenti condizioni

(5.5) P & una contrazione e la funzione di Young complementare

y & continua:s

(5.6) pxf = f per ogni v.a. f di LQG?).

allora essa ammette la rappresentazione

(5.7) pf = E(f/9) (fel? (#)),
e pud essere estesa in maniera unica a E(./4) in Ll(jﬂ;

. . . % . ,
Viceversa, la restrizione di E” a L¢L?) ¢ una proiezione misura-

bile su Lw(jﬂ che soddisfa sia alla (5.5) sia alla (5.6).
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DIM. Dimostrero dapprima che (5.5) implica (5.6) e quindi che

la (5.7) & una conseguenza della (5.6).

SI supponga dunque valida la (5.5): poiché ¢ & moderata il
duale (L(P (#))* pud essere identificato con Lw(f) ([53], teorema
7.4.2). Inoltre 1l'aggiunto P* di P esiste ed & una proiézione
su LY (#) che verifica |P*[=|P| sicché anche P*, come P, & una
contrazione., Si pud ora mostrare la (5.6). E' ovvio che vale 1'inclu
sione Lm(gi) A (#) N Lw (#). Sia ora fel (#) e si ponga g:=P*f,

Allora, indicata con Ny la norma di Luxemburg nello spazio
Y .
L (#) ([25]), vale la relazione

(5.8) Ny(g) = Ny(P*f) < |P*| Ny(f) < Ny(f).

Se A & in %, la sua funzione indicatrice 1A appartiene a

¥ = LCP({g) e vale

(5.9) [fdu = flAfdu =f (P1,)fdu = flA(P*f)du = [gdu =] E(g/®)du.
A A A

Poiché gli spazi di Orlicz ? (#F) e LlIJ (#) sono strettamente
contenuti in Ll(ﬁj. l'operatore SC Eg ¢ definito in essi. In

virtd dell'arbitrarieta di Ae4 la (5.9) da

(5.10) f = E(g/4);

di qui, ricordando che Eg ¢ una contrazione, scende Ny (f)in(g).
Quest'ultima diseguaglianza, insieme alla (5.8) da Ny (£)=Ny(g).

Sia ko il loro valore comune; segue allora dalla definzione

di norma di Luxemburg che

(5.11) Ju(e/kyde <1 e Jv(g/k du < 1.
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La prima delle (5.11) ¢, in effetti, un'uguaglianza poiché
f & limitata. Ricorrendo alla diseguaglianza di Jensen (1.3.21)

rispetto alla funzione convessa ¢ e usando la (5.10) si ottiene

(5.12) e/ = o[ g/ ] < ¥ Tuce/ )],

In quest'ultima relazione vale il segno d'eguaglianza se, e
solo se, si verifica uno dei due casi seguenti: o WV & lineare
o g e % -misurabile., Ora ¥ non pud essere lineare perché ogni
funzione di Young verifica la relazione lim _ ., p(x)/x = + »
([25](1.16)). Supposto che g non sia @-misurabile esiste un insieme
di 4 di misura strettamente positiva nei punti del quale vale

la diseguaglianza stessa nella (5.12); percio
/

g -
1= JeCe/k)du = Jo[E” (g/k)1du < JE¥ [w(g/k )]du = [u(g/k)du < 1
che & una contraddizione. Percido g & @-misurabile; scende cosi
dalla (5.10) che f=E(g/¥%) = g = P*f cio che stabilisce la (5.6).

Si supponga ora verificata la (5.6). Quale che sia Ae¥4 riesce,

poiché 1, & in L”(4),

[Pf du=[1, Pf du= [(P*1,)f du=[1, f du = [ fdu =] E(f/@)dy
A A A .

onde la (5.7) grazie all'unicita della SC.

Il viceversa & ovvio. (Si veda anche [32], IX.2.3)./

Dal teorema (5.4) scende, come corollario, la caratterizzazione
di Rota (4.8).

(5.13) COROLLARIO. Per un operatore P:LP(#) »LP(#) con pe[l,+=[

sono equivalenti le affermazioni:
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(a) P & un operatore mediante;
(b) esiste una tribu 4¥c#% tale che P = Eg in Lpgg),

DIM. Come nel teorema (4.8) basta stabilire 1'implicazione
(a) =2 (b). Si osservi che basta prendere g=1 nella (4.1)(b) per
avere, grazie alla (4.1)(c), P® = P. Scende, inoltre, dalla (5.3)
che ¥ :=Ran P & un sottospazio misurabile; vi & percid una triba

4 c¥ tale che V= LP(#).

Se p» 1, la funzione di Young complementare di ¢, ove ¢(x) =

= |x|P/p, & data da x -~ o(x) = fx|q/q ove p'1+q"1=1. E' percio

Y .

verificata 1'ipotesi (5.5) sicché P =

Se, invece, p=1, & verificata 1'ipotesi (5.6). Infatti, se Ae¥

si ponga gA:=P*1A; ma allora IigAllm = ||P*1AHoo < IElAlioo = 1 perché

|P*| = |P|] < 1 e di consegunza

;{gAd u:ngdu = jlgAdu = J'l(P*lA)du = f(Pl)lAdu = I1Adu

S5i ha cosi gy = 1A cioé P*IA = 1A relazione che da immediatamente

la (5.6). Pertanto anche in questo caso & P = Eg v/



2.6 LE SC COME PROIEZIONI IN Ll.

La caratterizzazione di Douglas ([18}) ¢ la conseguenza di
un teorema che da la decomposizione delle proiezioni contrattive
in Ll. Come al solito do solo i risultati necessari ai fini della
caratterizzazione delle SC. Inoltre mentre l'articolo di Douglas
considera spazi complessi, mi limiterd qui, per semplicita, al

caso reale,

(6.1) DEFINIZIONE. Se ¢ ¢ una tribu contenuta in % si dira

funzione peso per 4 ogni v.a. h: Q -+ m+ che sia %-misurabile e

tale che
(a) E(h/®) = 1S(h) con S(h) e% ove S(h):={h#0} & il supporto di h;
(b) Se AeF e S(h) c A allora Aed .
Si dice SC pesata 1l'operatore Eg : Ll(gﬂ > Ll(g) definito
: Yz > > B o >

da Eﬁ:=h Eg .

Siano, per esempio, 2= [0,1]x[0,1], #= #(), u la misura
di Lebesgue su #(2) e infine @= {Ax[0,1]:Ae# ([0,1])}. E' immedia

to verificare che la funzione h:[0,1]x[0,1] > R, definita da h(x,y)=2y

¢ una funzione peso per % ; si osservi che, in questo esempio,

h non & %-misurabile e S(h) = [0,1]x[0,1].
Per un operatore P : L1(9Q~4 Ll{ﬁﬂ si ponga
K(P): ={fell(#) : fg =0 Vge Ran P} ;

sarda utile considerare gli operatori P : L1(5Q —+I}{gﬂ che soddisfac

ciano alla seguente condizione



(6.2) P[K(P)] = {0},

(6.3) LEMMA. Se h ¢ una funzione peso per %, risulta per ogni
feLl(4) e per ogni Ae¥

(6.4) [ hfdu = f du ,
A

1
A S(h)
DIM. Sia Be¥ , scende dalla (6.1.a) che

['hdgdu=f hdus=[ E(h/g)du-= ] du=J 1, du
A

1 1
ANB ANB ang  S(h) A S(h)

B

sicché la (6.4) vale per le funzioni indicatrici e, per linearita,
per le funzioni &-semplici, Se feLl(g) ¢ positiva esiste una
successione {fn} di funzioni  @-semplici tali che fn+f. Ora la
successione {h fn} ¢ crescente, contenuta in LIQ?) e th‘hf; inoltre

per ogni nelN &
[h fn du < _ffn dy < [f du
onde hfelLl(#) e per ogni Ae¥

,& hfdu= 1iman hf du = lim { Lscnyfn 4 = i Ig(py £ A% ./

(6.5) LEMMA. Se % e h sono rispettivamente una tribu contenuta
in % e una funzione peso per & , l'operatore Eh € una proiezione

contrattiva e positiva che verifica la condizione (6.2).
DIM. La (6.4) da, se feLl (%)
4 & 4 4 %
IEy, flly = Jh|E" f|du = fls(h)IE fldu < [|B7f|du= |E flly < Ifly

ove nell'ultimo passaggio si e fatto uso del teorema (1.3.24)

con p=1.



4

Eh ¢ percid una contrazione che e positiva grazie alla (6.1) e
al teorema (1.3.D(c). Per dimostrare che Ef ¢ una proiczione si

usi la (6.1.a)

4

f)=h1 9f = ne%f = BV 7.

4 g
S(h)™ h

(ﬁi)zf:hEg(hﬁyf}zh(Egh)(E

Occorre infine mostrare che Ef soddisfa alla (6.2). Sec fek(Ei}

si ha necessariamente, fh = fEf 1 = 0 onde S(f) NS(h) = g. D'altra
G . %

[

parte, poiché S(égf) ¢ S(f) si ha S(h) S(ng) = @ e quindi Eh=hE f=0
sicché Ey k(ED ) = (0L

(6.6) LEMMA, Sia P una proiezione contrattiva su Ll(gﬂ. Esiste
allora un un unico insieme AO di # (detto supporto di P) tale
che sia  u[S(f)-A_]=0 per ogni feRan P e che K(P)=1 - L'(%).

AI
[.'operatore T:Llcia >L1{jﬂ definito dan:=P(1A.f) gode delle seguenti proprieta:
0
(a) T & una contrazione;
(b) Ran T ¢ Ran P:
(c) T?=0;
1 .

(d) T[lAa L'(@#] = {0k
(e) P-T e una proiezione contrattiva che soddisfa alla (6.2) e

tale che Ran(P-T) = Ran P.

L'unicita dell'insieme AO deve essere intesa, al solito, a

meno di insiemi trascurabili.
DIM. Si costruisca una successione {fn:nezi ¢ Ran P per induzione.

o f in Ran P

Si ponga f0=0 e, supposto di aver scelto fo.f n-1

177"
si scelga fn come segue: si prenda fneRan P in maniera che sia



s y-utl

1208(fi)] >1/n se ci6 ¢ possibile, altrimenti si ponga

fn:O. L'insieme AO::UneZ+S(fn) ¢ in % . Presa, arbitrariamente,
una v.a. f e Ran P, si supponga, per assurdo, che siaL{SUﬁ~ﬁﬂ>O;
esiste allora relN tale che u[S(f)-A0]>1/r. Si osservi che non esiste alcun indice

nelN tale che sia fnzf perché, se cosi fosse, ne seguirebbe S{f) ¢ Ao
contrariamente alla supposizione fatta. Si pud percid scegliere

fn¢0 per ogni n > r sicché

@ n-1
WA )= [ U S(f )] >u[ US(f )]=u[ U {S(f )- U S(f.,)}]=
© [nzﬂ nll 2 |:n>r n) i:nir S T y
n-1
= I p[S(fn) - U S(fi)] > L 1/n =+ ®
n>r i=o0 nzr

che & una contraddizione. Risulta percio u[S(f)—AOJ:O cioé S(f) ¢ A,

a meno di insiemi trascurabili.

E' ora facile verificare le proprieta dell'operatore T,

(a) ITfl, < HP(lAéfﬂl < HlAéfnl < fly. (b) & ovvia.
(c) Tzsz(Tf) ={P 1A' P(IA,f)} = (0 poiché P(AA,f) é,ovviamente,
0 o} o
in Ran P.
1
(d) T(1, £) = P(1,,,1,f) =0 (fel* ().
0 0 0
(e) Si osservi, innanzi tutto, che (P-T)f = Pf—P(lA.f)=P(lA ).
o} 0

. (DL 3 Lo 2 N B

Percio(P-Tff=(P T){P(lAOf}}- P{IAOP(lAOf)} p (1A0f}_9(1A0f) =

= (P-T)f sicché P-T ¢ una proiezione; essa ¢ inoltre una contrazio-
ne perché H(P—T)fﬂl=ﬂP(IA;)H1 < ﬂlefﬂl < Mfﬂl. Sia ora feRan P;

esiste allora geLl(gﬂ tale che frPg:Pg-ng (in virtu della (c))



e quindi f=Pg~T2g+PTg-Tg=(P-T)(g+Tg) sicché Ran P ¢ Ran(P-T).
Ma & ovvio, dalla definizione di T, che Ran(P-T) ¢ Ran P e dunque
¢ Ran P = Ran(P-T). Quest'ultima relazione implica che K(P)=K(P-T)

e, di conseguenza, K(P—T)zlA,Ll(gF). Percio (P-T)K(P-T) =
O

iy 1 -
= P{1, K(P-T)} = P{1, 1,'L°(#} = {0}./
0 o o

L'operatore T del lemma ¢ unico; per la dimostrazione si veda

il corollario 3, p.454 in ([18]).

(6.7) LEMMA. Sia ¥ ¢ Ll(gﬁ. allo stesso tempo, un sottospazio
chiuso e un sottoreticolo vettoriale, Esiste allora un'unica coppia
(#,k) costituita da una tribd %c¢ % e da una funzione peso k per

@, tale che ¥ = k Ll(g).

DIM. Esiste, in primo luogo, una v.a. positiva he¥ con la proprie
ta S(f) ¢ S(h) per ogni fe¥ ; per stabilirlo si consideri, come
nella dimostrazione del lemma precedente una successione {fn cyY
nella quale si siano scartate le v.a. che siano eventualmente

nulle. Posto h::zndNan|/2“ufnnl riesce he¥ e, poiché ¥ & chiuso,
he¥"; h ha la proprieta cercata.

Posto %(h):={Ee¥# :lEhe?’ }, si veiifica facilmente che #(h)
¢ una tribu. Si stabilira ora 1l'esistenza di una v.a. k di ¥ che

verifichi, per ogni Ee¥(h), la relazione

(6.8) du=[ k du .

[ 1
g S(h) E

Si osservi intanto che E[ls(h)|§(h)] soddisfa alla (6.8) ma

che questo non basta ad assicurare che essa appartenga a ¥. Mediante

le



AME):=] 1 du e v(E):=[ h duy
g o) E
si definiscono due misure su (Q,4(h)). Poiché esse sono equivalenti,
cioé 1'una assolutamente continua rispetto all'altra, esiste,
in virtd del teorema di Radon-Nikodym, una v.a. positiva Vv, misura-

bile rispetto a ¥%(h), tale che

~

1 du=( v h dy (Ee%(h)).
g s(h) °F ‘%

Ora v & il limite puntuale di una successione crescente {vn} di
v.a. 4(h)-semplici positive; poiché vnhivh il teorema di convergen
za dominata assicura che Vi h +vh in Llﬁgj sicché vh ¢ in V"percﬁé

vnh ¢ in ¥ per ogni neN e ¥ ¢ chiuso. Basta allora porre k=vh

per avere la (6.8). Inoltre k e una funzione peso per %(h) e

S(h) = S(k).

Si ha 4(h) = %(k). Si supponga dapprima che E sia in S(k)

cio¢ 1gk € ¥; pertanto, per ogni neN risulta, (h—nklE)*e‘V. Poicheé

S{h)=S(k) 1la successione {(h—nklE)+} converge 1in Ll(gF) a hlE,
che &, percio, in ¥. Cosi A', e dunque anche A, & in %(h), cid
che prova che % (k) ¢ %(h). In maniera analoga si prova 1l'inclusio
ne inversa., Si pué quindi scrivere % senza far riferimento alle

v.a. h e k.

Per dimostrare 1l'inclusione kLl{g) c¥ Dbasta considerare una
v.,a., f di Ll(g) positiva perché il caso generale scende dalla
decomposizione f=f*-f"., Se f > 0 essa ¢ il limite puntuale di
una successione crescente {fn} di v.a. & -semplici; allora,

per linearita, kfn appartiene a ¥ per ogni neN. Poiché



Ikf Iy = Tk £ dw < Jf du = If 1y < Ifly

riesce anche kf e L1(#) onde kf € v

Per dimostrare 1'inclusione inversa, sia f una v.,a. positiva
di ¥. Per ogni A >0 la successione crescente {vn} cy definita
da Vn::{n(f-lk)+} A K & maggiorata da k e converge, percio, in
LL(# alla v.a. v = «k lg[(f-ak)+] Che & in ¥ sicche S[(f-1k)*]
e un insieme di €. Percio f e il limite in Llcﬁ) di una successione
{ kun} ove u. ¢ @-semplice e S(un) ¢ S(k) per ogni nelN. Grazie
a quest'ultima inclusione e alla (6.4) vale per tutti 1 numeri

naturali n e r

i
i}

Ilku -ku_ 1, flkun—kur]du fk|un—ur|du = f!un—urlls(k)du

f!u“ - urldu lu -u 4

La successione {un} converge, dunque, in Ll(@) a una v.a, u di
Ll(g). Pertanto f=ku vale a dire ¥'c k Ll(g).

(6.9) LEMMA, Se P @& una proiezione positiva e contrattiva

allora Ran P @& un reticolo vettoriale chiuso contenuto in Ll(ﬂﬁ.

DIM., Ran P ¢ ovviamente un sottospazio chiuso. Per mostrare
che ¢ un reticolo, basta far vedere, in virtu dell'identita
fvg = (f+g+|f-g|)/2, che f ¢& in Ran P, vi appartiene anche £
Poiché P & positivo e £r > f risulta P(f+) > P(f)=f; siccome ¢

*. Ma allora

anche P(f") > 0 segue che P(f') > Ovf = f
0 < HPf+-f+u] = [pftdu - Jftdu = pr+u1-uf+n1 <0

sicché PF'=f" onde f'eRan P.y



(6.10) LEMMA. Per un operatore linecare P:Ll(gﬂ*Ll(gﬂ sono ecquivan

ti le proprieta:

(a) P e wuna proiezione contrattiva e positiva che verifica la

condizione (6.2);

(b) esistono una tribu % c # ¢ una funzione peso k per % tali

DIM., L'implicazione (b) = (a) & il contenuto del lemma (6.5).
(a) => (b). Per i lemmi (6.7) e (6.9) esistono una tribu %c %
¢ una funzione peso k per & tali che Ran P = Kk Ll(g). Poiché,
d'altra parte, anche Ran Ef = K-Lz(g), per stabilire 1'eguaglianza

P = ﬁi basta mostrare, in virtu della (6.4), che vale

[ Pf du= | Ef f du

E E
per ogni 1 di Ll{jﬂ e per ogni E di 4. Inoltre, poiché sia P sia
hf sono continui e verificano la (6.2) e poiché K(p) = K{ﬁ?) =
ls(k),L1(56 basta, in effetti, far vedere che

(6.11) / P(k1,)du = Ei(k 1,)du
E E

per ogni Ee% e per ogni Ae#. Infatti, se Ee¥9 e feLleﬁ) valgono

é Pf du = é P(f1g ) d +,ép(f15(k).)du =.% P(flg ) d

perché P(lgyy.f) e P[K(P)] = {0, e

£ _ g
[ BV f du _IE Ey (f 1g(yy)dv

E k
.rché Eo (f1 Eg[K(E )] = {o0t. E! :vidente che 1
perché E, . S(k)') e Ey K ] = b ora evidente che la

(6.11) basta a dimostrare l'asserto perché ogni v.a. del tipo
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flS(k) ¢ i1 limite di combinazioni lineari di

P
KlA con Ae#% .

Se Fe4 e A e#, l'essere P positivo da

Klp = P(Klp) > P(Klgq) e Klp > P(Klpia)s

considerando anche la relazione

KlEnA + K1

si ottiene

é P(K1,)du = % P(Klgn,)du

sicché

g KlAdu:

Quindi

[ kdu

sicché [ k 1, du = [ P(kl,)du

per ogni Ee¥ e per ogni
E E

Segue, infine, dalla (6.4) che, se Ee¥ e Aeg ,

4 4 £
%Ek(klA)du £ k E (klA)du = é E (klA) IS(k)d“

i E¥(k 10du = J
ENS (k)

funzioni del

praa T Kipoe 0« JP(Klp g 0du <f K, do

= [kl,du+ [ kl,,du>[P(kl,)du + [ P(kl,,)du =
E g A g A T A g A

k1,du =[ k1
ENS (k) E

tipo

=0

uKlEﬂAﬂl > “P(KlEﬂA)Hl 3«%P(K15HA)GH = éP(KlA)du

AeF .

A lS(k)dF



=IE k1,du =IE P(k1,)du ,

(cioé la (6.11).//

Siamo ora in grado di dare il teorema di caratterizzazione

di Douglas.

(6.12) TEOREMA. Per un operatore lineare P : Ll(gﬂ > Ll(gj
sono equivalenti le proprieta

(a) P & un operatore di SC, esiste cioe una tribu %c¢% , tale

Iy
che P=E§ H

(b) P soddisfa alle seguenti condizioni

2

(b.1) P P;

(b.2) P1

1}

1;
(b.3) P = 1.
DIM. L'implicazione (a) == (b) ¢ banale,.

(b) == (a). Le condizioni (b.2) e (b.3) implicano che P & positivo,

Infatti sia f una v.,a. di Ll(gﬂ con 0 < f <1, allora

1-[f, =fdw-[fd = [1-f]; > [PL-PE|, > 1-|Pfl, > 1-|f],

I
sicché Hl—Pfﬂ1=1—HPfH1 cioe 0 < Pf < 1.

La condizione (b.2) implica il verificarsi della (6.2); grazie

al lemma (6.10), esistono una tribu %c#% e una funzione peso

k per ¢ tali che valga la rappresentazione P = Ef . Ma ancora

dalla (b.2) segue 1=Pl=k E(1/9) = k: dunque P=EY ./



2.7 PROBABILITA' CONDIZIONATE E MISURE VETTORIALI.

Olson ([331) caratterizzo le probabilita condizionate come
misure vettoriali a valori in ngga e sfruttd quindi tale caratteriz

zazione per quella delle SC,

Una misura vettoriale a valori in Ll(gi) ¢ una funzione
¢ F - LIL@), tale che (i) 9 (@) = 0 e (ii) ¢(HAH) = z¢(An) per
ogni successione di insiemi misurabili a due a due disgiunti.
Per i richiami sulle misure vettoriali rimando a [19] o a [14].
Si vedra qui di seguito (teorema (7.1)) che se ¥ & una sottotribi
%

di #, la probabilita condizionata n ¢ una misura vettoriale

a valori in Ll(g).

Si dice semivariazione di una misura vettoriale ¢ l'applicazione

[[lell] :# >R, definita da

n
HTell1(A):=sup{l;Z; o; 9 (ADl;: ejeR, o, < 1 (i=1,2,...,n),

il
{ALA) LA ) e T(A))
ove m(A) & la famiglia delle partizioni finite di A in insiemi
di #.

(7.1) TEOREMA. Sia % c# . La probabilita condizionata p¥ e
una misura vettoriale a valori in Ll(g) di semivariazione eguale

a u. Per ogni f di LY(%) vale inoltre la

(7.2) E(f/g) = [f dF .

DIM. E' noto (teorema 1.2.4) che 15e¢ a valori in L} (#).

ﬂug(A)ﬂl = JI Wy du = ¥ @aydu = IEg(lA)du = u(A) sicché se



@, € R con | ui| < 1 (i=1,2,...,n) e {Al,Az,...,An}e.n(A) si ha
n 4 n g I'IZ
Hitlaiu (AiJﬂl < 151\“11 | M (Ai)ﬂl < izlp(Ai) = H(A)

onde |||ug|1l(A) < wA). D'altra parte per o = ay... = o =]
si ha
n noog @
”igluiﬁg(Ai)"l = ﬂiglu (Ai)"l = ||H (A)ﬂl = H(A). Percid risulta
£ _ s @ _
[TTu”IT1(A) = u(A)  VAeF cioé  [[[w7][|| =u.

Sia ora feLl(ﬁﬂ e sia {sn} una successione di v.a., #-semplici

tale che [s |4 |f

. Poiché 1le SC sono contrazioni (teorema (1,3.1)

risulta HE(f/gJ—E(sn/@)Hl < Hf_snﬂl sicché si ha E(sn/g}~*ﬁ(f/g)

_ 1 . . 1 . - pl(n) \
in L (%) poiché Sh f in L7 (#). Ora se S, = Zi=1 Bi 1Ai ove

B
i eR, e

n)

¢ r(n) p _r(n) B r
Js du¥= 1 B wf(A)=,2 8, E(lAi/.ff) = E(

(
%
i i=

la (7.2) vale dunque per le v.a. semplici. Da quanto precede scende

4

che fsndu + E(f/¥4) in LI(QU. Cid assicura l'integrabilita di

£

f rispetto a u e la validita della (7.2) in base alla definizione

di integrale rispetto a una misura vettoriale ([19]).//

E' interessante determinare quali tra le misure vettoriali
P :&g'*'Ll(ﬁﬂ siano misure di probabilita condizionate. A tale

domanda risponde il seguente

(7.3) TEOREMA. Per una misura vettoriale vVigF > LILQU sono
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equivalenti le proprieta
(a) esiste una tribd #ec % tale che v =L? :
(b) v soddisfa alle seguenti condizioni:
(b.1) Vv(A) >0 (q.c.) VAe#;
(b.2) v(Q) =1 g.c.

(b.3) [ v(B)vw(C)du = [ v(A)v(C)du = [ w(A)v(B)du VA,B,Ce %
A B C

SC \):ug risulta 4 ={AeF : V(A) = lA q.c.}

DIM. (a) = (b) Le condizioni (b.1) e (b.2) sono ovvie. Per

la (b.3), ¢ A,B,C eg, il teorema (1.3.9)  da

IAﬁ(B)ﬁ(C)du = [ 1,5 BNT (C)du -f&? (1@ (B)1F (C)]du =

=1 (8% (0) E21)du =nfan? ¥ (©)du

espressione che & simmetrica in A,B,C.

(b = (a) Si osservi, innanzi tutto, che v(A) e LY (%) per
ogni Ae# , perché 0 < v(A) <1 gq.c.. Percio i prodotti che compaio
no negli integrali della (b.3) sono finiti. Posto
4: = {AeF : V(A) = 1, q.c.},¥ @& una tribd. Posto C=0 nella (b.3)

si ottiene grazie alla (b.2)

(7.4) [ w(B)duy = [  v(A)dy per tutti gli insiemi A,Be%
A B

se poli Be9 la (7.4) da

fvirydu = vw(B)du = 1y du = u(ANB)
B A A
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relazione che coincide con la (1.2.5). Tuttavia essa non consente
ancora di affermare che v sia la probabilita condizionata rispetto
a @, ma solo che v & una classe d'equivalenza; resta da mostrare
che ogni classe d'equivalenza contiene effettivamente una v.a.
%-misurabile. A tale fine posto C(A,a):= {v(A) <a} bastera dimostra

re che C(A,a) €% per ogni A e# e per ogni a e R.

51 ponga B = C'(A,a) ¢ C = C(A,a) nella (b.3) ottenendo

[ vC'(A, ) IvIC(A,a)} du = V(A)v {C'(A,a) } du <
A C(A,a)
<af v{C'(A,a)} du
C(A,Q)
e [ v{C'(A,a)} viC(A,a)} du =] V(A)Vv{C(A,a)} du >
A C'(A,a)
> af v{C(A, ) } du
C'(A,a)
onde
(7.5) of V{C(A,@)} du < [ V{C'(A,0)}v{C(A,e)} du <
C'(A, ) A
<[ v{C'(A,a)} du
C(A,a)

In virctd della (7.4) il primo e 1'ultimo membro della (7.5)

sono eguali e percio
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af v{C(A,0)}du = vi{C'(A,2)} v{C(A,a)dy =
C' (A, q) A
= ] V(A)VIC(A, ) }du
C'(A,q)
onde
f {v(A)-a}v{C(A,a)} du = 0.
C'(A,a)

Ora ¢ v(A)- a > 0 in C'(A, a) e quindi riesce v{C(A,a)} = 0
p-gq.c. in C'(A,a ). Ricorrendo nuovamente alla (b.3) con A=B=Q
e C = C(A,a) si ricava
fv{C(A,a)} du= [ du = p{C(A,a)}.
C(A,a)
D'altro canto da quanto detto sopra scende

Jvi{C(A,a)} du=J +f v{C(A,0) du =/ v{C(A, @) }du .
C(A,a) C'(A,0a) C(A,a)

Dal confronto delle ultime due relazioni segue che

(7.6) [ viC(A,2)} du = [ 1 d .
C(A,q) C(A, o) CCAOTF

In C'(A,a) riesce v{C(A,a)} = 0 = 1C(A.a) u-gq.c., mentre, per

la (b.1) e poiché in C(A,a) & 1 1, 0 < v{C(A,a)} < 1

C(A, )

sicché 1 -v{C(A,a)} < O u-q.c.. La (7.6) implica allora

C(A,a)

v{C(A, a)} q.c. e quindi C(A,?) e% , in virta della

loa,e)
definizone di € .ﬂ.

Al teorema di caratterizzazione di Olson premetto un lemma



che estende il lemma (4.6) e uno strumento di analisi funzionale

che enuncerd come teorema.

(7.7) LEMMA. Sia T : Lp(gﬁ > Lp(gﬂ con pe[1,+w[ un operatore

mediante, secondo la definizione (4.1); allora
(7.8) T*f = Tf per fel”(#).

DIM. Dal lemma (4.6) segue che T*1 = Tl = 1. Percio, se geLp(ja
(7.9) [Tg du = [1(Tg)du = [(T*1)g du = [g du .

Sia ora f e ﬂm(gﬂ. L'uso della (7.9), poiché TLm(fU c Lw(gﬂ
(lemma (4.5)), e della (4.1.b) della definizione di operatore

mediante, da per'ogni AeF

(7.10) [ Tf du = [1,(Tf)du = JT[1,(Tf)Jdu = [(T 1,)(Tf)dw
A

(7.11) i T*f du flA(T*f)du = J(T 1,)f du =f Tf(T1)]du =

JTEY(T 1)du .

Dal confronto della (7.10) e della (7.11) si ottiene

I 1f du = [ 1+*f du per ogni Aew%
A A

onde l'asserto./

(7.12) TEOREMA. (Kantorovich e Vulich). Sia (Q,#% ) uno spazio
mensurale e sia T : & » Ll(ﬂ,gix) un operatore lineare e continuo,
ove & & uno spazio di Banach. Esiste allora un'unica funzione

¥ : % > a* (il quale topologico di &) tale che



(a) per ogni x €4 la funzione d'insieme ¥y (.)(x) sia assolutamente

continua rispetto a X e numerabilmente additiva;

(b) per ogni x e sia

(7.13) Tx = QIXL;)%&)I ;

(¢) la norma di T soddisfaccia alle diseguaglianze
(7.14) sup || ‘P(A)Hq* tAe#F} <|ITI <4 sup{] ‘P(A)Hf[* i AeFl.

Viceversa se Y 1% > g* soddisfa alla (a), la (7.13) definisce

un operatore T :Q’»LI(Shgak) la norma del quale verifica la (7.14).

DIM. Si veda [19] pp. 498-499./

(7.15) TEOREMA. Sia T : LP(#) -+ LP(# un operatore mediante
con p € [lfrw[. Esiste allora un'unica tribd ¢ completa rispetto

agli insiemi wup-trascurabili di %, tale che T=E§. Risulta inoltre

4% = {A e?:TlA = 1A}.

DIM. Nel teorema (7.12) si prenda Z = Lpﬁﬁ) (e 9*‘= LQ(QQ};

percio, per ogni Ae# e per ogni feLp(gﬂ

[ Tf du = [ w»g314%§£ldu = Y(A)(f) = [v(A)f du
A

A

ove, nell'ultima eguaglianza, si & fatto uso del teorema di rappre-

sentazione di Riesz e ove V(A) e Lp(ﬁﬂ. D'altro canto, poiché

T ¢ T*¥ coincidono su Lm(ﬁﬁ‘per il lemma (7.7), si ha

£ Tf du = flA(Tf)du = I(T*lA)f du = I(TIA}f du
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onde per leB con B e#

f T‘IA du = [ w(A)dy ;

B B
di qui, grazie all'arbitrarieta di B, si ottiene T 1A = vw(A) per
ogni Ae# , Ora v(@) =T 1@ = 0, Si supponga che {An} sia una succes

sione di insiemi disgiunti di % e si ponga A = UndN An. Si ha

n 3 p 5 n - i = n > =
L=1 lA; IA in L¥(%) e Ekzl V(Ak) —Zk:1 TlAk—T(ZkzllAk} TlA V(A)

in LDL?). A fortiori, si ha dunque convergenza in Llﬁﬁj; cio signif:
ca che v:# > Li(# ¢ o-additiva. Inoltre V(9) = Tl=1 sicché
¢ verificata la condizione (b.2) del teorema (7.3). Per stabilire

(b.1) si osservi che

W(A) =1, du = J(T*1)1,du = [T1,du = [v(A)du

e che
foAydu < JIv(A) [du =[|T1,ldu = IT1 0y < ITI 1,07 = u(A)

sicché le diseguaglianze dell'ultima relazione sono, in effetti,
tutte eguaglianze onde
[{vA)] - v(A)} du = 0
di qui segue che V(A) = )v(A)|j 0.
Siano ora A,B,C insiemi di #; usando le proprieta di T

si ha

iv(s}v(C)du =IA(TIB)(T16) du = [ 1, (T1p) (Tl )du =
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= [T[1,(T1)(T1)]du =] (T1,)(T1,)(T1.)du

relazione simmetrica in A,B,C. Per il teorema (7.3), V ¢ dunque

una probabilita condizionata a valori in LIL?), sicché vale la
(7.2)
(7.16) E(f/9) = [fdu per felP(%).

con %= {AeZ : v(A) = 1, }. Ora se Ae# riesce, per la (7.16),
- = V(A) = T icché gli ope B e T
1A = E 1A = V(A) = IA sicché gli operatori E e

lineari e continui in Lp(gﬂ coincidono sulle funzioni indicatrici,

onde T = Eg e 4= {A eF/ T1, = 1A}.//

Si osservi che, benché 1la dimostrazione sia differente, la
caratterizzazione di Olson é& identica a quella di Rota (sezione

2.4).



2.8. LE SC COME PROIEZIONI IN Lp.

La caratterizzazione di Andd ([1]) riprende quella di Douglas

e considera proiezioni contrattive in LP con pe[l,+ [ anziché

in Ll, riconducendo il caso LP a quello Ll.

Anche in questa sezione, il considerare solo v.a. reali anziché

complesse, come nel lavoro di Ando, porta a qualche semplificazione,

Nel corso della trattazione torneranno utili le seguenti due

diseguaglianze la cui dimostrazione non presenta difficolta.

Se r € ]0,1[ e B:=(1-1)/(2r) esiste k>0 tale che
(8.1) CeT(1tT) 28 < k(1+t) per t > 0 ;

Se t >1/2 esiste vy >0 tale che
(8.2) (1+) 2P/t < v

(8.3) LEMMA., Se P: Lp(gq > LPL?) ¢ una proiezione contrattiva
anche l'aggiunto P* : thﬁﬂ > Lq(gﬂ ¢ una proiezione contrattiva.

In questa sezione sara sempre pel,+=[ e P_1+q'l=1,

DIM. [P*[=]P] < 1 sicché P*¥ ¢ una contrazione. La relazione
2
(P*)

ogni g € Lq(gﬂ.

= P* scende delle relazioni valide per ogni feLp(?j e per

<f,P*g> = <Pf,g> = <P’f,g> = <Pf,P*g >= <f,(P*)’g>./

(8.4) LEMMA, Se P : Lp&?) > Lp(gﬂ & una proiezione contrattiva

feRan P se, e solo se, (sign f)\f[p'l e Ran P*,
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DIM. Si ponga h:s|f1p_1 ove s:=signf. In virta della dualita
basta mostrare una sola delle due implicazioni: per esempio, basta
far vedere che P*h=h tutte le volte che Pf=f. Si usi la diseguaglian
za di Holder, ottenendo, poiché feLp(gﬂ equivale a heLp((ﬁﬁ se

p e q sono indici coniugati

S1£1Pdu = Jsf|£|P Ydy = [fhdu = J(PF)h du=

f£P
I

]

[ £(P*h)du < [1f]]P*h|du < Hpr”P*h”q =

_ p-1 - p
< HprHth Hfup | £ I Hfﬁp

q

sicché le precedenti sono tutte eguaglianze. Ora, nella diseguaglian
za di Holder vale 1'eguaglianza se, e solo se |P*h|9 = k|f|P per
un'opportuna costante k> 0, cioe se, e solo se, |P*h|:k(p*1)/p|f]p-l.

Percio risulta P*h=h, /

Una conseguenza immediata di questo lemma ¢é un sottospazio
chiuso di Llﬁﬁ) puo essere l'immagine di una proiezione contrattiva

al piu.

Per un operatore lineare e positivo T:LDL?) > LDL?J vale la

diseguaglianza

(8.5) [Tf | < T|f] (felP (%)
infatti |[Tf|=|T(f -f )|=|Tf -Tf | < TE'+Tf =T|f].
(8.6) TEOREMA. Se P : LP(#) > LP(#), con pe]l,+=[ e p#2, @&

una proiezione contrattiva tale che Pl=1, essa & una contrazione

anche rispetto alla norma di Ll, cioe



(8.7) JlPgldn < [lgldu per ogni gelP(%).

La (8.7) vale anche nel caso p=2 se P & anche positivo.
DIM. (a) Caso pe]l,Z[t se feRan P il lemma (8.4) assicura che

(sign f)|f|p_1 e Ran P*, D'altro canto, come nel lemma (4,6)si ha
P*1=1 (nella dimostrazione si fa uso della sola proprieta Pl=1),

sicché & in Ran P* per ogni ¢e€]0,1[, anche la v.a. l+eh ove h:=

= (sign f)|f|p_l. Invertendo i ruolidi P e di P* si vede che

1+eh1/r ¢ in Ran P; qui si é posto r:=p-1. Si definisca
he :0 > R mediante he:={(lven)Y/T-1} ye = {(1+es|f|F)t/2-11/%,
Ora (1+€h)1/r = (1+€h)(1+€h)1/r_1. Posto o = u(w):=€|f(w)|r e

B= (1-r)/2r risulta

1+20:s+uzs2

(1+eh)? = (l+es|f|T)? = (1+sa)?

sicché {1+eh)1/r = (l+as)(1l+2as+ azsz)B.

Percid, tenendo conto del fatto che 52 = 1S(f)’ si ottiene

(1+as)(1+2as + a252) -1
3

he = B}
2.2.\8
= (1+2us+1 s®)y -1 %§ (1+2as+a252)8 -
2.8
(8.8) = h(1+2a5+c¢2) + | f|F (1+2as+a”)" -1

a

Si considerino separatamente 1 due termini a secondo membro

della (8.8). Per il primo risulta
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8
h(1+2as+a?) < |h(1+2as+a®) | = |fF(1+2as+a)f| «
< IfT@e2arad)® = (| (1ezel £ Teel|£]2T) 8 -
= 51T e (2102 < et as e < kase))

grazie alla (8.1).

Quanto al secondo termine della (8.8), posto E:= {a > 1/2}

si ha in E,

2.8 Z\B
1+20as+0 -1 1+(1+2
|f|r (1+ ) < |f|r +(1+2a+a”) -

2B
f|r (1-a)°" ¢ T|f|r
o - a o —_

ove si & fatto uso della diseguaglianza (8.2). In E'= {ce]0,1/2]}
il teorema del valor medio assicura l'esistenza di una costante

¢ >0 tale che sia

(1+205+32)-1
a S

In ogni caso, percid, il secondo membro della (8.8) ¢ maggiorato

in modulo da k'(l+|f|+|f|"), essendo k' un'opportuna costante.

ora |f|" e LP(#); infatti, poiché r <1,

f1£]™Pdu = J

+f |£]"Pau < u{|f|<1} +f |£]"P du <
{]f]<1} A{|f|>0 - {|f]>1

<1 +f IFIP du <1 + J£IP <+ =,
{|f]>1} p

La v.a. hE ¢ dunque maggiorata in Lp(gﬂ sicché



lim h_=+h=2fP7!
er0 €

¢ in Ran P (oltre ché in Ran P*) poiché Ran P & chiuso. Per induzio

n
. r . . . .
ne si mostra che s|f]| ¢ in Ran P* per ogni nelN. La successione
n

{(s|f|" } & maggiorata in modulo da 1+|f|"; infatti in {|f]<1}

r

n n
e s|f|" < 1 mentre in {|f] >1} & s|f|T < |f|F. ora 1+|f|" &

n
in LY(%) e percid |f|r > s in LY(9.
Dato infine geLp(gF) e posto f=Pg riesce, per il ‘teorema di
convergenza dominata

n
[ |Pg|ldu = [Pg s du = lim [Pg s .|f|T du =

it

r" I'n
1imnf gP*(s|f|" )du = lim  [fg s[f|T du =

I

Jgs du < [|g|du

vale a dire la (8.7).

(b) Caso pe]2,+o[: la dimostrazione di (a) fa vedere che P*
¢ una contrazione rispetto alla norma L1 (poiché P*1=1). P* ¢
inoltre positivo:; si supponga infatti, per assurdo, che esistano
una v.a. positiva f di LQL?) ¢ un naturale n tale che l'insieme

Fn:= {P*f < 1/n} abbia probabilita strettamente positiva; allora

0>f P*f du=] f Pldu=J] fdu>0,
F F F
n n n

che ¢ una contraddizione. Percio P*f > 0.



Sia ora g e LP(#) e si ponga s':=sign(Pg). la positivita di
P* da, grazie alla (8.5)

[IPgldu = [s'Pg du = [g P*s'du < [|g||P*s'[du < [|g| P*|s'|du <

A

[lgldu

(c) Caso p=2: poiché P e ora positivo per ipotesi la dimostrazione

¢ la stessa che nel caso (b). //

(8.9) LEMMA. In ogni sottospazio chiuso ¥ di Lp(gﬂ. con pell,e[,
esiste una v.a. f con supporto massimale, tale cioeé che S(g)eS(f)

per ogni gevy .

DIM. Esiste, ovviamente, una successione {fn}cif tale che sia

"fn”p = 1 per ogni n e N e S(g) ¢ Un=1 S(fn) per ogni g in ¥,

Per induzione, si costruiscono tre successioni {qj} c R ,
G i ) i ire = =
{Yj,k}c R, e {A}}c.f con jeN e k > j+1 a partire da a;=1, A =0

e YO,kzl per ogni kelN. Se gjzzzﬂzlakfk alle tre successioni si

richiede di soddisfare alle seguenti proprieta
(a) 0 <y <y < 27k per k > j+2
j+1,k — 'j,k — ’ - ’

(b) Aj c S(gj) e U[S(gj)—Aj] < PRRAR per j > 1;

j
() 0oy Sy g ¢ Slegp = U S per j 2 1s
(d) b Yj,k'fkl < |gJ| q.c. in Aj per j > 1.

k=j+1

Si supponga di aver costruito Aj € Yj x per j < n-1 e per
k > j+1 e ?j per j < n in modo da verificare le proprieta (a)-
(d). Si prenda allora Ee]O,l[ sufficientemente piccolo da avere



uS(e)- g, | >eile™

. @ kl’%/p
e si ponga A :=( A {[fni < 2 1) n{Ign|>s}
k=n+1

e Yook'S min{y _; k.z_k_(nk/p)e}.
E' intanto evidente che & soddisfatta la condizione (a) e che

An c S(gn). Inoltre, ricorrendo alla diseguaglianza di Markov,

si ha
. ) z kn/p
w[S(g)-A ] < wS(g)- flg > + 2 2
<2 ™y oz KM gpp Pquo= M,z pER
k=n+1 n k=n+1
2
-n 27 h -n -n+2
= 2 (1 + Y < 2 4 2 )

1-271

sicché & verificata anche la (b).

Esiste almeno un numero ae]O.yn n+1[ per il quale risulta
N = - 1 =
(8.10) U[S(fn+1) {gn = -a fn+1+] 0

(altrimenti esisterebbe una famiglia con la cardinalita del continuo

di eventi di probabilitd strettamente positiva). Si ponga @1

eguale ad uno di tali numeri; allora se g f si

n+l "8t %n+1 Tnanv

ha, in virta della (8.10), S(g,,;)=S(g JUS(f ;)i & cosl verificata

anche la (c).

Segue dalla costruzione data che, per j > n+l



b -kn -n
| = Y f 1, < = 2
k=n+1 TOKOKDTP k=n+1

sicché la serie E::n+l Yok lfkl converge q.c.. Grazie alla proprie

ta (a), si ha nei punti di An

fe+] @ —k
lg. | - = Y [f, | <e- z 2 e >0
n k=n+1 oKUK k=n+1

sicché & verificata anche la (d).

Si ponga, infine, f:=Z::=1 ﬂk fk; tale serie converge in Lp(éﬂ
in virtu delle proprieta (a) e (c). Poiché ¥ ¢ chiuso, f ¢ in
v . La (d) da

onde f # 0 in An e di qui,

p[nlzll S(f )-S(f)] = lim_ u[S(g)-S()] <

< lim w{S(g)-A Y} < lim 27"% = 0.y

(8.12) TEOREMA. Per un operatore lineare P:LP(#) - LP(%) con
pe]l,»[, p#2, sono equivalenti le affermazioni:
(a) P & una proiezione contrattiva,

(b) esistono una v.a. geLpﬁgj e una tribu ¢ di sottoinsiemi di

B:=S(g) tali che P abbia la rappresentazione



E(f gP 19

Pf = g per feLP(#)

E(|glP Y 9)

ove 4 ¢ la sottotriba di ¥ generata da Q e da @ e Ep_l:z
. -1
= (sign g)|g|P™ .

DIM. (a) = (b) Grazie a (8.5) esiste in Ran P una v.a. di
supporto massimale; posto B:=S(g) si consideri lo spazio mensurale
(B, #(B), up) ove F(B):={ANnB : Ae#} ¢ la traccia di & su B, e
la misura My ha densita |g|P? e base u, cioé up::ig|p. u. Si
usi l'ovvia convenzione di identificare una funzione reale definita
in © e di supporto contenuto in B con la restrizione a B della
medesima funzione. Si definisca 1'operatore T da Lp(B,37(B), Mp)

in sé mediante

(8.14) Tf: = EL%EA per felP(B.#(B),1).

L'operatore T cosl definito & una proiezione contrattiva; infatti

per ogni feLp(B"?(B),u ) si ha

=

?e-r(re) = BILE) - Loprpirgy] - LopPerg) - Lopcrgy - o

. P
freel® an = BB g Pau -] jp(rg) Pau -
lel B

t

IPCER) D < Ifgl] = [lfg|® du =J|f|Pdu .

Inoltre T lascia invariate le costanti, cioe Tl=1, poiché & Pg=g



appartenendo g a Ran P. Percio T & una proiezione contrattiva
anche rispetto alla norma di L%B,?(B),up) grazie al teorema (8.6),
e, in conseguenza del teorema (6.12) & un operatore di SC rispetto

alla misura up e ad una tribu ¥ contenuta in %(B), sicché

(8.15) [ (Tf)|g|Pdu= [ flg|P du per ogni Ae¥ .
A A

La tribuo ¢ puo essere vista come una sottotriba di % avente B
come elemento massimo, mentre T pud essere considerato come un

operatore che agisce su Lp(ﬂ,f W) mediante
(8.16) Tf: = T(fly) per felP(9,% ).

Considerando la SC Eg (rispetto alla misura u ) si ha dalla

(8.15)

&G
% [(1£)1g|P] = EY (£1g|?)

onde, poiché Tf & «-misurabile

te) BY (1gI? = ¥ (£]g|P).

Di qui, ricorrendo alla definizione (8.14) di T e alla (8.16)
si ha per feLp(gj

=p-1, 4
- g BEE 19, pirry,)

Pf=g T(%) + P(f 1,,) =
E(lg|P|®)

g)

Per p#1, l'ultimo termine & nullo. Infatti se hzle riesce per

ogni € > 0
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(1+€)P [|Ph|Pdu = [|Ph+ePh|Pdu = [|P(Ph+ h)|Pdu <
< J|phseh|Pau = J|Ph|Pau + eP[|n|Pdu

ove l'ultima eguaglianza deriva dal fatto che h ha supporto in
B' mentre Ph 1'ha in B. L'ultima relazione & allora possibile

solo quando [|Ph|Pdu = 0 cioe Ph=0.

(b) == (a) Ricordando che una SC ¢& un operatore positivo e che

vale la diseguaglianza di Hélder, si ottiene
EEgP M) | < EQE]1glP h9) < BMP( 1P/ (g P
sicché

lg|PlE(FEP 1/4) |P

J1pf|Pdu .
B EP(|g|PT/9)

i

du =

il

~p-1
roE? () Ll E(fg‘; [D) Py qu <
B EClglP™ /)

.p-1
< [E(|glPre) | BB /8P 4,
B EC(lg|P/%)

I A

B EP(1glP/%)

=J E(|f|P/%)du =] [f|Pau < JI£|P du
B B



cio che dimostra che P ¢ una contrazione, Rimane da dimostrare
che P e idempotente;

plf - B 8 [pe)gP 1=
EClglP™/4)

o p-1,.2
- —E—— p(glPrg) EEELE - pry
E(lg|P " /4) E(1g|P/4)

(8.17) COROLLARIO. Un operatore lineare P : Lp(gﬂ > Lp(gﬂ con
pe]1.+m[ & una proiezione contrattiva positiva tale che Pl=1 se

e solo se & una SC.

DIM. Basta stabilire 1la necessitd della condizione. Se p#2,
P ha la rappresentazione (8.13) nella quale g pud essere presa
positiva grazie al corollario (8.11). Ma allora Pl=g sicché g=1
e Pf=E(f/¢) per ogni feLl(ﬁﬁ. Se, invece, p=2 il risultato & dato
dal corollario (2.3).//

Si osservi che rispetto alla caratterizzazione di Douglas (sezio
ne 2.6) per le proiezioni in Ll(ﬁz) ¢ stata aggiunta l'ipotesi

che T sia positivo.



2.9 INVARIANZA DELLA MEDIA.

Pfanzagl ([35]) propose due caratterizzazioni della SC pio
vicine a considerazioni di teoria delle probabilita e di statistica;

entrambe poggiano sulla proprieta d'invarianza della media.

Sia #c L (#) una famiglia arbitraria (per il momento) di v.a.
e sia T 3 >3 un operatore (non necessariamente lineare) che

goda delle seguenti proprieta
(9.1) E(Tf) = E(f) per ogni f di # (invarianza della media);
(9.2) Se f,g sono inX# e f < g allora Tf < Tg (isotonia).

(9.3) LEMMA. Se T :5# > verifica le proprieta (9.1) e (9.2)
esso passa al limite lungo le successioni monotone (cioé se fn’
feX e fn+f oppure f_+f allora Tfn+Tf o Tf +Tf rispettivamente).

DIM. Bastera considerare il solo caso di successioni crescenti,

I'altro trattandosi in maniera analoga. Si supponga allora fn%f:

in virta di (9.2) la successione { Tfn} ¢ crescente e, poiché

T, < Tf < Tf, limitata; essa ammette percio limite q.c. e riesce
1imn Tfn < Tf (q.c.). Il teorema di convergenza dominata (o quello

di convergenza monotona) da insieme alla (9.1)
E(limn Tfn) = limrl E(Tfn) = limn E(fn) = E(f) = E(Tf)

onde limn Tfn = Tf.//

5i postuli ora che la famiglia J# goda altresi delle proprieta

(9.4)# contiene le v.a. costanti (Kex# per ogni K € R);
—~
(=7

%) fl,fz e , Al.AzeF/‘? e AlﬁAz = @ implicano fllAl + leAze,;{f’.



I1 seguente lemma & evidente.

(9.6) LEMMA. Se la famiglia #ec¢ L(#) soddisfa alla (9.4) e
alla (9.5) essa contiene le v.,a. #-semplici.

(9.7) TEOREMA., Siano .¥c¢ nggﬁ una famiglia di v.a. che verifica
no la (9.4) e la (9.5), 4 una tribu contenuta in % e T #¥ +» #
un operatore che goda delle proprieta (9.1),(9.2) e inoltre delle
(9.8) RanT c,ﬁg::q#’“Ll(g) (cicé Tf & %-misurabile);

(9.9) Tf = f se f e,ﬂ%.

Allora vale

(9.10) T(lAf} = 1A Tf (feH ,Ae¥).

DIM, Si pud dare la dimostrazione in due passi, stabilendo
dapprima (a) che se la (9.10) vale per ogni f di ¢ limitata, cioé
per fe# N LY(%), essa & valida in #; e quindi (b) che la (9.10)

¢ effettivamente verificata da ogni v.,a. f di 5 0 Lmﬁgﬁ.
(a) Si supponga dunque che la (9.10) valga per. ogni A.di ¥ e per

ogni f di J?r\LmLQ). Sia f una v.a. di # limitata inferiormente;

posto A(f):={f

| v

0} &, evidentemente, A(f), A'(f)e#. Per la (9.5)

£7 = 1A(f}f ¢ in # . Sia ora {sn} una successione crescente di
.. - +. .-

v.a. #-semplici positive convergente a f ; allora fn'_lA‘(f)f+1A(f]Sn

¢ una v.a. limitata di # . In virtu dell'ipotesi fatta ¢ T(lAfn):

= IATfn per ogni neN e per ogni Ae9¥ . Ora fﬁff e lAfn+1Af sicche

il lemma (9.3) da T(lAf) = lATf. La (9.10) vale dunque anche per

v.a. che siano solo limitate inferiormente., Se ora f & una v.a.

arbitraria di # si ponga g i=ly £ - 1., ove An:={f1;n}e@d intanto
n n



- 80 -

g, e, per ogni nelN, in H, e inoltre ¢ limitata inferiormente
(gn > -n). Poiché gn+f e 1Afﬁ+1Af per ogni Ae , il lemma (9.3)

implica la (9.10) per ogni f di ## .

(b) Sia fe)fﬁLm(ﬁﬂ ¢ si supponga kl < f < kz. Si scelga un insieme
A in ¢ in guisa che risulti lA,fe(x% (un tale insieme di ¥ esiste
senz'altro: per esempio A=Q). Posto fi:=1Aki+1A,f (i=1,2) si

ha fie H, (i=1,2) e fl < f < f2 onde, ricorrendo alla (9.9),

fl = Tfl < Tf < sz = f2: inoltre 1A,fi = lA,f (i=1,2) sicche
lA.f = lA'fl < 1A,Tf < lA,f2 = IA,f, cioe
(9.11) lA,f = 1A‘ Tf.

Ora, per la (9.1), E(LA Tf)+E(lA,Tf} = E(Tf)=E(f)=E(1Af) + E(IA,f)

e di qui, in virta della (9.11)

(9.12) E(1, Tf) = E(1,f).

Siano h, e h, due v.a. limitate di 2 con ky < hy < Kk

e si1 supponga che esista in @ un insieme A tale che lAhlrlAh

(i=1,2)
2 L]
lA‘hl < 1A‘h2 mentre lA,fiewx% (i=1,2); allora e

(9.13) lA 1 A 2

Infatti da h1 < h2 scende Thl < Th2 sicché quest'ultima diseguaglian

za e la (9.12) scritta prima per thl e pol per f=h2 danno la

(9.13):
E(lA Thl) kd E(IAThl) e E(lAThz) = E(lAh2)=E(lAh1)=E(1ATh1).

Se f e g sono due v.a., di o entrambe limitate dalle costanti

k1 2 k2 e se l'insieme A di ¢4 & tale che 1Af=1Ag allora riesce



(9.14) 1

Af + Iy ki (1=1,2) si ha f<fag < fvg <f

La (9.14) & ora un'immediata conseguenza della (9.13).

Posto, infatti, f.,:=1 .
i 2

Infine si scelgano arbitrariamente una v.a. limitata f in#

e un insieme A in ¢ e si applichi la (9.14) a f e a g:=1Af; si
ottiene cosi 1ATf = lﬁtlAf). Applicando la (9.11) a 1Af anziché
a f si ha 1A,T(1Af) = ( sicché in definitiva vale 1A Tf=1A T(lAf)=

= 1, T(lAf) + lA,T(IAfJ_: T(lAf) vale a dire la (9.10)./
I1 teorema (9.7) costituisce gia una caratterizzazione delle
SC; infatti se T ¢ la restrizione di E(./%) a # riesce
E(lAf/y) = lA E(f/9) (Aew, fesr)

relazione che & un caso particolare della (1.3.10). Viceversa

se T soddisfa alla (9.10) si ha, in virta della (9.1),

{\Tf dus= E(1, TF) = E[T(1,f)] = E(1,f) =IA f du

che ¢ proprio la definizione della SC E(./#).

Per dare condizioni sufficienti affinché valgano la (9.4) e
la (9.5) si consideri una famiglia di v.a. #ec Ll(gﬂ che soddisfac-

cia alle

(9.15) kf ex per ogni keR e per ogni feX ;
(9.16) 1 + f e per ogni f e ;

(9.17) f~g e w quali che siano f e g in #;

(9.18) se fn¢f ove fn e per ogni nelN e.feLl(ﬁﬂ allora feu.



Si osservi che la (9.15) e la (9.16) danno a+bfeX# per ogni fe#
e comunque si scelgano a e b in R; inoltre anche fvg & in # (per

la (9.15))

(9.19) LEMMA. Se la famiglia Hc Ll(,gi") non & vuota e verifica

le (9.15)-(9.18) allora Z*:={Ae# :lAe,}{”} @ una tribn tale che

#=- 11z

DIM. Poiché ## @ la (9.15) e la (9.16) implicano che 1 apparten
ga a ¥ sicché Qe *, Se A appartiene a F5 vi appartiene anche
A' perché lA' = l—lA. Sia ora {An} una successione di insiemi
dif'; allora IA ¢ inH# per ogni nelN e pertanto la (9.17) assicura

n

che fn::IAAlA A cen lA sia in # . Poicheé fnélﬂndN An la (9.18)

2 2 n
* , * .
da ﬂndNAn €F sicché % ¢& una tribu.
Rimane da far vedere che ogni v.a. di # ¢& Z*-misurabile. A

tal fine, si ponga y:={f_1([a,+°°[) : a € R,f e#}. Dato che f
¢ in X se, e solo se, vi & anche f-(a-1) si pud scrivere

S = {f_l([1.+oo [):fe#} : e poiché f & in # se, e solo se, vi ¢
anche 0v(1~f) si pud scrivere ancora S={f 1{1}:fex 0 <f <1k
Sia dunque f una v.a. di % con 0 < f < 1; per ogni n € N & percio

in X la v.a. fn:=1—{lan(1—f)} . BE' facile vedere che fn‘P fo ove
f, & un indicatore tale che fa:l{l} - £ 11}, si pud, percio, scrive

re ¥in un'altra maniera, come <= (rle1y: fex , leA,Ae:?‘-'}; ma

allora ==,

Siccome la famiglia di sottoinsiemi di R, {[a,+>[:aeR} genera

la triba di Borel £, tutte le v.a. di J sono misurabili rispetto



a @*, sicché XHec Ll{gﬂj. Per dimostrare 1'inclusione inversa

si osservi che appartiene a »# ogni v.a. F*-semplice positiva

n

n
Li=1211a. = Vi=12ila:
1

ila, (aiéR+,Aiegﬂ per i=1,2,...,n; AiﬂAj=®

se 1i#j). Se f>0 ¢ in Llﬁf*)é il limite puntuale di una successione
crescente di v.a. @*-semplici, che in firtu della (9.15) e della
(9.18) appartiene a # . Sia infine f una v.a., arbitraria di
Ll(jf*); allora (f+n)+ ¢ F¥-misurabile, positiva e integrabile
onde, per quanto appena visto, (f+n)*63f . Ma anche (f+n)+—neaf
per ogni neN e siccome (f+n)* - nyf, che & ovviamente una v.a.

di 1Y), 1a (9.18) da fex Dunque Ll(g*) ¢ ./

iicco, quindi, la prima caratterizzazione proposta da Pfanzagl

(9.20) TEOREMA. Siano s una famiglia non vuota di v.a., di Ll(ﬁﬂ
che verifichi le proprieta (9.15)-(9.18), Jﬁ) un sottoinsieme di
H che soddisfaccia alle stesse proprietd e T :# »# un operatore

che goda delle proprieta (9.1),(9.2)
(9.21) Ran T Ct%%;
(9.22) Tf = f se felx%.

Allora €?:={Ae§':1Aex% } @& una tribd e T & la restrizione a
H dell'operatore di SC E(./%).

DIM. La dimostrazione scende immediatamente dall'osservazione
che, per il lemma (9.19), si ha J#-= LIQ?*) e zgle(g) e che, di

conseguenza, sono verificate le ipotesi del teorema (9.7)./

La condizione d'invarianza (9.22) & piuttosto forte. Phanzagl

dette nello stesso lavoro [35] un'altra caratterizzazione che
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la evita ricorrendo invece all'idempotenza che & un'immediata
conseguenza della (9.21) e della (9.22). All'operatore T saranno

anche richieste le seguenti proprieta

(9.23) (omogeneita) T(kf)=kTf per tutte le v.a. fe# e per tutti

i keR per i quali l'espressione abbia senso,

(9.24) (invarianza per traslazioni) T(1+f)=1+Tf per ogni feH

per la quale l'espressione abbia senso.

I1 lemma che segue stabilisce i legami con il lavoro di Sidak

presentato nella sezione 2.3,

(9.25) LEMMA. Sia ##c [}IjW) una famiglia di v.a. che contiene
le costanti e che sia stabile rispetto alla formazione del max(v).
Se T : X »X# verifica alla (9.1) e alla (9.2) e se preserva le

costanti (Tk=k VkeR) sono equivalenti le affermazioni:

(a) T ¢ idempotente (T2 T):

[}

(b) T soddisfa T(Tf~Tg)

TfvTg (f,ged).

DIM. (a) =» (b) L'isotonia (9.2) da T(fvg) > TfvTg, diseguaglian
za che 'scritta per Tf e Tg anziché per f e g da, in virtd dell'idem
potenza, T(TfvTg) > TfvTg; (b) segue ora dalla (9.1).

(a) = (B){T Tfv(-n)} = Tfv(-n) per ogni neN. Il lemma (9.3) da

2¢

ora T = Tf, //

(9.26) LEMMA. Se X c Ll(S?) soddisfa alle proprieta (9.15)-
(9.18) e se T :#>we idempotente e gode delle proprietd (9.1),(9.2),
(9.23) e (9.24), anche la famiglia Lﬂ;:={f63f :Tf=f} gode delle

proprieta (9.15) e inoltre ¢ tﬁg:Ran T.
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DIM. La relazione Ran T = J & una conseguenza ovvia dell'idempo

tenza.

Le proprieta (9.15),(9.16) e (9.18) diﬁ%% scendono dalla (9.23),
dalla (9.24) e dal lemma (9.3) rispettivamente. Per stabilire
la (9.17) si osservi che 1'isotonia (9.2) di T da per f e g in
3#6 : T(frag) < TfaTg = fag e che, ricorrendo alla (9.1), da questa

ultima diseguaglianza segue T(fag) = fag./

(9.27) TEOREMA. Nelle stesse ipotesi e con la stessa notazione
del lemma (9.26) vale la (9,10) con ¥ k={A69::1A&x%}. sicché

T ¢ la restrizione a # di E(./9).

DIM, X, gode delle proprieta (9.15)-(9.18), per il lemma (9.26)
e della proprieta (9.32) per definizione. Quanto alla (9.21) essa
scende immediatamente dall'idempotenza di T. L'asserto & cosi

conseguenza del teorema (9.20). /)

Quest'ultima caratterizzazione miglicra quella di Bahadur presen
tata nella sezione 2. Intanto, mentre nel teorema (9.27), alla
famiglia si richiede di soddisfare alle condizioni (9.15)-
(9.18), Bahadur specificava che dovesse essere = Lz(‘ga) con
3ﬁ un'opportuna tribu. Ho giad osservato che lfinvarianza della
media (9.1) ¢ una conseguenza degli assiomi di Bahadur. 1'isotonia
(9.2) segue dalla positivita e dalla linearita di T. Anche le
stesse ipotesi di Pfanzagl sono implicate da quelle di Bahadur,

sicché il teorema (9.27) migliora il teorema di Bahadur.

L'ipotesi dell'invarianza della media pud essere usata in congiun
zione con altre, gia incontrate, per dare una diversa caratterizza-

zione delle SC. Vale il seguente teorema, per la dimostrazione
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del quale rimando a [32] I-2-13.

(9.28) TEOREMA. Per un operatore lineare e continuo

T : LP°(® » LP(#% con pe [1.+m[ sono equivalenti le affermazioni:
(a) T soddisfa alle due relazioni:
E(Tf) = E(f), T(g Tf) = (Tf)(Tg) (felP(#), gel™(#));

(b) T e la restrizione a Lp(ﬁﬂ di un operatore Eg , con ¥ sottotri

ba di #.
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2.10 GLI OPERATORI MARKOVIANI.

I1 lavoro di Letta ([27]) che qui espongo & leggermente differen
te in ispirito da quelli che ho illustrato sino a questo momento.
In breve, nel lavoro in questione, anziché immaginare che sia
assegnato uno spazio di probabilita, é data una successione di
operatori definiti sopra un assegnato spazio misurabile e soddisfa-
centi ad opportune condizioni; si da allora una condizione necessaria
e sufficiente affinché esista una misura di probabilita sullo
spazio assegnato rispetto al quale gli operatori dati siano (versio

ni di) ScC.

(10.1) DEFINIZIONE. Siano [Qi,ﬁﬁ) (i=1,2) spazi misurabili
2 sia B(Qi,gﬁ) lo spazio vettoriale delle funzioni f:Qi-{R limitate
3 Ei-misurabili.Un operatore lineare T:B(91.53)+B(92.95) si dice

narkoviano se verifica le seguenti condizioni

(a) Ti=1;

(b) T & positivo (Tf > 0 se f > 0);

(c) T & sequenzialmente continuo (cioe se {fn} c B(Ql,jﬂ) &
una successione tale che infn ﬁn = 0 risulta infn Tfn = 0.
(10.2) TEOREMA. Siano ( 2,#) uno spazio misurabile e {gh:nezg

una successione crescente di tribd contenute in F con g%={9,03

e tale che %= Vnﬁa. Per ogni neZ , sia Tn:B(n,$§+1) > B(Q,Si)

un operatore markoviano che goda delle seguenti proprieta

(10.3) T (fg) =g T,f se feB(2,%,,,) e geB(%%).

Sono allora equivalenti le affermazioni:
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(a) esiste una misura di probabilita ¥ (necessariamente unica)

In

su (&,%) tale che Tn = E 73

(b) per ogni successione limitata {fH} di v.a. positive di
B({ 9.,%) c¢he sia. adattata alla successione di tribu {jgnez+}

e che verifichi le relazioni

(10.4) f =T f

n n fne1 (neZ+), lim_ f_ = 0,

n n

si ha f0 = O(fo(m) = 0 per ogni we o ).

DIM. (a) =.(b) Sia {fn} una successione con le proprieta richie
ste da (b).
Il teorema di convergenza dominata da }Lim\n E(fn) = 0, D'altra
parte poiché, rispetto alla probabilita u , riesce Tnf:E(fﬁﬁh}

per ogni feB(Q,§%+1) si ha

¥

=F . _p(p D SE(F . . B}
E{fn)-E(T (f 1)aE(E fh+l)_E(fn+1) per ogni neZ  sicché E(fn)

n' n+
= E(fo) per ogni neZ e dunque E(fo) = 0, onde f0=0 BL-q.C.. Ma
f0 ¢ costante in quanto misurabile rispetto a {Q,@} e percio

fo(w) = 0 per-ogni we Q.

(b) =% (a) Si definisca l'operatore lineare Un:kinleﬁz.ﬁi)-»B(Q.ﬁz)
mediante
U, £ =T, T ,q---Ty_qf se feB(%%) con k> n + 1.

Poiché si possono identificare B(Q,jg) e R, %0 ¢ un funzionale
lineare e positivo su UneNB(Q ,9;). Inoltre f%b passa al limite
lungo le successioni monotone (soddisfa, cioé, alla (c) della

definizione (10.1)). Se, infatti.{gn:neN} c UneN B(R,gz) & una
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successione decrescente tale che infk gk = 0, si definisca una
nuova successione {fn:nez+} mediante fnizinf{Ungk tk>n}. La

successione {fn} soddisfa alle condizioni di (b): infatti Tnfn+1=

- Tn (infk3n+1 Un+1 8k) = infk3n+1 Tn Uner 8 ° infki_nungk:fn
in virtd della (10.1.c) e perché {gn} ¢ decrescente e 1imn fn=

= llmn 1nfk2n Un gy = 0. Percio f0 = (0, Sfruttando la linearita
di @B e la (b) si pud costruire un'unica misura di probabilita
u su (Q.,#), rispetto alla quale riesca E(f)zUOf per ogni fd%mNGhjiy

basta partire dalle funzioni indicatrici 1A con Aeﬁ% ponendo u(A)::UolA). Allora
se feB(9,52+1) e geB(g.ﬁg). onde fgeB(Q,j%) c B(Q.§%+l), nello

spazio di probabilita (g,%yu) risulta, per la (10.3)

{]

(10.5) E(gT f) E[T (fg)] = U T, (f8)=T T,...T _,[T (f&)] =

U, (fg) = E(fg).

Nella (10.5) si prenda g = 1A con Aeﬁ% ottenendo cosi

f T f du = [ fdu
A A

onde, per l'arbitrarieta di A, Tnf = E(F/?B).ﬂ

In questo teorema si pud facilmente ottenere un teorema di

C. Ionescu.-Tulcea ([27]) sulle probabilita di transizione.



- 00 -

2.11. SINOSSI DEI RISULTATI.

Questa sezione raccoglie, per comodita del lettore, gli assiomi
usati dai vari autori per caratterizzare un operatore T come una

SC o come la restrizione di una SC.

1. Moy (1954)

M.0) T : LP(® -+ LP(®  con pe[l,+=[;
(M.1) T & lineare;

(M.2) TL (P ¢ L (@)

(M.3) T(f Tg) = (Tf)(Tg) (f.ge L7(#);

(M.4) T & una contrazione in Ll(ﬁﬂtﬂTfulf_ ]|f||l (fe LP(9).
(M.5) TL = 1

2. Bahadur (1955)
. 12 2 .

(B.0) T: L*°(%F) ~ L7(%F):
(B.1) T & lineare:;

(B.2) T ¢ idempotente T2=T;
(B.3) T ¢ autoaggiunto;
(B.4) T & positivos
(B.5) T1 = 1.
3. Sidak (1957)

& .12 2 .
($.0) T : L°(® - L(P:

(é.l) T & lineare:



- 91 -

(§.2} T ¢ idempotente;
(§.3} T & autoaggiunto;
(5.4) T1 = 1;

(5.5) T(Tf+Tg) = TfvTg (f,gell(#).

4, Rota (1960)

(Ro.0) T : LP®» - LP(®, pe[1,+=[;
(Ro.1) T & lineare;

(Ro.2) ITEL, < Ifl,  (fel’(#);
(Ro.3) T1 = 13

(Ro.4) T(g Tf) = (Tf)(Tg) (felP(#H),gel™(#)).

5.Rao (1965)

(Ra.0) T : l.%ﬁﬂ -*L¢(§) con ¢ funzione di Young continua e modera

ta;
(Ra.1) T & lineare;
(Ra.2) T & idempotente;

(Ra.3') ITh < 1 e la funzione di Young complementare ¥ & continua;

oppure o
(Ra.3") T*f = f (fel (9)).

6. Douglas (1965)

m.0) T : LY® > L1
(D.1) T & lineare;

(D.2) T & idempotente;
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(D.

7.
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(A.
(A.
(A.
(A.

(A.

9.

(P.

(P.
(P.
(P.

(P.
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3) T1 = 13
4) T = 1
Olson (1965): ipotesi identiche a quelle di Rota.

Ando (1966)
0)T: LP®» *LP(@® con pe]1,+[

1) T & lineare;

2) T¢ = T;
3) T1 = 1;
4) IT) = 1;

5) T & positivo.

Pfanzagl (1967)

0) T :H#># con Hc Ll(ﬁa ove ¥ gode delle seguenti proprieta:
(a) KER, fel¥ == kf eX ; (b) fe# = 1l+fes#;
(c) f.g e = fag el (d) {fdcx, £ 41y fell(F)=p febks

1) E(Tf) = E(f) (fesr);
2) T & isotono: f < g, f,g e =» Tf < Tg:
3) T(kf) = k Tf (keR, f eJsf);

4) T(1+f) =1 + Tf (feX).
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