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ramificato ad h fogli della varieta riemanniana connessa compatta senza
bordo (M,g), con insieme di ramificazione AcM, e se A=rn(A) & chiuso ed ha
capacita nulla, anche n" (A) ha capacita nulla per (4.1.5); allora, per il
teorema (3.3.1), si ha coincidenza fra SpecD(M\A) e Spec M ed anchatra
SpecP(M\r1(A)) e Spec M.

Per essere piu precisi, V € > 0 consideriamo un aperto E, di M, con
bordo C*™ a tratti, contenente A con cap E <¢; allora ] (E¢) € un aperto di

M contenente n~1(A) con cap n1(E) < he per (4.2.1).

T (ﬁ_ﬁ\n"'(EE) Q) > (M\E¢,g) e un rivestimento riemanniano non

ramificato ad h fogli di varieta con bordo del tipo considerato in (4.1.4).
Considerando percio' gli spettri di Dirichlet, si ha per (4.2.3) e (3.3.2) che

per e— 0:
im SpecP(M\n~1(E,)) = Spec M,

lim SpecP(M\E,) = Spec M.

Siamo quindi ricondotti, nello studio dei legami fra Spec M e Spec M, allo
studio dei legami fra gli spettri corrispondenti di rivestimenti

riemanniani non ramificati di varieta con bordo.

5. RISULTATI HILBERTIANI PER RIVESTIMENTI RIEMANNIANI.

5.1. Per tutti i nn. 5 e 6 intendiamo che =: (M,g) > (M,g) sia un
rivestimento riemanniano non ramificato ad h fogli di varieta riemanniane
connesse compatte; nel caso di varieta a bordo supponiamo che la
restrizione di & a dM sia ancora un rivestimento riemanniano non

ramificato ad h fogli di oM (cf. 4.3).

Per qualsiasi f: M » R (tale che f|5ig = 0 se oM # @) definiamo

la funzione of: M > R ponendo:



(5.1.1) (@f)(x) = [Z,,E-’m (fty))2]1/2 - [):p (osp(x)2] 12V xeM,

ove s, p=1,...,h, sono le funzioni definite in 4.1 (& tﬁ_flaM =0 se oM = Q).

L'applicazione (non lineare) ® porta LE(E‘I) in L2(M) In quanto per il teorema

di Fubini si ha:
5.1.2)  IIfi22m =y, (@HPdvgx) = I Fiyn2avg(y) = 112 2,

Ebbene, vogliamo dimostrare che, sotto le ipotesi e con le

notazioni precedentemente introdotte, si ha:

(5.1.3) TEOREMA. Siano £, X sottospazi di L2(M),L2(M) di dimensione finita

N,k rispettivamente, e sia P : LQ(M) » X la proiezione L2 -ortogonale.

Allora:
(i) se N>h T fe £\(0) tale che:
lsfll_t vy < Ch,N)(Vol M)172 |ifj| 2
essendo C(h,N) una costante <1 che dipende da h e da N:
(i) se N > k(h+1) 3 fe § \(0) tale che:
1P (@hl1° 2m) < [1-8(h+1)2) 111112 2.
Prima di dimostrare questo teorema, notiamo esplicitamente che:

(5.1.4) OSSERVAZIONE. La (ii) si puo' rienunciare dicendo che, posto
P+ (@)L = of - Py (o),
nelle ipotesi del teorema risulta, tenuto conto di (5.1.2):
1Py @012 20 > B(h+1)2] [[f]12 20
per almeno una funzione fe €\{0). Pertanto se per tutte le funzioni fe £

risulta:

1P (@112 20m) < 8h+1)21 1112 2,

allora deve essere N < k(h+1).

(5.1.5) OSSERVAZIONE. La dimensione ottimale N per cui valga (ii) va
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cercata fra kh+1 e k(h+1), infatti per N = kh & possibile dare il
seguente controesempio.

(5.1.6) ESEMPIO. Siano U4,...,Uy aperti disgiunti in M tali che per ogni
i=1,...k, 7] (U;) sia unione disgiunta di apr:}rti-U;1 ,,..,Uih inM (& Uip=sp(Ui)
v p=1,...,h). Se K & il sottospazio generato in LE(M) dalle funzioni

caratteristiche degli U;, per cuidim & =k, e se ¥ & il sottospazio generato

in L2(M) dalle funzioni caratteristiche degli UiP, allora dim %= N =kh, e

chiaramente si ha:

IP% @Dl 2w = lifll 2gw  V fe E.

5.2. In questo n. 5.2 diamo la dimostrazione del teorema (5.1.3); a
tal fine si utilizza il seguente risultato, dimostrato in [14]:
(5.2.1) LEMMA. Se Q & una forma quadratica non negativa su R N gi rango
h<N, indicata con (S N-1 can) Ia sfera unitaria di R N munita della metrica

canonica indotta, si ha:

[(vol SN-1)-1 js”‘* (Q(s))12ds]? < [y(h)AN)12(Vol SN-1)-1 J N1 Q(s)ds

dove ¥(x) = V2x T((x+1¥/2) , T(x)= fre oot
r(x/2) 0

(5.2.2) OSSERVAZIONE. Il risultato del lemma & non banale se h<N in

quanto la funzione vy € crescente.
Dimostrazione del teorema (5.1.3),(i). V xeM la forma quadratica Qy
definita su & ponendo

Q, () = [(&f)(x)]°

ha rango h, essendo h il numero di fogli del rivestimento. Applicando a Qx

Il lemma (5.2.1), in cui gN-1 & |1a sfera unitaria di¥ rispetto alla norma di
L2(M), ed integrando su M si ha:



IM[(Vol SN-1)-1ISN.1 (m?)(x)ds]zdvg(x) <

J C(h,N)2(Vol SN-1 1] N-1 [ )(x)]2ds)dvg(x)

avendo posto C(h,N) = y(h)/y(N). Per la disequaglianza di Cauchy-Schwarz si

ottiene:

[(vol gN-1)-1 js"“ (JM (®F)(x) dvg(x))ds]? <

g

< C(h,N)2 Vol M (Vol SN-1y-1] N1[j f)(x))2dvg(x)]ds

cioe per la (5.1.2) ed essendo ||f||2|_2(m} -1 su SN-1.

[(vol sN-1)1] -t 1l 1 auyds]? < C(h,N)2 Vol M
e quindi
&l 1wy < C(h,N) (VoI M)1/2
per almeno una fe sN-1 donde la conclusione, ove si osservi che per ogni
fe 8\{0} & F|ffil 2e SN e che
w(®|[fll 2¢@) = oifll 2w = o [ofl| 2m)
per le (6.1.1),(5.1.2). |

Dimostrazione del teorema (5.1.3),(ii). Per semplificare i calcoli

supponiamo Gi aver moltiplicato la misura canonica di gN-1 per un fattore
tale che Vol SN-1 - 1.

Consideriamo, per ¢ > 0, la variazione (of), di of data da:

(@0)e(x) = ([([@H(x)]2 +2) /2.

Per fe LE(M) arbitraria, 'applicazione @ ¢ : 3 » R definita da:
(5.23) (I)Elf(?) = “f!(ﬁjﬁgnm
¢ differenziabile. Scelta infatti una base (f1,....fry) L2(M)-ortonormale in ¢
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per cui f = Ei zif_i i=1,...,N, risulta, indicando con Sp » p=1,....t

» funzioni di cui in 4.1:

(@H)1° + 2= 2 2, 212 Fi(sp ()fi(sp(x)) + €2

e quindi:
(Pel)d = - g —tem) TRty avg) = o tem T.T
oz’ [(@f)om](y) (mf)go:n; M
Pertanto
(grad @ ¢)(f) = [(for)/(f)om] f,
da cul

(5.24) |i(grad @, p{I2 2 = o ([Em)y)/(@eem)y)] Tiy))Pavg(y) =

= J1, (100 (@D (0/@De(x)]) Pbvg ) <
<fll% 2

Restringiamo da ora le nostre considerazioni a funzioni f appartenenti alla

sfera SN-1 di 2. Indicando con ?(Dejf( ) la componente di (grad (I?E’f)(T)

tangente ad SN-1 e con (Ve ¢(f))* la componente radiale lungo fe gN-1,

risulta:

quindi

(Vg ()12 2) = «(grad @ ({).F>25 = «f,(@H2/(@H»2y

e pertanto, tenuto conto di (5.2.4):

IA

(5.25) ||V (MI2 2 = Il(grad ¢ AI% 2 - 1V () HI% 25
< |12 20m) -« (@2/(@h)e2p

Poiché © & pari: ©(-f)=6f, & pari anche & ¢, e pertanto si puo' passare al

quoziente di gN-1 rispetto all'applicazione antipodale; il principio del



minimax (2.3.6) insieme alla diseguaglianza di Cauchy-

Schwarz (ricordiamo che Vol SN*1=1) da quindi:

A¢(PN-1 (n))[fsu-1 (@ 1(7)2ds - (ISN-1 @ ¢(f)ds)?] <

< | N1 Ve, D112 20w ds
ove A1 (F’N'1 (R)) & il primo autovalore non nullo dello spazio proiettivo

(PN-1(R),can), che vale 2N (cf. [4], p. 166). Pertanto, tenendo conto di
(5.2.3) e (5.2.5) si ha, pere— 0:

(2N+1 )I N1 «f,Bf»2 ds - 2N (JSN-1 Lf Mf(x)(m"f")(x)dug(x)]ds)Z < 1112, 20m)
In altri termini abbiamo provato che per ogni fe L2(M) risulta:

(5.26)  (2N+1) -[s”“ «fmf»2yy ds < ||f]|2 2y + 2N «f,S»2),

ove f percorre SN-1 e dove si & posto

(5.2.7) S(x) = jSN-1 (@f)(x) ds.
Presa una base (f4,...,f) L2(M)-ortonormale in X, applicando la

(5.2.6) a ogni f; e sommando per i=1,...,k si ha:

(528)  (2N+1) X, Js”” «;of»2y ds <k + 2N Z.f; S0y,

D'altra parte si ha:

1P SII2L2m) = Z.«h;, S22 < [ISI12 2m)

e, per il lemma (5.2.1),
1S11% 20m) = -[M[-[ gN-1 (ﬁ:ﬁ(x)ds]zdvg(x) <

< c(h,N)2J M[ISN-1 [(m’f‘)(x)]2ds]dvg(x).
Quindi in definitiva la (5.2.8) da

(2N+1)fswv1 1P (@HI2 2pnds <k + 2N C(h,u)2fsw-1 [of||2 2w)ds =



=k + 2N C(h,N)2.

Ricordando che C(h,N) = y(h)/¥{N), le proprieta della funzione Y comportano
(cf. [14]) che C(h,N)2 < (2N+1/2N)(h/h+1 )ﬂ 2. questa e l'ipotesi N>k(h+1)

danno allora dall'ultima diseguaglianza:

J N1 [IPx (@F)1[2 2y ds < 1 - [8(h+1)2]]

e quindi la conclusione. _|

6. RISULTATI SPETTRALI SUI RIVESTIMENTI RIEMANNIANL.

6.1. Per una Varieta X indichiamo con E*x(pi) l'autospazio relativo

all'autovalore p.*E S;:*nu:::*c'Ir X e con N*x(l) il numero degli autovalori u* talt

che u* < A, Ae R (* sta ad indicare il problema relativo ad una varieta

chiusa se dX = O, il problema di Dirichlet se dX # @). Vogliamo dimostrare
che, utihizzando le notazioni introdotte in 5.1 e sotto le ipotesi ivi

considerate, risulta:
(6.1.1) TEOREMA. N (L) < N y[8(h+1)2AJ(h+1) - 1.
Dim. Consideriamo i seguenti spazi:

g =@ E*ﬁ(i*i), la somma essendo estesa a tutti i'i'i <A:Eeun
sottospazio vettoriale di L2(h7I) di dimensione N*E(l);
K = @ E*M(l*i), somma per l*j < 8(h+1)21:3£ & un sottospazio
vettoriale di L2(M) di dimensione N’ p[8(h+1)2A].
Le forme quadratiche ||df||2, 2w, Ildf]|2, 2w (i cui spettri coincidono con
Spec M e Spec M rispettivamente, v. 2.3) sui sottospazi H1.(M) di L4(M)
e H1+(M) di L2(M) sono tali che:

d(@h)12 20wy < I10fl12 (%)

come si prova in modo analogo a quello usato per dimostrare la (4.1.3) (si



