Carlo Marchini (*)

La Teoria Alternativa degli Insiemi, sue
ragioni e confronto con teorie classiche.

Capfele 1. La formalizzazions della Feoria degll insems

| ) Introduzione.

Parlare di matematica alternativa ha oggi un connotato tecnico che
cercherd di illustrare brevemente in seguito. Il punto centrale della rico-
struzione alternativa € pero la Teoria degli Insiemi usata come teoria fon-
dazionale. La scuola cecoslovacca ha inteso rifondare [a matematica par-
tendo, come aveva fatto o proposto Cantor, daila Teoria degli Insiemi, ma
utilizzando una interpretazione degli insiemi sostanzialmente diversa da
quella classica e questo potrebbe essere visto come una nuova proposta,
nel senso della richiesta di [ML].

Per meglio capire la portata innovativa dell'approccio alternativo &
opportuno confrontarlo con quello ormai ritenuto classico. Percio mi sof -
fermo brevemente su alcuni aspetti di tre sistemi formali che s1 sono pre-
sentati, in ordine di tempo e di sviluppo concettuale: 1 sistemi di Frege,

lermelo, (Von Neumann) Bernays e Godel. Per brevita li indico con sigle:
F,Z (e poi ZF), NBG.

a) F (1879-84 cfr. [F1] e [F2]) é il sistema "piu bello” che si possa
pensare; cerca di tradurre formalmente le idee di Cantor e nasce dall'ana-
list del concetto di "proprieta” tdentificato con "formula”. Gli assiomt sono ;
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FI (v)vy)(x=y «(Vz)zex & zey))

Due insiem1 sono uguali se e solo se hanno gli stessi elementi.

F2 (schema: per ogni formula ¢(x) ) (Oyi(vi)zey & tp(:-’:))J

Esistenza dell'insieme costituito da tutti gli oggetti che godono di una
stessa proprietd. Con scrittura equivalente, per ogni formula ¢(z),

F2' (vx)(xe(z | ¢(z)) e olx))].

Dunque data una proprieta, esiste un unico insieme costituito dagli
elementi che soddisfano la proprieta. Tale insieme € denotato da

(x | o(x)).

Applicando questi due soli assiomt ed il linguaggio che si era forgia-
to, Frege riusci a ricostruire l'analisi, definendo dapprima le operazioni in-
siemistiche, poi { numeri naturali e, mediante questi, i reali.

Prima di procedere osservo che nel linguaggio di Frege “tutto” & in-
sieme dunque le variabili sono solo minuscole e non minuscole € maiusco-
le e tonde ecc.

Ad esempio:

XUy = {z | zeX v ZEV);
xny = (z | zex A zevy);
(X,v) = (2] z=x v z=Vy}.
Definito x = v come abbreviazione di (vz)(zex = zey), si ha

Px)={(z]zex )

Esiste poi un "massimo” insieme, {x | X = x). Piu complessa & la definizione
di numero naturale.

Con tutto cio il sistema € contraddittorjo. Cio fu provato da Russell in
una lettera privata diretta a Frege e da quest'ultimo pubblicata, con gran-
de spirito di umilta scientifica. In seguito a cio Frege si allontano dagli
studi e dalle ricerche ritenendo che il paradosso di Russell svuotasse di si-
gnificato l'intero pensiero razionale, [l paradosso di Russell € dato dalla
costruzione di un insieme r = {z | zez). L'antinomia nasce dalla considera-
zione dei due casi dati da

rer v rer ( zerzo escluso).
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Ma rer comporta rér e d'altra parte rer comporta rer. Dunque en-
trambi i casi portano a contraddizione.

L'analisi di questo paradosso (e di altre antinomie presentate tra la
fine del secolo scorso e I'inizio di questo secolo, cfr. {B]) hanno portato a
tentativi di soluzione che vengono “classificatt” con etichelte di vario
genere: si parla di fogrersmaq di neo-cantorismo e dt mlvizionismeo ;, un
posto a parte merita, in questo panorama, poi il tentativo formalsta di
Hilbert. Da notare anche !'impulso dato dal paradosso di Russell allo
sviluppo delle logiche non-classiche.

2) Neo-cantorismo.

Come detio si tratta di una scuola di pensiero sortia in risposta ai pa-
radossi, che ha uno dei suoi maggiori "‘campioni” in E. Zermelo. Per meglic
capire la posizione di questo matematico tedesco e bene confrontarla, sul
piano {ilosofico, con quella di Frege. Per Frege, la Matemaiica come scien-
za a sé stante non esiste. La sua ricostruzione € puramente logica: le pro-
prieta degli insiemi sono formule, il loro trattamento puoc essere elfet-
tuato con mezzi assolutamente analitici (in senso kantiano), sfruttando le
proprieta della Logica, quali, ad esempio, le tautologie, le formule logica-
mente valide, ecc. Ad esempio si dimostra che

XUY =yUX
provando ['equivalenza tautologica tra le [ormule
ZEX VIEY € ILEY V ZEX.

Gli insiemi, sempre secondo Frege, sono solo ['aspetto "estensionale” delle
proprieta e | risultati sugli insiemi sono conseguenze delle verita logiche e
dei due principi sopra enunciati col nome di Fl e F2, 1a cut evidenza per
Frege ed altri matematict, ad esempio Cantor, era banale. Se dunque si po-
ne il problema dell'esistenza degli oggetti, esso € risolto dicendo che gli
entl matematici hanno un valore aggeli/ve e "vivono' in un contesto a-
stratto che é la sede del ragionamento stesso.

Ecco perché non puo esserci una contraddizione 1n quanto questa de-
molirebbe del tutto la ragione umana.

Ma l'antinomia c'é e bisogna prenderne atto.
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Zermelo si colloca in una posizione piu matematica e pragmatica. La
Matematica "funziona”, come mostrano i suoi sviluppi e le sue applicazioni
alle Scienze della Natura, massime la Fisica. Gli insiem1 sono utili per sem-
plificare ed unificare problemi abbastanza complessi e distanti; dunque sI
possono usare, anche come una fondazione per la Matematica, ma non si
puod accettare un principio come F2, responsabile del crollo del sistema di
Frege, crollo da qualcuno paragonato alla cacciata dal Paradiso Terrestre.
[l motivo € che un principio di costruzione siffatto da luogo ad enti
‘troppo grandi. E' bene allora riflettere che quello che serve in
Matematica (e non porta a contraddizione) € I'esistenza di alcune opera-
zioni che, applicate ad instemi, forniscono insiemi: ad esempio, se a € un
insieme e b € pure un insieme, anche aub € un insieme; cosi pure per
xny, (x,y) e P(x), ecc. Allora, anzi che preoccuparsi di fornire principi

troppo generali, accontentiamoct di partire da certi enti, che sono insiemi,
ed operare su di essi con operazioni matematicamente interessanti, per
ottenere ancora insiemi. L'idea di Frege di identificare le proprieta con le
formule & buona (e semplifica molti problemi), ma a partire da essa si
puo formulare un principio (schema) abbastanza generale che dica che le
colleziont degli elements g7 un insreme che soddisfano una data proprieta
e un insieme. Si € poi mostrato che per la Matematica basta ridurre gli
enti di partenza al solo insieme vuoto.

b) Si ottengono cosi gli assiomi di Zermelo (1907708 cfr. [Z]):

I (vx)(vy)x=y & (vz)zex o 2€v)) J (eguaglianza):

A
Z

XNy yex) (vuoto):

v)3yivzilzey < (Bwlwex a zew)]—’ (unione unaria);

(
(
(Vx)(vy)(3z)(Ywilwez e(w=-x v w-y)) (c:::wppia non ordinata):
4
5 |

VX

)
It
Y3yl vz)zey < zex ) (parti);
It

6 (vi)((3y)yex) = (3z)zex A (vw)lwez = wex))) |(fondazione);

ed uno schema: per ogni formula g(x),

L7o(x) (vx)@ylvzlzey & (zex A ¢(z))) | (isolamento).
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Accanto a questi assiomi si deve poi aggiungere un assioma d'infini-
to, che puo essere formulato come segue:

28 (3x)(Pex A (vy)lyex = (y)ex)) (infinito).

Tralasciando ['assioma 76, la cui funzione pare (ancora oggi) sia quel-
la di permettere una certa semplificazione tecnica nelle dimostrazioni, gli
unici due assiomi esistenziali non condizionali sono Z2, esistenza del vuo-
to e 28, esistenza di un infinito. Si possono riformulare gli asstomi con
simboli piu consueti, introdotti proprio grazie agli assiomi ! corrisponden-
L

=

2' (VyNyed) (vuoto):;

23" (vx)vy)vz)(welxy) © (z=x v z=y)) (coppia non ordinata);

(
(

4' (vx)(vy)yelly) & (Bw)wex A yew)) | (unione unaria);
(

25" (vx)(vy)yeP(x) & yex ) (parti);

26' (vx)((3y)lyex) = (Elz)[zex A (vw)wez = wex))) |(fondazione);

ed uno schema: per ogni formula g(x),

L7 o(x) (vx)By)vz)(zey < (zelyex | o(y)))) |(isolamento).

A guardare meglio Z7 o 7' sembra che la proposta di Zermelo sia ot-

tenuta con un trucco puramente formale; invece di considerare F2 per
tutte le formule o(y), si considera F2 solo per le formule del tipo yex A

¢ly). In realta questa presentazione formale & conseguenza di un pensiero
profondo che in qualche modo chiama all'esistenza solo quegli insiemi che
si possono costruire con le operazioni indicate, ed € ricollegabile alla VIII
nozione comune euclidea. E poi F2 basta, assieme a F1, tradotto in Z1: Z7
no, bisogna aggiungere gli altri assiomi.

La teoria di Zermelo fu poi migliorata da Fraenkel (1922) che modi-
fico I'assioma qui indicato con Z7, generalizzando l'assioma di isolamento
ad una versione piu applicabile: I'assioma di rimpiazzamento

per ogni formula ¢(x),

I 'Faccio notare che qui introduco i simboli dopo aver esibito tutti gli assiemi. In
realtd t simboli vengono introdotti ciascuno dopo ['assioma corrispettivo. Cosi, ad
esempio, dopo Z3 si pud presentare la riformulazione Z3', prima di Z4, ecc.



Carlo Marchini - Teoria alternativa..

ZF?r,u[x.y] (vx)(vy)(vz)o(x,y)ap(x,z) = y=2) =

= (vx)(3y)(vz)(zey & (Bw)wex A ¢lw,z)))

St puo notare che Z7 & conseguenza di ZF/. 1l significato intuitivo di
LF7 € che presa una [unzione, I'i'mmagine di un insieme attraverso essa €
ancora un insieme. Anche con questa estensione non st ripresenta il para-
dosso di Russell, perché (x | x¢x) non €& un insieme, manca la "formuletta
magica’ Xeya .. Ma se considero {xey | x¢x}, di qui non riottengo il para-
dosso perché se r = {xey | xex), allora rer v rer. Ma nel primo caso si ha
FEY Ar€r, dunque questo caso non € possibile. Nel secondo da rer. Si ha
reyv rer, da cui la conclusione che rey. Percid rer in quanto rey. In tal
modo si evita I'antinomia. Cosi non puo esistere un insieme universale
{x | x=x), perché altrimenti si ripresenterebbe il paradosso di Russell.

La teoria formale, nota come ZF, ha avuto molto successo in Matema-
tica anche se provare in essa risultatt suglt insiemi puo risultare lungo e
faticoso.

3) Le teorie con le classi (1925/28 - 1937 - 1955)

L)
—

Per ovviare a questo inconveniente sono state presentate varie pro-
poste: una da Von Neumann, [N], un'altra da Bernays [Be] e Godel, che poi
st sono dimostrate equivalenti. L'tdea di fondo é che le totalita chiamate
in causa da F2 se pur cosi formulato, danno origine a contradizioni, ma si
prestano egualmente a snellire la trattazione. Per evitare il paradosso di
Russell, basta richiedere che gli oggetti definiti mediante F2 siano enti di
natura diversa dagli insiemi. Cosi {x | xx), non sara un insieme per culi
non si porra piu il problema di vedere se l'ente risultante appartiene o no
a se stesso. Tali enti vengono indicati col termine linguistico di classe. La
teoria prevede allora delle classi, come collezioni di oggetti, che pero a
loro volta sono classi, ma classi piu “semplici” o “piccole”, visto che le
scrivo a sinistra dell'appartenenza. Queste sono gli insiemi di prima. Gli
assiomi di NBG (teoria di Von Neumann, Bernays e Godel) tengono conto
del desiderio che questa teoria sia un'estensione della teoria ZF, in quanto
compaiono assiomi che richiamano quelli di ZF. Si facilita la distinzione
tra insiemi e classi, denotando gli insiemi con lettere minuscole e le classi
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con lettere maiuscole. Si introduce pero una definizione di insieme che ri-

flette la discussione precedente, che identifica gli insiemi nelle classi che
vengono poste alla sinistra dell'appartenenza: Set(X) per (3Y)(XeY).

c) Con questa posizione gli assiomi di NBG sono datt da:
NBGI (vX)vY)X=Y o (VI)ZeX < ZeY)) |(eguaglianza);
NBG2 (3x)(vY)(Yex) | (vuoto)
NBG3 (vx)vy)@z)vw)wez < (w=x v w=y))

(coppia non ordinata);
NBG4 (vx)(3y)vz)izey & (3w)(wex A zew)) |(unione unaria);
(

NBGS (w)(ﬂv)(vz}iﬁey & zex ) parti);

NBG6 (vx)((3y)lyex) = (3z)lzex a (vw)(wez = wex)))

(fondazione);
NBG7 (vX)(Fnc(X) = (vx)3y)vz)zeye(Bw)wexaw,22eX)))

(rimpiazzamento); AT
per ogni formula predicativa ¢(X), o

NBG7'o(x)  (3X)(vx)(xeX < olx)) (astrazione).

NBGS (3x)(@ex A (vy)lyex = (ylex)) }(inﬂnitﬂ).

La limitazione alle formule predicative nasce dall'esigenza di evitare
1 circoli viziosi nel senso di Russell, cioe quel tipo di definizioni usate per
definire una totalita per mezzo dei suoi elements, tra cui la totalita stessa.

Morse-Kelley-Mostowski (cfr. [Ke]) hanno tolto questa limitazione,
partendo da concezioni che hanno sapore neo-platonico, cioé che gli enti
esistono (nell' spervuranid indipendentemente dalle loro definizioni, dun-
que non c'e alcun errore nell'usare definizioni impredicative. La teoria da
essi proposta, indicata con la sigla MKM si differenzia, apparentemente,
solo per la scelta delle formule a cui & applicabile. Ma si pud provare che
le teoria NBG & finitamente assiomatizzabile (Teorema di Bernays, cfr.
[Me]), mentre non & appurato che anche MKM o sia.




