Carlo Marchini (*)

La Teoria Alternativa degli Insiemi, sue
ragioni e confronto con teorie classiche.«

Cepitele 1. s formalizzamone della Feoria degli Insiemi

1) Introduzione.

Parlare di matematica alternativa ha oggi un connotato tecnico che
cercherd di illustrare brevemente in seguito. Il punto centrale della rico-
struzione alternativa € pero la Teoria degli Insiemi usata come teoria fon-
dazionale. La scuola cecoslovacca ha inteso rifondare la matematica par-

tendo, come aveva fatto o proposto Cantor, daila Teoria degli Insiemi, ma
utilizzando una interpretazione degli insiemi sostanzialmente diversa da
quella classica e questo potrebbe essere visto come una nuova proposta,
nel senso della richiesta di [ML].

Per meglio capire la portata innovativa dell'approccio alternativo é
opportuno confrontarlo con quello ormai ritenuto classico. Percio mi sof-
fermo brevemente su alcuni aspetti di tre sistemi formali che si sono pre-
sentati, in ordine di tempo e di sviluppo concettuale: 1 sistemi di Frege,
Zermelo, (Von Neumann) Bernays e Godel. Per brevita li indico con sigle:
F,Z (e poi ZF), NBG.

a) F (1879-84 cfr. [F1] e [F2]) é il sistema "piu bello” che si possa
pensare; cerca di tradurre formalmente le idee di Cantor e nasce dall'ana-
list del concetto di "proprieta” identificato con “formula”. Gli assiomi sono :
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F1 (vx)vy)(x=y o(vVZ)zex & zey))

Due insiemi sono uguali se e solo se hanno gli stessi elementi.

F2 (schema: per ogni formula ¢(x) ) (Oyivx)xey o (p(X))J

Esistenza dell'insieme costituito da tutti gli oggetti che godono di una
stessa proprieta. Con scrittura equivalente, per ogni formula ¢(z),

F2' (vx)(xe(z | o(z)) < olx))|

Dunque data una proprieta, esiste un unico insieme costituito dagli
elementi che soddisfano la proprieta. Tale insieme € denotato da

(x 1 o(x)].

Applicando questi due soli assiomi ed il linguaggio che si era forgia-
to, Frege riusci a ricostruire l'analisi, definendo dapprima le operazioni in-
siemistiche, poi I numeri naturali e, mediante questi, i reali.

Prima di procedere osservo che nel linguaggio di Frege “tutto” € in-
sieme dunque le variabili sono solo minuscole e non minuscole e maiusco-
le e tonde ecc.

Ad esempio:

XUy = (z|zex v zey);
XNy = {(z | zex A zey);
(x,y) = (z]z=x v z=Vy ).
Definito x =y come abbreviazione di (vz)(zex = zey), si ha

Px)=(z]lzex)

Esiste poi un "massimo” insieme, (x | x = x). Pi0 complessa é la definizione
di numero naturale.

Con tutto cio il sistema & contraddittorjo. Cid fu provato da Russell in
una lettera privata diretta a Frege e da quest'ultimo pubblicata, con gran-
de spirito di umilta scientifica. In seguito a cio Frege si allontand dagli
studi e dalle ricerche ritenendo che il paradosso di Russell svuotasse di si-
gnificato I'intero pensiero razionale. Il paradosso di Russell & dato dalla
costruzione di un insieme r = {z | z¢z). L'antinomia nasce dalla considera-
zione dei due casi dati da

rer vrer ( terzo escluso).
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Ma rer comporta rer e d'altra parte rer comporta rer. Dunque en-
trambi i casi portano a contraddizione.

L'analisi di questo paradosso (e di altre antinomie presentate tra la
fine del secolo scorso e I'inizio di questo secolo, ¢fr. [B]) hanno portato a
tentativi di soluzione che vengono “classificati” con etichette di vario
genere: si parla di Jogicisma di neo-cantorismo € di fnluzionismo;, un
postc a parte merita, in questo panorama, poi il tentativo formalista di
Hilbert. Da notare anche l'impulso dato dal paradosso di Russell allo
sviluppo delle logiche non-classiche.

2) Neo-cantorismo.

Come detto si tratta di una scuola di pensiero sortia in risposta ai pa-
radossi, che ha uno dei suoi maggiori "campioni” in E. Zermelo. Per meglic
capire la posizione di questo matematico tedesco € bene confrontarla, sul
piano filosofico, con quella di Frege. Per Frege, la Matematica come scien-
za a sé stante non esiste. La sua ricostruzione & puramente logica: le pro-
prieta degli insiemi sono formule, il loro trattamento puo essere elfet-
tuato con mezzi assolutamente analitici (in senso kantiano), sfruttando le
proprieta della Logica, quali, ad esempio, le tautologie, le formule logica-
mente valide, ecc. Ad esempio si dimostra che

XUy =yUx
provando l'equivalenza tautologica tra le formule
IEXVIEY € ZEY VIZEX.

Gli insiemi, sempre secondo Frege, sono solo ['aspetto “estensionale” delle
proprieta e [ risultati sugli insiemi sono censeguenze delle verita logiche e
dei due principi sopra enunciati col nome di Fl e F2, la cui evidenza per
Frege ed altri matematici, ad esempio Cantor, era banale. Se dunque si po-
ne il problema dell'esistenza degli oggetti, esso & risolto dicendo che gli
enti matematici hanno un valore oggerz/vo e "vivono™ in un contesto a-
stratto che & la sede del ragionamento stesso.

Ecco perché non puo esserci una contraddizione in quanto questa de-
molirebbe del tutto la ragione umana.

Ma l'antinomia c'é e bisogna prenderne atto.
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Zermelo si colloca in una posizione piu malemalica e pragmalica. La
Matematica "funziona”, come mostrano i suoi sviluppi e le sue applicazioni
alle Scienze della Natura, massime la Fisica. Gli insiemi sono utili per sem-
plificare ed unificare problemi abbastanza complessi e distanti; dunque si
possono usare, anche come una fondazione per la Matematica, ma non si
puo accettare un principio come F2, responsabile del crollo del sistema di
Frege, crollo da qualcuno paragonato alla cacciata dal Paradiso Terrestre.
Il motivo € che un principio di costruzione siffatto da luogo ad enti
“troppo grandi’. E' bene allora riffettere che quello che serve in
Matematica (e non porta a contraddizione) & I'esistenza di alcune opera-
zioni che, applicate ad insiemi, forniscono insiemi: ad esempio, se a & un
insieme e b € pure un insieme, anche aub €& un insieme; cosi pure per
xny, {(xy) e P(x), ecc. Allora, anzi che preoccuparsi di fornire principi
troppo generali, accontentiamoci di partire da certi enti, che sono insiemi,
ed operare su di essi con operazioni matematicamente interessanti, per
ottenere ancora insiemi. L'idea di Frege di identificare le proprieta con le
formule & buona (e semplifica molti problemi), ma a partire da essa si
pud formulare un principio (schema) abbastanza generale che dica che le
collezioni degli elementi ¢/ un msreme che soddisfano una data proprieta
¢ un insieme. Si € poi mostrato che per la Matematica basta ridurre gli
enti di partenza al solo insieme vuoto.

b) Si ottengono cosi gli assiomi di Zermelo (1907708 cfr. [2]):

Ll (vx)lvy)x=y & (vi)lzex < 1€v)) J (eguaglianza);

22 (3x)(vyllyex) (vuoto);

23 (vx)(vy)(3z)(vwilwez o(w=x v w-y)) (c;oppia non ordinata);

24 ( W)(Eﬂyl vzl(zey ¢ (Ow)(wex a zew)) | (unione unaria);

15 (vx)Q3yilve)zey < zex ) ' (parti);

26 (vx)((3y)lyex) = (3z)(zex A (vw)wez = wex))) |(fondazione):
ed uno schema: per ogni formula o(x),

U(p(xJ (vx)3yivz)zey < (zex a o(z))) | (isolamento).
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Accanto a questi assiomi si deve poi aggiungere un assioma d'infini-
to, che puo essere formulato come segue:

28 (3x)(Wex a (vy)lyex = (ylex)) (infinito).

Tralasciando I'assioma 76, la cui funzione pare (ancora oggi) sia quel-
la di permettere una certa semplificazione tecnica nelle dimostrazioni, gli
unici due assiomi esistenziali non condizionati sono Z2, esistenza del vuo-
to e 18, esistenza di un infinito. Si possono riformulare gli assiomi con
simboli pill consueti, introdotti proprio grazie agli assiomi ! corrisponden-
ti:

2' (vy)lye0) (vuoto);

23 (vx)vy)ivz)welxy) & (z=x v z=y)) (coppia non ordinata);
4' (vx)(vy)lyelly) & (Bw)wex A yew)) | (unione unaria);

15 (vx)(vy)lyeP(x) & yex ) (parti);

26" (vx)((3y)yex) = (3z)(zex A (vw)lwez = wex))) |(fondazione),

ed uno schema: per ogni formula o(x),

L7 o(x) (vx)3By)vz)(zey & (zel{yex | ¢(y)))) |(isolamento).

A guardare meglio Z7 o 27" sembra che la proposta di Zermelo sia ot-
tenuta con un trucco puramente formale; invece di considerare F2 per
tutte le formule g(y), si considera F2 solo per le formule del tipo yex A
¢(y). In realta questa presentazione formale & conseguenza di un pensiero
profondo che in qualche modo chiama all'esistenza solo quegli insiemi che
si possono costruire con le operazioni indicate, ed € ricollegabile alla VIII
nozione comune euclidea. E poi F2 basta, assieme a F1, tradotto in Z1; Z7
no, bisogna aggiungere gli altri assiomi.

La teoria di Zermelo fu poi migliorata da Fraenkel (1922) che modi-
fico I'assioma qui indicato con Z7, generalizzando 'assioma di isolamento
ad una versione piu applicabile: I'assioma di rimpiazzamento

per ogni formula ¢(x),

I Faccio notare che qui introduco i simboli dopo aver esibito tutti gli assiomi. In
realtd i simboli vengono introdotti ciascuno dopo I'assioma corrispettivo. Cosi, ad
esempio, dopo Z3 si pud presentare la riformulazione Z3', prima di Z4, ecc.
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‘ LF7 g(x.y) (vx)(vy)(vz)(o(x,y)ag(x,z) = y=2) =

| = (vx)Ay)(vz)(zey & Qw)(wex A ¢(w,z)))

Si puo notare che Z7 € conseguenza di ZF7. Il significato intuitivo di
ZF7 & che presa una funzione, I'immagine di un insieme attraverso essa €
ancora un insieme. Anche con questa estensione non si ripresenta il para-
dosso di Russell, perché (x | xex) non & un insieme, manca la “formuletta
magica” xeya .. Ma se considero {xey | x¢x}, di qui non riottengo il para-
dosso perché se r = (xev | x¢x), allora rer v rér. Ma nel primo caso si ha
rey argr, dunque questo caso non € possibile. Nel secondo da rer. Si ha
regyvrer, da cui la conclusione che rey. Percio rér in quanto rey. In tal
modo si evita I'antinomia. Cosi non pud esistere un insieme universale
{x |x=x) percheé altrimenti si ripresenterebbe il paradosso di Russell.

La teoria formale, nota come ZF, ha avuto molto successo in Matema-
tica anche se provare in essa risultati sugli insiemi puo risultare lungo e
faticoso.

3) Le teorie con le classi (1925/28 - 1937 - 1955)

Per ovviare a questo inconveniente sono stale presentate varie pro-
poste: una da Von Neumann, [N], un'alira da Bernays [Be] e Godel, che poi
st sono dimostrate equivalenti. L'idea di fondo € che le totalita chiamate
in causa da F2 se pur cosi formulato, danno origine a contradizioni, ma si
prestano egualmente a snellire la trattazione. Per evitare il paradosso di
Russell, basta richiedere che gli oggetti definiti mediante F2 siano enti di
natura diversa dagli insiemi. Cosi {x | x&X), non sara un insieme per cui
non si porra pit il problema di vedere se l'ente risultante appartiene o no
a se stesso. Tali enti veggono indicati col termine linguistico di classe. La
teoria prevede allora delle classi, come collezioni di oggetti, che perd a
loro volta sono classi, ma classi pit “semplici” o “piccole”, visto che le
scrivo a sinistra dell'appartenenza. Queste sono gli insiemi di prima. Gli
assiomi di NBG (teoria di Von Neumann, Bernays e Godel) tengono conto
del desiderio che questa teoria sia un'estensione della teoria ZF, in quanto
compaiono assiomi che richiamano quelli di ZF. Si facilita la distinzione
tra insiemi e classi, denotando gli insiemi con lettere minuscole e le classi
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con lettere maiuscole. Si introduce perd una definizione di insieme che ri-
flette la discussione precedente, che identifica gli insiemi nelle classi che
vengono poste alla sinistra dell'appartenenza: Set(X) per (3Y)(XeY).

c) Con questa posizione gli assiomi di NBG sono dati da:

NBGI (vX)(VY)X-Y < (VZ)NZeX < ZeY)) | (eguaglianza);
NBG2 (3x)(vY)(Yex) (vuoto);
NBG3 (vx)(vy)@z)vw)wez < (w=x v w=y))
(coppia non ordinata);
NBG4 (vx)(3y)vz)lzey o (3w)(wex a zew)) [(unione unaria);
NBGS (VX)(BY)(VZ}(Z_;EY & zex ) (parti);
NBG6  (vx)((3y)lyex) = (3z)(zex A (vw)lwez = wex)))
(fondazione);
NBG7 (vX)(Fnc(X) = (vx)3y)vz)zeyeE@wlwexaw,zeX)))
(rimpiazzamento); Py
per ogni formula predicativa ¢(X), iy -
NBG7'y(x) (3)(vx)zeX < glx)) (astrazione),

NBG38

(Bx)@ex A (vy)lyex = (ylex)) |(infinito).

La limitazione alle formule predicative nasce dall'esigenza di evitare
i circoli viziosi nel senso di Russell, cioé quel tipo di definizioni usate per
definire una totalita per mezzo dei suoi elementi, tra cui la totalita stessa.

Morse-Kelley-Mostowski (cfr. [Ke]) hanno tolto questa limitazione,
partendo da concezioni che hanno sapore neo-platonico, cioé che gli enti
esistono (nell' Jpervranid indipendentemente dalle loro definizioni, dun-
que non c¢'¢ alcun errore nell'usare definizioni impredicative. La teoria da
essi proposta, indicata con la sigla MKM si differenzia, apparentemente,
solo per la scelta delle formule a cui & applicabile. Ma si pud provare che
le teoria NBG ¢ finitamente assiomatizzabile (Teorema di Bernays, cfr.
[Mel), mentre non é appurato che anche MKM lo sia.
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Capitele 1. Auredoss, mncompletezzs, infindto, [potesr def corr-
LU

[ )1 paradossi e il fenomeno dell'incompletezza.

[ sistemi ZF e NBG (ed anche MKM) si offrono come una ricostruzio-
ne della Matematica che evita alcuni paradossi. Il fatto & che all'interno di
questi sistemi si puo ricostruire, come prima cosa, I'Aritmetica, provando
i postulati di Peano. Per un noto teorema di Godel (1931, cfr. [G1]) da esso
discende che la coerenza € esprimibile ma znor € dimostrabile, se si vuole
che la teoria stessa sia coerente. Dunque ['esistenza di paradossi & sempre
possibile; il fatto di averne evitato alcuni, non garantisce in alcun modo
che nella teoria degli insiemi non ve ne possano essere degli altri.

Questi risultati forniscono una visione molto dubitativa della Mate-
matica, ben diversa dalle visioni dogmatiche che spesso vengono proposte
agli studenti.

Il sistema intuizionista € garantito dai paradossi, ma in esso non si
ammettono insiemi infiniti, né in generale insiemi, ma solo i numeri natu-
rali e ci0 che si puo ottenere con procedimenti molto limitati e costruttivi,
a partire da essi.

Per quanto riguarda i paradossi la situazione € pil complessa di
quanto finora illustrato. L'analisi delle antinomie, dovuta a Ramsey, ha co-
me primo atto quello di “scartare" alcuni paradossi, ritenendoli non perti-
nenti alla Matematica, ma piuttosto collegati a problemi linguistici. Vedia-
mo ora alcuni paradossi che restano esclusi da ZF e NBG.

(i) /7 paradosso delf vomo ca/va Se ad un uomo con molti capelli non
si toglie nessun capello, con questa operazione, I'uvomo non diventa calvo.
L'asportazione di un capello in un uomo che non sia caivo, non lo tra-
sforma in calvo. Dunque per il principio d‘induzione posso togliere tutti i
capelli ad un uomo senza che lui divenga mai calvol

(i) /7 paradosso di Berry. Si considerino i numeri naturali e le frasi
della lingua italiana che definiscono numeri naturali. Fissato un numero
finito k, l'insieme delle frasi della lingua italiana che sono formate con h
parole, con h < k, & un insieme finito, visto che posso considerare tutte le
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possibili disposizioni con ripetizione a h a h delle 40.000 e pil parole ri-
portate su un dizionario. Tra queste disposizioni solo un numero finito de-
finiscono numeri naturali. Sia A = ( n € N| n & definibile con frasi della

lingua italiana contenenti al pitt 100 parole). Come detto, A € un insieme
finito, dunque N - A= @ Ma un insieme di numeri naturali non vuoto am-

mette minimo. D'altra parte "il minimo numero naturale non defini-
bile con frasi della lingua italiana contenenti al pit cento paro-
le" € una frase della lingua italiana contenente 16 parole (ad essere pi-
gnoli ci sono altre 14 parole date dalla ripetizione dello spazio tra una pa-
rola e l'altra) ed essa definisce esattamente un numero naturale, quello
non definibile, appunto!

Il rifiuto di questi paradossi nelle considerazioni che hanno portato
alla costruzione della Teoria degli Insiemi, & dovuto sostanzialmente ad
uh'osservazione di Peano, riferita al paradosso di Richard, dello steso tipo
di quello di Berry, in cui si utilizzano le definizioni dei numeri naturali
date con frasi della lingua italiana. Per Peano tale paradosso non € perti-
nente alla Matematica in quanto in esso si coglie una notazione linguistica
predominante che ne fa una contraddizione linguistica, non matematica.
Per inciso, il teorema d'incompletezza di Godel si presenta come una rifor-
mulazione matematica dell'antinomia di Richard.

Queste analisi sono corrette nel senso che il paradosso dell'vomo cal-
vo si basa sul concetto non precisato di “essere calvo”, mentre quello di
Berry sul concetto di definizione non altrettanto chiarito.

2) Infinito ed Ipotesi del Continuo.

Vediamo ora quali sono i concetti di /7o presenti nella Matema-
tica. A partire dalla scuola atomistica, si & fatta strada l'idea dell'infinito
£ atto, cioé di una totalita data simultaneamente assieme a tuttii suoi e-
lementi, Contro questa interpretazione dell'infinito stanno la scoperta del-
I'incommensurabilita della diagonale rispetto al lato del quadrato ed i fa-
mosi paradossi di Zenone.

Da Aristotele in poi € prevalsa l'idea dell'infinito porenziale , cioé
quella di una totalita cui si pu¢ aggiungere sempre un elemento non con-

1
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siderato precedentemente tra gli elementi dati (in numero finito). Queste
concezioni dell'infinito sono presenti tuttora nella Matematica; da una
parte la Matematica idealistica classica accetta 'esistenza di insiemi infi-
niti in atto, ad esempio l'insieme del numeri naturali o l'insieme dei nu-
meri reall. Dall'altra parte I'Intuizionismo si limita a concezioni di infinito
potenziale che sono presenti anche nella Matematica elementare, ma che
solo con I'Intuizionismo vengono portate avanti con coerenza.

L'accettazione dell'esistenza di insiemi infiniti in atto nella Teria de-

gli Insiemi porta poi alla costruzione di varie specie di infiniti. Cantor pro-
va che gli insiemi a e P(a) non sono in corrispondenza biunivoca e, pas-

sando alla cardinalita? (previo assioma di scelta) che | al < | P(a)l. Se dun-
que si assume che a sia un insieme infinito, si pud generare una gerarchia
di insiemi infiniti con cardinalita crescenti applicando ripetutamente
I'operazione di passaggio all'insieme delle parti:

a, Pla), PCP(a)), POP( P(a))), ..
[l problema del continuo si inserisce a questo punto: dato l'insieme

dei numeri naturali N e noto che l'insieme dei numeri reali R & equipo-
tente a P(IN), Cantor affermo di avere la dimostrazione (che non presentd
mai) della non esistenza di un suitinsieme infinito di R, la cui cardinalita
sia intermedia tra quella di N e quella di R. In altre parole, se A € un in-
steme infinito e A e contenuto in R, allora esiste una biezione tra A e IN,

oppure una biezione tra A e R. Cosi formulata I'ipotesi del continuo richie-

de 'esistenza di un insieme (una biezione).

L'ipotesi del continuo € stata utilizzata in Matematica fornendo risul-
tati importanti, ma sono apparsi anche altri principi come I' jpotess o7 Sou-
s/in: se X € un ordine lineare denso senza massimo e minimo, chiuso per
la formazione di sup ed inf ed inoltre tale che ogni collezione di intervalli
aperti a due a due disgiunti sia numerabile, allora X & isomorfo all'ordine
di R. Questa ipotesi & incompatibile con quella del continuo.

Le opere di Godel (1940 [G2]) e di Cohen (1966 [C]) hanno dimostrato

che non c'¢ alcuna ragione, nella Teoria degli Insiemi, per accettare o
rifiutare una qualsiasi delle posizioni delineate, a proposito del problema
del continuo.

2Con il segno di valore assoluto intendo indicare la cardinalitd dell'insieme.
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Capitele 1I1. & msems neils Feorva alternativa

1) Gli insiemi finiti,

Si & detto delle "difficolta” presentate dalla Matematica classica. Gli
atteggiamenti possono allora essere di due sorte diverse: cercare di
trovare una soluzione ai problemi oppure prendere coscienza dei limiti e
cercare una risposta diversa. La posizione di Vop&nka € la seconda, ispi-
rata, a suo dire, dall'opera di Husser! (cfr. [Hu]) e, per certi versi, ricorda
la posizione filosofica di Kant: rinunciare alla metafisica dogmatica perché
al di l1a della portata umana. Dunque abbandoniamo l'aspirazione a cono-
scere l'inconoscibile mondo degli infiniti matematici e prendiamo atto che
anche in teorie assai semplici vi sono { "germi” dei problemi che portano a
renderci conto delle limitate capacita umane di discriminazione concet-
tuale.

Perd, visto che la proposta insiemistica per la fondazione della Mate-
matica e efficace, cerchiamo di ripresentare la- Matematica in questo
contesto in cui assumiamo, proprio per evitare la gerarchia degli infiniti,
che ogn/ insieme é finito

Devo aprire qui una parentesi per chiarire questo concetto. Una delle
pit consuete definizioni di insieme finito é la seguente: un insieme &
/inito se pud essere messo in corrispondenza biunivoca con un sot-

tinsieme di N dotato di massimo, 0 piu semplicemente, con un segmento

iniziale di numeri naturali. Ma tale definizione richiede gia i numeri natu-
rali e quindi tutti i loro problemi. Vi & una diversa definizione: un insieme
a € /finsfo se non esiste un sottinsieme proprio b di a, con b equipotente
ad a. In altro modo se ogni funzione iniettiva [ : a = a € anche suriettiva.
Le due versioni, quella coi numeri naturali e quella con il sottinsieme o le
funzioni iniettive zon sono equivalenti nella teoria Z, né in ZF, e neppure
in NBG, richiedendo I'assioma di scelta per provare l'equivalenza delle
definizioni. Inoltre la seconda rende difficili considerazioni abbastanza
intuitive. Ci sono difficolta, ad esempio nel mostrare che se ab = 0, allora
ax b ¢ finito se e solo se sia a che b sono finiti.
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Dunque non si tratta di definizioni applicabili in un contesto fonda-
zionale. Vop&nka ritrova nell'opera di Whitehead e Russell [WR] la
definizione che gli serve: una formula ¢(x) si dice znduttiva se ¢(@) A
(vx)(vy)lo(x) = o(xuly))). Ad esempio [a formula x = @ = (3 z)(zex) € in-
duttiva: @ = 0 = (3 z){zex) e poi (x = 0 = (3 z)(zex)) = (x Lly)* 9 = (3
zNzex uly))).

Si pone allora

DEFINIZIONE. Un insieme a & /mowuriivo se per ogni formula induttiva
¢(x), si ha g(a).

Si pud provare, e I'ha fatto Tarski nel 1924 (cfr. [T1), che

TEOREMA. Sono equivalenti in ZF(e in NBG):
(a) I'insieme a & equipotente ad un segmento iniziale di naturali;
(b) a & induttivo;
(c) Per ogni be P(a), se b = @, esiste xeb tale che per ogni yeb, non
sihaysxey=x.
Dunque il fatto di essere induttivo equivale classicamente al fatto di
essere finito.
Tra gli assiomi della teoria alternativa vi sara la richiesta che ogni
insieme sia induttivo, cio finito. Per formularla bisogna perd chiarire
prima quali formule bisogna prendere in considerazione.

2) | primi assiomi della teoria alternativa.

Vediamo nel dettaglio gli assiomi messi esplicitamente da Vopénka,
fion senza avere chiartto in parte il contesto filosofico in cui si muove. L'i-
dea di fondo € l'accettazione dell'approccio fenomenologicc (nel senso di
Husser!, cfr. [Hu]), ma non solo di quello, perché riconosce alla Matematica
la funzione di strumento atto a sorpassare l'orizzonte dell'esperienza
umana, ad esempio per esprimere giudizi che precedono la conoscenza e
spesso sono impossibili da verificare. Cosi nella Matematica alternativa,
pur tenendo ben presente I'esistenza delle limitazioni, bisogna conside-
rare anche principi ideali che sorpassino 'orizzonte del raggiungibile
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La Teoria Alternativa degli insiemi prende spunto dagli oggetti e
dalle relazioni tra essi che esistono nella nostra mente. Se con @, ¥, ecc. si
indicano gli oggetti 3, ® = ¥ significa che ® e ¥ denotano lo stesso oggetto,
mentre =¥ vuol dire che ® e ¥ denotano oggetti distinti. Viene usata la
consueta "macchineria” logica, in particolare si accetta la Logica classica.
Cosi (@) e ¢(®1,.., ) denotano, rispettivamente, proprietd di oggelli e
relazioni tra gli oggetti.

Gli insiemi sono oggetti specifici che obbediscono a certi criteri co-
struttivi e la relazione di appartenenza € una relazione tra oggetti ed in-
siemi. Si assume l'esistenza di un insieme che non ha elementi e lo si in-
dica con @. Gli altri insiemi si costruiscono come segue: supposto di aver
gia costruiti degli oggetti si pud “ordinarli" in una stz 0 pud essere im-
maginata una tale lista. In queste condizioni & costruito un nuovo insieme,
quello degli oggetti presi dalla lista, che & distinto ‘da ciascuno degli
oggetti nella lista. Il nuovo insieme non dipende dall'ordine con cui si
sono considerati gli oggetti nella lista, ma ¢ unicamente determinato dai
suoi elementi. Percid se ® e ¥ sono insiemi ed hanno gli stessi elementi,
allora ® = ¥. La notazione per gli insiemi ottenuti da liste € quella
“consueta” {91,92,...0p) denota l'insieme costituito esattamente da tutti
gli oggetti ®1,07,..,0p.

Dopo questa definizione generale che lascia molti dubbi in quanto
basata su un concetto intuitivo e non ben precisato, quello di lista, e fa
intervenire, almeno in fase di scrittura, i numeri naturali, Vopénka intro-
duce un nuovo tipo di insiemi, pil "matematico” e pill matematicamente
determinato. Parte "male" dicendo: |' unsverso degli insiems & formato da
insiemi costruiti iterativamente a partire dall'insieme vuoto.

Questa definizione € poco "utilizzabile”. Ma Vopénka aggiunge: non
alfermo che ['universo degli insiemi contenga tutti i possibili insiemi, ma
solo quelli che bastano per la costruzione della Matematica e {a restri-
zione ad essi fornisce vantaggi dimostrativi notevoli. Finalmente il nostro
autore scrive esplicitamente degli assiomi il cui scopo é di fornire una de-

3 Nel testo di Vopénka gli oggetti vengono indicati con lettere latine maiuscole, poi

riservate a un certo tipo di classi. Forse la macchina da scrivere di Vopénka non ha
lettere greche, che qui invece io propongo.
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scrizione implicita dell'universo degli insiemi. Dapprima una precisazione
di scrittura: con le lettere minuscole indico gli insiemi dell'universo degli
insiemi e Set(®) vuol dire che @ € un insieme. Dunque in sostanza si in-
troduce una nuova sorta di variabili o un altro “trucco™ per distinguere
tra i generici oggetti, i generici insiemi e gli insiemi "piu belli” degli altri,
quelli dell'universo degli insiemt.

Gli assiomi sono allora

Vi (vx)vylx-y & (Vz)zex & zey))

V2 (3x)(VD)(Pex)

V3 (vx)vy)3z)ivw)wez <(wvex v w-y))

Quest'ultimo assioma chiede che, dati x ed y I'esistenza di un insieme
X%y i cui elementi sono y e tutti gli insiemi che sono elementi di x. Si
pone poi (y} = 9%y, (x.y) = {x)%y. Faccio notare che fin qui non si & escluso
che un elemento dell'universo degli insiemi possa essere un oggetto che
non sia un insieme dell'universo degli insiemi, dunque il primo assioma
non esclude che due insiemi possano avere elementi diversi ed essere
eguali. Forse I'idea & che essendo ogni insieme dell'universo degli insiemi
costruito a partire dal vuoto iterando la costruzione di liste, ogni elemento
di un insieme dell'universo degli insiemi sia un insieme dell'universo
degli insiemi. Tuttavia questa richiesta esplicita non € presente in nessun
punto del testo di Vopénka.

DEFINIZIONE. Le formule msiemistrche(f.i.) sono le espressioni costru-
ibili per mezzo delle seguenti regole:
I)x=yezxeysonofi;
2) se g e y sono [.i, allora (~¢), (pay), (pvy), (o=y), (0= ), (V)¢
e (3x)g sono f.i;
3) le formule che si ottengono sostituendo in 1) e 2), in Juogo di x e
y altre variabili minuscole sono f.i.
E' necessaria questa definizione sulle formule per fornire l'importan-
te Assioma d'induzione: sia ¢(x) una proprietd insiemistica, cioé esprimi-
bile con una f.i., allora
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V4 (p(0) A (vx)(vyllox) = olx%y))) = (vx)o(x)

In parole povere ogni formula insiemistica ¢(x) induttiva & tale che
¢(x) & soddisfatta da tutti gli insiemi dell'universo degli insiemi. L'uso di
x%Vy in [uogo di x Uly), come nel testo di Vopénka é dovuto al fatto che fi-
nora non € introdotto un simbolo ed un'operazione di unione.

Con questi assiomi si ottiene, parlando "it ZF", l'insieme di tutti gli
insiemi ereditariamente finiti, cioé insiemi finiti che hanno per elementi
insiemi finiti, che, a loro volta, hanno per elementi insiemi finiti, e cosi
via. In ZF si tratta di un insieme numerabile costruito come segue: si
definisce v = @ e vp.| = Plvp), allora si pone vy = Uycpy Vn. Ogni vy €
un insieme [inito dato che |vgl = 0 e se vy € finito, v+ € finito perché ha
Vsl = 2Val Tutte queste considerazioni sono fatte in ZF.

Tornando alla teoria alternativa, grazie agli assiomi assunti si pos-
sono dimostrare le seguenti (ed altre) affermazioni:

(vx)3y)(vz)zey < (3w)(wex A zew)) (unione unaria)

(vx)(vy ) (vz)(o(x,y)ap(x,z) = y=1) =

= (vx)@3y)(vz)zey & (Aw)(wex A o(w.z))) (rimpiazzamento)

(vx)@y)vz)zey & (zex A ¢(z))) (isolamento)

(vx)3AyNvz)(zey < z=x ) (parti).

Queste sono proprieta dimostrabili anche in ZF sugli insiemi eredita-
riamente finiti, ma non estendibili in generale a tutti gli insiemi. Qui gli
insiemi dell'universo degli insiemi “esauriscono” gli insiemi considerabili,
dunque queste proprieta sono riconducibili, dimostrativamente, agli as-
siomi considerati. Si provano poi altre affermazioni importanti quali

~(3Ix)(vy)yex),

cioe non esiste un insieme di tutti gli insiemi; questa affemazione, col teo-
rema di isolamento permette di concludere che non si ripresenta il para-
dosso di Russell.

Introdotte poi le solite definizioni di relazione, funzione, iniezione e
biezione, si prova che se a = b e a=b, allora a non & equipotente a b, per
rafforzare l'assunzione che tutti gli insiemi dell'universo degli insiemi
sono classicamente [initi. Inoltre dati a e b si ha sempre che a & suvva-
lente a b oppure b € suvvalente ad a, oppure sono equipotenti, cioé esiste
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un'iniezione da a a b, oppure un'iniezione da b ad a, oppure esiste una
biezione tra a e b. Questo classicamente (ed esteso a tutti gli insiemi) & il
principio di Zrzcotomsg una delle formulazioni dell'assioma di scelta.

Si prova poi che ogni insieme non vuoto ha un elemento minimale ri-
spetto all'inclusione, dunque l'affermazione che ogni insieme dell'universo
degli insiemi & finito nel senso di Tarski.

Viene poi aggiunto uno schema di fondazione:

VS Bx)e(x) = 3x)ex) A (vyex)(-g(y)))].

Capitele IV . Le cassi e Zinfinito aiternalivo

1) Finito alternativo,

Come si e visto nella postulazione fin qui presentata, ci si € limiiaii
agli insiemi finiti, ritenendoli sufficienti per la presentazione della
Matematica. Tuttavia la Matematica ha bisogno dell'infinito in varie
costruzioni, dunque il problema ora € quello di ricatturare !'infinito all'in-
terno del {inito. Premetto che il concetto di infinito che si ottiene nella
Matematica alternativa non € né quello /2 arto né quello /n potenza. Per
llustrarlo passo ad analizzare alcune esperienze psicologiche. Se si mostra
un oggetto si intuisce facilmente che & wra Se si mostrano assieme due
oggetti e si chiede ad un interlocutore quanti sono, &€ probabile che venga
data una risposta immediata, ottenuta senza che venga effettuato un con-
tegglo. Se siregistra alla lavagna I'esito della votazione per ['elezione di u-
na commissione, si organizzano i risultati indicando i voti con segmenti
non tutti disposti nello stesso modo, ad esempio:

M
questo perché alla domanda di quanti sono diciassette segni difficilmente
si puo rispondere con un colpo d'occhio, mentre se i segni sono raggrup-

pati, cinque a cinque, ad esempio in uno dei due modi indicati, & piu facile
ottenere una risposta corretta. Forse i proprietari di greggi sono in grado
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di fornire con un colpo d'occhio una conta esatta di quanti capi di be-
stiame hanno. Tale abilita, il seasso de/ nvmero di Dantzig, cfr. (D), pur se
adeguatamente sviluppata, ha dei limiti. Non credo che un ricco pos-
sidente di ovini australiano possa comprendere con un'occhiata guante
pecore sono presenti e quante sono mancanti.

Anche la possibilita concettuale di rappresentarci un insieme con
tutti 1 suoi elementi, con un colpo d'occhio mentale, € necessariamente
limitata. Quelli che riusciamo a “capire” o "afferrare” sono insiemi finiti,
gli altri, a tutti gli effetti non lo sono, anche se hanno un “numero” finito
di elementi. E' questo il punto di vista alternativo, che utilizza in positivo,
la presupposta esistenza di limitazioni umane insuperabili, per fornire l'e-
sistenza positiva di oggetti "infiniti" in quanto "non capibili" o "inafferra-
bili".

Ci si pu0 chiedere se questa nozione alternativa di finito sia una
“vera” nozione di finito. Nella Matematica classica sono state avanzate
varie proposte assai diverse e non tutte tra loro equivalenti in ZF, dunque
una “vera" nozione di finito non ¢'e. Ci sono perd proprieta che vorremmo
valide per insiemi finiti e che riteniamo indispensabili, quali le seguenti:

(i) seaéfinitoeb = a,allora b & finito;

(ii) se a & finito, allora au(b) & finito;

(iii) aub & finito se e solo se a € b sono finiti;

(iv) © é finito e {a) & finitlo;

(v) seab =0, axb € finito se e solo se a e b sono entrambi finiti;

(vi) se a é finito, P(a) & finito.

Ebbene, se la nozione alternativa di finito soddisfa a queste (ed al-
tre) proprieta, 1a si puo ritenere una nozione di finito.

Resla il problema di vedere come caratterizzare matematicamente il
concetto di aferrabriti. Anche Vopénka pero preferisce una definizione
“negativa’, soffermandosi sul concetto di infinito in senso alternativo.

2)Classi alternative.

Nella Matematica classica, in particolare con il sistema NBG, si € in-
trodotto il concetto di classe, distinto da quello di insieme, facendo
considerazioni di "taglia™ le classi sono gli oggetti "troppo grandi” per es-
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sere ritenuti insiemi. Ma l'essere "troppo grande” € un attributo che puo
essere generalizzato considerando questo caso come caso particolare del-
I'essere "mal definito”. Le classi di NBG sono mal definite, dal punto di
vista degli insiemi, perché sono troppo grandi. Le classi alternative sono
mal definite in ogni senso possibile, sempre dal punto di vista degli in-
siemi.

In realta, Vopénka le definisce male. Infatti afferma che ogn/ pro-
prietd ai oggerts puo essere considerara un oggetlo. lna proprieti dr
ogeertl muita come oggetto é detla essere una classe 1l fatto che un
oggetto @ sia una classe si indica con Cls(®).

Osservo che con questa formulazione, dati due insiemi a e b, la pro-
prieta di “essere uguali ad a oppure uguali a b™ & distinta dalla proprieta
di "essere uguali a b oppure uguali ad a". Dunque se le proprieta sono
classi, queste considerazioni fanno pensare che le classi si debbano
trattare da un punto di vista intensionale. Cosi, usando le notazioni di
Vopénka, (@ | ¢(®)) denota la proprietd come una classe, ¢(®) potrebbe
essere logicamente equivalente a y(®), ma (¢ | o(®)) = (| y(P)), sono cioe
oggetti diverss

Nel sviluppare la Matematica bastano particolari classi, quelle dell' u-
niverso esteso, formato dalle classi {x | g(x)}, ove ¢(x) & una proprieta
degli insiemi dell'universo degli insiemi, anche se non espressa necessa-
riamente con una formula insiemistica, ma con qualunque altra "cosa”.

Formulato dunque un principio del tutto generale senza fare riferi-
mento ad alcun linguaggio formale, ¢'é il rischio di ricatturare il paradosso
di Russell, perché R = (& | ® ¢ ©), € un oggetto e ci si pud chiedere se ap-
partiene a se stesso oppure no. Perd attenzione: se R € R, non ho alcun
criterio per concludere ReR, in quanto il principio di Vopé&nka non é for-
mulato come F2, ma solo & un'enunciazione di esistenza di un oggetto di
cui non so che fare, rispetto all'appartenenza. Vop&nka mette un assioma
che qui riscrivo:

Assioma di esistenza delle classi.

V6 Per ogni proprieta g(x) di insiemi dell'universo degli insiemi, I'uni-
verso esteso contiene (7) la classe (x | p(x)).

X
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Le parole sono queste, senza il punto interrogativo, per0 pol si
capisce che, anche se con vari distinguo, contzene € sinonimo di appar-
lene. In seguilo Vopénka aflferma:

Se X & un oggettoed Y € una classe dell'universo esteso, allora XeY se
e solo se X & un elemento dell'universo degli insiemi e X ha la proprietaY.

Il paradosso di Russell € evitato perché detto R = {x | x&x }, si ha che
R & una classe dell'universo degli insiemi, ma non € un insieme, dunque
non ha senso chiedere se ReR.

Gli insiemi (dell'universo degli insiemi) vengono visti come parti-
colari classi, grazie alla richiesta che (vx)Cis(x). Da notare perd che questa
affermazione non dice che gli insiemi siano classi dell'universo esteso, per
cui ¢'é da distinguere tra l'insieme x e la classe (y | yex)}. La cosa rimane
in sospeso perché un successivo assioma di estensionalita viene formulato
solo per classi dell'universo esteso, per le quali si riservano ora le lettere
latine maiuscole.

V7 (vXY)X = Y & (vullueX & usY))

Credo pero, anche confortato da quello che segue, che Vopénka vo-
lesse dire che ogni insieme € una classe dell'universo esteso.

Una classe si dice propria se non € un insieme. Se X & una classe, (X}
é un insieme, che non & elemento dell'universo degli insiemi. Una classe X’
e detta msiemisticamente definibile se esiste una formula insiemistica
¢(x) tale che X = (x| ¢(x)). In particolare V = {x | x = X} e I'universo di tutti
gli insiemi.

3) Infinito alternativo.

Se dunque le classi sono la formulazione matematica del concetto di
"mal definito”, un insieme lo dico /a/7nso (in senso alternativo) se con-
tiene una classe propria. Si ha cosi che a é Zznsfo (in senso alternativo) se

(VX)X = a = Set(X)).
Ovviamente le considerazioni classiche contraddicono l'esistenza di

insiemi infiniti in questo modo, dato che classicamente ogni insieme &
finito, ma uno dei motivi & che il principio di isolamento o comprensione
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assicura che, ad esempio in NBG, ogni classe contenuta in un insieme € un
insieme. Cid & ovvio se classe vuol dire "grande” e insieme vuol dire
“piccolo”, per cui una parte di un ente piccolo € necessariamente piccolo.
Ma nella teoria alternativa, classe vuol dire mal definita o inafferrabile,
per cui pud esserci una classe che & piccola ma mal definita, contenuta in
un insieme. Perd se la classe € insiemisticamente definibile & un insieme.
Ne sono esempi la collezione dei capelli che se sono tolti dalla testa di un
uomo dotato di folta capigliatura, non lo rendono calvo; la collezione degli
antenati umani di Charles Darwin, discendenti diretti di una stessa scim-
mia; la collezione dej pullover verdi di un fornito negozio di maglieria; la
collezione dei numeri naturali che non si possono definire con 100 parole.

In un certo senso la definizione di classe di Vopénka si presenta
come un nuovo tentativo matematico di formulare la vaghezza, diverso
dall'approccio fuzzy, ma con esso collegato, se pure in modo non imme-
diato.

L' assioma di infinito (il primo vero assioma alternativo) viene
formulato dicendo

V8 (IX)3FxNX = x A ~Set(X)).

Nel seguito indichero con il nome di semmnsreme Sms(X) una classe X
contenuta in un insieme e dird che un seminsieme € proprio se non € un
insieme. Dunque l'assioma di infinito dice che esiste un seminsieme pro-
prio.

Capltele V. £ ussomsa i profungamento e gl allry assioms alter-
13VY

1) Assioma di prolungamento.

L'assioma di infinito sara un caso particolare di uno piu generale e
molto applicato: I'Assioma di prolungamento. Per presentarlo ho bisogno
di premettere una nozione alternativa che mi qualifichi un ente che si
comporti come l'insieme dei numeri naturali, dal punto di vista dell'ordi-
ne. Per questo si definisce il concetto di c/asse numerabir/e come segue:
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DEFINIZIONE. Una coppia <A R> 4 & detta wn ordinamento di tipo @ se
(i) R & una relazione riflessiva. transitiva, antisimmetrica (ordine
su A e inoltre & /neare, cioé (Vx,ye A)(xRy v yRx v x=y).
(if) A € una classe infinita (cioé contiene seminsiemi propri)
(iii) per ognix €A, R*(xJA = {y | ye A » yRx]} € un insieme finito.
St prova che se <A R> € un ordinamento di tipo w, R bene ordina A,
nel senso che ogni sofloclasse di A non vuota ha minimo nella relazione
R.

DEFINIZIONE. Una classe A & detta numerabile se esiste R tale che
<A.R> & un ordinamento di tipo w.

Si mostra, grazie anche al successivo assioma, che nessuna classe
numerabile pud essere un insieme o una classe definibile.

E arriviamo ora all'assioma di prolungamento, introducendo prima,
un esempio di Vopénka. Siamo in un paesaggio pianeggiante, in un giorno
di buona visibilita (dico 10). Guardiamo una strada che partendo dal punto
dove siamo, si dirige verso l'orizzonte e scorgiamo, disposti a fianco della
strada, dei paracarri (o pietre miliari). Dal nostro punto di vista, possiamo
distinguere solo alcuni paracarri, perché come la strada si approssima al-
l'orizzonte, | paracarri c¢i appaiono addensarsi. Da altre considerazioni
sappiamo che i paracarri sono posti a distanza regolare uno dall'altro, ma
noi possiamo vederne solo alcuni, in modo distinto. La collezione dei
paracarri che vediamo € una classe, anzi una classe numerabile, perché da
qualunque punto mi metta lungo la strada, ho lasciato dietro me un nu-
mero finito di paracarri. L'andamento lineare della strada mi garantisce
che c¢'¢ un ordine lineare e che la classe & infinita (in senso alternativo)
perché & classe propria, non riuscendo a distinguere tutti i paracarri.
Quale conclusione traggo da questo paesaggio? Che la strada porta in un
qualche posto (citta), al di 1a della linea dell'orizzonte. Quindi la collezione
dei paracarri tra il punto in cui mi trovo e la [ine della strada € un in-
sieme finito (in senso classico). Cosi una classe numerabile pud essere e-

4ove <AR> ¢ data da ((A}.{A.R}), coppia ordinata di Kuratowski, perd con classi, non
insiemi.
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stesa ad un insieme. In realta I'assioma di Vopénka viene esplicitato re-
lativamente alle funzioni:

Assioma di prolungamento:

V9 Se F é una classe numerabile ed una funzione, allora esiste un in-
sieme f, che & una funzione, tale che F = .

In forma equivalente, ma piu facilmente applicabile, se A & una clas-
se numerabile e ¢(x) & una formula insiemistica tale che per ogni x = A,
valga ¢(x), allora esiste un insieme a tale che Asa e g(a),

Detto cosi, sembra un'affermazione di "approssimazione™ se la classe
numerabile & approssimabile mediante insiemi x tali che ¢(x), allora non &
@(A), ma c'é un sovrainsieme a di A tale che ¢(a).

Questo assioma € centrale nello sviluppo della teoria; ad esempio
serve per provare che se X & una classe numerabile e P(X) & la classe dei

sottinsiemi di X, allora P(X) & una classe numerabile, ad apparente di-
spetto del teorema di Cantor.

2) Altri assiomi.

Con l'assioma di prolungamento non si esauriscono gli assiomi vera-
mente alternativi. Un successivo assioma & quello di codifica estensionale
che ha come effetto quello di un'assioma di scelta per la teoria alterna-
tiva.

Per introdurre ['ultimo assioma € necessario fornire un nuovo ente
che abbia, per la matematica alternativa, il ruolo dell'insieme dei numerij
reali.

DEFINIZIONE. La coppia ordinata <A R> si dice un ordine di tipo Q se:

(i) R bene ordina A (anche rispetto alle classi: una classe non vuota Be A

ha minimo in R);

(if) A non é numerabile (ma é classe infinita);

(iii) per ogni xe A, R*(x)nA = (y | ye A A yRx) € una classe numerabile.
Conseguenza degli assiomi € ['esistenza di una classe A e di una rela-

zione R tali che <A R> sia un ordine di tipo 0. A questo si giunge conside-

24




Carlo Marchini - Teoria alternativa...

rando una classe numerabile B e prendendo come A tutti i possibili ordini
su B che rendono B di tipo w. Ovviamente con costruzioni di questo tipo si
esce dall'universo degli insiemi ed anche dall'universo esteso. Grazie al-
I'assioma della codifica estensionale, che pud essere interpretato come
una forma della scelta, € possibile riportarsi all'universo degli insiemi ed
all'universo esteso, anche con queste costruzioni.

Da ultimo si assume ['Assioma dei due cardinali che “sistema” defini-
tivamente anche l'ipotesi del continuo e la generazione dei cardinali tra-
sfiniti:

V10 Per ogni classe A, A € inita 0 numerabile, oppure esiste una re-
lazione R tale <A R> & di tipo Q.

Dunque i tipi ® e Q sono visti come i due (unici) cardinali trasfiniti
ammessi. Ogni classe insiemisticamente definibile e di tipo Q, ad esempio
la classe V, universo degli insiemi.

Capitelo VI. La Matematica nelia Teoria alternalsva degl i -
siernt
1)1 numeri naturali.

Nella teoria classica degli insiemi si puo ricostruire la Matematica in
quanto sono dati i procedimenti insiemistici e si costruiscono i numeri na-

turali e le relazioni ed operazioni su essi, prendendo spunto dalla
costruzione dei numeri naturali. Si pud dare in ZF la definizione di nu-
mero naturale, prima per¢ alcune definizioni preliminari

(1) Tr(a), cioé (vx)(xea - x<=a) (da leggersi “a & rans/itivo"),

(2) Conn(a) cioé (vx)(vy)(xca a yea —» (xey vXx =y v yeX)) (da leg-
gersi "a & connesso”):

(3) Sc(a) per (3y)a = yuly)) ((da leggersi “a é un successivo”).
Con ci0, N(a), da leggersi 4 € un naturale pud essere scritta come

Tr(a)aConn(a)a(a = @ v (Sc(a)a (vx)(xea — (x = @ v Sclx))).
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Si mostra che ogni elemento di un numero naturale &€ ancora un na-
turale, che @ & un naturale, che

N(a) — N(auta)),

e che valgono i postulati di Peano.

La definizione di numero naturale si pud porre, in tutta generalita,
anche nella teoria alternativa, dato che le condizioni che stabiliscono il
fatto di essere un numero naturale sono formule insiemistiche, pero la
terza condizione, indispensabile in ZF per distinguere i numeri naturali
come ordinali finiti, dagli altri ordinali, cioé quelli soddisfacenti solo le
condizioni di transitivita e di connessione, non € necessaria in contesto
alternativo, perché, lo ricordiamo, ogni insieme ¢ finito. Dunque i naturali
alternativi sono insiemi transitivi € connessi.

2) Altri sistemi numerici.
Se con N si indica la ¢/asse dei naturali, si tratta di una classe defini-

bile e dunque ordinabile solo con un ordine di tipo Q. Anzi questo
risultato & frutto del paradosso di Burali-Forti, sull'inesistenza di un in-
sieme che sia la collezione totale degli ordinali (qui i naturali), dato che
esso stesso avrebbe natura di ordinale (transitivo e connesso), dunque
apparterrebbe a se stesso. Noto perd che la relazione d'ordine naturale
non & un buon ordine perché tramite essa si puo trovare il minimo di ogni
sottinsieme non vuoto di N, non di ogni sottoclasse non vuota. Questo

spiega il paradosso di Berry: la classe dei numeri naturali non definibili
con meno di (00 parole & una classe propria, quindi non & detto che abbia
minimo. Lo stesso ragionamento giustifica i paradossi del mucchio, del-
I'uomo calvo, ecc.

Non valendo il buon ordinamento, vengono a cadere le conseguenze
dell'induzione. O meglio l'induzione sufle formule insiemistiche vale in I,
ma non quella sulle generiche proprieta, come ad esempio, rendere dolce
il caffé.

Tuttavia i numeri naturali sono "veramente” i numeri naturali, nel
senso che valgono i postulati di Peano (relativi alle proprieta interpretate
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come f.i.) e, importante, ogni insieme € in corrispondenza biunivoca con
un solo numero naturale. Ma ci sono gli insiemi infiniti (in senso alterna-
tivo) e quindi anche i numeri naturali infiniti.

Una sottoclasse propria di N & FIN, [a classe dei numeri naturali finiti.
Non esiste il pit grande numero naturale finito, sempre per il paradosso
di Burali-Forti, e neppure il piU piccolo numero naturale infinito, perché
FIN € una classe propria. Anche FIN rende veri i postulati di Peano con

I'induzione relativa a tutte le proprietd, interpretate come classi dell'u-
niverso esteso; FN & ben ordinato. Per Vopénka l'identificazione di N con

FIN € la causa di diversi paradossi.

Si introducono poi le operazioni sui naturali nel modo "solito” delle o-
perazioni sugli ordinali.

La costruzione degli insiemi numerici si sdoppia, considerando i na-
turali nella versione N o in quella FIN. Si ha allora, indicando con l'asteri-

sco gli insiemi numerici senza considerare lo zero:
Z = Nu(<0 [aeN*);

FZ = FNU{<0,n> | neFIN?);
Q= ZxN*/#;
FQ = FZxFIN*/#,

In queste scritture, con la relazione # si intende denotare la solita
relazione di equivalenza: <a,b>#«c,d> se axc = bxd; i numeri del tipo <00
nelle prime due scritture, si indicano, pit semplicemente con il segno ne-
gativo, cioé scrivendo - .

Ma qui si introduce una nuova classe numerica, quella dei razonal/
lmatair.

BQ = (x e | (3neFN)(Ix] < n));
sihaFQ eBD =@, e perognixe BR,y = @, con y eFQ, esiste un numero
naturale finito n € FIN, tale che

[x| < nlyl.
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Inoltre ogni classe che sia un segmento iniziale non vuolo e propria-
mente contenuto in FQ, ha un maggiorante in BA@.

DEFINIZIONE. Due numeri naturali di x,yeBR i dicono m/iaitamente
vicins se la loro differenza in valore assoluto & minore di qualsiasi nu-

. o] ) Ce
mero razionale del tipo o con ne FN*. In simboll si scrive xzy.

Si prova che i razionali finiti sono densi nei razionali limitati. Inoltre
per ogni @ eN-FIN, e per ogni x €@, esiste peZ tale che xi—g.

[ numeri razionali limitati svolgono il “ruolo™ dei numeri reali in con-
testo alternativo, in quanto si possono "pensare” come | “limiti" delle “"suc-
cessioni” di numeri razionali finiti. Ma nella trattazione dell'Analisi vi
sono ancora alcuni problemi non ancora ben chiariti.

Non tratto qui altri problemi di Matematica classica, che trovano una
versione adeguata nel contesto alternativo. Cito solo o studio dei filtei e la
presenza di vltrafiltri non principali, fatto sorpendente questo, se si pensa
alla asserita finitezza di ogni insieme.
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Capitele YII. 7 Contnue

Uno dei maggiori successi della teoria alternativa € quello di aver of -
ferto una proposta di chiarimento del problema sulla natura e le caratte-
ristiche del continvo. Se si cerca d'analizzare tale concetto con la Mate-
matica classica, ci si ritrova di fronte al problema posto dall'ipotesi del
continuo, che, in sostanza, ¢ una domanda lasciata aperta, su quale sia la
“struttura” insiemistica dell'insieme dei numeri reali. Ma il problema ¢
pit profondo. Se ¢ vero che ['identificazione del continuo della retta con
I'insieme dei numeri reali, permette i risultati. positivi della Geometria
analitica e della Fisica, d'altra parte c'é l'affermata ipotesi di discretezza
della Natura, sperimentalmente provata in pit modi. E questa situazione &
ben presente nella nostra coscienza di uomini d'oggi, in cui gli aspetti di-
screti e continui devono convivere. Per esempio, il foglio su cui scriviamo
ci sembra un continuo, ad un'osservazione macroscopica, ma sappiamo
che un'analisi piu approfondita ci toglierebbe [l'iflusione del continuo. Le
analisi fisiche affermano poi che gli oggetti "continui” sono discreti ed anzi
sono costituiti da un "numero” finito di “elementi”,

Per potere presentare la versione alternativa del continuo, c'e

bisogno di alcune definizioni preliminari.
Sia (X ) cppy una famiglia di classi, ciascuna definibile insiemistica-
mente. Posso considerare la classe {Xn | neFN); € una classe, ma non del-

l'universo esteso, dunque, stando a Vopé€nka, non posso dire quali siano i
suoi elementi, anche se intuitivamente essi sono proprio le classi che co-
stituiscono la famiglia. Si pud “costruire” ora [a classe X = N(( X | neFN}),

definita come
X=N(X, IneFN)) = (y | (vn)lyeX )).

DEFINIZIONE. Classi di questo tipo, intersezioni di famiglie di classi
definibili, indiciate da FIN, sono dette /7-c/ass/.

Sia ora A una classe insiemisticamente definibile, si pone:
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DEFINIZIONE. Una classe = & una /7-equivalenza su A se e solo se = é
una [1-classe ed & una relazione di equivalenza su A.

Questa nozione € collegata a nozioni di Topologia classica, nel senso
che dato un insieme a ed una relazione = che sia una [I-equivalenza su a;
la coppia <a,* & un esempio di un particolare spazio uniforme. 5

Per illustrare come la nozione di base di II-equivalenza renda conto
dell'idea alternativa di continuo, € necessaria ancora di una nozione tec-
nica:

DEFINIZIONE. Una successione (R ) cpy & Una seguenza generairice

di una relazione di equivalenza = su una classe definibile A se e solo se:
(a) Rg= AxA;

(b) per ogni neFN, R, € una classe insiemisticamente definibile ed
€ una relazione riflessiva e simmetrica su A;

(c) per ogni neFN ed ogni x,y,z €A, se x R,.;yeyRy,zallora x
Rn z:

(d) = = N((R, | neFN}).

[l concetto di [I-equivalenza & legato a quella di sequenza genera-

trice in quanto se (Rn)nEFfN & una sequenza generatrice di =, allora = &

una [I-equivalenza.

Certo che, a prima vista, questi concetti sembrano avere poca evi-
denza intuitiva ed essere ben poco legati al problema del continuo. Un e-
sempio puod pero fornire la giustificazione della scelta di tali definizioni.

Consideriamo un mucchio di sabbia. Il fatto che esso ci appaia di-
screto o continuo dipende dalla distanza da cui lo osserviamo e dalla tec-
nica che usiamo per osservarlo. Sappiamo che il mucchio & composto di

5 per completezza ricordo la definizione classica di spazio uniforme (cfr. [W]): < Xn»
& uno spazio uniforme se e solo se & generato da una base & di filtro su P¥x X),
costituita da relazioni Ne Xx X, riflessive, con le condizioni
(¥Ne& )@AN'e8 )(N-1eN');
(¥Ne& )3EN'e§ )(N'*N'eN');
essendo & base di filtrose § ¢ PExX), & =0,0¢ & e
(YN.N'e £)(@N"e §)(N" ¢ NaN").
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granelli, ciascuno con una sua precisa individualita, ben distinto e sepa-
rato dagli altri, ma se osserviamo il mucchio da lontano, non possiamo
distinguere i vari granelli. Man mano che ci avviciniame o miglioriamo gli
strumenti visivi, possiamo cogliere le distinzioni.

Ecco il significato di queste relazioni: se tre oggetti x,v,z sono visti co-
me /ndistipgurbdi con lo strumento Ry, cioe x R ;v e y R,z non €
detto che x Rz, perché col criterio R |, slamo in grado di distinguere X
daz manonyday néydaz

Le relazioni di una sequenza generatrice vanno viste allora come cri-
teri di indiscernibilita, con strumenti o metodi diversi. Si passa dal crite-
rio pit "grossolano” di tutti, Ry= AxA, secondo il quale due qualunque e-
lementi di A sono indiscernibili, ad uno pit “raffinato” Ry, ad uno ancora
piu raffinato R,, e cosi via. La condizione che ogni relazione sia riflessiva,
permette di affermare che, per ogni 'y € A, <y.y>eR_ ., per cui, per ogni

coppia <x.y>eR grazie alla condizione “pseudo-transitiva” (¢) della

n-+1

deflinizione, vale @y€R , dunque R Rn. In questo senso le relazioni

n+1”
di una sequenza generatrice sono una il raffinamento della precedente. La
proprieta "pseudo-transitiva” dice poi che se col criterio R,.| ¥ ey sono
tra loro indiscernibili e cosi pure y e z sono tra loro indiscernibili , non &

detto che x e z siano tra loro indiscernibili con lo stesso crirerio, ma lo
sono, senza dubbio, col criterio R, Si puo leggere allora le come un
miglioramento del metodo (o strumento) di osservazione R, in quanto [a
apparire distinti elementi prima indistinguibili,

Non so se Yopénka fosse al corcente del paradosso dello zucchero dr
Armsirong , cfr. [K] perché sorto in un contesto di Economia matematica,
Esso € basato sul fatto che ['aggiunta di un granello di zucchero ad una
tazzina di calfé non ne altera (apprezzabilmente) il sapore. Ma come os-
serva Armstrong, l'essere indiscernibile € una relazione banalmente ri-
flessiva, simmetrica, ma non transitiva. Vopénka ne tiene conto: la transi-
tivita & vista da fui come “limite" (inverso), cioé come intersezione di re-
lazioni riflessive e simmetriche. La relazione = che si ottiene come inter-
sezione sta ad indicare ['indiscernibilita asso/wta con tutli i metodi a di-
sposizione.
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Si puo obijettare che la definizione reca in sé diverse linritazioni che
possono sembrare superflue: [a classe A deve essere insiemisticamente
delinibile, cosi come tutte le relazioni ed esse sono indiciate "solo™ dai

naturali finiti. Questa lettura & perd l'unica proponibile, per vari motivi
tecnici. Vopénka in reaita chiama smdiscernibdita una Tl-relazione cour-
patta, ove compatta significa che esistono due elementi x, y tali che x=y
ma x=y. Un esempio di tale tipo di indiscernibilita & offerto dalla re-
lazione mostrata per elementi di BDQ, 'essere infinitamente vicini.
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