
Carlo Marchinì (,)

La Teoria Alternativa degli Insiemi, sue
ragioni e confronto con teorie classiche.!")

l) Introduzione.
Parlare di matematica alternativa ha oggi un connotato tecnico che

cercherò di illustrare brevemente in seguito. 11 punto centrale della rico­
struzione alternativa è però la Teoria degli Insiemi usata come teoria fon­
dazionale. La scuola cecoslovacca ha inteso rifondare la matematica par­
tendo, come aveva fatto o proposto Cantar, dalla Teoria degli Insiemi, ma
utilizzando una interpretazione degli insiemi sostanzialmente diversa da
quella classica e questo potrebbe essere visto come una nuova proposta,
nel senso della richiesta di [ML]

Per meglio capire la portata innovativa dell'approccio alternativo è
opportuno confrontarlo con quello ormai ritenuto classico. Perciò mi sof­
fermo brevemente su alcuni aspetti di tre sistemi formali che si sono pre­
sentati, in ordine di tempo e di sviluppo concettuale: i sistemi di Frege,
Zermelo, (Von Neumann) Bernays e GodeI. Per brevità li indico con sigle:
F, Z (e poi ZF), NBG.

a) F (1879-84 cfr. IFII e IF2J) è il sistema "più bello" che si possa
pensare; cerca di tradurre formalmente le idee di Cantar e nasce dall'ana­
lisi del concetto di "proprietà" identil'icato con "formula". Gli assiomi sono:

('l Indirizzo: Dipartimento di Matematica di Lecce - Via Arnesano 73100 LECCE.
(u) Seminario tenuto presso il Dipartimento di Matematica dell'Università di Lecce
negli A.A. 1987/88 e 1988/89.
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IFI ('1X)('1Y)(X=y òO>('1Z)(ZEX òO> ZEy))1

Due insiemi sono uguali se e solo se hanno gli stessi elementi.

IF2 (schema: per ogni formula ~(x)) (3y)('1X)(XEY òO> ~(x))1

Esistenza dell'insieme costituito da tutli gli oggetti che godono di una
stessa proprietà. Con scritlura equivalente, per ogni formula ~(z),

IF2' ('1X)(XE(Z I ~(z)J '" ~(x))I·

Dunque data una proprietà, esiste un unico insieme costituito dagli
elementi che soddisfano la proprietà. Tale insieme è denotato da

(x I ~(x))
Applicando questi due soli assiomi ed il linguaggio che si era forgia­

to, Frege riuscì a ricostruire l'analisi, definendo dapprima le operazioni in­
siemistiche, poi i numeri naturali e, mediante questi, i reali.

Prima di procedere osservo che nel linguaggio di Frege "tutto" è in­
sieme dunque le variabili sono solo minuscole e non minuscole e maiusco­
le e tonde ecc.

Ad esempio:
Xvy = (z IZEX v ZEY):
xny = (z I ZEX A ZEY):
(x,yl = (z I z-x v z=y)

Definito x • y come abbreviazione di ('1Z)(ZEX =:o ZEY), si ha

~(x) = (z I z • x )

Esiste poi un "massimo" insieme, (x I x = xl. Più complessa è la definizione
di numero naturafe.

Con tutlo ciò il sistema è contraddittorio Ciò fu provato da Russell in
una letlera privata diretla a Frege e da quest'ultimo pubblicata, con gran­
de spirito di umiltà scientifica. In seguito a ciò Frege si allontanò dagli
studi e dalle ricerche ritenendo che il paradosso di Russell svuotasse di si­
gnificato l'intero pensiero razionale. Il paradosso di Russell è dato dalla
costruzione di un insieme r = (z I z~zl. L'antinomia nasce dalla considera­

zione dei due casi dati da
rE r v re r ( terzo escluso l.
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Ma rEr comporta riH e d'altra parte riH comporta t"Er. Dunque en­

trambi i casi portano a contraddizione.
L'analisi di questo paradosso (e di altre antinomie presentate tra la

fine del secolo scorso e l'inizio di questo secolo, cfr. [B]) hanno portato a
tentativi di soluzione che vengono "classificati" con etichette di vario
genere: si parla di JogicùolO, di oeo-calltorùmo e di JÌltuizioRJ:'-mo; un
posto a parte merita, in questo panorama, poi il tentativo !OrJlJaJùta di
Hilbert. Da notare anche l'impulso dato dal ~aradosso di Russel1 a110
sviluppo del1e logiche non-classiche.

2) Neo-cantorismo.
Come detto si tratta di una scuola di pensiero sorta in risposta ai pa­

radossi, che ha uno dei suoi maggiori "campioni" in E. Zermelo. Per megE0
capire la posizione di questo matematico tedesco è bene confrontarla, sul
piano filosofico, con quella di Frege. Per Frege, la Matema,ica come scien­
za a sé stante non esiste. La sua ricostruzione è puramente logica: le pro­
prietà degli insiemi sono formule, il loro trattamento può essere effet­
tuato con mezzi assolutamente analitici (in senso kantianoi, sfruttando le
proprietà del1a Logica, quali, ad esempio, le tautologie, le formule logica­
mente valide, ecc. Ad esempio si dimostra che

xuy -yux

provando l'equivalenza tautologica tra le formule

ZEX v ZEY e ZEY v ZEX.

Gli insiemi, sempre secondo Frege, sono solo l'aspetto "estensionale" delle
proprietà e i risultati sugli insiemi sono co:!Seguenze delle verità logiche e
dei due principi sopra enunciati col nome di Fl e F2, la cui evidenza per
Frege ed altri matematici, ad esempio Cantar, era banale. Se dunque si po­
ne il problema dell'esistenza degli oggetti, esso è risolto dicendo che gli
enti matematici hanno un valore oggettivo e "vivono" in un contesto a­
stratto che è la sedè del ragionamento stesso.

Ecco perché non può esserci una contraddizione in quanto questa de­
molirebbe del tutto la ragione umana.

Ma l'antinomia c'è e bisogna prenderne alto.
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Zermelo si colloca in una posizione più matematica e pragmatica. La
Matematica 'Junziona", come mostrano i suoi svituppi e le sue applicazioni
alle Scienze della Natura, massime la Fisica. Gli insiemi sono utili per sem­
plificare ed unificare problemi abbastanza complessi e distanti; dunque si
possono usare, anche come una fondazione per la Matematica, ma non si
PllÒ accettare un principio come F2, responsabile ciel crollo ciel sistema cii
Frege, crollo da qualcuno paragonato alla cacciata clal Paradiso Terrestre.
Il motivo è che un principio di costruzione siffatto dà luogo acl enti
"troppo grandi". E' bene allora riflettere che quello che serve in
Matematica (e non porta a contraci dizione) è l'esistenza cii a!cune opera­
zioni che, applicate ad insiemi, forniscono insiemi: ad esempio, se a è un
insieme e h è pure un insieme, anche aub è un insieme; cosi pure per
xny, (x,y) e gl(x), ecc. Allora, anzi che preoccuparsi di fornire principi

troppo generali. accontentiamoci cii partire cla certi enti, che sono insiemi.
ed operare su di essi con operazioni matematicamente interessanti, per
ottenere ancora insiemi. L'iclea di Frege di identificare le proprietà con le
formule è buona (e semplifica molti problemi), ma a partire da essa si
può formulare un principio (schema) abbastanza generale che clica che le
collezioni degli elementi di un jj)sieme che soddisfano una clata proprietà
è un insieme. Si è poi mostrato che per la Matematica basta ridurre gli
enti di partenza al solo insieme vuoto.

bl Si ottengono cosi gli assiomi di Zermelo (1907/08 cfr. [Z]):

I 7.1 (l1x)(l1y)(x.y "" (I1Z)(ZEX C> ZEY)) I (eguaglianza);

I 7.2 (3x)(l1y)(yex) I (vuoto);

I 7.3 (l1x)(l1y)(3Z)('(rW)(WEZ ",,(w-x v w-yl) I (coppia non ordinata);

I 7.4 (l1x)(3y)(I1Z)(ZEY "" (3W)(WEX A ZEW)) I (unione unaria);

Cis (l1x)(3y)(I1Z)(ZEY "" zsx ) (parti);

I 7.6 (l1x)((3y)(yEX) => (JZ)(ZEX A (v'W)(WEZ => wex))) I(fondazione);

ed uno schema: per ogni formula ~(x),

I Z7 ~(x) (l1x)(3y)(I1Z)(ZEY "" (ZEX A ~(Z))) I (isolamento).
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Accanto a questi assiomi si deve poi aggiungere un assioma d'infini­
to, che può essere formulato come segue:

I la (3x)(0EX A ('1Y)(YEX => (Y)EX)) 1 (infinito)

Tralasciando l'assioma l6, la cui funzione pare (ancora oggi) sia quel­
la di permettere una certa semplificazione tecnica nelle dimostrazioni, gli
unici due assiomi esistenziali non condizionati SOnO l2, esistenza del vuo­
to e l8, esistenza di un infinito. Si possono riformulare gli assiomi con
simboli più consueti, introdotti proprio grazie agli assiomi l corrisponden­
ti:

I l2' ('1y)(y~0) I (vuoto);

I l3' ('1x)('1Y)('1Z)(WE(X,y) '" (z-x v z-y)) I (coppia non ordinata);

I l4' ('1x)('1Y)(YEU(y) '" (3W)(WEX A YEW)) (unione unaria);

I Z5' ('1x)('1Y)(YEgJ(xl '" y"x ) I (parti);

I,--Z6_'_(_'1X-,)_((-,3y,"-l-,(Y,--E_x-,l_=>_(_3-,zl-,IZ_E_x_A,--(_'1w_)(_w_E_z_=>_W_rl1_)-,))_1(fondazione l;

ed uno schema; per ogni formula rp(xl,

I l7'~(x) ('1x)(3Y)('1Z)(ZEY '" (ZE(YEX I ~(y)))) l(isolamento).

Aguardare meglio l7 o l7' sembra che la proposta di lermelo sia ot­
tenuta con un trucco puramente formale: invece di considerare F2 per
tutte le formule ~(y), si considera F2 solo per le formule del tipo YEX A
~(y). In realtà questa presentazione formale è conseguenza di un pensiero

profondo che in qualche modo chiama all'esistenza solo quegli insiemi che
si possono costruire con le operazioni indicate, ed è ricollegabile alla VIII

noziOne comUne euclidea, E poi F2 basta, assieme a Fl, tradotto in Zl; l7
no, bisogna aggiungere gli altri assiomi.

La teoria di Zermelo fu poi migliorata da Fraenkel (1922) che modi­
ficò l'assioma qui indicato con l7, generalizzando l'assioma di isolamento
ad Una versione più applicabile: l'assio'ma di rimpiazzamento

per ogni formula ~(x),

1 Faccio notare che qui introduco i simboli dopo aver esibito tutti gli assiomi. In
realtà i simboli vengono introdotti ciascuno dopo l'assioma corrispettivo. Cosi. ad
esempio, dopo Z3 si può presentare la riformulazione Z3', prima di Z'l, ecc.
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IZF7 ~(x,y) (vx)(vy)(Vz)(~(x,y),,~(x,z) =; y=zJ c>

I =:> (Vx)(3y)(VZ)(ZEY <o> (3W)(WEX A ~(W,Z)))

Si può notare che Z7 è conseguenza di ZF7. Il significato inluitivo di
ZF7 è che presa una fùnzione, l'immagine di un insieme attraverso essa è

ancora un insieme. Anche con questa estensione non si ripresenta il para­
dosso di Russell, perché (x I x~x) non é un insieme, manca la "formuletta
magIca XEY" .. Ma se considero (XEY I x~x), di qui non riottengo il para­
dosso perché se l' = (XEY I Xltx), allora l'El' v l'H. Ma nel primo caso si ha
rEY "l'H, dunque questo casO non è possibile. Nel secondo da l'H. Si ha
r~yv l'El', da cui la conclusione che r~y. Perciò l'H in quanto r~y. In tal

modo si evita l'antinomia. Cosi non può esistere un insieme universale
(x Ix =x ), perché altrimenti si ripresenterebbe il paradosso di Russel!.

La teoria formale, nota come ZF, ha avuto molto successo in Matema­
tica anche se provare in essa risultati sugli insiemi può risultare lungo e
faticow

.3J Le teorie con le classi ( l 92 5/28....::...l9J7 .... l 9551
Per ovviare a questo inconveniente sono slate presentate varie pro­

poste: una da Von Neumann, IN!. un'altra da Bernays IBel e GodeI. che poi
si sono dimostrate equivalenti. L'idea di fondo è che le totalità chiamate
in causa da F2 se pur cosi formulato, dànno origine a contradizioni, ma si
prestano egualmente a snellire la trattazione. Per evitare il paradosso di
Russell, basta richiedere che gli oggetti definiti mediante F2 siano enti di
natura diversa dagli insiemi. Cosi (x I Xltx), non sarà un insieme per cui
non si porrà più il problema di vedere se l'ente risultante appartiene o no
a se stesso. Tali enti veQ,gono indicati col termine linguistico di classe. La
teoria prevede allora delle classi, come collezioni di oggetti. che però a
loro volta sono classi, ma classi più ."semplici" o "piccole", visto che le
scrivo a sinistra dell'appartenenza. Queste sono gli insiemi di prima. Gli
assiomi di NBG (teoria di Von Neumann, Bernays e GodeI) tengono conto
del desiderio che questa teoria sia un'estensione della teoria ZF, in quanto
compaiono assiomi che richiamano quelli di ZF. Si facilita la distinzione
tra insiemi e classi, denotando gli insiemi con lettere minuscole e le classi
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con lettere maiuscole. Si introduce però una definizione di insieme che ri­
flette la discussione precedente, che identifica gli insiemi nelle classi che
vengono poste alla sinistra dell'appartenenza: Set(X) per (3Y)(XEYJ.

c) Con questa posizione gli assiomi di NBG sono dati da:

NBGl ('1X)('1Y)(X-Y ç; ('1Z)(ZEX ç; ZEYI[] (eguaglianza);

NBG2 (3X)('1Y)(YilX) I (vuoto):

NBG3 ('1x)('1y)(3Z)('1W)(WEZ ç; (w-x v w-y)) I

(coppia non ordinata);
~N-B-G-4--('1-x-)-(3-Y-)(-'1-Z-)(-ZE-y-ç;-(-3-W-)-(W-E-X-A-zE-w-ilij-'-))- (unione unaria);

('1x)(3Y)('1Z)(ZEY ç; z=x ) I (parti);

NBG6 ('1x)((3y)(yEX) => (3Z)(ZEX A ('1W)(WEZ => WilX))) I

(fondazione );
NBG7 ('1X)(Fnc(X) => ('1X)(3Y)('1Z)(ZEyç;(3W)(WEXA<W,Z>EX))J!

(dmpianamento);
per ogni formula predicativa ~(X),

NBG7'~(X) (3X)('1X)(XEX ç; ~(x))1

NBG8 (3X)(OEX A ('1Y)(YEX => (y)EX))

(["." .
:g ~j~ ;
'.~ . ..

. ,
..'-_.--

La limitazione alle formule predicative nasce dall'esigenza di evitare
i circoli viziosi nel senso di Russell, cioè quel tipo di definizioni usate per
definire una totalità per mezzo dei suoi elementi, tra cui la totalità stessa.

Morse-Kelley-MoslOwski (cfr. IKe]) hanno tollo questa limitazione,
partendo da concezioni che hanno sapore neo-platonico, cioè che gli enti
esistono (nell'lperuranid indipendentemente dalle loro definizioni, dun­
que non c'è alcun errore nell'usare definizioni impredicative. La teoria da
essi proposta.. indicata con la sigla MK:M si differenzia, apparentemente,
solo per 'la scelta delle formule a cui è applicabile. Ma si può provare che
le teoria NBG è finitamente assiomatizzabile (Teorema di Bernays, cfr.
IMe]), mentre non è appurato che anche MKM lo sia.
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~\l.@ll@ nll. Ptll"'.!ldOSSf: i/}comp!eteZZt!, i/}!Ji)Jt(l, ipoteside!al/}­

tlimo

l)~Raradossie il fenomeno dell'incomRletezza.
I sistemi ZF e NBG (ed anche MI::M) si offrono come una ricostruzio­

ne della Matematica che evita alcuni paradossi. Il fatto è che all'interno di
questi ~istemi si può ricostruire, come prima cosa, l'Aritmetica, provando
i postulati di Peano. Per un noto teore ma di Godei (J 931, cfr. [G lIl da esso
discende che la coerenza è esprimibile ma flon è dimostrabile, se si vuole
che la teoria stessa sia coerente. Dunque resistenza di paradossi è sempre
possibile; il fatto di averne evitato alcuni, non garantisce in alcun modo
che nella teoria degli insiemi non ve ne possano essere degli altri.

Questi risultati forniscono una visione molto dubitativa della Mate­
matica, ben diversa dalle visioni dogmatiche che spesso vengono proposte
agli studenti.

11 sistema intuizionista è garantito dai paradossi, ma in esso non si
ammettono insiemi infiniti. né in generale insiemi, ma solo i numeri natu­
rali e ciò che si può ottenere con procedimenti molto limitati e costruttivi,
a partire da essi.

Per quanto riguarda i paradossi la situazione è più complessa di
quanto finora illustrato. L'analisi delle antinomie, dovuta a Ramsey, ha co­
me primo atto quello di "scartare" alcuni paradossi, ritenendoli non perti­
nenti alla Matematica, ma piuttosto collegati a problemi linguistici. Vedia­
mo ora alcuni paradossi che restano esclusi da ZF e NBG.

(i) Il paradosso dell'uo11lo c3lva Se ad un uomo con molti capelli non
si toglie nessun capello, con questa operazione, l'uomo non diventa calvo.
L'asportazione di un capello in un uomo che non sia calvo, non lo tra­
sforma in calvo. Dunque per il principio d'induzione posso togliere tutti i
capelli ad un uomo senza che lui divenga mai calvol

(ii) Il paradosso di Ben")' Si considerino i numeri naturali e le frasi
della lingua itali-ana che definiscono numeri naturali. Fissato un numero
finito k, !'insieme delle frasi della lingua italiana che sono formate con h
parole, con h ~ k, è un insieme finito, visto che posso considerare tutte le
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possibili disposizioni con ripetizione a h a h delle 40.000 e più parole ri­

portate su un dizionario. Tra queste disposizioni solo un numero finito de­

finiscono numeri naturali. Sia A - ( n E NI n è definibile con frasi della

lingua italiana contenenti al più 100 parole). Come detto, A è un insieme

finito, dunque N - A* 0. Ma un insieme di numeri naturali non vuoto am­

mette minimo. D'altra parte "il minimo numero naturale non defini­
bile con frasi della lingua italiana contenenti al più cento paro­
le" è una frase della lingua italiana contenente 16 parole (ad essere pi­
gnoli ci sono altre 14 parole date dalla ripetizione dello spazio tra una pa­
rola e l'altra) ed essa definisce esattamente un numero naturale, quello
non definibile, appunto!

Il rifiuto di questi paradossi nelle considerazioni che hanno portato
alla costruzione della Teoria degli Insiemi. è dovuto sostanzialmente ad
un'osservazione di Peano, riferita al paradosso di Richard, dello steso tipo
di quello di Berry, in cui si utilizzano le definizioni dei numeri naturali
date con frasi della lingua italiana. Per Peano tale paradosso non è perti­
nente alla Matematica in quanto in esso si coglie una notazione linguistica
predominante che ne fa una contraddizione linguistica, non matematica.
Per inciso, il teorema d'incompletezza di Godei si presenta come una rifor­
mulazione matematica dell'antinomia di Richard.

Queste analisi sono corrette nel senso che il paradosso dell'uomo cal­
vo si basa sul concetto non precisato di "essere calvo", mentre quello di
Berry sul concetto di definizione non altrettanto chiarito.

2) Infinito ed IRotesi del Continuo.
Vediamo ora quali sono i concetti di inlìi]ito presenti nella Matema­

tica. A partire dalla scuola atomistica, si è fatta strada ridea dell'infinito
JÌ] atto, cioè di una totalità data simultaneamente assieme a tutti i suoi e­
lementi. Contro questa interpretazione dell'infinito stanno la scoperta del­
rincommensurabilità della diagonale rispetto al lato del quadrato ed i fa­
mosi paradossi di Zenone.

Da Aristotele in poi è prevalsa ridea dell'infinito potenziale, cioè
Quella di una totalità cui si può aggiungere sempre un elemento non con-
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siderato precedentemente tra gli elementi dati (in numero finito). Queste
concezioni dell'infinito sono presenti tuttora nella Matematica: da una
parte la Matematica idealistica classica accetta l'esistenza di insiemi infi­
niti in atto, ad esempio l'insieme dei numeri naturali o l'insieme dei nu­
meri reali. Dall'altra pute !'Intuizionismo si limita a concezioni di infinito
potenziale che sono presenti anche nella Matematica elementare, ma che
solo con J'Intuizionismo vengono portate avanti con coerenza.

L'accettazione dell'esistenza di insiemi infiniti in atto nella Teria de­
gli Insiemi porta poi alla costruzione di varie specie di infiniti. Cantar pro­
va che gli insiemi a e g>(a) non sono in corrispondenza biunivoca e, pas­
sando alla cardinalità2 (previo assioma di scella) che I al < I g>(a)! Se dun­

que si assume che a sia un insieme infinito, si può generare una gerarchia
di insiemi infiniti con cardinalità crescenti applicando ripetuta mente
l'operazione di passaggio all'insie me delle parti:

a, ~"(a), 5'( 11'(a)), g>( g>( i1'(a))), .
Il problema del continuo si inserisce a questo punto: dato l'insieme

dei numeri naturali N e noto che l'insieme dei numeri reati III è equipo-

tente a g>(IN), Cantar affermò di avere la dimostrazione (che non presentò

mail della non esistenza di un sGLlinsieme infinito di Ill. la cui cardinalità

sia intermedia tra quella di IN e quella di IR. In altre parole, se A è un in­

sieme infinito e A è contenuto in IR., allora esiste una biezione tra A e IN,

oppure una biezione tra A e IR. Cosi formulata l'ipotesi del continuo richie­

de l'esistenza di un insieme (una biezione).
L'ipotesi del continuo è stata utilizzata in Matematica fornendo risul­

tati importanti, ma sono apparsi anche allri principi come l'ljJOlesi di Sou­
-<fin: se Xè un ordine lineare denso senza massimo e minimo, chiuso per
la formazione di sup ed inf ed inoltre tale che ogni collezione di intervalli
aperti a due a due disgiunti sia numerabile, allora Xè isomorfo all'ordine

di IR.. Questa ipotesi è incompatibile con quella del continuo.
Le opere di Godei (1940 [G2]) e di Cohen (1966 IC)) hanno dimostrato

che non c'è alcuna ragione, nella Teoria degli Insiemi, per accettare o
rifiutare una qualsiasi delle posizioni delineate, a proposito del problema
del continuo.

2 Con il segno di valore assolulo inlendo indicare ia cardinalità dell'insieme.
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~(l,@1l@ llllll. (;li /Ì1SleflJÌlleJ/" Teor/t] t]Jterl},']tiv.'l

1) Gli insiemi finiti.
Si è delta delle "difficoltà" presentate dalla Matematica classica. Gli

atteggiamenti possono allora essere di d,ue sorte diverse: cercare di
trovare una soluzione ai problemi oppure prendere coscienza dei limiti e
cercare una risposta diversa. La posizione di Vopenka è la seconda, ispi­
rata, a suo dire, dall'opera di Husserl (cfr. IHull e, per certi versi, ricorda
la posizione filosofica di Kant: rinunciare alla metafisica dogmatica perché
al di là della portata umana. Dunque abbandoniamo l'aspirazione a cono­
scere l'inconoscibile mondo degli infiniti matematici e prendiamo atlo che
anche in teorie assai semplici vi sono i "germi" dei problemi che portano a
renderci conto delle limitate capacità umane di discriminazione concet­
tuale.

Però, visto che la proposta insiemistica per la fondazione della Mate­
matica è efficace, cerchiamo di ripresentare la Matematica in questo
contesto in cui assumiamo, proprio per evitare la gerarchia degli infiniti,
che oglliùlsiel11e è lj'nito

Devo aprire qui una parentesi per chiarire questo concetto. Una delle
più consuete definizioni di insieme finito è la seguente: un insieme è

Fnito se può essere messo in corrispondenza biunivoca con un sot­

tinsieme di IN dotato di massimo, o più semplicemente, con un segmento

iniziale di numeri naturali. Ma tale definizione richiede già j numeri natu­
rali e quindi tutti i loro problemi Vi è una diversa definizione: un insieme
a è lj'nito se non esiste un sottinsieme proprio b di a, con b equipotente
ad a. In altro modo se ogni funzione iniettiva f : a ~ a è anche suriettiva.
Le due versioni, quella coi numeri naturali e quella con il sottinsieme o le
funzioni iniettive non sono equivalenti nella teoria Z, né in ZF, e neppure
in NBG, richiedendo l'assioma di scelta per provare l'equivalenza delle
definizioni. Inoltre la seconda rende difficili considerazioni abbastanza
intuitive, Ci sono difficoltà, ad esempio nel mostrare che se a,b ,. 0, allora
ax b è finito se e solo se sia a che b sono finiti
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Dunque non si tratta di definizioni applicabili in un contesto fonda­
zionale Vopenka ritrova nell'opera di Whitehead e Russell IWRI la
definizione che gli serve: una formula ~(x) si dice indulliv3 se ~(0) A

('1x)('1Y)(~(X) => ~(xu(Y))). Ad esempio la formula x ,. 0 => (3 Z)(ZEX) è in­
duttiva: 0 ,. 0 => (3 Z)(ZEX) e poi (x ,. 0 => (3 Z)(ZEX)) => (x u(Y)~ 0 => (3

Z)(ZEX u(Y)))

Si pone allora

DEFINIZIONE. Un insieme a è indurtivo se per ogni formula induttiva
~(x), si ha ~(aL

Si può provare, e l'ha fatto Tarski nel 1924 (cfr. ITI), che

TEOREMA. Sono equivalenti in ZF(e in NBG1:

(a) l'insieme a è equipotente ad un segmento iniziale di naturali;
(b) a è ind uttivo;
(c) Per ogni bs gJ(a), se b ,. 0, esiste xEb tale che per ogni YEb, non

si ha ys x e y ,. x .

Dunque il fatto di essere induttivo equivale classicamente al fatto di
essere finito.

Tra gli assiomi della teoria alternativa vi sarà la richiesta che ogni
insieme sia induttivo, cioè finito. Per formularla bisogna però chiarire
prima quali formule bisogna prendere in considerazione.

2)~Rrimi assiomi della teoria alternativa.
Vediamo nel dettaglio gli assiomi messi esplicitamente da Vopenka,

non senza avere chiarito in parte il contesto filosofico in cui si muove. L'i­
dea di fondo è l'accettazione dell'approccio fenomenologicc (nel senso di
Husserl, cfr.IHu]), ma non solo di quello, perchè riconosce alla Matematica
la funzione di strumento atto a sorpassare l'orizzonte dell'esperienza
umana, ad esempio per esprimere giudizi che precedono la conoscenza e
spesso sono impossibili da verificare. Cosi nella Matematica alternativa,
pur tenendo ben presente l'esistenza delle limitazioni. bisogna conside­
rare anche principi ideali che sorpassino l'orizzonte del raggiungibile
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La Teoria Alternativa degli insiemi prende spunto dagli oggetti e
dalle relazioni tra essi che esistono nella nostra mente. Se con <1>, 'l', ecc. si
indicano gli oggetti 3, <I> • 'l' significa che <I> e '!' denotano lo stesso oggetto,
mentre <1>"''1' vuoI dire che <I> e 'l' denotano oggetti distinti. Viene usata la

consueta "macchineria" logica, in particolare si accetta la Logica classica.
Cosi ~(<I» e ~(<I>I.".. <I>n) denotano, rispett.ivamente. proprietà di oggetti e

relazioni tra gli oggetti.
Gli insiemi sono oggetti specifici che obbediscono a certi criteri co­

struttivi e la relazione di appartenenza è una relazione tra oggetti ed in­
siemi. Si assume l'esistenza di un insieme che non ha elementi e lo si in­
dica con 0. Gli altri insiemi si costruiscono come segue: supposto di aver
già costruiti degli oggetti si può "ordinarli" in una /ùlao può essere im­
maginata una tale lista. In queste condizioni è costruito un nuovo insieme.
quello degli oggetti presi dalla lista, che è distinto Oda ciascuno degli
oggetti nella lista. Il nuovo insieme non dipende dall'ordine con cui si
sono considerati gli oggetti nella lista. ma è unicamente determinato dai
suoi elementi. Perciò se <I> e 'l' sono insiemi ed hanno gli stessi elementi,
allora <I> • 'l'. La notazione per gli insiemi ottenuti da liste è quella
"consueta": (<I> {.<1>2"...<I>n) denota l'insieme costituito esattamente da tu(ti
gli oggetti <I> 1.<I>2 .... ,<I>n.

Dopo questa definizione generale che lascia molti dubbi in quanto
basata su un concetto intuitivo e non ben precisato. quello di lista, e fa
intervenire. almeno in fase di scrittura. i numeri naturali. Vopenka intro­
duce un nuovo tipo di insiemi. più "matematico" e più matematicamente
determinato. Parte "male" dicendo: l' lI/liverso degli jjJSieOli è formato da

insiemi costruiti iterativamente a partire dall'insieme vuoto.
Questa definizione è poco "utilizzabile". Ma Vopenka aggiunge: non

affermo che l'universo degli insiemi contenga tutti i possibili insiemi. ma
solo quelli che bastano per la costruzione della Matematica e la restri­
zione ad essi fornisce vantaggi dimostrativi notevoli. Finalmente il nostro
autore scrive esplicitamente degli assiomi il cui scopo è di fornire una de-

3 Nel testo di Vopenka gli oggetti vengono indicati con lettere latine maiuscole, poi
riservate a un certo tipo di classi. Forse la macchina da scrivere di Vopenka non ha
lettere greche, che qui invece io propongo.
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scrizione implicita dell'universo degli insiemi. Dapprima una precisazione
di scrittura: con le lettere minuscole indico gli insiemi dell'universo degli
insiemi e Set(<l» vuoi dire che ~) è un insieme. Dunque in sostanza si in­

troduce una nuova sorta di variabili O un altro "trucco" per distinguere
tra i generici oggetti, j generici insiemi e gli insiemi "più belli" degli allri,
quelli dell'universo degli insiemi.

Gli assiomi sono allora

I V l

I V3

(Vx)(vy)(x-y ç:, (VZ)(ZEX ç:, ZEY)) I
I V2 (3x)(V<l>)(<l>ex) I

(VX)(vy)(3Z)(VW)(WEZ ç:,(WEX v w-V)) I

Quest'ultimo assioma chiede che, dati x ed y l'esistenza di un insieme
x%y i cui elementi sono y e tutti gli insiemi che sono elementi di x. Si
pone poi (y) • 0%y, (x.y) • (x)%y. Faccio notare che fin qui non si è escluso
che un elemento dell'universo degli insiemi possa essere un oggetto che
non sia un insieme dell'universo degli insiemi, dunque il primo assioma
hon esclude che due insiemi possano avere elementi diversi ed essere
eguali. Forse !'idea è che essendo ogni insieme dell'universo degli insiemi
costruito a partire dal vuoto iterando la costruzione di liste, ogni elemento
di un insieme dejj'universo degli insiemi sia un insieme dell'universo
degli insiemi. Tuttavia questa richiesta esplicita non è presente in nessun
punto del testo di Vopènka.

DEFINIZIONE, Le formule insieOl1stiche(Li.) sono le espressioni costru­
ibili per mezzo delle seguenti regole:

l) x - y e XEY sono Li.;
2) se ~e 1jI sonofi, allora (,~), (~"1jI), (~v1jlJ. (~=>1jI), (~ç:,1jIJ. (VX)~

e (3X)~ sono Li.;

3) le formule che si ottengono sostituendo in I) e 2J. in luogo di x e
y altre variabili minuscole sono 1.i.

E' necessaria questa definizione sulle formule per fornire !'importan­
te Assioma d'induzione: sia ~(x) una proprietà insiemistica, cioè esprimi­

bile con una 1.i., allora
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IV4 (~(0) A (Vx)(v1')(rp(x) =o ~(X%1'))) =o (vx)~(x)1

In parole povere ogni formula insiemistica ~(x) induttiva è tale che
~(x) è soddisfatta da tutti gli insiemi dell'universo degli insiemi. L'uso di
x%y in luogo di x v(1'), come nel testo di Vopenka è dovuto al fatto che fi­

nora non è introdotto un simbolo ed un'operazione di unione.
Con questi assiomi si ottiene. parlando "il1 ZF", l'insieme di tutti gli

insiemi ereditafiamente finiti, cioè insiemi finiti che hanno per elementi
insiemi finiti, che, a loro volta, hanno per elementi insiemi finiti, e cosi
via. In ZF si tralta di un insieme numerabile costruito come segve: si
definisce va = 0 e vn+l • g:>(vn), allora si pone Vw - UnEIN vn. Ogni vn è

un insieme finito dato che IvOI = Oe se vn è finito, vn+l è finito perchè ha

IVn+ II - 2lvnl. Tutte queste considerazioni sono fatte in ZF.

Tornando alla teoria alternativa, grazie agli assiomi assunti si pos-
sono dimQstrare le seguenti (ed altre) affermazioni:

(Vx)(3y)(VZ)(ZEY ~ (3W)(WEX AZEW)) (unione unaria)
(\>'x)(VY)(\>'z)(~(X,y)A~(X,Z) =:' l'-z) =:.

=o (\>,x)(31')(\>'Z)(ZEY ç; (3W)(WEX A~(w.z))) (rimpiazzamento)
(VX)(31')(VZ)(ZEY ç; (ZEX A~(z))) (isolamento)
(vx)(31')(VZ)(ZE1''''' Z.X ) (parti).

Queste sono proprietà dimostrabili anche in ZF sugli insiemi eredita­
riamente finili, ma non estendibili in generale a tutti gli insiemi. Qui gli
insiemi dell'universo degli insiemi "esauriscono" gli insiemi considerabili,
dunque queste proprietà sono riconducibili. dimostrativa mente, agli as­
siomi considerati. Si provano poi altre affermazioni importanti quali

,(3x )(\>'1')(l'E x),

cioè non esiste un insieine di tutti gli insiemi; questa affemazione, col teo­
rema di isol.amento permette di concludere che non si ripresenta il para­
dosso di Russell.

Introdotte poi le solite definizioni di relazione, funzione, iniezione e
biezione, si prova che se a • b e a*b, allora a non è equipotente a b, per
rafforzare l'assunzione che tutti gli insiemi dell'universo degli insiemi
sono classicamente finiti. Inoltre dati a e b si ha sempre che a è suvva­
lente a b oppure b è suvvalente ad a, oppure sono equipotenti, cioè esiste
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un'iniezione da a a b, oppure un'iniezione da b ad a, oppure esiste una
biezione tra a e b. Questo classicamente (ed esteso a tulli gli insiemi) è il
principio di Idc%m/Il, una delle formulazioni dell'assioma di scelta.

Si prova poi che ogni insieme non vuoto ha un elemento minimale ri­
spetto all'jncluòione, dunque l'affermazione che ogni insieme dell'universo
degli insiemi è finito nel senso di Tarski.

Viene poi aggiunto uno schema di fondazione:

IV:5 (3x)~(x) =;, (3x)(~(x) A ('tYEx)(,~(y)))I·

~(l,@j\@ n'V Le cJnssie !'i/J!JiJJ!OtlltenNltiva

l ) Finito alternativo.
Come si è visto nella postulazione fin qui presentata, ci si è limi,,,,i

agli insiemi finiti, ritenendoli sufficienti per la presentazione della
Matematica. Tullavia la Matematica ha bisogno dell'infinito in varie
costruzioni, dunque il problema ora è quello di ricatturare l'infinito all'in­
terno del finito. Premetto che il concelto di infinito che si ottiene nella
Matematica alternativa non é né quello JÌ] 3/10 né quello JÌ] po/ellza. Per
illustrarlo passo ad analizzare alcune esperienze psicologiche. Se si mostra
un oggetto si intuisce facilmente che è /1110 Se si mostrano assieme due
oggetti e si chiede ad un inlertocutore quanti sono, è probabile che venga
data una risposta immediata, ollenuta senza che venga effettuato un con­
teggio. Se si registra alla lavagna l'esito della votazione per l'elezione di u­
na commissione, si organizzano i risultati indicando i voti con segmenti
non tutti disposti nello stesso modo, ad esempio:

.mr 0
questo perché alla domanda di quanti sono diciassette segni difficilmente
si può rispondere con un colpo d'occhio, mentre se i segni sono raggrup­
pati, cinque a cinque, ad esempio in uno dei due modi indicati, é più facile
ottenere una risposta corrella. Forse i proprietari di greggi sono in grado
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di fornire con un colpo d'occhio una conta esatta di quanti capi di be­
stiame hanno. Tale abilità, il senso deJ l1IJOlero di Dantzig, cfr. IDi. pur se
adeguatamente sviluppata, ha dei limiti. Non credo che un ricco pos­
sidente di ovini australiano possa comprendere con un'occhiata quante
pecore sono presenti e quante sono mancanti.

Anche la possibilità concettuale di rappresentarci un insieme con
tutti i suoi elementi, con un colpo d'occhio mentale, è necessariamente
limitata. Quel1i che riusciamo a "capire" o "afferrare" sono insiemi finiti,
gli altri, a tutti gli effetti non lo sono, anche se hanno un "numero" finito
di elementi. E' questo il punto di vista alternativo, che utilizza in positivo,
la presupposta esistenza di limitazioni umane insuperabili, per fornire l'e­
sistenza positiva di oggetti "infiniti" in qllanto "non capibili" o "inafferra­
bili".

Ci si può chiedere se questa nozione alternativa di finito sia una
"vera" nozione di finito. Nella Matematica classica sono state avanzate
varie proposte assai diverse e non tutte tra loro equivalenti in ZF, dunque
una "vera" nozione di finito non c'è. Ci sono però proprietà che vorremmo
valide per insiemi finiti e che riteniamo indispensabili, quali le seguenti:

(i) se a è finito e b s a, allora b è finito;
(ii) se a è finito, allora au(b) è finito;
(iii) aub è finito se e solo se a e b sono finiti;
(iv) 0 è finito e (a) è finito;
(v) se a,b '" 0, axb è finito se e solo se a e b sono entrambi finiti;
(vi) se a è finito, S'(a) è finito.

Ebbene, se la nozione alternativa di finito soddisfa a queste (ed al­
tre) proprietà, la si può ritenere una nozione di finito.

Resta il problema di vedere come caratterizzare matematicamente il
concetto di ilfferrabjJjtJ. Anche Vopenka però preferisce una definizione
"negativa", soffermandosi sul concetto di infinito in senso alternativo.

2) Classi alternative
Nella Matematica classica, in particolare con il sistema NBG, si è in­

trodotto il cancello di classe, distinto da que110 di insieme, facendo
considerazioni di "taglia"; le classi sono gli oggetti "troppo grandi" per es-
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sere ritenuti insiemi. Ma l'essere "troppo grande" è un attributo che può
essere generaliziato considerando questo caso come caso particolare del­
l'essere "mal definito". Le classi di NBG sono mal definite, dal punto di
vista degli insiemi, perché sono troppo grandi. Le classi alternative sono
mal definite in ogni senso possibile, sempre dal punto di vista degli in­
sie mi,

In realtà, Vopenka le definisce male. Infatti afferma che o,gnipro­
l'n'età di oggetti può essere considerata un oggetto. [!JJa prol'n'età di
oggetti Ji]tuita come oggetto e detta essere una classe. Il fatto che un
oggetto <l> sia una classe si indica con (ls( <l> l,

Osservo che con questa formulazione, dati due insiemi a e b, la pro­
prietà di "essere uguali ad a oppure uguali a b" è distinta dal1a proprietà
di "essere uguali a b oppure uguali ad a", Dunque se le proprietà sono
classi, queste considerazioni fanno pensare che le classi si debbano
trattare da un punto di vista intensionale. Cosi, usando le notazioni di
Vopenka, (<l> I ~(<l>)) denota la proprietà come una classe, ~(<l» potrebbe
essere logicamente equivalente a lJI(q.), ma (<l> I ~(<l>)) " (<I> 1 lJI(<I>)) , sono cioè
oggetti diversi

Nel sviluppare la Matematica bastano particolari classi, quelle dell' u­
J]iverso esteso, formato dalle classi (x I ~(x)), ave ~(x) è una proprietà

degli insiemi dell'universo degli insiemi, anche se non espressa necessa­
riamente con una formula insiemistica, ma con qualunque altra "cosa",

Formulato dunque un principio del tutto generale senza fare riferi­
mento ad alcun linguaggio formale, c'è il rischio di ricatturare il paradosso
di Russell, perché R - (<I> 1<I> e <1>), è un oggetto e ci si può chiedere se ap­
partiene a se stesso oppure no. Però attenzione: se R E R, non ho alcun
criterio per concludere ReR, in quanto il principio di Vopenka non è for­

mulato come F2, ma solo è un'enunciazione di'esistenza di un oggetto di
cui non so che fare, rispetto all'appartenenza. Vopenka mette un assioma
che qui riscrivo:

Assioma di esistenza delle classi,

IV6 Per ogni proprietà ~(xl di insiemi dell'universo degli insiemi, l'uni­
Iverso esteso contiene (?) la classe (x 1 ~(x)).
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Le parole sono queste, senza il punto interrogativo, però poi si
capisce che, anche se con vari distinguo. conf/(!l1e è sinonimo di appar­

f/elle. In seguito Vopènka afferma:

Se Xè un oggetto ed Yè una classe dell'universo esteso, allora XEY se
e solo se Xè un elemento dell'universo degli insie mi e Xha la proprietà Y.

Il paradosso di Russell è evitato perché detto R = (x I xex ), si ha che

R è una classe dell'universo degli insiemi, ma non è un insieme, dunque
non ha senso chiedere se RER.

Gli insiemi (dell'universo degli insiemi) vengono visti come parti­
colari classi, grazie alla richiesta che (V'x)Gls(x). Da notare però che questa

affermazione non dice che gli insiemi siano classi dell'universo esteso, per
cui c'è da distinguere tra l'insieme x e la classe (y I YEX), La cosa rimane
in sospeso perché un successivo assioma di estensionalità viene formulato
solo per classi dell'universo esteso, per le quali si riservano ora le lettere
latine maiuscole.

I-Y-7-(-'1-X-,Y-)(-X-=-Y-<C>-(-'1-U)-(U-E-X-<C>-l-'",-y-))-'1

Credo però, anche confortato da quello che segue, che Vopènka vo­
lesse dire che ogni insieme è una classe dell'universo esteso.

Una classe si dice propria se non è un insieme. Se X è una classe, (Xl
è un insieme, che non è elemento dell'universo degli insiemi. Una classe X'
è detta lÌls/emisfica01enle de/ln/b//e se esiste una formula insiemistica
~(x) tale che X· (x I ~(x)). In particolare V = (x Ix • xl e l'universo di tutti
gli insiemi.

.3) Infinito alternativo.
Se dunque le classi sono la formulazione matematica del concetto di

"mal definito", un insieme lo dico /nli'n/fo (in senso alternativo) se con­
tiene una classe propria. Si ha cosi che'a è /ln/fo (in senso alternativo) se

('1X)(X ~ a => Set(X)).

Ovviamente le considerazioni classiche contraddicono l'esistenza di
insiemi infiniti in questo modo, dato che classicamente ogni insieme è
finito, ma uno dei motivi è che il principio di isolamento o comprensione

LI



Carlo Marchini - Teoria alteroali"fa ...

assicura che, ad esempio in NBG, ogni classe contenuta in un insieme è un
insieme. Ciò è ovvio se classe vuoI dire "grande" e insieme vuoI dire
"piccolo", per cui una parte di un ente piccolo è necessariamente piccolo.
Ma nella teoria alternativa, classe vuoI dire mal definita o inafferrabile,
per cui può esserci una classe che è piccola ma mal definita, contenuta in
un insieme. Però se la classe è insiemisticamente definibile è un insieme.
Ne sono esempi la collezione dei capelli che se sono tolti dalla testa di un
uomo dotato di folta capigliatura, non lo rendono calvo; la collezione degli
antenati umani di Cllarles Darwin, discendenti diretti di una stessa scim­
mia; la collezione dei pullover verdi di un fornito negozio di maglieria; la
collezione dei nu men naturali che non si possono definire con 100 parole.

In un certo senso la definizione di classe di Vopenka si presenta
come un nuovo tentativo matematico di formulare la vaghezza, diverso
dall'approccio fuzzy, ma con esso collegato. se pure in modo non imme­
diato.

L' assioma di infinito (il primo vero assioma alternativo) viene
formulato dicendo

IV8 (3X)(3x)(X • x A ,Set(X)). l
Nel seguito indicherò con il nome di SeUJJilSieme Sms(X) una classe X

contenuta in un insieme e dirò che un seminsieme è proprio se non è un
insieme. Dunque l'assioma di infinito dice che esiste un seminsieme pro­
prio.

~Iì@ll@ 'ii. L ~lsslomH dlprOlll/]/;''tl1nefJto e /;'11 tlltJiHsslomùllter­
fJtltivi

l )Assioma di p-rolungamenlo.
L'assioma di infinito sarà un caso particolare di uno più generale e

molto applicato: l'Assioma di prolungamento. Per presentarlo ho bisogno
di premettere una nozione alternativa che mi qualifichi un ente che si
comporti come l'insieme dei numeri naturali, dal punto di vista dell'ordi­
ne. Per questo si definisce il concetto di classe numerabiJe come segue:
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DEFINIZIONE. Una coppia <A,R> 4 è detta un ordinamellto di tljJO cV se

(i) Rè una relazione riflessiva, transitiva, antisimmetrica (ordiJ1I?J

su A e inoltre è lineare, cioè (l1x,YEA)(xRy v yRx v x=yl.

(ii) A è una classe infinita (cioè contiene seminsiemi propri)
(iii) per ogni X EA, R'(x)A = (y 11'EA A l'Rx) è un insieme finito,

Si prova che se <A,R> è un ordinamento di tipo w, R bene ordina A,

nel senso che ogni sottoC!a.<se di A non vuota ha minimo nella relazione
R,

DEfINIZIONE, Una classe A è detta llUll1erabiJe se esiste R tale che
<A,R> è un ordinamento ditipo w,

Si mostra, grazie anche al successivo assioma, che nessuna classe
numerabile può essere un insieme o una classe definibile,

E arriviamo ora all'assioma di prolungamento, introducendo prima,
un esempio di Vopenka, Siamo in un paesaggio pianeggiante, in un giorno
di buona visibilità (dico io), Guardiamo una strada che partendo dal punto
dove siamo, si dirige verso l'orizzonte e scorgiamo, disposti a fianco della
strada, dei paracarri (o pietre miliari). Dal nostro punto di vista, possiamo
distinguere solo alcuni paracarri, perché come la strada si approssima al­
l'orizzonte, i paracarri ci appaiono addensarsi, Da altre considerazioni
sappiamo che i paracarri sono posti a distanza regolare uno dall'altro, ma
noi possiamo vederne solo alcuni, in modo distinto. La collezione dei
paracarri che vediamo è una classe, anzi una classe numerabile, perché da
qualunque punto mi metta lungo la strada, ho lasciato dietro me un nu­
mero finito di paracarri, L'andamento lineare della strada mi garantisce
che c'è un ordine lineare e che la classe è infinita (in senso alternativo)
perché è classe propria, non riuscendo a distinguere tutti i paracarri.
Quale conclusione traggo da questo paesaggio) Che la strada porta in un
qualche posto (città), al di là della linea dell'orizzonte, Quindi la collezione
dei paracarri tra il punto in cui mi trovo e la fine della strada è un in­
sieme finito (in senso classico), Cosi una classe numerabile può essere e-

4 ove 'A,R> é data da «A),(A,R»), coppia ordinata di Kuralowski. però con classi, non
insiemi.
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stesa ad un insieme. In realtà l'assioma di Vopènka viene esplicitato re­
lativamente aHe funzioni:

Assioma di prolungamento:

V9 Se F è una classe numerabile ed una funzione, aHora esiste un in-I
sieme f, che è una funzione, tale che F "f.

In forma equivalente, ma più facilmente applicabile, se Aè una clas­
se numerabile e ~(x) è una formula insiemistica tale che per ogni x " A,
valga ~(x), aHora esiste un insieme a tale che Asa e ~(a).

Detto cosi, sembra un'affermazione di "approssimazione": se la classe
numerabile è approssimabile mediante insiemi x tali che ~(x), aHora non è
~(A), ma c'è un sovrainsieme a di A tale che ~(a).

Questo assioma è centrale neHo sviluppo deHa teoria; ad esempio
serve per provare che se Xè una classe numerabile e g>(X) è la classe dei
sottinsiemi di X, aHora g>(X) è una classe numerabile, ad apparente di­

spetto del teorema di Cantar.

2) Altri assiomi.
Con l'assioma di prolungamento non si esauriscono gli assiomi vera­

mente alternativi. Un successivo assioma è queHo di codifica estensionale
che ha come effetto queHo di un'assioma di scelta per la teoria alterna­
tiva.

Per introdurre l'ultimo assioma è necessario fornire un nuovo ente

che abbia, per la matematica alternativa, il ruolo deH'insieme dei numeri

reali.

DEFINIZIONE. La coppia ordinata <A,R> si dice un ordine di tipo O se:

(j) Rbene ordina A (anche rispetto aHe classi: una classe non vuota Bs A
ha minimo in R);
(ii) A non è numerabile (ma è classe infinita);
(iii) per ogni XE A, R'(x)nA - (y I YE A A yRx) è una classe numerabile.

Conseguenza degli assiomi è l'esistenza di una classe A e di una rela­
zione Rtali che <A,R> sia un ordine di tipo o. A questo si giunge conside-
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rando una classe numerabile Be prendendo come A tutti i possibili ordini
su Bche rendono B di lipo w. Ovviamente con costruzioni di questo tipo si

esce dall'universo degli insiemi ed anche dall'universo esteso. Grazie al­
l'assioma della codifica estensionale, che può essere interpretato come
una forma della scelta, è possibile riportarsi all'universo degli insiemi ed
all'universo esteso, anche con queste costruzioni.

Da ultimo si assume l'Assioma dei due cardinali che "sistema" defini­
tivamente anche l'ipotesi del continuo e la generazione dei cardinali tra­
sfiniti:

VI O Per ogni classe A, A è finita o numerabi!e, oppure esiste una re­
lazione R tale <A,R> è di tipo O

Dunque i tipi we O sono visti come i due (unici) cardinali trasfiniti
ammessi. Ogni classe insiemisticamente definibile è di tipo O, ad esempio
la classe V, universo degli insiemi.

~t!.@l1@ Vil. ÙI N!ltb'JJ),'ltk:t1 nell!! Teor!.!! tlltenJ!ltJv!! dee'Jjjn­

s/i:'!mf

1) I numeri naturali.
Nella teoria classica degli insiemi si può ricostruire la Matematica in

quanto sono dati i procedimenti insiemistici e si costruiscono i numeri na­
turali e le relazioni ed operazioni su essi, prendendo spunto dalla
costruzione dei numeri naturali. Si può dare in ZF la definizione di nu­
mero naturale, prima però alcune definizioni preliminari

(l) Trta), cioè (\ix)(xEa ..... x.a) (da leggersi "a ti transitivo");

(2) Conn(a) cioè (\iX)(\iY)(XEa AYEa ..... (XEY v X• Y v YEX)) (da leg­

gersi "a ti cO/l/Nesso");
(3) SCIa) per (3y)(a - yu(y)) ((da leggersi "a ti un successivo")

Con ciò, N(a), da leggersi a ti un naturale può essere scritta come

Tr(a)A Conn(a)A (a = 0 v (Sc(a)A (\ix)(xEa -> (x ·0 v Sc(x)))
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Si mostra che ogni elemento di un numero naturale è ancora un na­
turale, che 0 è un naturale, che

N(a) -> N(aula)),

e che valgono i postulati di Peano.
La definizione di numero naturale si può porre, in tulla generalità,

anche nella teoria alternativa, dato che le condizioni che stabiliscono il
fallo di essere un numero naturale sono formule insiemistiche, però la
terza condizione, indispensabile in ZF per distinguere i numeri naturali
come ordinali finiti, dagli altri ordinali, cioè quelli soddisfacenti solo le
condizioni di tGansitività e di connessione, non è necessaria in contesto
alternativo, perché, lo ricordiamo, ogni insieme è finito. Dunque i naturali
alternativi sono insie mi transitivi e connessi.

2) Altri sistemi numerici.
Se con IN si indica la classe dei naturali, si tratta di una classe defini­

bile e dunque ordinabile solo con un ordine di tipo O. Anzi questo

risultato è frutto del paradosso di Burali-Forti, sull'inesistenza di un in­
sieme che sia la collezione totale degli ordinali (qui i naturali), dato che
esso stesso avrebbe natura di ordinale Itransitivo e connessol. dunque
apparterrebbe a se stesso. Noto però che la relazione d'ordine naturale
non è un buon ordine perchè tramite essa si può trovare il minimo di ogni

sOllinsieme non vuoto di IN, non di ogni solloclasse non vuota. Questo

spiega il paradosso di Berry: la classe dei numeri naturali non definibili
con meno di 100 parole è una classe propria, quindi non è detto che abbia
minimo. Lo stesso ragionamento giustifica i paradossi del mucchio. del­
l'uomo calvo, ecc.

Non valendo il buon ordinamento, vengono a cadere le conseguenze

dell'induzione. O meglio !'induzione sulle formule insiemistiche vale in IN,

ma non quella sulle generiche proprietà, come ad esempio, rendere dolce
il caffé.

Tullavia i numeri naturali sono "veramente" i numeri naturali, nel
senso che valgono i postulati di Peano (relativi alle proprietà interpretate
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come Li.) e, importante, ogni insieme è in corrispondenza biunivoca con
un solo numero naturale. Ma ci sono gli insiemi infiniti (in senso alterna­
tivo) e quindi anche i numeri naturali infiniti.

Una solloclasse propria di N è FN, la classe dei numeri naturali finiti.

Non esiste il più grande numero naturale finito, sempre per il paradosso
di Burali-Forli, e neppure il più piccolo numero naturale infinito, perché
FIN è una classe propria. Anche FIN rende veri i postulati di Peano con

l'induzione relativa a tutte le proprietà, interpretate come classi dell'u­

niverso esteso; FIN è ben ordinato. Per Vopènka !'identificazione di N con

FIN è la causa di diversi paradossi.

Si introducono poi le operazioni sui naturali nel modo "solito" delle o­
perazioni sugli ordinali.

La costruzione degli insiemi numerici si sdoppia, considerando i na­

turali nella versione IN o in quella FIN. Si ha allora, indicando con l'asteri­

sco gli insiemi numerici senza considerare lo zero:

Il. = lNu( <O,a> I aE N'l;

Fil. • FINu( <O,n> I nEFN');

111 - Il.xN'·/-;

FII1 - FllxFIT1' /-.

In queste scritture, con la relazione - si intende denotare la solita
relazione di equivalenza: <a.b>p<c,d> se axc • bxd; i numeri del tipo <O,a>

nelle prime due scrillure, si indicano, più semplicemente con il segno ne­
gativo, cioè scrivendo - a.

Ma qui si introduce una nuova classe numerica, quella dei raziona/i
/i/J1iI,'li:

MI. - (x EIllI (3nEFIN)(lx! <n));

si ha Fill E BIQ E Ill, e per ogni x E BIQ ,y '" 0, con Y EFIll, esiste un numero

naturale finito n E FN, tale che

Ixl <nlyl.
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Inoltre ogni classe che sia un segmento iniziale non vuoto e propria­

mente contenuto in FIIl, ha un maggiorante in Bill.

DEFINIZIONE. Due numeri naturali di x,YEB[) si dicono in/iIJJIgJ11eJ1te

vlCiili se la loro differenza in valore assoluto è minore di qualsiasi nu­

mero razionale del tipo ..!., con nE Frr·~'. In simboli si scrive x.y.
11

Si prova che i razionali [initi sono densi nei razionali limitati. Inoltre

per ogni Q EIN-FIN, e per ogni x E[), esiste pElltale che x.J?·.
Q

I numeri razionali limitati svolgono il "ruolo" dei numeri reali in con­
testo alternativo, in quanto si possono "pensare" come i "limiti" delle "suc­
cessioni" di numeri razionali finili. Ma nella trattazione dell'Analisi vi
sono ancora alcuni problemi non ancora ben chiariti.

Non tratto qui altri problemi di Matematica classica, che trovano una
versione adeguata nel contesto alternativo. Cito solo lo studio dei filtri e la
presenza di ultra[iltri non principali, [allo sorpendente questo, se si pensa
alla asserita finitezza di ogni insieme.
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~\l.@l\@ Vilil. II('oJJ(JJ](/(i.

Uno dci maggiori successi della teoria alternativa è quello di aver of­
ferto una proposta di chiarimento del problema sulla natura e le caratte­
ristiche del contIilUO. Se si cerca d'analizzare tale concetto con la Mate­
matica classica, ci si ritrova di fronte al problema posto dall'ipotesi del
continuo, che, in sostanza, è una domanda lasciata aperta, su quale sia la
"struttura" insiemistica dell'insieme dei numeri reali. Ma il problema è
più profondo. Se è vero che l'identificazione del continuo della retta con
!'insieme dei numeri reali, permette i risultati positivi della Geometria
analitica e della Fisica, d'altra parte c'è l'~ffermata ipotesi di discretezza
della Natura, sperimentalmente provata in più modi. E questa situazione è
ben presente nella nostra coscienza di uomini d'oggi, in cui gli aspetti di­
screti e continui devono convivere. Per esempio, il foglio su cui scriviamo
ci sembra un continuo, ad un'osservazione macroscopica, ma sappiamo
che un'analisi più approfondita ci toglierebbe !'illusione del continuo. Le
analisi fisiche affermano poi che gli oggetti "continui" sono discreti ed anzi
sono costituiti da un "numero" finito di "elementi".

Per potere presentare la versione alternativa del continuo, c'è
bisogno di alcune definizioni preliminari.

Sia (Xn)nEFIN una famiglia di classi, ciascuna definibile insiemistica-

mente. Posso considerare la classe (Xn I nEFIN); è una classe, ma non del­

l'universo esteso, dunque, stando a Vopenka, non posso dire quali siano i
suoi elementi, anche se intuitivamente essi sono proprio le classi che co­
stituiscono la famiglia. Si può "costruire" ora la classe X • n(( Xn I nEFINJJ.

definita come

DEFINIZIONE. Classi di questo tipo, intersezioni di famiglie di classi

definibili, indiciate da FIN, sono dette n-classi.

Sia ora A una classe insiemisticamente definibile, si pone:
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DEfINIZIONE. Una classe· è una O-equivalenza su A se e solo se • è
una n-classe ed è una relazione di equivalenza su A.

Questa nozione è collegala a nozioni di Topologia classica, nel senso
che dalo un insieme a ed una relazione. che sia una n-equivalenza su a;
la coppia <a,.} è un esempio di un particolare spazio uniforme. ~

Per illustrare come la nozione di base di n-equivalenza renda conto

dell'idea alternativa di continuo, è necessaria ancora di una nozione tec­
nica:

DEFINIZIONE. Una successione (Rn)nEFIN è una sequenza gellerat/ice

di una relazione di equivalenza - su una classe definibile A se e solo se:
(a) RO' AxA;

(b) per ogni nEFIN, Rn è una classe insiemisticamente definibile ed

è una relazione riflessiva e simmetrica su A;

(c) per ogni nEFIN ed ogni x,y,z EA, se x Rn_tY e y Rn., z, allora x

Rn z;

(d) • • n«( Rn I nEFIN)).

Il concetto di n-equivalenza è legato a quella di sequenza genera­
trice in quanto se (Rn)nEFIN è una sequenza generatrice di ., a110ra • è

una n-equivalenza.
Certo che, a prima vista, questi concelli sembrano avere poca evi­

denza intuitiva ed essere ben poco legali al proble ma del continuo. Un e­
sempio può però fornire la giustificazione della scelta di tali definizioni.

Consideriamo un mucchio di sabbia. Il fallo che esso ci appaia di­
screto o continuo dipende dalla distanza da cui lo osserviamo e da11a tec­
nica che usiamo per osservarlo. Sappiamo che il mucchio è composto di

~ Per completezza ricordo la definizione classica di spazio uniforme (cfr. IWJ), 'X.~ >

e uno spazio uniforme se e solo se è generato da una base g di riJtro su W(Xx X),
costituita da relazioni N: Xx X, riflessive, con le condizioni

(VNe(; )(3N'e(; )(WI.N');

(VNe(; )(3N'e& )(N'· N'.N');

essendo (; base di fittro se (; • ;J'(XxX), (; • 0, 0. (; e

(VN.N'e (;)(3N"e (;)(N". N"N·).
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granelli, ciascuno con lIna Slla precisa individualità, ben distinto e sepa­
rato dagli altri. ma se osserviamo il mucchio da lontano, non possiamo
distinguere i vari granelli. Man mano che ci avviciniamo o miglioriamo gli
strumenti visivi, possiamo cogliere le distinzioni,

Ecco il significato di queste relazioni: se tre oggetti X,y,l sono visti co­
me ùldù/làguibili con lo strumento Rn•l, cioè x Rn.ly e y Rn.lz, non è
detto che X Rn' lz, perché col criterio R,l' l siamo in grado di distinguere x

da z, ma non x da y, né y da z,
Le relazioni di L1na sequenza generatrice vanno viste allora come cri­

teri di indiscernibililà, con strumenti o metodi diversi. Si pa,," dal crite­
rio più "grossolano" cii tutti, Ro= AxA, seconclo il quale clue qualunque e­
lementi cii A sono incliscernibili, acl uno più "raffinato" Rl, acl uno ancora
più raffinato RZ' e cosi via. La conclizione che ogni relazione sia riflessiva,

nermette di affermare che, per ogni y E A, <Y,Y)ERn.1, per cui, per ogni
coppia <x,pERn•l, grazie alla condizione "pseuclo-lransitiva" (c) clelia

definizione, vale <x,Y>ERn, dunque Rn•t" Rn. In questo senso le relazioni

di una sequenza generatrice sono una il l'affinamento della precedente, La
proprietà "pseudo-transitiva" dice poi che se col criterio Rn. l, x e Y sono

tra loro indiscernibili e cosi pure Y e z sono tra loro indiscernibili , non è
detto che x e z siano tra loro indiscernibili con lo stesso crirerio, ma lo
sono, senza dubbio, col criterio Rn. Si può leggere allora Rn.

J
come un

miglioramento del metodo (o strumento) di osservazione Rn, in quanto fa

apparire clislinti elementi prima indistinguibili.
Non so se Vopenka fosse al corrente del paradosso dello zuccbero di

Arllls/ronll, cfr. [K! perché sorto in un contesto di Economia matematica.
Esso è basato sul fallo che l'aggiunta cii un granello di zucchero ad una
tazzina di caffé non ne altera (apprezzabilmente) il sapore, Ma come os­
serva Armstrong, l'essere indiscernibiIe è una relazione banalmente ri­
flessiva, simmetrica, ma non transitiva, Vopenka ne tiene conto: la transi­
tività è vista da lui come "limite" (inverso), cioè come intersezione di re­
lazioni riflessive e simmetriche. La relazione • che si ottiene come inter­
sezione sta ad indicare l'indiscernibilità assolu/a con tutti i metodi a di­
sposizione,
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Si può obiettare che la definizione reca in sé diverse limitazioni che
possono sembrare superflue: la classe A deve essere insiemisticamente
definibile, cosi come tutte le relazioni ed esse sono indiciate "solo" dai
naturali finiti. Questa lettura è però l'unica proponibile, per vari motivi
tecnici. Vopénka in reattà chiama ùldùcemi/JiJj{a una I1-relazione com­

l'afta, ave compatta significa che esistono due elementi x, y tali che x"'y
ma x~y. Un esempio di tale tipo di indiscernibilità è offerto dalla re­

lazione mostrata per elementi di Bal, l'essere infinitamente vicini.
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