
1. Varietà analitiche e problellli variazionali connessi

PrÌlna conversazione

In questa conversazione diamo una definizione di varietà analitica con peso intero
immersa in Rn (vedi Definizione 4) che sembra convenicnte nello studio dei problcmi,
y;triazionali (vedi Congettura 7). E ovviamente assa,i probabile che definizioni analoghe
alla Definizione 4 e problemi analoghi a quelli considerati nella Congcttura 7 siano già noti
nella letteratura matematica.

Indichiamo con .A(R,n) la famiglia degli aperti di nn e con K(Rn) la famiglia dci
comp"tti di R". Per ogni A E A(R") indichiamo con CW(A) lo spazio delle funzioni
analitiche l'cali in A. Data una funzione v poniamo

domCW(l') = ulA E A(R");1! E CW(A)).

In maniera analoga si definisce domC' (v) per ogni k E N U {+oo}.

Per h E N con O< h < H, sia Hl la misura h··{:imensionale di Hausclorff. Indichiamo
con B~(x) la sfera {y E R"; Iy - xl < p} e poniamo <v" = H'(Bi'(x)).

Nel seguito consideriamo il fissato in A(RTl).

Definizione L DcBniamo 5L;,(lì) la ciasse delle [nnzioni v E L)o,(0.,dH') tali c1le
si abbia

dom v n 0. = {x E 0.: esiste finito lim p-" { l'(O drf(O},
p-o } JJ;(x)

ed inoltre n'sulti, per ogni x E dom v nn,

l'(x) = lim l I J v(O drf(O·
p-o Wh,p I n;(x)

Definizione 2, Date (Ji)jEN e foo, diciamo cl: e fj -> foo in 5L,,(0.) se e solo se
fj,/oo E 5L,,(0.) e.

lim {g fj dr(' = ( g foo dr('
)_+00 in in

per ogni g E cg(0.).
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Assegnata. una funzione v definiamo} per ogni x E R Il
,

DSv(x) = ~ [dist(x,supp v))',

dove con supp v si è indicato il supporto di v.

Definizione 3. Dennian11') ~r,lCW(f2) la classe degli irlsiemi E C RJ'I tali elle E nn =
Enll e per ogni x E Enll esistono A E .A(R"), B E .A(Rh), <p E (CW(B))", V, E (CW(A))h
tali ehe

x E A, .p(<p(y)) = y per ogni y E B, E n ..1= <p(B).

Il collega111cnto tra la nozione di insieme di classe Vi CW(Rn ) e la nozione di curva
semplice analitica chiusa è dato dalla Congettura 1.

Congettura 1. Se E è un insieme connesso ed E E VI CW(R") n K(R") allora esiste
q, E (CW(R))" tale ehe per ogni x, y E Il,

q,(x) i' q,(Yi se °< x - y < 27.,

q,(x + 27.) = q,(x),

dq,
Idr I > 0,

e si ha

q,(R) = E

Riguardo agli insiemi di classe V"CW(f2) possiamo porre la seguente congettura.

Congettura 2. Dato un sottoinsieme E C R n si ha E E v,I CW(f2) se c soltanto se

E n Il = E n Il,

XE E SL,,(Il),

E n Il c domCW(DS;u;).

Definizione 4. Dcfinia.n;o FhC W (f2) la. classe delle fllnzioni w tnli c1le, per ogni x E n
esistono A E .A(R"),/' E N,E1, ... ,Ev E V"CW(A) per cui x E A e

v

W(Y) = LXe;(Y)
ì=1
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Congettura 3. Se w E F"CW(rl), allora

rf(spt w n rl \ domCW(DSw)) = O.

Definizione 5. Date due funzioni w cd f definiamo il gra.ciiente tangenziale w'\lf
imponendo cile

dom w'V1= domC2(DSw) n domC' (f),

c, per ogni x E dom w\lI, il vettore wV f(x) abbia le componenti

"
w\1;I(x) = I( w'Vn(,)1. = o,J(x) - LO;,,; DS,,.(x) o,;f(x l·

j=!

COllgett ura 4. Date tre funzioni W, /1 ed /2 e posto

A = domC2(DSw) n domC' (fIl n domC' (f2),

sc I, (x) = j, (x) pcr ogni x E iL: supp w allora si ha su tutto A n sul'P w,

Al ;,roblcma dello scioglimento delle singolarità di una. varietà che sia il supporto di
1PHt funzione di classe Fii CW(Rn) corrisponde la seguente congettura.

Congettura 5. Sc w E F"CW(R") e sUPI' w E K(R" J,. :loraesistono m = m(h) E N,
E E V"CW(Rm

) n K(Rm), A E A(Rm) e 4> E (CW(A))" tali che E C A, w(x) = card {y E
E; d>(y) = xl e, posto b'j(x) = X

E
'Vj4>,(.T), si ha che la matrice b(x) ha caratteristica h per

ogni x E E.

CongettlJra 6. I funzionali definiti pcr w E F"CW(n) da

T(w, rl) = !n1'V'(DSw)IPw dr/'

~0no semicontinui inferiormente rispetto alla convcrgem~a in 5L h (n) per ogni p > 1, i E
N, i > 2.

Congettura 7. Siano I E CW(Rn
) talc che lim I(x) = +00, i E N, i > 3. Esiste

l.tl-·+oo

min {f IV'(DSwWw d'Ii' + (f w d'Ii')
2

+ f Iw d'Ii'}
lR" lR" lR"

nella classe delle funzioni w E F"CW(R').
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Seconda conversazione

Alcuni let.tori della prima conversazione hanno trovato scarse informazioni sul signi­
ficato geometrico delle derivate della funzione DSw(x) = ~ [dist(x, sul'P w)J2 . Possiamo
perciò enW1ciare una serie di congetture la cui conferma o confutazione chiarirebbe ampia·
mente tale significato.

Congettnra 1. Sia I E (CW(Rh))"-h, con l < h < n tale che 1/(0)1 = IV'1(0)1 = O;
sia E= {(XI, ... ,x,,) E R";Xi+h =/i(xI, ... ,xh),l <i <n- hl esiaw = XE' Allora

DSw(O) = O, V'DSw(O) = O,

8x;é)" DSw(O) = O per i I k,

8x;8x;DSw(0) = O per i < h,

8x;8x;DSw(0) = l per h < i <n,

per l < i < n - h, l < j, k < h.

Definizione 1. Per ogni w E F" CW(R") definiamo

"
[MCW(X))i = MCiW(X) = - L8xj8xj8x;DSw(x).

j=l

Possiamo enunciare alcune congetture riguarda.nti la funzione vettorÌale .A1Gw(x) pre­
cedentemente definita, dopo aver introdotto le seguenti notazioni: data w E Fh CW(R") e, ,
data,p E (C2(R"))" poniamo wdiv,p = L wV'i,pi e w6 ,p = L wV'i(wV'i,p).

i= l i= l

Congettura 2. Detta Id" l'identità su R", per ogm w E F"CW(R") e per ogni
,p E (CJ(R"))" risulta

r (MCw,,p)dr/' = _ r (wdiv,p)w dr/' =la.. la ..

= : [r w(Id" + t,p) dr/'j-' ,
t lan '=0

inoltre per ogni x E suppw risulta

MCw(x) = w6(Id,,)(x).
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Per ogni w E Fil CW (Rn) poniamo

l/(w)(X) = V'DSw(x).

Ino1trc~ dati due vettori a, lJ E R ll
, poniamo (a fZI b)ij = aibj.

Congettura 3. Sia I E CW(Rn) e, per ogni t E R, sia Et = {x E Rn;/(x) = t}. Per
quasi ogni t E R l'istùta

e
V/0VI

l/(XE.l = IVIl' - .

Se poi w E Fhcw(Rn) con h > O, per quasi ogni t E R si ha

e per rfl-l_qt: :;Ì ogni x E supp w n Et risulta

( ) ( (
wV/(.r-)0 wV/(x)

l/ WXE, )(x = l/ w) x) + . I( )1'1IIJ'l :t

Con le nota.zioni della. Congett.ura 3 sarebbe interessante esprimere lVfG(wX
EI

) in
funzione di wVI, wV' I, V' DSw, V3 DSw .

Con l'introduzione di MCw, si possono prendere in considerazione altri problemi
variazionali del tipo di quelli esposti nella prima conversazione.

Congettura 4. Siano I E CW(Rn), < > Oe p > O. Esiste

min { r < IMCwl' tu dr(' + r I w dr(' }
lR" lR"

nella classe delle funzioni tu E Fhcw(Rn) tali che fRn w dr(' < p.

Si possono anche considerare problemi varia,;r,ionali con discontinuità libere.

Congettura 5. Siano I E CW(Rn), < > O, l' > Oe ). > O. Esiste

min { r.< IMCwl' w dr(' + r I w dr(' +). r('-l(J() }
lR" lR"

nella classe delle coppie (J(, tu), dove I( E K (Rn) e tu E Fh CW (Rn\I\) verifica la condizione
fRn w dr(' < 1"
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Terza conversazione

Varie situazioni naturali sugp;criscono riclea di vill'ietà analitiche a tratti (basta pensare
per esempio ad una lastra di vetro colpita da un sasso) e questo fa ritenere che vi sia. un
qualche interesse nello studio di problemi nlatematici le cui soluzioni sono analitiche a
tratti.

In questa conversazione si utilizzano le notazioni introdotte nella prima conversazione.
Accanto llila definizione di varietà anali tica su O (cfr. definizione 3 della prima con­

versazione ), può essere interessante introdurre In. nozione di varicf,à mmlitica. con bordo
ana.lit.ico su O.

Definizione 1. Definimno V/lBCW(O) la classe degli insiemi E C R" tali elle EnO =

Enl1 e per ogni x E Enl1 esistono A E A(Rn), B E A(R"), <p E (CW(B))", '" E (CW(A))"
e zERI. tali che

x E A, V'(<p(y)) = y per ogni y E B, E n A = {<p(y); y E B, (y,z) > Dj.

De"iìnizione 2. Sia E C R" un insieme r(l-misurabile. Poniamo

a(E,7{,) = {XERn; esiste

Osservazione 1. Se E E VhBCW(l1) allora atE, H') E V,'-l CW(l1).

Accanto alle definizioni precedenti l introduciamo anche alcune classi di varietà anali­
tiche fuori di un insieme singolare (ri:)p. varietà analitiche con bordo analitico fuori di un
insieme singolare ).

Definizione 3. Siano l1 E A(Rn), h E N con D < h <n e s E N, O < s < h.
Definiamo VhQ,CW(l1) (risp. VhQ,BCW(l1)) la classe degli insiemi E C l1 tali che

esiste un insieme C relativamente chiuso in l1 con H'( C n l1) = De E E V"CW(l1 \ C) (risp.
E E V"BCW(l1 \ C)).

Definiamo inoltre V"Q,CW(l1) (risp. vhQ,nCW(l1)) la classe degli insiemi E C l1 tali
che esiste un insieme C relativamente emuso in l1 con dimJt( C nl1) < s e E E V" CW (l1 \ C)
(risp. E E V"BCW(l1 \ C)).

Con le notazioni precedentemente introdotte il0ssiarno formulare alcune congetture
riguard<U1ti la regolarità parziale delle soluzioni di un problema di minimo con discont.inuità
libere studiato in E.De Giorgi-M.Carricro-A.Leaci: Existencc Theorcm for a NIinimurn
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Problem with Free Discont.inuity SeI., Arch. Rationa! Mech. and Ana!ysis, 108(1989),
195-218 (cfr. anche E. De Giorgi: Free Discontinuity Pr.,blems in Calculus of Variations,
At.ti del convegno in onore di J.L.Liono, Pn.rigi 1988, cong.3, 5, G ).

Congetturo. 1. Assegnati .À > Oe 9 E CW(Rn) n U(Rn) n Loo(Rn), sia (C, ii) una
soluzione del problema

min { r 1\7v.I'dx + r Iv. _ gl'dx + .À1f'-1 (C)},
C,ti )Rn\c JR"\C

al v;.uia.rc di C tra i sottoinsicmi chiusi di Rll e al variare di u tra le funzioni di C W (Illl \ C).
Allora risulta C E '''_lQ''_lCW(Rn).

Una congettura. ancore. :-'ju fine è la seguente.

Congettura 2. Esiste una. soluzione (C,u) del problema d~ .ninimo formulat0 nella
congettura l tale che C E 11;'-1 Q,,_,CW(R").

La congd.t.ura seguente riguarda un problema Htipo Plateaull con <1iscolltmuità libere.

Congettura 3. Assegnati .À > O e un insieme chiuso C C Rn con H'(C) < +00,
esiste

min{1f'+1(E)+ n/'(L)} ,
LE•

al variare di L tra i ." .... ~toinsiemi chiusi di RH e ::ù. variare di E nella classe Vh+ 1 BCW(RII \L)
con la condizione D(E, H'+l) \ L = C \ L.

Congettura 4. Assegnati À > O, un insieme chiuso C C R" con 1f(C') < +00 c un
insieme S E Vh+rCW(R") con r > l, esiste

al varia.re di L tra i sottoinsiemi chiusi di Rll e al variare di E nella. classe Vh+ l DCW(R l'l \L)
con le condizioni E C S e D(E, H'+l) \ L = C \ L .

Per il problClt.a considerato nella. congettHra 3 (oppu::-e nella congettura 4) sarebbe
interessante trovare condizioni affinché

lim
>'-+00

COEgettura 5. Supposta vera. la congcttnra 3 se
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allora esiste
min { 'H"+ 1(El} ,
L,E

al variare di L tra i sottoinsiemi chiusi di R" con 11'(L) = Oe al variare di E nella classe
Vh+l BCW(Rn \ L l con la condi7,ione a(E, 11"+ l l \ L = C \ L e tale minimo coincide con Cf.

Si può formulare una congettura analoga alla precedente anclle per il problema consi­
derato nella congettura 4.
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Quarta conversaz~)l1e

Per dimostrare l'esist.enza di soluzioni del problema di minimo

{ l\7ul' d}f' + }f'-l (11 n J() + ( lu - gl' d}f'
1nV( Jn\l<

al variare di J( nei chiusi di R", u in CW(" \ J() e g E CW(I1) n L' (11) n L=(I1) assegnata, è
stato utile introdurre la classe di funzioni Sn1!,;(\1) approssimabili in LI,,(n) da funzioni
u; E CW(n \ J(;) tali che la somma

è limitata al variare di i. Per la definizione e le proplietà degli spazi SBV si vedano i
lavori citati nella terza conversazione, ed i seguenti:

E.De Giorgi-L.Ambrosie.. Un nuovo tipo di funzionale del calcolo delle variazioni, Atti
Accad. Naz. Lincei, Rend. Cl. Sci. Fis. Mat. Natur., serie 8, 82 (1988), 199-210;

L.Ambrosio: A compactness thcorem far a special dass of functions of bounded va­
riation, Boll. UMI 3-B(1989), 857-881;

L.Ambrosio: Existence theory for a new class of variatioIlal problems, Areh. Rational
Mech. Ana1., in corso di stampa..

Volendo introdurre un concetto analogo nella teoria delle varietà h dimensionali, diamo
la seguente defiilizione.

Definizione 1. Sia h un intero compn.:.::iO tra 1 ed n, c sia et> 1, n aperto in Rn.
Definiamo la classe FSBVt (11) come la classe clelle funzioni cli Dm cl localmcn te sammabili
tu : n --+ {O, 1, ... } tali cIle esistono una successione di compatti le c n, una. successione
cli funzioni W; E F"GW(11 \ J(;) tali che W; ----> W in SL,,(lì) e la somma

è limi tata. al variare di i.

Congettura 1. Se tu E FSBv~~(n) esiste una successione di insiemi 1-f-rettificabili
E; tali che

=
w(X)=LXE;(X) V.xEI1.

i=l
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Congettura 2. Se Il = n , allora

inf{w,p} E SBV(n)

per ogni intero p. Per la definizione della classe di funzioni speciali a vnriazione limitata
SBV(S1), si ved,mo i lavori citati nella terza conversazione e relativa bibliografia.

Congettura 3. Se,", > il e w E FSBVh(lI), esistono "I," : li -. [0, +00]' S," C n tali
che

,l'I { <P"l':"wd7-é' +.\, J 'f drt'-' <ln Sw

<liminO, {'fI,V'(DSWiWW,dH'+.\, ( <pdH'-'
1-+00 ln 1 lJ(;

per ogni scelta di À1 , À2 > O, 'P E Cg(fl) non negativa e successioni ](1, Wi come nella
definizione 1. Inoltre, esiste una successione ](i, Wj per la quale

Congettura 4. Sia O' > h. Per ogni À> Ocd ogni misura non n("_~n.tiva /1 in fl esiste
il minimo di

Tra le varie proprietà di regolarità delle funzioni minimanti tu della congettura 4, ne
segnaliamo una che potrebbe essere utile per varie applica.zioni.

Congettura 5. Sia w E FSBVhO(lI) una funzione millimizzante il funzionale della
congettura 4. Si ha allora

ove
• h-l, . H"({x E Rn: dist(x,J() < p})

iV! (1,)= hm _1+1
p_o+ W n -Iz+1 pn I

per ogni insieme compatto ]( C Sru.
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Quinta conversazi"Jne

In questa conversazione useremo le notazioni introdotte nelle precedenti conversazioni,
a cui rinviamo per le definizioni.

Defl. nizione 1. Sia v E L:oc(RnJ d1tI
). Diremo clle v ammette funzione ta.ngente in

Xo se esiste una funzione oo(xo) E SLh(Rn) tale elle ris.tlti

limi. v(xo+py)g(Y)dtf(y)=i. oo(xo)(y) g(y) d1f'(y)
p-o R" R"

Quando una tale funzione esiste porremo FtghV(XO) = oo(xo),

per ogni 9 E C.;"(R").

Definizione 2. Sia v E LI.,(R" ,d1t'). Diremo ebe v ",nmette gradiente tangente in
Xo se esiste una funzione Po(xo) E SLh(Rn) tale ebe per ogni 9 E C.;"(Rn) risulti

lim ( v(xo + py) - v(xo - py) g(y) d1f'(y) = ( Po(xo)(y)g(y) d1f'(y).
p-o lR" 2p lRn

QllaJldo una tale funzione esiste porremo '\7tghV(XO) = Po(xo).

Definizione 3. Sia v E Li.,(Rn, dH'). Se esiste una fU1lzione '"Io(xo) E SLh(R") tale
elle per ogni 9 E c,r(Rn) risulti

lim i. (v(xo + py) - v( Xo - py)) g(y) d1f' (y) = i. '"Io(xo )(y) g(y) d1f' (y),
p-o R" R"

allora porremo DtghV(XO) = '"Io(xo),

Osserviamo che gli operatori appena definiti sono locali c lineari.,
E interessante considerare anche iterazioni di tali operatori.

Definizione 4. Sia v E L).,(Rn,dH'). Poniamo:

FT ( ) _ {Ft9hV(X)(y)
hV X,Y - O

DT ( ) {
DtghV(X)(y)

ltV x, y = O

se esiste Ftghv(x) .
se non esiste FtghV(X) ,

se esiste DtghV(X)
se non esiste Dtgh v(x)

ed inoltre:
FTlv = FT'h(FThV),

i+ I iFTh V = FT"h(FThv) per ogni i > 1.
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Enunciamo ora alcune congetture riguardanti il comportamento delle classi VhCW cd
FII CW introdotte nella prima conversazione rispetto a questi operatori.

Congettura 1. Sia w E FhCW(R"). Allora per ogni x E R' esistono Ftghw(x),
Vt9hW(X), fJtghW(X) ed inoltre si ha VtghW(X) = Oe fJtghW(X) = Oper ogni x E R".

Congettura 20 Sia! E C1(R") e w E FhCW(R"). ALora per ogni x E R" esistono
Ftgh(fW)(X), Vtgh(fW)(X), fJtgh(fW)(X) ed inoltre si ha

Ftgh(fw)(X) = !(X)FtghW(X)

Vtgh (fw)( X)(y) = (V!(x), y)Ftghw(x )(y)

fJtgh(fW)(X) = O

Congett.ura 30

Le seguenti congetture legano gli operatori definiti in questa conversazione con l'opera­
tore w'\l introdotto nella prima conversazione.

Congettura 4. Per ogni 11 E N e per ogni h E N con h < n esiste un polinomio lp !l,n
tale che per ogni w E FhCW(R") e per ogni I( E K(R") risulta

Congettura 50 Sia E E Vh_1CW(R") n K(R") e sia w E FhCW(R" \ E); se esiste
p > O ta.le che

allora per ogni x E R" esistono FtghW(X), fJtg,.w(x) e si ha 21fJThwl E F2h - 1CW(R2").
Inoltre le seguenti due condizioni sono equivalenti:

(a) Per ogni! E C1(R") esiste Vt9h(fW)(X) per ogni x E R"
(b) fJtghW(X) = Oper ogni x E R".

Congettura 6. Siano v, tu E Fhcw(Rn), k E N e supponiamo che per un certo x sia
v(x) = w(x) e che per ogni i <k si abbia vV;Id,,(x) = wV;Id,,(x)o Allora

FTi.v(x, z) = F7i.w(x, z) per ogni z E R'1(1' -n e per" ogni i < k.

Passiamo ora ad enunciare alcune congetture di tip0 variazionale.
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Congettura 7. Sia E -= Vh- 1 CW(R")nK(R") e sia w E FhCW(R" \E); supponiamo
che esista p > O tale che

Allora per ogni i > h + l esiste finito il

al variare di u E FhCW(R" \ E) con 8Thu = 8Thw.

Congettura 8. Sia E E Vh_1CW(R")nK(R") e sia w E FhCW(R" \E); supponiamo
che esista p > O tale che

Allora per ogni i > 2 esiste finito il

al variare di tt E F"CW[(R" \ (E U K)] con K chiuso, 11'-1 (K) = Oe 81g" u(x) = 81g"w(x)
per ogni x E R" \ K.


