1. Varieta analitiche e problemi variazionali connessi

Prima conversazione

In questa conversazione diamo una definizione di varieta analitica con peso intero
immersa in R™ (vedi Definizione 4) che sembra conveniente nello studio dei problemi
variazionali (vedi Congettura 7). E ovviamente aseai probabile che definizioni analoghe
alla Definizione 4 e problemi analoghi a quelli considerati niella Congettura 7 siano gia noti
nella letteratura matemadtica.

Indichiamo con AR™) la famiglia degli aperti di R"™ e con K(R") la famiglia dei
compatti di R™. Per ogni 4 € AR") indichiamo con C¥(A) lo spazio delle funzioni
analitiche reali in A. Data una funzione v poniamo

domC“(v) =U{A € AR");v € C¥(A)}.
In maniera analoga si definiscc domC*(v) per ogni & € N U {+oc0}.

Per h € N con 0 < h < n, sia H* la misura %-Cimensionale di Hausdorff. Indichiamo
con B)(z) la sfera {y € R";|y — z| < p} e poniamo w;, = H'(B}(x)).

Nel seguito consideriamo (2 fissato in AR™).

Definizione 1. Definiamo SL;(2) la classe delle funzioni v € L} (Q?tﬂ{‘) tali che

. ) loc
si abbia

p—U

dom v N = {z € Q : esiste finito lim p'_h ] v(€) dhb(f)}:
B2 (z)

ed inoltre risulti, per ogni x € dom v N £,

fp—10 r.u;,.p*

v(z) = lim - - /;3“( }'U(f) dH (€).

Definizione 2. Date (f;)jen ¢ foo, diciamo che f; — foo, in SLy(§2) se e solo se
fj:fr:ﬂ S SL};(Q) €

j—rt 00

lim gﬁﬂfz/ghdﬂ
§2 £2
per ogni g € C(£2).

9



Assegnata una funzione v definiamo, per ogni x € R",

[dist(x, supp U)]z ,

DSwv(z) = %

dove con suppw si € indicato il supporto i v.

_ Definizione 3. Definiam» Vi, C¥(Q2) la classe degli insiemi E C R™ tali che ENQ =
ENQ e per ogni = € ENQ esistono A € AR™), B € AR), p € (C(B))", ¥ € (C*(4))"
tali che

t€A, P(o(y) =y perogniy€B, ENA=qp(B).

I1 collegamento tra la nozione di insieme di classe VyCY(R"™) e la nozione di curva
semplice analitica chiusa ¢ dato dalla Congettura 1.

Congettura 1. Se E € un insieme connesso ed E € VC“(R™")NKL(R") allora esiste
¢ € (CY(R))" tale che per ogni 2,y € R,

#(z) # Bly) se 0 <z —y < 2,
‘?5(1' + Eﬂ-) — qz)(m)r
do

—| > 0,
b

e s1 ha

o(R)=F.
Riguardo agli insiemi di classe V), C*(Q2) possiamo porre la seguente congettura.
Congettura 2. Dato un sottoinsieme £ C R" si ha E € V,C¥(2) se e soltanto se
EnNQ=ENQ,
XE € SL,(Q)),

ENQ C domC¥ (DS ).

Definizione 4. Decfiniaiio F),C¥(2) la classe delle funzioni w tali che, per ogni x € §2
esistono A € AR"),v e N E;,...,E, € V;CY(A) percuiz € A ¢

V
w(y) =Y Xz (¥) per ogni y € A.
=1
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Congettura 3. Se w € F,,C% (1), allora
H (spt wN Q\ domC*(DSw)) = 0.

Definizione 5. Date due funzioni w ed f definiamo 1l gradiente tangenziale ,,V f

imponendo che
dom oV f = domC?*(DSw) N domC*(f),

e, per ogni x € dom V[, il vettore .V f(x) abbia le componenti

wvtf(i) — [( tuvf)(T)]; == 5:::..}‘.(17) o ZGE.IJ Dsﬂrl) an f(.'.'ﬂ)
j=1

Congettura 4. Date tre funzioni w, f; ed f, e posto
A = domC?*(DSw) N domC*(f1) N domC*(f;),
se fi(z) = fa(x) per ogni & € A supp w allora si ha su tutto A N supp w,
wvfl - w‘?fi .

Al sroblema dello scioglimento delle singolarita di una varieta che sia il supporto di
tna funzione di classe Fj, C“(R"™) corrisponde la seguente congettura.

Congettura 5. Sew € Fj “(R")esuppw € K{R"), loraesistonom = m(h) € N,
EecV,C*(R™")NKR™), Ac AR™)ede (CY A" tali che E C A, w(z) = card {y €
E; #y) =z} e, posto bij(x) = 5 _V;¢i(z), si ha che la matrice b(z) ha caratteristica h per

ogniz € F.

Congettura 6. I funzionali definiti per w € Fj,C*(Q2) da
Flw,2) = / IVY(DSw)|Pw dH"
Q

sono semicontinui inferiormente rispetto alla convergenza in SLy(£2) per ogni p > 1, @ €

N, i> 9.

Congettura 7. Siano f € C¥(R") tale che lim f(z) = 400,72 € N, 7 > 3. Esiste

|z|—++o0

min ﬁf VI (DSw)|[*w dH" + w dH’ 2+ fw dH"
I ([ o)« [ o]

nella classe delle funzioni w € F),C¥(R").
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Seconda conversazione

Alcuni lettori della prima conversazione hanno trovato scarse informazioni sul signi-
. . . . 2 _
ficato geometrico delle derivate della funzione DSw(z) = 7 [dist(z,supp w)]” . Possiamo

percio enunciare una serie di congetture la cui conferma o confutazione chiarirebbe ampia-
mente tale significato.

Congettrra 1. Sia f € (C*(R"))* ", con 1 < h < n tale che |f(0)| = [Vf(0)| = 0;
sia = {(z1,...,2,) €E R zi4p = fi(z1,...,21),1 L2 <n—h} esiaw = x,. Allora

DSw(0) = 0, VDSw(0) =0,

87,0, DSw(0) =0  per i #Fk,
0,0, DSw(0) =0 per 1t < h,
07,0, DSw(0)=1  per h<i<n, ‘
Oziyn Oz; 02, DSw(0) = —0,;0,,fi(0) per 1<i<n—h, 1<j5k<h,

Definizione 1. Per ogni w € F;,C*(R") definiamo

[MCw(z))i = MCiw(z) = — Y 04,;05,05,DSw(x).

j=1

Possiamo enunciare alcunc congetture riguardanti la funzione vettoriale M Cw(z) pre-
cedentemente definita, dopo aver introdotto le seguenti notazioni: data w € F,C¥Y(R") ¢

data ¥ € (C?*(R™))" poniamo ,divep = »  Vihi e A=Y Vi(uVith).
1=1

1=1

Congettura 2. Detta Id, I'identita su R™, per ogni w € F,C“(R") e per ogni
P € (Cg(R™))" risulta

/n(JMCw,xL') dH' = — (wdive)) w dH' =

R
— % [/nw(rdn+t¢) dH’J .J,

=0
inoltre per ogni z € supp w risulta

MCw(z) = ,AOId,)(z).
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Per ogni w € F,C“(R") poniamo
v(w)(z) = VEDSw(z).
Inoltre, dati due vettori a, b € R", poniamo {a ® b);; = a;;.

Congettura 3. Sia f € C¥(R") e, per ogni t € R, sia E; = {z € R"; f(z) = t}. Per
quast ogni ¢t € R risulta

-Et € 1/r'n;—-lCM(:R'“) y  XE, € -Fn—lcw(Rn)}

Vi@V
H(XEt) _ |Vf|?‘ *

Se poi w € b, CY(R™) con h > 0, per quasi ogni ¢ € R s1 ha

wxp, € Fr-1CT(RTY),

e per H* ™1 —qu 3i ogni = € suppw N E risulta

w_‘{?f(T) & w?f(n:) ‘

V(e (@) = viw)(@) + = G

Con le notazioni della Congettura 3 sarebbe interessante esprimere MC(wxyg, ) in

funzione di V£, ,V?f, V:DSw, V*DSw .

Con l'introduzione di M Cw, s1 possono prendere in considerazione altri problemi
variazionali del tipo di quelli esposti nella prima conversazione .

Congettura 4. Siano f € C“(R"), e > 0 e p > 0. Esiste
min{ / e |IMCw|* w dH"* + fw dH* }
n Rﬂ.

nella classe delle funzioni w € FjC'“(R™) tali che fR“ wdH' <p.
Si possono anche considerare problemi variazionali con discontinuita libere.

Congettura 5. Siano f € C¥(R"), e >0,p > 0 e A > 0. Esiste

min{ / e [IMCw|? w dH" —i—/ fwdH +XH ) }
Rn

T

nella classe delle coppie (K, w), dove X € K(R")ew € F,C¥(R"\ K) verifica la condizione
fR" wdH <p .
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Terza conversazione

Varie situazioni naturali suggeriscono I'idea di varieta analitiche a tratti (basta pensare
per esempio ad una lastra di vetro colpita da un sasso) e questo fa ritenere che vi sia un
qualche interesse nello studio di problemi matematici le cui soluzioni sono analitiche a
tratti.

In questa conversazione s1 utilizzano le notazioni introdotte nella prima conversazione.

Accanto waia definizione di varieta analitica su 2 (cfr. definizione 3 della prima con-
versazione ), puo essere interessante introdurre la nozione di varieta analitica con bordo
analitico su §2.

_ Definmizione 1. Definiamo V), BC“()) la classe degli insiemi E C R™ tali che ENSQ =
ENQ e per ogniz € ENQ esistono A € AR™), B € AR"), ¢ € (C¥(B))*, ¢ € (C¥(A))"
e z € R" tali che

x €A, Yle(y)=y perogniye B, ENA={p(y)y€ B,{y,z)>0}.

Definizione 2. Sia F C R™ un insieme H*-niisurabile. Poniamo

NE,H") = {;‘r € R™; esiste lim cus( 2?rfl?f‘(E M Bﬁ(r))) = —1} .

p-—+{}‘|“

Osservazione 1. Se E € V, BC* () allora B(E,Hh) € Vi1 C¥(82).

Accanto alle definizioni precedenti, introduciamo anche alcune classi di varieta anali-
tiche fuori di un insieme singolare (risp. varieta analitiche con bordo analitico fuori di un
insieme singolare ).

Definizione 3. Siano 2 € AR"),he Ncon0<h<neseN,0<s<h,

Definiamo V;,Q,C*(2) (risp. V3 Q,BC¥(2) ) la classe degli insiemi E C Q tali che
esiste un insieme C' relativamente chiuso in  con H*(CNQ) =0e E € V,C¥(Q\C) (risp.
E € V,BC*(Q2\ C)).

Definiamo inoltre V;,Q ,C¥(Q) (risp. VaQ,BC*(2) ) la classe degli insiemi E C §) tali
che esiste un insieme C' relativamente chiuso in  con dim»(CNN) < se F € V,CY(2\C)
(risp. E € V, BC*(Q\ C)).

Con le notazioni precedentemente introdotte j:nssiamo formulare alcune congetture
riguardanti la regolarita parziale delle soluzioni di un problema di minimo con discontinuita
libere studiato in E.De Giorgi~M.Carricro—A.Leaci: Existence Theorem for a Minimum
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Problem with Free Discontinuity Set, Arch. Rational Mech. and Analysis, 108(1989),
195-218 (cfr. anche E. De Giorgi: Free Discontinuity Problems in Calculus of Variations,
Atti del convegno in onore di J.L.Lions, Parigi 1988, cong.3, &5, 6 ).

Congettura 1. Assegnati A > 0c g € C*(R*)N L*(R") N L®(R™), sia (C,%) una
soluzionce del problema

h

min / |Vui2d:1:+/ lu — gl*dx + XH"HC) ¢,
Ciw | JRr\C R"\C

#

al variare di C tra i sottoinsiemi chiusi di R™ e al variare di u tra le funzioni di C¥(R"\ C).

Allora I‘iSLlltE‘L "CT € rn—i Qn— 1 Cw(};{'n)

Una congettura ancora ;i1 fine ¢ la seguente.

Congettura 2. Esiste una soluzione (C,u) del problema d: ininimo formulato nella
congettura 1 tale che C' € V,,_ 1Qn, ,CY(R™).

La congrttura seguente riguarda un problema “tipo Plateau” con discontinuita libere.

Congettura 3. Assegnati A > 0 e un insieme chiuso C C R™ con H'(C) < +oo,
esiste

1]:111:1 {'H{”-{'l (E)+ ) H' (L)},

al variare di L trai=-“toinsiemi chiusi di R™ e al variare di F nella classe V.1 BC“(R"\ L)

con la condizione O(E, H"*")\\ L =C\ L.

Congettura 4. Assegnati A > 0, un insieme chiuso C C R™ con H*(C) < +00 e un
msieme S € Vyy .C“(R"™) con r > 1, esiste

min {H'" 1(E) + r\ﬁt(L)}a

L,E

al variare di L tra i sottoinsiemi chiusi di R” e al variare di F nella classe V1 BC“(R™\ L)
con le condizioni E C S e 0(E,H**")\L=C\ L.

Per 1l problcina considerato nella congettura 3 (oppure nella congettura 4) sarebbe
interessante trovare condizion affinché

lim  min {H"TY(E) + AH' (L)} < +co.
Aortoo  L.E

Con:gettura 5. Supposta vera la congettura 3 se

AETW nun{?'{ THE) + \’H( )} = < 00
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allora esiste

min {H'"(E)}

al variare di L tra i sottoinsiemi chiusi di R® con H*(L) = 0 e al variare di E nella classe
V41 BC¥(R™\ L) con la condizione §(E, H*+!)\ L = C'\ L e tale minimo coincide con a.

Si pud formulare una congettura analoga alla precedente anche per il problema consi-
derato nella congettura 4.
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Quarta conversaz:one

Per dimostrare 'esistenza di soluzioni del problema di minimo

/ Vu]? dH* + H QN K) + / lu — g|* dH*
O\ K

Q\ I

al variare di I nei chiusi di R™, v in C¥(02\ K) e g € C¥(Q)NL* ()N L>®(§2) assegnata, &
stato utile introdurre la classe di funzioni SBV,2(Q) approssimabili in L], () da funzioni

u; € CY(02\ I;) tali che la somma

/ I‘i?uflz dH" + 'H"'_I (I‘fl) + / |'u,1-| dH"
Q\ K,

Q\I<;

e limitata al variare di :. Per la defimizione e le proprieta degh spazi SBV si vedano 1
lavori citati nella terza conversazione, ed 1 seguenti:
E.De Giorgi—L.Ambrosic. Un nuovo tipo di funzionale del calcolo delle variazioni, Atti

Accad. Naz. Lincei, Rend. Cl. Sci. Fis. Mat. Natur., seric 8, 82 (1988), 199-210;
L.Ambrosio: A compactness theorem for a special ciass of functions of bounded va-

riation, Boll. UMI 3-B(1989), 857-881;

L.Ambrosio: Existence theory for a new class of variational problems, Arch. Rational
Mech. Anal., in corso di stampa.

Volendo introdurre un concetto analogo nella teoria delle varieta A dimensionali, diamo
la seguente defiuizione.

Definizione 1. Sia h un intero compreso tra 1 ed n, e sia a > 1, §) aperto in R"™.
Dcfiniamo la classe F'S BV,*(§2) come la classe delle funzioni di Borcl localmente sommabili
w:§ — {0,1,...} tali che esistono una successione di compatti I; C §2, una successione
di funzioni w; € Fj,C¥(Q2\ I{;) tali che w; — w in SLy(§¢) e la somma

H 1K) +f

JO\K;

“w; dH

W; dH* + / leE(DSuri)

Q\K;

h * * . = o w
e Iimitata al variare di 1.

Congettura 1. Se w € FSBV,*(Q2) esiste una successione di insiemi H*-rettificabili
E: tali che

o0

w(m) = Z in}t,(ﬂ?) Vx € (.

=1
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Congettura 2. Se i = n, allora
inf{w, p} € 5BV()

per ogni intero p. Per la definizione della classe di funzioni speciali a variazione himitata
SBV(§2), st vedano 1 lavori citati nella terza conversazione e relativa bibliografia.

Congettura 3. Se a« > h e w € FSBV,*(Q2), esistono 7, : & — {0, +00], S, C 2 tali

Alft,ofyiwcﬂ{’ +- lg[ odH"1 <
2 S

T

che

Eljminf)‘lf%"1373(}35“}:‘)‘““;1 {17_“)14_}\2/ o dH 1
& K;

t— 400

per ogui scelta di A, Ay > 0, p € CJ(2) non negativa e successioni I{;, w; come nella
definizione 1. Inoltre, esiste una successione I;, w; per la quale
; . I q

/\1/ oy w dH' —1—/‘\2/ wdH' ™ =
Y: Sw

“wy dH + A; / o dH L.

iK;

== 11[‘[1 )'q/ t,cﬂlwvg(DSwi)
Q

Congettura 4. Sia @ > h. Per ogni A > 0 ed ogni misura non ne “ativa g in 2 esiste
1l minimo di

/ [y 1w dH 4 NH T (S0) -I-/ (DSEU)E du.
§2 {2

Ira le varic proprieta di regolarita delle funzioni mimimanti w della congettura 4, ne
segnaliamo una che potrebbe essere utile per varie applicazioni.

Congettura 5. Sia w € FSBV*({1) una funzione minimizzante il funzionale della
congettura 4. Si ha allora

7_{'1-—1(5“’) — MJ.—] (‘Sw),

ove
H" ({1 € R : dist(z, ) < p})

n—h+41

MY EK) = lim

p—0F Wn—h41p

per ogni insieme compatto IS C S,,.
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Quinta conversaziune

In questa conversazione useremo le notazioni introdotte nelle precedenti conversazion,
a cui rinviamo per le definizioni.

Definizione 1. Siav € L} _(R"™,dH"). Diremo che v ammette funzione tangente in

to se esiste una funzione a,(x9) € SLr(R") tale che risult

131'1’1/ v(zo + py) 9(y) dH' (y) = / ay(r0)(y) o(y)dH' (y)  per ogni g € C3°(R™).

p—*ﬂ n

Quando una tale funzione esiste porremo Ftgpv(zo) = ay(xg).

Definizione 2. Siav € L} (R",dH"). Diremo che v ammette gradiente tangente in

loc

To se esiste una funzione B,(zq) € SLy(R™) tale che per ogni g € C§°(R™) risulti

i [ HE W) 22002 U)oy ar(y) = [ ulamn)lo)oto) dHE ),

p—0 2p

Quando una tale funzione esiste porremo Vigpv(zg) = By(To).

Definizione 3. Siav € L] _(R",dH"). Se esiste una fupzione v,(z¢) € SLy(R™) tale

loc

che per ogni g € C§°(R"™) risulti
lim [ (v(zo + py) — v(zo — py)) 9(y) dH' (y) = / 7o (o) () 9(y) dH' (v),

ﬂ—"D Rn "

allora porremo Otgrv(ao) = Yo (x0).

Osserviamo che gli operatori appena definiti sono locali e lineari.
E interessante considerare anche iterazioni di tali operatori.

Definizione 4. Siav € L! (R",dH"). Poniamo:

loc

| Ftgpv(z)(y) se esiste Ftgpv(z)
FIvv(z,y) = {G se non esiste Ftgpv(z)’

| Otgre(z)(y) se esiste Otgpv(x)
OTwv(z,y) = { 0 se non esiste Jtgpv(x)

ed 1noltre:

FT?v = FTy,(FTyv),
FTit v = FT3:, (FTyv) per ognt t > 1.
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Enunciamo ora alcune congetture riguardanti il comportamento delle classi V,C¥ ed
Fp C* introdotte nella prima conversazione rispetto a questi operatori.

Congettura 1. Sia w € F,C¥(R"). Allora per ogni ¢ € R" esistono Ftg,w(z),
Vigrw(z), dtgrw(z) ed inoltre si ha Vigaw(z) = 0 e dtgpw(z) = 0 per ogni = € R™.

Congettura 2. Sia f € C'(R™) ¢ w € F,C¥(R"). Aliora per ogni z € R™ esistono
Ftgn(fw)(z), Vigi(fw)(z), dtga(fw)(z) ed inoltre si ha

Figu(fw)(z) = f(z)Ftg,w(z)

Vigi(fw)(z)(y) = (Vf(z),y) Ftgnw(z)(y)
Otgr(fw)(z) =0

Congettura 3. Se w € F;,C“(R"), per ogni i\g 1 si ha FT}w € FE;_JIC“"(RE;“)_

Le seguenti congetture legano gli operatori definiti in questa conversazione con 'opera-
tore .V introdotto nella prima conversazione.

Congettura 4. Per ognin € N e per ogni h € N con h < n esiste un polinomio ¢ ,
tale che per ogni w € FC¥(R") e per ogni I € K(R"™) risulta

/ " FTyw(2)dH"(z) = p" / onn(wVIdn, wV2Id,)wdH:.
ICx B,(0) K

Congettura 5. Sia E € V4 CY(R") NK(R") e sita w € FRCY(R" \ F); se esiste
p > 0 tale che

o0 ;

Z: (;)I / lTIFiIanU?d}KI < 400
. Rﬂ

allora per ogni z € R" esistono Ftgpw(z), Otgrw(z) e si ha 2|0Thw| € Fyp_1 C¥(R*"™).
Inoltre le seguenti due condizioni sono equivalenti:

(a) Per ogni f € C'(R") esiste Vigy(fw)(zx) per ogni z € R

(b) Otgrw(z) = 0 per ognt z € R™.

1=1

Congettura 6. Siano v,w € F;,C*(R"), k € N e supponiamo che per un certo z sia
v(z) = w(z) e che per ogni ¢« < k si abbia V'Id,(z) = ,V'Id,(z). Allora

FTiv(z,2) = FTiw(z, 2) per ogni z € Rm2' -1 ¢ per ognt 1 < k.

Passiamo ora ad enunciare alcune congetture di tipo variazionale.
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Congettura 7. Sia E ¢ V,_CY(R")NK(R") esiaw € FCY(R"\ E); supponiamo

che esista p > 0 tale che

0

(;),/ Vi Id, PwdH < +oo.
1 . n

1

Allora per ogni ¢ > h + 1 esiste finito il

min { / 1V'Id, |?-udh"}

al variare di u € F), C¥(R"™ \ E) con 0Thu = 0T w.

Congettura 8. Sia F € V,_1C*(R")NK(R") esiaw € F;,C*(R"™\ E); supponiamo
che esista p > 0 tale che

(‘fz')' fR |V Id, |2wd? < 4o0.

1=1

Allora per ogni ¢ > 2 esiste finito il
]

min{j |u‘?i1dn|2ud?‘f‘}
Rn

al variare di u € F;,C*[(R™\ (EUXK)] con K chiuso, H* ! (K) = 0 e dtgpu(z) = dtgrw(z)
per ogni z € R" \ K.



