
O. Richiami sulle misure di Hausdorff

Per comodità delleUorc richiamiamo brevemente la definizione delle misure di Hal1
sdorff c il concetto di insieme rcttifinl h ilc, rinvia.ndo ppr esempio a: H.Federer, Geometrie
:tvleasure Theory, Springcr per una ampia. trat.tazione di questi argomenli e per le dimo
straz.ioni.

Definizione 1. Sia (X, 1") uno spazio topologico e sia P(X) l'insieme del1e parti di X.
Si deiìl1isce misura di Borel regolare una applicazlOIle l' : P(X) -< [O, +ooJ tale che 1) "
è numer:lbilmcnte SUbildclitiva., cioè per ogni successione (Ei)j di sottoinsiemi di X risulta

2) i 1Jorclia.ni di X sono misurabili secondo CarathéodOl'Yl cioè per ogni l.wrdi;lIJO n c X
risulta

,,(E) = ,"(E n B) + IL(E \ B) per ogni E C X ;

3) per ogni E C X risulta

Il(E) = inf{,,(B); E C B,B borcliano) .

Definizione 2. Sia (Ad, 0') uno spazio metrico, e sia Il > O un numero rcalc. Si
defìniscc la. mislJJoa di Hallsdorff h-dimcllsiomllc rispetto alla distalll:l:l. a ponendo per ogni
ECM

lim
f-O+

inf f?diamE;)" , E C ;Q E; , diamE; < < }

ove r(s) = Iooo
e-I t'-I dt per s > O.

DefiIlÙJJI10 inoltre re come la misura che conta i punt.i, cioè re(E) = card(E).

Lç misure di Hausdorff in Iln rispetto nlla distan;~a euclidea saranno, com' è 'usuale,
denotate sempl,iccmentc con Hl .

Valguno i seguenti hen i.ùti risultati.

1. Per h > O la· misura. re è una misura di Bore! regolare.

2. Se (A1, a) è Rfi munito della distanza euclidea allora rei coincide con la misura eli
Lebesgue n-dimensionale. Inoltre, per ogni h, la. misura 1(l è invariante per tnl.<;lazioni
c, per ogni r > O si ha H'(,B) = ,·"J1'(E) per ogn; E C R".
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3. Se O< F';;(E) < +00 allora H/; (E) = O per ogni k > h e H/;(E) = +00 per ogni k < h.

Notiamo anche che la mi".'l.i.'a Hl coincide con ogni ragionevole definizione di mìsma
h~dimcnsionalesulle sottovarictà regola.ri h-dimensionali di RH.

Alla. luce del precedente risu1t.a.to 4 ha senso porre la seguente

Definizione 3. Si dice Jimcnsionc di Hausdorff dell'insieme E contenuto nello spazio
metrico (111, a) il numero rca-lc

dim1{(E) = illf {h > O; 7-(;(E) = O } .

Richiamiamo infine la definizione di insieme rcUificabilc.

Definizione 4. Sia. (M,a) uno spazio metrico, c S1ft. E C M.
Si dice che E è h-rettifìcabile se esiste U11a funzione lipsdlitziiwa d1C applica un insieme

].. d·Rh ElImtat.o l su.
Si dice cile E è nurncrabilmente h-rcf,f.ificahile se E è unione llumerabile di insiemi

h-rettificabili.
Si dice elle E è numerabilmcnte (7-(; l h)-rettifica.bilc se esiste un insieme lHlmera.biI·

mente h-rettifiçab.ile F tale ehe H/; (E \ F) = O.
Si dice che E (, (7-(;, h)-rettifica.bile se è llilmerabilment.e (H/;, h )-rettificabile e 7-(; (E) <

+00.

Vale la seguente caratterizzazione dei sottoinsierni di R n numcrabilmcnte (1ft l h)
rettificabili.

TeOrell1a 1. Un sottoinsieme E C Rli è Illmlcrabilmcntc (Hl 1 h).rcttifiG~hile se e solo
se esiste una. successione (Si)i di variet.à h-dimensionali di classe Cl ta.le che

Ricordiamo infine che vale la seguente formula dea 'area.

Teorema 2. Siano h, 11 E N con h <; 11, sia A C R" un aperto e f E (C' (A))". Detta
J(J) la matrice jacol.ìiana. di f e J(J)" la sua trasposta, risulta

! vdct(J(J)'J(J)) dy = ( 7f(r'(X)) dH'(x)
A JRn
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