
Prefazione

Ho pregato g1.i a.mici del DiprJrtimelJt,o di Matematica di Lecc' di incaricarsi della
diffusione di Cjuesti brevi appunti nella speranza ..he qualcuno li voglia rileggere critica
mente scpnn.lI1do ciò che è nuovo da ciò c!le è già Iloto, ciò che Ò pÙI interessa1ltc da ciò
elle è meno iIlteress<'l11tc, osscrva.:7,Ìoni ovvie cd osscIT"'·~ionimeno bmwli, problemi fa.cJ'li e
prol)lcmi rlifRcili.

Penso che cll1dlC quando godevo di una buona salute mi s;.u"chbe stat.o diflicile cornpicrc
qllcsta separazione che è diveJltata quasi impossibile ora che i medici mi sconsiglia,no ogni
1<1.\'01'0 fa/.leoso.

In paJ"ticola.re io trovo faticosi tutti i lavori che si riferiscono alla amatclTI[J.ticrt scritta",
per csell"i)io scr.iverc lavori scientifici, leggere i !avori di altri autori, cOllsultaJ'c libri e riviste
ma/,ematiclle. 'lÌ"01'O inveCf~ gradevoli c poco fa.ticose le conversazioni in Cll: ~""osso esporre
tutte le idec c i pF ,;r;UnfJlJ che non sono in gra.do di re<llizzare, i prohlcll1i che 110n riesco a
risolvere ma c11C desidero molto veder presi in cor"'idcraziOl1e da altri matematici capilei di
,:n.luf.arllc meglio di mc l'interesse e la difficoltà., di inclicare eventuali precedenti, n'conoscere
pro])len-u analogiIi già trattati llclla.letteratura matema.tica..

1C:11so dlC anche in fut,uz'o questo $i.1n1 l'unico tipo di lavoro matematico adatl.o a
mc. D';:dl,ra parte mi conforta il tl/,to che l'<ll1ont.a.nmncnto d,Jla "matcma.tica seril,ta" non
dùninlliscc ma forse aumenta il mio interesse per la conversazione con gli amici matematici.

11 termine con vcrséJ/:ioni \ra preso nl1a let tcra: si tratt.a di conversazioni reali il cui
SUllt.O è sta.to scritto da illterloclltori differenti e quindi il lettore nOll deve attendersi né

uniformit,à di notazioni né assenza di ripetizioni. Meno ancora. il lettore dovrù leggere
que.,,·te conversazioni come svolgimento di I1Il programma organico rivolto ad unél ddcrmi
Ili/l.ii. c<ltegoria di IlUltematici in possesso di ben determinati prerequisiti oltre al semplice
dcs~Jerio di parlare CO;] filtri matematici. Le varie conversazioni potrr1JUlO essere lette
indipendentemente rUlla dall'altra salvo il CiJ.'50 di esplicita ll.VFcrf.r>llZil contraTia.

Agli amici clJC ho mellO occasione di incontrare raccomando di scrivere a.
Antonio Leaci.
Dipa.rtimento di lItlnt.ematica
Università di Lecce
73100 Lecce

comunicandogli le loro osservazioni, commenti, e soprattutto cventuali informazioni biolio
gra.fidle, segnalando in partico1c.u"c le congct.ture cile :lppa,iono piu fa.cilmente dimost.rabili
o pùi facilmente confuta.bili.

Ennio De Giorgi
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o. Richiami sulle misure di HausdorlT

Per comodità del lettore richiamiamo brevemente la definizione delle misure di Hau
sdorff c il concetto di insieme rcttificnh ilc, rinviando per esempio a: H.Federcr, Geometrie
lvleasure TheorYI Springcr per un.a ampia trat.tazione ài questi argomenti e per le dimo
strazioni.

Definizione 1. Sia (X, T) uno spil7.io topologioo e sia P(X) l'insieme delle parti di X.
Si delìnisce misura di Borel regolare lilla applicazwne l' : P(X) --> [O, +00) tale che 1) l'
è numerabilmcntc stlbéJdditiva., cioè per ogni successione (Ei)i di sottoinsiemi di X rislilta

2) i barelia,ni di X sono misllrabili sccoudo Carat1Jéoc1ory, cioè per ogni borc1i<llJO n c .\
risulta

l'(E) = I,(E n B) + ,,(E \ Il) per ogni E e X ;

3) per ogni E e X risulta

I,(E) = illf {,,(Il); E e B,Il borcliano} .

Definizione 2. Sia (.M",O') uno spazio metrico, e sia Il > O un llumero rea.le. Si
definisce la mistU"u di HRllsdorff h-dimensionale rispetto [dia distanza. a ponendo per ogni
EeA!

lim
E--O+

inf {~(diamEi)" E e iQ Ei , diamEi < < }

ove r(s) = fo~ e-t t'-I dt per s > O.
Dcfìniamo inoltre 1(; come la misura clle conta, i puni.i, cioè 1(; (E) = card(E).

Lç misure di Ha.usdorff in Rn rispetto a.lla distanza. euclidea. saranno, com' è 'usuale,
denotate sempliccmente con 1/.1 .

Valguno i seguenti hcn Ln)t,i risultati.

1. Per Il 2:: Ola· misura 11/: è una misura. di DoreI regolare.

2. Se (.11-1, (7) è RlI munito della ùistam~a cuclidea. allora. ?-C' coincide con la misura di
Lebcsgue n-dimensionale. Inoltre, per ogni h, la misura. 7-{1. è illvariantc per traslazioni
c, per ogni ,. > O si ha H'(rE) = ,-"H'(E) per ogni E e Rn
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3. Se O< F';(E) < +00 allora H/: (E) = O per ogni k > h e H/:(E) = +00 per ogni k < h.

Notiamo anche che la mi~.,l. i.'a Hl coincide con ognì ragionevole definizione di misma
h~dimcnsionalesulle sottovarictà regola.ri h-dimensionali di RH.

Alla. luce del precedente risu1t.ato 4 ha senso porre la seguente

Definizione 3. Si dice dimensione di Hausdorff dell'insieme E contenuto nello spazio
metrico (l\1,a) il numero rc,i-lc

dim1{(E) = illf {h 2' O; 7-(;(E) = O } .

Richiamiamo infine la definizione di insieme rettificabilc.

Definizione 4. Sia. (M,a) uno spazio metrico, c sirt E C M.
Si dice che E è h-rettifìcabile se esiste una funzione lipsdlitziiwa d1C applica un insieme

limita/.D di Rh su E.
Si clice cile E è nurncrabilmente h-ref,f.ificahile se E è unione llumerabile di insiemi

h-rettifìcabili.
Si dice che E è numerabilmcnte (7-(; l h)-rettificabile se esiste un insieme numerabil~

mente h-rettifiçabile F ta.le ehe 1(; (E \ F) = O.
Si dice che E I: (7-(;, h)-rettifica.bile se è nllmerabilment.e (1(;, h )-rettificabile e 7-(; (E) <

+00.

Vale la seguente caratterizzazione dci sottoinsiemi di R n numcrabilmente (1ft l h)
rettificabili.

TeOrell1a 1. Un sottoinsieme E C Rli è Illilllerabilmcntc (Hl 1 h).rcttifiG~hile se e solo
se esiste una. successione (Si)i di variet.à h-dimensionali di classe Cl ta.le che

Ricordiamo infine che vale la. seguente formula dea 'area.

Teorema 2. Siano h, n E N con h <; n, sia A C R" un aperto e f E (C' (A))". Detta
J(J) la matrice jacol.ìiana. di f e J(J)" la sua trasposta, risulta

! ..jdct(J(J)·J(J)) dy = ( 7f(r'(X)) drf'(x).
A JRn
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1. Varietà analitiche e problellli variazionali connessi

PrÌlna conversazione

In questa conversaZIOne diamo una definizione di varietà analitica con peso intero
immersa in Rn (vedi Definizione 4) che sembra conveniente nello studio dei problemi
Yétriazionali (vedi Congettura 7), È ovviamente a!';sa,i probabile che definizioni analoghe
alla Definizione 4 e problemi analoghi a quelli considerati nella Congettura 7 siano già noti
nella letteratura matematica,

Indichiamo con .A(R,n) lo. famiglia degli aperti di nn e con K:(R") la famiglia dei
comp"tti di R". Per ogni A E A(R") indichiamo con CW(A) lo spazio delle funzioni
analitiche reali in A, Data una funzione v poniamo

domCW(v) = ulA E A(R");1I E CW(A)).

In maniera analog" si definisce domC' (v) per ogni k E N U {+oo}.

Per h E N con O~ h .s. Hl sia Hl la misura h··{:imensionale di Hausdorff. Indichiamo
con B~(x) la sfem {y E R"; Iy - xl < p} e poniamo <vI. = li(Bi'(x)).

Nel seguito consideriamo il fissato in A(RTl).

Definizione 1. Definiamo 5L;,(D) 1" ciasse delle fnnziolli v E L)o,(D,dr{') tali c1le
si abbia

dom v n n = {x E n: esiste finito lim p-h { v(O dJf'(OJ,
p-o } lJ;(x)

ed inoltre n'sulti, per ogni x E dom v nn,

v(x) = lim _l.-,J v(O dJf'(O·
p-o w"p I n;(x)

Definizione 2. Date (li)jEN e foo, diciamo cl: e fj -> foo in 5L,,(0) se e solo se
fj,foo E 5Lh (n) e

lim {g fj dr{' = ( g foo dr{'
J-+OO in in

per ogni g E cg(n).

9



Assegnata. una funzione v definiamo} per ogni x E R Il
,

DSv(x) = ~ [dist(x,supp v)J',

dove con supp v si è indicato il supporto di v.

Definizione 3. Dennian1 /) VhCW(n) la classe degli insiemi E C RJ'I tali cile E nn =
Enll e per ogni x E Enll esistono A E .A(R"), B E .A(Rh), <p E (CW(B))", V, E (CW(A))h
tali che

x E A, .p(<p(y)) = y per ogni y E B, E n ..1= <p(B).

Il colleg:.uncnto tra la nozione di insieme di classe Vi CW(R") e la nozione di curva
semplice analitica chiusa è dato dalla Congettura 1.

Congettura 1. Se E è un insieme connesso ed E E VI CW(R") n K(R") allora esiste
q, E (CW(R))" tale ehe per ogni x, y E Il,

q,(x) i' r/>(Yi se O< x - y < 27.,

r/>(x + 27.) = r/>(x),

dr/>
Idxl > O,

e si ha

r/>(R) = E

Riguardo agli insiemi di classe V"CW(n) possiamo porre la seguente congettura.

Congettura 2. Dato un sottoinsieme E C R n si ha E E V,ICW(n) se c soltanto se

En Il = En Il,

XE E SL,,(Il),

E n Il c domCW(DS;u;).

Definizione 4. Dc!ìnia.l1;o FhCW(n) la classe delle fllnzioni w tnli elle, per ogni x E n
esistono A E .A(R"), 1/ E N, E" ... , Ev E V"CW(A) per cui x E A e

v

W(Y) = LXE;(y)
ì=l
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Congettura 3. Se tu E F"CW(rl), allora

rf(spt tu n rl \ domCW(DStu)) = O.

Definizione 5. Date due funzioni w cd f definiamo il gra.diente tangenzia.le w'\lf
imponendo cile

dom w'V f = domC2 (DStu) n domC' (I),

c, per ogni x E dom w\lI, il vettore wV f(x) abbia le componenti

"
w\1;f(x) = I( w'Vn(,)1. = o,J(x) - LO;,,; DS,,'(x) o,;f(x l·

j=!

COllgett ura 4. Date tre funzioni W, /1 ed /2 e posto

A = domC2(DStu) n domC' (fIl n domC' (f2),

se fl (x) = j,(x) per ogni x E A,: supp tu allora si ha su tutto A n supp tu,

Al ;'roblcma dello scioglimento delle singolarità di una. varietà che sia il supporto di
11"1<), funzione di classe Fh CW(Rn) corrisponde la seguente congettura.

Congettura 5. Se tu E F"CW(R") e supp tu E K(R" J•. :loraesistono m = m(h) E N,
E E V"CW(Rm

) n K(Rm), A E A(Rm) e 4> E (CW(A))" tali che E C A, tu(x) = card {y E
E;@(y) = xl e, posto b'j(x) = X

E
'Vj4>,(.T), si ha che la matrice b(x) ha caratteristica h per

ogni x E E.

CongettlJra 6. I funzionali definiti per tu E F"CW(n) da

T(w, rl) = !n1'V'(DStu)IPw drf

~0no semicontinui inferiormente rispetto alla convcrgem~a in SLh(n) per ogni p 2: 1, i E
N, i ~ 2.

Congettura 7. Siano f E CW(Rn ) tale che !im f(x) = +00, i E N, i ~ 3. Esiste
\.tl-"+oo

min {f IV'(DStu)1 2 tu d'Ii' + (f tu d'Ii')
2

+ f ftu d'Ii'}
lR" lR" lR"

nella classe delle funzioni w E FhCW(R").
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Seconda conversazione

Alcuni let.tori della prima conversazione hanno trovato scarse informazioni sul signi
ficato geometrico delle derivate della funzione DSw(x) = t [dist(x,supp W)]2 . Possiamo
perciò enuncia.re una serie di congetture la cui conferma o confutazione chiarirebbe nmpia
mente tale significato.

Congetb'ra 1. Sia 1 E (CW(Rh»"-h, con l :'O h < n tale che 11(0)1 = l'V1(0)1 = O;
sia E = {(Xl,' .. , X,,) E R"; X;+h = I;(xl" .. , Xh), l :'O i :'O n - h} e sia w = XE' Allora

DSw(O) = O, 'VDSw(O) = O,

ò ..ò.. DSw(O) = O per i i' k.

ò.,òz,DSw(O) = O per i:'O h,

ò.,ò.,DSw(O) = l per h < i :'O n,

per l:'Oi:'On-h, l:'Oj,k:'Oh.

Definizione 1. Per ogni w E Fio CW(R") definiamo

"
[MCw(x»); = MC;w(x) = - Lò.jò.jòz,DSw(x).

j=l

Possiamo enunciare alcune congetture riguardanti la funzione vcttorialc kICw(x) pre
cedentemente definita, dopo aver introdotto le seguenti notazioni: data w E Fh C'W(R") e

" "
data,p E (C2 (R"»" poniamo wdiv,p = L w'V;,p; e w6.,p = L w'Vi(w'Vi,p).

i=1 i=l

Congettura 2. Detta Id" l'identità su R", per ogni w E F"CW(R") e per ogni
,p E (CJ(R"))" risulta

r (MCw,,p)d?-/'=- r (wdiv,p)wd?-/'=
JRn JRn

d [I. -= -d w(Id" + i,p) drt'j ,
t Rn f=O

inoltre per ogni x E SUpptu risulta

MC'w(x) = w6.(Id,,)(x).
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Per ogni w E Fil CW (Rn) poniamo

l/(w)(X) = V'DSw(x).

Ino1trc~ dati due vettori a, lJ E R ll
, poniamo (a f3I b)ij = aibj.

Congettura 3. Sia I E CW(Rn) e, per ogni t E R, sia Et = {x E Rn;/(x) = t}. Per
quasi ogni t E R l'istùta

e
V/0VI

l/(X E ,) = IVIl' .

Se poi w E Fhcw(Rn) con h > O, per quasi ogni t E R si ha

e per rfl-l_qe ::ii ogni x E supp w n El risulta

( ) ( (
wV/(.r-)0 wV/(x)

l/ WXE, )(x = l/ w) x) +-- I( )1'1m'\! :t

Con le nota.zioni della. Congett.ura 3 sarebbe intereRsante esprimere lvJC(wX
EI

) 111

funzione di wVI, wV' I, V' DSw, V3 DSw .

Con l'introduzione di MCw, si possono prendere in considerazione altri problemi
variazionali del tipo di quelli esposti nella prima conversazione.

Congettura 4. Siano I E CW(Rn), < > Oe p > O. Esiste

min { r < IMCwl' tu drt' + r 1111 drt' }
lR" lR"

nella classe delle funzioni w E FhCW(R") tali cbe fRn wdrt' s; p.

Si possono anche considerare problemi varia;r,ionali con discontinuità libere.

Congettura 5. Siano I E CW(Rn), < > O, l' > Oe ). > O. Esiste

min { r-< IMCwl' tu drt' + r I w drt' +). rt'-l(I() }
lR" lR"

nella classe delle coppie (I(, tu), dove I( E K(Rn) e tu E FhCW(Rn\I() verifica la condizione
fRn wdrt' s; p.
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Terza conversazione

Varie situazioni naturali suggeriscono riclea di vill'ietà analitiche a tratti (basta pensare
per esempio ad una lastra di vetro colpita da un sasso) e questo fa ritenere che vi sia. un
qualche interesse nello studio di problemi lllatematici le cui soluzioni sono analitiche a
tratti.

In questa conversazione si utilizzano le notazioni introdotte nella prima conversazione.
Accanto llila definizione di varietà anali tica su Sl (cfr. definizione 3 della prima con

versazione ), può essere interessante introdurre In. nozione di varicf,à mw.litica con bordo
ana.Jit.ico su Sl.

Definizione 1. Definiamo V/,BCW(D) la cla.sse degii insiemi E C Rn tali che EnD =
EnD e per ogni x E EnD esistono A E A(Rn), B E A(R"), <p E (cw(B))n, '" E (CW(A))"
e z ERI. tali che

x E A, V'(<p(y)) = y per ogni y E B, E n.4. = {<p(y); y E B, (y,z) 2: Dj.

Definizione 2. Sia E C R n un insieme r(l-misurabile. Poniamo

a(E,7{') = {XERn; esiste lirn cos ( 2" l. rt' (E n B p( X))) = -l} .
p_o+ WhP

Osservazione 1. Se E E V"BCW(D) aUora atE, N') E V/'-I CW(D).

Accanto alle definizioni precedenti, introduciamo anche alcune classi di varietà anali
tiche fuori di un insieme singolare (rijp. varietà analitiche con bordo analitico fuori di un
insieme singolare ).

Definizione 3. Siano n E A(Rn), h E N con D < h $ 11 e s E N, D $ s $ h.
Definiamo V"Q,CW(D) (risp. v"Q,nCW(Q)) la classe degli insiemi E C D tali che

esiste un insieme C rc1ativamente ciliuso in D con H'( C n D) = De E E V/,CW(D \ C) (risp.
E E V"BCW(Q \ C)).

Definiamo inoltre V"Q,CW(D) (risp. V"Q,BCW(D)) la classe degli insiemi E C D tali
cile esiste un insieme C relativ"mente cmuso in D con dirnM C nD) $ s e E E V" CW (n \ C)
(risp. E E V"BCW(D \ C)).

Con le notazioni precedentemente introdotte il0ssiarno formulare alcune congetture
riguardanti la regolarità parziale delle soluzioni di un problema di minimo con discont.inuità
libere studiato in E.De Giorgi-M.Carriero-A.Leaci: Existence Theorem for a NIinimum
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Problem with Free Discont.inuity SeI., Arch. Rationa.l Mech. and Ana!ysis, 108(1989),
195-218 (cfr. anche E. De Giorgi: Free Discontinuity Pr.,blems in Calculus of Variations,
At.ti del convegno in onore di J.L.Lions, Pa.rigi 1988, cong.3, 5, G ).

Congetturo. 1. Assegnati .\ > Oe 9 E CW(Rn) n U(Rn) n Loo(Rn), sia (C, ii) una
soluzione del problema

min { r 1\7v.I'dx + r Iv. _ gl'dx + '\1f'-1 (C)},
C,ti )Rn\c JR"\C

<:\1 v;.uia.rc di C tra i sottoinsicmi chiusi di R n e al variare di u tra le funzioni di C W (Illl \ C).
Allora risulta C E '''_lQ''_lCW(Rn).

Una congettura. ancore. :-'ju fine è la seguente.

Congettura 2. Esiste una. soluzione (C, ti) del problema d~ .ninimo formulat0 nella
congettura 1 tale che C E V;'-l Q,,_,CW(R").

La congd.t.ura seguente riguarda un problema Htipo Plateaull con <1iscolltmuità libere.

Congettura 3. Assegnati .\ > O e un insieme chiuso C C Rn con H'(C) < +00,
esiste

min {1t"+1 (E)+ .l1f'(L)} ,
L,E

al variare di L tra i ." .... ~toinsie1lli chiusi di RTl e ::ù. variare di E nella classe Vh+ 1 BCW(RII \L)
con la condizione Ei(E, H'+l) \ L = C \ L.

Congettura 4. Assegnati À > O, un insieme chiuso C C Rn con 1f(C') < +00 c un
insieme S E Vh+rCW(R") con r 2 l, esiste

al varia.re di L tra i sottoinsiemi chiusi di Rll e al variare di E nella. classe Vh+ l llCW(R l'l \L)
con le condizioni E C S e Ei(E, H'+l) \ L = C \ L .

Per il problclì'.a considerato nella. congettltra 3 (oppu::-e nella congettura 4) sarebbe
interessante trovare condizioni a.ffinché

lim min {h"+l(E) + .\1f(L)} < +00.
>'_+00 L,E

COEgettura 5. Supposta vera. la congcttllra 3 se
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allora esiste
min { 'H"+ 1(El} ,
L,E

al variare di L tra i sottoinsiemi chiusi di R" con 1f'(L) = Oe al variare di E nella classe
Vh+l BCW(Rn \ L l con la condi7,ione o(E, 11"+ l l \ L = C \ L e tale minimo coincide con Cf.

Si può formulare una congettura analoga alla precedente anclle per il problema consi
derato nella congettura 4.
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Quarta conversaz~)l1e

Per dimostrare Pesist.enza di soluzioni del problema di minimo

{ l\7ul' dJ-C' + ?-C'-l (11 n K) + ( lu - gl' dJ-C'
1nV( Jnv<

al variare di K nei chiusi di R", u in CW(l' \K) e g E CW(I1) n L' (11) n L=(I1) assegnata, è
stato utile introdurre la classe di funzioni 5DV,;(\1) approssimabili in Lf,,(I1) da funzioni
u; E CW(11 \ K;) tali che la somma

è limitata al variare di i. Per la definizione e le proplietà degli spazi SBV si vedano i
lavori citati nella terza conversazione, ed i seguenti:

E.De Giorgi-L.Ambrosilì. Un nuovo tipo di funzionale del calcolo delle variazioni, Atti
Accad. Naz. Lincei, Rend. Cl. Sci. Fis. Mat. Natur., serie 8, 82 (1988), 199-210;

L.Ambrosio: A compactness thcorem far a special da.ss of functions of bounclcd va
riation, Boll. UMI 3-B(1989), 857-881;

L.Ambrosio: Existence theory for a new dass of variatioIlal problerns, Arch. Rational
Mech. Ana1., in corso di stampa.

Volendo introdurre un concetto analogo nella teoria delle varietà h dimensionali, diamo
la seguente defiilizione.

Definizione 1. Sia h un intero compn.:.::iO tra. 1 ed n, c sia et> 1, n apcrto in Rn.
Definiamo la classe FSBVho (11) come la classe clelle funzioni cli Dm cl localmcn te sammabili
tu : n --+ {O, 1, ... } tali cIle esistono una successione di compatti le c n, una. successionc
cli funzioni W; E F"CW(11 \ K;) tali che W; ----> W in 5L,,(lì) e la somma

è limi tata. al variare di i.

Congettura 1. Se tu E FSBv~~(n) esiste una successione di insiemi rf-rettificabili
E; tali che

=
w(X)=LXE;(X) V.xEI1.

i=l
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Congettura 2. Se Il = n, allora

inf{1U,p} E SBV(Il)

per ogni intero p. Per la definizione della. classe di funzioni speciali a vnriazione limitata
SBV(S1), si ved,\1lo i lavori citati nella. terza conversazione e relativa bibliografia.

Congettura 3. Se a > il e w E FSBVh(lI), esistono 'I," : li --. [0, +00]' Sw C Il tali
che

,l'I ( <p'Y':,,1Ud7-é' + >., J <p drt'-l ::;in Sw

::;liminf)., {<pI,\7'(DSWiWWldH'+>', ( <pdH'-l
1-+00 in 1 il<;

per ogni scelta di À1 , À2 > O, 'P E Cg(fl) non negativa. e successioni ](1, Wi come nella
definizione 1. Inoltre, esiste una successione ](i, Wj per la quale

Congettura 4. Sia O' > h. Per ogni À> Oed ogni misura non n'.:ntiva /1 in fl esiste
il minimo di

Tra le varie proprietà di regolarità delle funzioni minimanti tu della congettura 4, ne
segnaliamo una che potrebbe essere utile per varie applica.zioni.

Congettura 5. Sia w E FSBVhO(lI) una funzione minimizzante il funzionale della
congettura 4. Si ha allom

ove
• h-l, . H"({x E Rn: dist(x,J() < p})

iV! (1,)= hm -1+1
p_o+ W n-Iz+1 pn I

per ogni insieme compatto ]( C Sru.
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Quinta conversazi"Jne

In questa conversazione useremo le notazioni introdotte nelle precedenti conversazioni,
a cui rinviamo per le definizioni.

Definizione 1. Sia v E L:oc(Rn,d1fI). Diremo clle v ammette funzione ta.ngente in
Xo se esiste una funzione oo(xo) E SLh(R") tale elle risulti

limi. v(xo+py)g(Y)dtf(y)=i. oo(xo)(y)g(y)d1t'(y)
p-o a" R"

Quando una tale funzione esiste porremo FtghV(XO) = oo(xo),

per ogni 9 E C.;"'(R").

Definizione 2. Sia v E LI.,(R" ,dtf). Diremo ebe v ammette gradiente tangente in
Xo se esiste una funzione fJo(xo) E SLh(R") tale ebe per ogni 9 E C.;"'(Rn) risulti

lim ( v(xo + py) - v(xo - py) g(y) d1t'(y) = ( fJo(xo)(y)g(y) d1t'(y).
p-o la" 2p la"

Qllalldo una tale funzione esiste porremo 'ç7tghV(XO) = fJo(xo),

Defiuizione 3. Sia v E Li.,(Rn, dH'). Se esiste una fU1lzione '"lo (xo) E SLh(R") tale
elle per ogni 9 E c,r(Rn) risulti

lim i. (v(xo + py) - v( Xo - py)) g(y) d1t' (y) = i. '"Io(xo )(y) g(y) d1t' (y),
p-o R" R"

al10ra porremo OtghV(XO) = '"Io(xo).

Osserviamo che gli operatori appena definiti sono locali c lineari.
È interessante considerare anche iterazioni di tali operatori.

Definizione 4. Sia v E L).,(Rn,dH'). Poniamo:

ed inoltre:

FT ( ) _ {Ft9hV(X)(Y)
hV x,Y - O

OT ( ) _ {Ot9hV(X)(y)
ltV x, y - O

se esiste Ftghv(x) .
se non esiste FtghV(X) ,

se esiste OtghV(X)
se non esiste Dtgh v(x)

FTlv = FT2h (FTh V),

i+ I iFTh V = FT2'h(FThv) per ogni i > 1.
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Enunciamo ora alcune congetture riguardanti il comportamento delle classi VhCW cd
FII CW introdotte nella prima conversazione rispetto a questi operatori.

Congettura 1. Sia w E FhCW(R"). Allora per ogni x E R' esistono Ftghw(x),
Vt9hW(X), fJtghW(X) ed inoltre si ha VtghW(X) = Oe fJtghW(X) = Oper ogni x E R".

Congettura 2. Sia f E C1(R") e w E FhCW(R"). Abra per ogni x E R" esistono
Ftgh(fW)(X), Vtgh(fW)(X), fJtgh(fW)(X) ed inoltre si ha

Ftgh(fw)(X) = f(x)Ftg"w(x)

Vtgh(fW)(X)(y) = (V f(x), y)Ftg"w(x)(y)

fJtg,,(fw)(x) = O

Le seguenti congetture legano gli operatori definiti in questa conversazione con l'opera
tore w'\l introdotto nella prima conversazione.

Congettura 4. Per ogni 11 E N e per ogni h E N con h ::; n esiste un polinomio lp !l,n
tale che per ogni w E FhCW(R") e per ogni I( E K(R") risulta

Congettura 5. Sia E E V,'_ICW(R") n K(R") e sia w E F"CW(R" \ E); se esiste
p > O tale che

00 '1p i 2L -(')1 I",V Id" I wdJ-f < +002z. Rn
i=l

a.llora per ogni x E R" esistono FtghW(X), fJtg"w(x) e si ha 2lfJT"wl E F2I,_1 CW(R2
").

Inoltre le seguenti due condizioni sono equivalenti:
(a) Per ogni f E C1(R") esiste Vt9h(fW)(X) per ogni x E R"
(b) fJtghW(X) = Oper ogni x E R".

Congettura 6. Siano v, tu E Fhcw(Rn), k E N e supponiamo che per un certo x sia
v(x) = w(x) e che per ogni i ::; k si abbia vV'Idn(x) = ",V'Idn(x). Allora

FTj,v(x, z) = F7/,w(x, z)

Passiamo ora ad enunciare alcune congetture di tiF) variazionale.
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Congettura 7. Sia E -= Vh- 1 CW(Rn)nK(Rn) e sia w E Fhcw(Rn \E); supponiamo
che esista p > O tale che

~ ; J.p i 2L -(.)' Iw\7 Idnl wdJt < +00.2z. Rn
i=l

Allora per ogni i ;:: h + l esiste finito il

al variare di u E Fhcw(Rn \ E) con BThu = BThw.

Congettura 8. Sia E E Vh_1CW(Rn)nK(Rn) e sia w E FhCW(Rn \E); supponiamo
che esista p > Otale che

Allora per ogni i ;:: 2 esiste finito il

al variare di tt E F"CW[(Rn \ (E UK)] con K chiuso, '}{'-I (K) = Oe Big" u(x) = Big" w(x)
per ogni x E Rn \ K.



2. Derivate geOllletrico-distribuzionali

Definizione 1. Sia II una misura reale definita sui boreliani limitati di R" tale che
Jl'I(1() < +00 per ogni compatto 1(. Sia f : E ---> R k e sia a E R k ; diremo elle a è il
l'.·limite approssimato di f in x, e porremo a = l' - op lim j(y) se:

y_x

e

Iim I 1(; ( )) r (If(y) - al/\ l)dll'J(V) = O
p ...... O Il P X Jnp(x)nE

dove J* indica l'integralc superiore.

Osservazione 1. Questa definizione di limite approssimato è leggermente più gene
rale della definizione di punto di Lebesgue ed è ispirata alla definizione di (l'" V) - ap lim
data da H.Federer (cfr. H.Federer, Geometrie Measure Theory, 2.9.12).

Definizione 2. Siano I" ed f come nella definizione 1, e si" J(x)' = f.I - ap lim f(y);
y·--x

I.>;"a inoltre, pcr w E .e(Rn l H.k), cioè W : Rtl -. R k, W lincare:

{

If(v) - J(x) - w(y - x)1
1/J (1 1) I se y =F x,x V,V = y-xl

O se Y = Xi

porremo w E ,;Vf(x) se
l' -al' 1im V!x(w,y) = O.

y~x

Osserviamo che I/Vf(x) è un sottoinsieme convesso c chiuso di L:(RTI, Rk)l che pen
siamo munito della nonna. hilbertiana

n k

IIwll' = L L(w(ei)' ei)'
i= 1 j=l

dove (ei) (risp. (ei)) è una base ortonorma1e in RH (risp. R k
).

Definizione 3. Se liDI(;e) =F 0, indidlcremo con p.\l f(x) l'elemento di nonna. minima
111 "Vf(x), cioè porremo w = "V f( x) se w E "Vf( x) e Il'''11 ~ IIvll per ogni li E "Vf(x).
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Definizione 4.Sia J-l come nella definizione '1, e sia i una misura vettoriale a n
componenti vCJ·ifìcilnti le stesse condizioni di p; diremo elle ì è la derivata geomctrico
distribuzionale di J-l e porremo '1 = GDDJ-l se per ogni f E CA (R") risulta

per ogni i E {l, .. ,n}.

Osservazioni. 2. I discorsi sopra sviluppati si possono evidentemente localizzare
considerando misure definite in un qualsiasi aperto di R n.

3. La nozione di derivata geometrico-distribuzionale di 1-' dovrebbe unificare i tre
conc.etti di funzioni aventi derivate misure, di bordo e di curvaturn media.

4. Il concetto di derivata geometrico-distribuzionale si estende senza difficoltà. alle
misure vettoriali e quindi si può passare alle derivate geometrico-distribuzionali di ordine
Ruperiore al primo. Tali derivate saranno indicate con CDD'.

5. Sarebbe interessante confro:.blre la definizione di derivata Il'V con la definizione
di w\1 (si veda la definizione 5 nella prima conversazione sulle val"ictà analitiche e probleJTÙ
variaziona1i connessi) nei casi in cui entrambe siano definite.

6. Si potrebbc pensarc allc possibili estensioni dci concetto di J-l - ap lim al caso di
spazi metrici qualunque c dcI concctto di 'LVal caso di spazi di Banach.

7. Con le notazioni delle prime due conversazioni sulle varietà analitiche e problemi
variazionali connessi (si veda in particolarc la definizione 5 nella prima), posto per ogni
x E R" p,(x) = x, (s = 1, .. ,11), e posto

vale la formula.:
"

wV iw\1 j f- -..\ljwVif= Lbij"wV"fj
,,=1

per studiare iterazioni degii operatori J;V llV bisognerebbe scoprire analoghe formule sulla
commutazione dell'ordine di derivazione.

Pcr l'ulteriore indagine sulle proprietà dclla derivata geometrico-distribuzionale sa
rebbe importante confermare o smentire la. seguente congettura.

Congettura 1. Se 1-' è una misura verificante le condizioni dclla definizione 1 ed
esiste CDDIl allora esistono n + 1 funzioni fa, Il'.''' In tali che per ogni borelinno limitato
BeR" risulti:

I,(B) = t/, f;(x) drt(x).
i=O B

Osservazioni. 8. Si po:o:sono dare condizioni sufL..:ienti sulle li in modo che la misura

l' definita per ogni boreliano limitato il dalla I,(B) = t r f; drt possieda derivata
'=0 JB
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geometrico-distribuzionale. Per esempio si potrebbe comincia.re a pensare a funzioni Ii =

lf'iXVi1 con '-l'i funzioni e Vi varietà abbastanza regolari.

9. Posto per ogni borcliano limitato B I,(B) = f~ IB li drt, e supposto che esista

GDDI', ci si può domanda.re se esistano anche le GDDI";' ave l'i (B) = fB li dH.

Definizione 5. Sia I-l come nella definizione 1. Per ogni x nel supporto di J.L indidle
remo con NJ.L(x) e con Tj1,(x) rispettivamente 10 spazio normale e 10 spazio tangente a J.L

in x J definiti come segue:

NI1(X) = {z E R": (,,'V/(x),z) =Oper ogni I E e'(R")};

TI'(x) = il complemento ortogonale di NI'(X),

Indidlercmo inoltre per ogni x nel supporto di /-l e per ogni f: nn -+ Rn (on 'PN"f(x) la
proiezione di I(x) su Np.(.,) e con Pr"/(x) la proiezione di I(x) su Tp.(x)

Osservazione lO. Per ogni I E C' risulta: ,,'V/(x) = Pr,,'V/(x).

Congettura 2. Sia P un poliedro in R n
, e sia I,(B) = 1f'(B nP) per ogni boreliano

B C Rn. Allora per ogni i esistono le derivate geometrico-distribuzionali GDDil-L ed
inoltre GDD"+lp. = O.

Le prossime congetture riguardano alcune proprietà delle funzioni lipschitziane e delle
derivate geometrico-distribuzionali.

Congettura 3. Sia 1-' tale che esista GDDJ.Ll e sia <.p : Rn -+ R lipsc1Jitzianaj allora
per J.l - q.o. x E R" esiste I(Vy:{r) e si ha

Congettura 4. Sia l' tale che esista GDDp, e sia cf> : R'l -+ R lipschitzianaj allora
esiste GDD(<P11) c si ha:

GDD(<pp.) = <pGDDp + (,,'V<p)I'-
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3. Spazi metrici quasi~riemanniani

Una proposta di definizione

Qui si propone una definizione di spazio metrico quasi-riemanniano (!vf,q,9), uno
spazio che abbia contemporaneamente una struttura metrica data da q e una "rieman
niana" data da 9, e tale che le due strutture verifichino quasi ovunque alcune condizioni
di compatibilità.

1.PreliIninari.

(1.1) Sia (M,q) uno spazio metrico, con M connesso, completo e q una. distanza
geodetica (detta anche distanza interna o intrinseca) cioè tale che per ogni ~,'1 E M si
abbia

a(~ , ,,) = inf{ L(l') ; l' : [O, l] ---> M, 1'(0) = ~ ,1'(1) = '1 }

dove L è la variazione totale della funzione ì rispetto alla metrica q.

(1.2) Indichiamo con Bilip(Rn , M) l'insieme delle coppie (V, <p) dove V è un aperto di
R", \' : V ---> U un omeomorfismo bilipschitziano tra V cd un aperto U = <p(V) di (M,a)

La coppia (V, <p) è detta anche parametrizzazione di U.
Posto M = Bilil'(Rn, M), se M = U{ '1'(\1); (V, <p) E M} allora (M, a) è una varietà

di Lipschitz n-dimensionale (n-LIP varietà, cfr. §3).
Se F C Mc M = U{<p(\l);(V,<p) E F} allora Fè un atlante per (M,a). Cosi M

risulta l'atlante massimale della n-LIP varietà (M,a).

(1.3) Se W = (V, <p) è una parametrrzzazione, è possibile definire su V una distanza
aHI, indotta da l,V, mediante

aw(x,y) = a(<p(x),<p(y)) \Jx,YEV

Congettura 1. Sia F C M un fissato atlante di (M, a), sia T la famiglia di tutte
le distanze T su M (LIP) equivalenti a a e per ogni W = (V, <p) sia assegnata una forma
bilineare ,;mmetrica g(W) a coefficienti (g(W)ii) 1f' -misurabili verificante per quasi ogni
(x, y) E V 2 la seguente condizione

(1.4) À < ~ (W)ii(x) aaw(x,y) 8aw(x,y) < À
0_ ~g a a - I

.. 1 Xi X j
1,)=

dove Ào e À, sono due numeri reali positivi e (g(W)ii) sono gli elementi della matrice
inversa di (g(W)ii)' Allora esiste una distanza T tale che
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Congettura 2. Se la congettura 1 è verificata, allora anche T è una distanza geodetica.

(1.5) Supposta vera la congettura l, se W = (V, <p) è una parametrizzazione, poniamo,
come nl solito

T'w(x, y) = T'(<p(x),<p(y))

e consideriamo la misura di Hausdorff n-dimensionale rispetto a TW, 1ff: .
w

Allora poniamo i seguenti problemi.

Problema 1. Trovare sotto quali condizioni su :F e su 9 vale per ogni W = (V, <p) E :F
la seguente formula

f ! d'H',' = f !Vdet(9(W);i) dx
V w V

È prcvcdibile che saralUlO necessarie condizioni di compatibilità tra le parametrizza
r.ioIli e sufficienti condizioni di regolarità per g.

Problcll1a 2. 'lÌ'ovare sotto quali condizioni su :F e su 9 per ogni fUllzione LIP f :
M --> R e per ogni paramctrizzazionc W = (V, <p) E :F si abbia per quasi ogni x E V

Osservazione. Con simbolismo equivalente potrcnlmo scrivere anche

IV!h{<p(x)) = Id(J o <p)(:r)lg

dove abbiamo posto, in accordo col concetto di pendenza di una funzione e di modulo del
differenziale,

IVJ1r = limsup I!(() - !(<p(x))!
(-,pCr) r«(,<p(x))
•

e
l.

Id(Jo <p)(x)lg = (El g(W)ii(x)O;(J o <p)8i (J o <P)) ,
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(1.6) Nelle ipotesi in cui hanno risposta afTcnnativa i problemi 1 e 2 è possibile definire i
corrispondenti spazi di Sobolev. Ciò certamente accade se (1\11, g) è IUla. varietà riema.nniana
di clas:se C k con k 2 1 e T è la. distanza intrinseca indotta da g: basta anzi che i coefficienti
di 9 sia.no continui in ogni carta c che siano compatibili con il cambiamento delle carte.

I problemi l e 2 suggeriscono cii defiùire un 'arnpia classe di spazi detti spa.zi metrici
quasi-rieml'lJ11Jiani che andiamo a definire.

2.Proposta di definizione di spazio lllctrico quasi-ricluanniallo.

(2.1) Uno spazio metl'ico quasi-l"iemanniano di dimensione n, (Iv!, (T, g), è llna n-varietà
LIp (M, (7) tale che esista un atlante F = {(V, <p)} e uni. iamiglia 9 = (g(W); W = (V, <p) E
F} di forme bilineari simmetriche a coefficienti {g(lV)ij} ?-Cl-misurabili velificanti per ogni
lV le seguenti condi7.ioni

1) per q.o. (x, y) E V'si ha

2) per ogni J E cg(V) si ha

Iv J dJ-ç = Iv JVdet(g(W)ij) d.T.

3) per ogni J : M -> R LIP vale per q.o.:r E V

(2.2) Se (M, 9) è una varietà riemanniana e (T è l'uslwlc dista.nza intrinseca indotta da
g, allora 1), 2), 3) sono verificate dappertutto.

Congettura 3. Sia (M, g, (T) uno spazio metrico qnasi ricmanlliano di dimensione n.
Se :F::: M, allora la. distanza massima 7, congetturata in l, si può costruire cOSI

7'(x,y) = p~li;" [inf { (L Id"IP dV)} ;" E Lip(M), ,,(x) = O, u(y) = 1}]-1
dove naturalmente Id"l = Idul, = l'Vul•.

3. Confronto con la bibliografia.
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(3.1) Uno spazio metrico (M,c7) con c7 distanza geodetica è detto anche spazio di
lunghezza. In tali ipotesi, se M è completo (connesso) e localmente compatto, allora ogni
coppia di punti di M può essere congiunta con una geodetica mininùzzante ([2), pag.5; [4),
pago 172).

(3.2) Una H-varietà. di Lipschitz è uno spazio metrico (M, a) paracompatto e connesso
ta.le che ogni punto x E M ha un intorno chiuso U bilipschitz-omeomorfo all' n-disco chiuso
Ba eRa.

Si può vedere ([3), pago 98) che la definizione precedente è equivalente a quel);, data
tra.mite atlanti.

(3.3) Una n-varietà LIP è una coppia costituita da una n-varietà topologica !vI pa·
racompatta e conllCSS<:\. e da una classe di equivalenza di LIP atlnnti. Un LIP a.tlante su
M è una famiglia di carte {(Ua,<lia)}aEA dove gli {Un) formano un ricoprimento aperto
di M e

porta omeomorficamente U(J su un insieme Va che è aperto in R n O in R+. e

è LIP' per ogni cx., (J E /\..
Ad ogni carta (UOt, <I> 0') possiamo associare la parametrizzazione (Va, <p ()), dove Va :::::

<lia(Ua) e 'Pa = <li;;'.

(3.4) Una (struttura) metrica riemannùma su M ([5), pago 45) è una collezione 9 =
{gaL dove g'" è una forma bilineare simmetrica definita positiva su VOi' C Rn l con compo
nenti misurabili, che soddisfa quasi ovunque le condizioni di compatibilità

.T.* (J O''%',rp9 =g (senza ~ommare)

dove q.:p è la trasposta dell'applicazione lineare dif.>up definita component.e per compo
nente. Ricordiamo che <Pn-P) essendo LIP, è differenziabile q.o.

(3.5) Una (struttura.) metrica ricmanniana 9 sarà chiamata (struttura) metrica ric
maIllliana LIP su M se ogni gCl definisce su Va una norma L2 che è equivalent.e a quella.
L2 stanclarcl, cioè esistono due costa.nti ko eI(:J tali che, per ogni forma w differcn7..iabilc e
a supporto compatto in Va si abbia

(3.6)

dove

e

IIwll 2
= 1M w1\ *w = 1M Iwl 2

dv ,

Ilwll;. = r w1\ *;,w = r Iwl;. dVa1M 1.10,;1
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essendo * e "ty gli opera.tori di Hoògc rispettivamente della metrica. euclidea e di gfX. Na·
tllralrnente se ::1:1, ",x n sono coordinate in RH l allora

Si osservi che metrica. riemanniana LIP non vuoI dire che le componenti di 9 siano LIP,
ma da (3.6) segue che è possibile trovare due costanti ha e Ho: strettamente positive tali
chc per ogni carta (Ua , <pa) si abbia per quasi ogni z E Va

(37) h~ 2:)vi
)' :5 2::g;}(z)v' vi ::; H~ 2::(v i

)'

i,j

. . l ( I n) E R nper ogm n-p a v 1 ... , V .

(3.8) Nota.
Se (M,g) è. una LI? varietà riemmmiana con metrica LI? nel senso di [5], in [l]

viene studiata nei dettagli l'espressione che compare nella congettura 3, provando che essa
è una distanza intrinseca, E(x,y), che coincide con quella classica se (M,g) è una varietà
ricmanniana di cla.':>sc Ck con k ~ 1. Cosi (M,E) diviene anche uno spazio metrico, con E
distunza geodetica.

Rimane ancora a.perta la questione di vcdere se (114, 9,E) è uno spazio mctrico quasi-. .
nClllanlllano.
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4. Sui fond"",enti della Matematica

Fondatllcllti della llH1tenlatica c "teoria base".

L'esempio deU" teoria 7 x 2

Nello studio dei "londamenti della matematica" forse può rientrare anche la propo
sta di ragionevoli ltteorie base") ave col termine "teorie baseH designerò una selezione di
concetti primitivi, dcfini7.ioni, assiomi, abbastanza semplici per essere compresa anche da
ascoltatori non specializzati cd abbastanza ampia perché sia possibile asswuerla come base
fondamentale su cui edificare le piu complesse teorie ma.lematiche (e forse anche altre teorie
scientifiche e filosofiche).

Tra i requisiti desiùerabili di una "teoria base", metterei al primo posto la semplicità,
l'uso di un linguaggio vicino alle abitudini della maggior parte dei matematici contempo
ranei, l'eventuale recupero di qualche antica tradizione matematica e filosofica.

Altro requisito essenziale di una buona "teoria base" dovrebbe essere la facilità Ud'in_
nestare" in modo naturale, sul tronco della teoria stessa, i diversi rami della matematica.
Inoltre la teoria base dovrebbe presentare il pil.i alto grado di '(autoreferenza"j mi è diffi
cile trovare una definizione generale del termine "autoreferenza", ma posso citare l'esempio
della teoria 7 x 2, in cui le re1<.l.Zioni Rr'elb, Rrelt, .. . , Rl'clq, sono, per cosi dirc, le pietre
di un arco di cui l'operazione Seprq è la chiave di volta.

Infine accanto a requisiti informali, la "teoria base" dovrebbe avere due requisiti facil
mente formalizzabili da parte dei logici matematici: dovrebbe essere facilmente descrivibile
nel linguaggio del calcolo dci predicati del primo ordine c dovrebbe possedere molti modelli
fini ti non banali.

Concluderò osservando che non vi è ragione per pensare che la teoria 7 x 2 sia ottimale
rispetto a tutti questi requisiti; essa è solo un esempio che, spero, potrà incoraggiare altri
matematici alla. ricerca di altre ittcorie base" o alla individuazione, all'interno di teorie già
note, di qualche nucleo fondamentale finito che possa essere ragionevolmente assunto come
"teoria base".

Lo spitito conduttore di flucsta teoria risiede nel rinviare il concetto di "coppia",
"tcrna" , ccc., per evitnrc di essere immediatamente immessi in una teoria non finita.
Pertanto si useranno i concetti di relazioni binarie, ternarie c quaternanc, come verrà
specificato, al fine di costruire, finché è possibile, una teoria base fìnita con modelli fìniti.

Volendo precisare ancora un po' la mia "filosofia dell'innesto" direi cht..: una buona
esposizione di una l'operazione d'innesto" potrebbe articolarsi in tre parti. Nella prima
parte si potrebbero richiamare in modo assai sintetico concetti delle teorie classiche a cui ci
si ispira e che alla fine si vorrebbero recuperare. Nella seconda parte l'autore finge per un
momento di dimenticare le teorie classiche e di ricordare solo la teoria 7 x 2 (o qualche altra
teoria base) e qualche nome suggestivo usato nelle teorie classiche che può ispirare molto
liberamente i nomi e le sigle con cui designare le nuove costanti che arricchiranno la teoria
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basco Dopo l'introduzione delle nuove costanti si possono introdurre i nuovi a,..")siomi ti cui
tali costant.i soddisfano c che possono essere uliberamente ispirati l1 ad assiomi e teoremi
delic teorie classiche ma non dedotti da tali teorie. Infine se la seconda parte è ben riuscita
i principali oggetti delle teorie classiche potranno essere ragionevolmente identificati nella
terza parte con alcuni oggetti delia teoria base arricchita nel corso della seconda parte. Si
realizza COSI il recupero della teoria classica cercando di ispirarsi ad altri recuperi ormai
ben noti, per ésempio il rec.upero degli interi mediante gli ordinali di von Neumann finiti.

Teoria 7 x 2

Diamo le seguenti definizivlli:
l) Qqual q ~ q è una quali tà.

Scriveremo qx per denotare che x gode della qualità q.

2) Qrclb r <:=> l' è una. relazione binaria.

3) Q"eit p ~ p è una rebzione ternaria.
Scrivere pxyz cquivale a dire che "x è nella relazione p con y e z".

4) Qrclq T {:.> T è una relazione quaternaria.
Ovviamcnt.e Txvzt significa che x è nella relazione T con yzt.

Dcfmiamo poi le operazioni nel modo seguente:
5) Qops I ~ I è una operazione semplice; Ix - y indicherà che y è il risultato

dclJ.~operazioncsemplice f eseguita su x.

6) Qopb 1> ~ 1> è una oper:. ;;:one binaria.
Scriveremo <pxy = z per indicare che z è il risultato dell'operazione </> eseguita su x cd

y.

Osservazione 1. Richiamancloci alle notazioni usuali adottate per la. somma cd il
prO(lt.~to, molto spesso useremo la no~::'\zione x +y o x . y in luogo di <jJxy.

Unitamcnt,p. DUe sci definizioni date si introduce l'operazione
7) In,vrb, inversione della rc1azione binaria; posto Invrbr = 7,-1, vale l<~ condizione:

rxy {::>
-I

r yx

Osservazione 2. Una (k:lle possibili varianti -di questa. teoria è quella di considerare
le operazioni semplici come caso particolare delle rcla",:;)ni binar::~ e le operazioni binarie
come ca.'50 particolare delle relazioni tcrnarie.

Introduciamo ora un secondo gruppo di oggetti fondamentali. Il primo è Rqual,
carat terizzato dalla condizione:
l)Rqual qx <:=> qx (relazione binaria che descrive il comportamento della qualità.)
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2)Rrelb è una relazione ternaria che può essere applicata a relazioni binarie o ad operazioni
semplici nel modo seguente:

(Relb)rxy <* rxy

(Relb)lxy <* Ix = y.

Analogamente poniamo:
3)Rrelt è una relazione qnaternaria tale che:

(Rrclt)pxyz <* pxyz

(R,·elt)</>xyz <* </>xy = z.

Introduciamo ora l'operazione binaria Seprq (separazione di variabili nelle relazioni
quaternarie) caratterizzata dalle proprietà seguenti:
4) se T è una relazione quaternaria, allora} per ogni oggetto x, è definita SeprqTx , che è

una relazione ternaria tale che

(Seprqrx)yzt <* rxyzt.

Conviene esplicitamente osservare che una relazione quaternaria può essere descritta
da un". operazione binaria e da una relazione ternaria.

Introduciamo ora le l;.vzioni di dominio, codominio ed ambiente.
5) Sia Qrelbr (cioè sia r una relazione binaria); Rdom è una relazione binaria tale che

Rdom xr {;} esiste y : rxy,

e traduce il fatto che "x appartiene al dominio di r".

Analogamente se Qops I allora :

6) Se Qrelb r definiamo:

Se Qops I allora:

Rdomxl {o}

Rcodyr <*

Rcodyl {o}

esiste y : Ix = y.

esiste x : rxy.

esiste x: Ix =y

L'ambiente di una qualità, relazione, operazione, è l'area in cui vanno presi gli oggetti
che hanno quelle qualità o sono comunque coinvolti da quella relazione o operazione.

7) Denoteremo con Ram.b la relazione binaria cosi definita: a) Se q è una qualità ed x un
oggetto

Rambxq {o} qx.

32



Se r è una relazione ed x un oggetto allora:b)

Rambzr ç} Rdomxr Vel Rcodx,..

c) Se I è un'operazione ed x un oggetto allora

Rambxl ç} Rdom xl Vel Rcod xf.

d) Se p è una relazione temaria ed x un oggetto allora

Rambxp ç} 3 y, z tali che pxyz Vel pyxz Vel pyzx.

c,C,g) Definizioni anologhe si dànno per le operazioni binarie, le relazioni quaternarie e
le operazioni ternaric.

Abbiamo cosi selezionato il "tronco" 7 X 2 sul quale possono essere innestati i vari
"rami" della matematica.
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Innesto della teoria dei sistemi nella teoria 7 x 2

Trn. gli l'innesti" rcalizzabili partendo dalla tcori<l 7 x 2 uno dci più agevoli è l'innesto
della nozione di "sistema" già introdotto nella teoria ampia di Clavelli - De Giorgi - Forli
- Tortorelli (nel seguito CDGFT, vedi [1;; c comprendente come casi particolari le nozioni
di coppia ordinata, tcrna, quaterna, successioni, ecc. L'innesto è reali7.zabile per esempio
mediante l'introduzione di tre qualità, Qsist (la qualità di essere un sistema), Qsiun (la
qualità di essere un sistema univoco)) Qsid (la qualità di essere un :>:stema identico), la
relazione tcrnaria Rsist che caratterizza i sistemi, e tre operazioni hinarie Unb (unione di
due sistemi), CompI (complement.o di un sist.ema rispetto ad un altro sistema), Comps
(composizione di due sistemi).

Assioma 1. R.,i.t Sxy => Q.ist S.

Definizione L Parliamo ySr- {=} Rsist Sxy e diciarno che y è un valore corrispon
deute all'indice x nel sistema s.

Diciamo pure che x (risp. y) è un indice (risp. valore) del sistema 5 c scriviamo
S Tx ç} 3v: yS, (risp. S l V ç} 3x: ,S,).

Ammetteremo che valga per i sistemi un assioma di estensionalità.

Assioma 2. (Qsist S, Qsi.t S', \h:,y yS, ** ,S~) => S = S'.

Il tcr:w assioma rigunrcia l'esisL...:nza di .sistemi singolari.

Assiolna 3. Dali comunque gli clementi a., b (non necessariamente distint.i) esiste
un sistema. S chc gode della pl'oplietà seguente:

V:c. 5 Tx ç} x = a 'Iv 5 ! y ç} V = b.

In nltri termini, S è un sistema ehe ha un unico indice cd un unico valore; sarà indicato
con la scrittura (~).

Abbiamo visto che Q:;itm. 5 vuoI dire chc S c un sistema univoco. La nozione di
univocità è descritta dall'assioma 4.

Assioma 4. Qsil", S ** (Qsist S, Vx,y,z ,S" ,S, => y = z).

Se S è un sistema univoco, invece di scrivere ySr; scriveremo y = Sr;.

Qsicl vuoI dire chc S è un sistema identico, cioè un sistema univoco in CUI ad ogni
indice corrisponde l'indice stesso, secondo l'(lssioma. 5.
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Assioma 5. Qsid S <* (Qsiun S, Vx,y, y = S. =* y = x).

Vediamo ora le operazioni sui sistemi.

L'unione è un'operazione binaria: invece di scnvere S" - Unb S, S' SCriveremo se.
condo la notazione cor:rente S" = S u S'.

Assioma 6. S" = Su S' <* (yS~ <* .S. vel .S~).

È facile vedere che l'unione gode delle propriet? associativa e commutativ.·..
H complemento è ur~' )perazione binaria: invece di scrivere S" = C01npl 5, S' scrive

remo secondo la notazione corrente S" = S' \ s.

Assioma 7. S" = S' \ S <* (.S~ <* yS~ e non .S.).

Definizione 2. Poniamo S n S' = S \ (S \ S') e scriviamo S ç S' 111 luogo di
S' = SuS'.

Osservazione 1. Dall'assioma 7 e dall'assioma 3 segue l'esistenza del sistema vuoto,
che può essere ottenuto da ogn~ ~,,:mentoa mediante (:) \ (:). Il sistema vuoto sarà indicato
con -Il.

Dagli assiomi 3,6 sui sistemi singolari c l'unione segue pure l'esistenza dei sistemi

e quindi in sostanza la possibilità di costruire moci('lli na.turali dell'aritmetica all'interno
della teoiia dei sistemi. Non ci soffermiamo su questa possibilità limitancloci ad osser
vare che.g,-±,-2,~, ... godono tutti della proprietà Qsid e che per i sistemi iJentici si può
elaborare una teoria del tutto analoga alla tcoria degli insiemi.

Diamo infine la nozione di composizione di ~istemi caratterizzata dall'assioma 8; adot
tiamo anche in questo caso la notazione usuale ponendo SI/ = S o S' {:? S" = Cornps S, S' .

Assioma 8. S" = S o S' <* (.S~ <* 3.: .S" ,S~).

Notiamo che nel caso dei sistemi univoci la precedente espressione diventa S~' = Ss~·

Introduciamo infine le notazioni

(;:~) - (;) U G),
- (;:) U ... U (;:).
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Osservazione 2. Volendo ritrovare le usuali nozioni di coppia ordinata, terna, quaterna
ecc. chi abbia già eseguito l'innesto dell'aritmetica può considerare i sistemi

( 1,2) (l, ... ,n), ... , ,ecc.;
XI,x2 XI,""X"

ch.i non ila eseguito l'innesto dell'aritmetica può ripicgare sui sistemi

( -l,~) (-l, ... ,.. ), ... , ,ecc.;
XI,X2 XI,···,X n

Osservazione 3. Confrontando l'innesto ora eseguito con l'introduzione dei sistemi pro
posta nella teoria ampia CDGFT n"teremo che la disponibilità di operazioni binarie e di
relazioni ternarie consente la simultanea introduzione di tutti i siste.mi senza la necessità
di premettere il capitolo sulle coppie al capitolo sui sistemi generici.
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