
Aspetti didattici della teoria delle equazioni algebriche

Hartmut Laue

Dedicato a Hilger Wolff in occaSIOne
o

dci suo 60 compleanno

1. Equazioni quadratiche (motivazione geometrica). Se r, s sono 1

il momento la domanda

lati di un rettangolo, allora la sua area

perimetro è b = 2(r+s). Consideriamo per

è a rs, e il S'lO

inversa: siano Doti l'area a e il perimetro b di un rettangolo;

come Si determinano i lati 7 Ciò può essere ritenuta la versione

geometrica della seguente domanda aritmetica che f'.l risolta già

dai babilonesi circa il 1700 a.C.: come determinare J.lC nufr."··'

quando siano noti la loro somma e il loro prodotto ? Diamo la

motivazione della nostra soluzione lO base alla seguente figura:

V;.;
v' .a.
li)
f;.(

b
2

li quadrato dato 51 compone di quattro rettangoli di are·a a e un

quadrato (nel mezzo) con il lato ~ - 2s. Quindi vale l'equazione

[~r = 4a + [~ - 2s] 2 la quale è equivalente a

(l)

Se b e a sono numen qualsiasi, allora può ben succedere che la

differenza a destra In (1) sia negativa; però, il termine a

sinistra, essendo un quadrato, sarà sempre non negativo e quindi,

78



come conse.gucDza, do1."biarno notare che non per ogni §~çlta di a, b

(numeri ncn negativi) esiste un rettang9lo con l'arca a ~ il

re.rime!ro b. La condizione precisa per l'esistenza di una

soluzione è, per (1), che valga la disuguaglianI.a

[
b
2

)
2

4a '" O.

(Evidentemente il termine a sinistra è l'arca del quadratino nel

mezzo dcI quadrato grande di cui sopra.) Assumiamo quest'ultima,

allora esiste un rettangùlo come richic.sto c possiamo infatti

determinare i suoi lati trasformando la (1):

b "s - 1m 2 ___4a oppure ~ 2s = -hl- 4a(1) ~ - - - -2

~ sE n l/[b) 2
. b ~ [~( -- 4a }-+ 2 2 - 4a • 4

Dunque, i lati dci rettangolo cercato S1 determinano aggiungendo o
btogliendo (risp.) a 4 la metà del lato dci quadratino nel mezzo

della figura. In questo senso, il problema del trovare i lati di

un rett,:ligoIQ viene ridotto a quello del determinare il lato di un

quadrato.

Se
. .

nnunclamo a11'interpretazione dci valori come incognite

geometriche e Cl concentriamo sulle soluzioni numeriche 01 (I),

allora otteniamo le soluzioni anche nel caso che

Ricordiamo che, neI campo {: dci numeri complessi, l'equazione
2

x +1 = O ha due soluzioni di cui una viene denotata con r. Se

ammettiamo di ampliare il g!!!QQ dei numen re.nli. accettendo

soluzioni 10 tutto {:, allora possiamo andare avanti anche
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questo caso:

(I) ~

cioè, In C, il problema aritmetico di CUI sopra ha sempre una

soluzione e •nmane solo la questione se essa Sla interpretabile

come lato di un rettangolo, cioè: se essa sia reale e positiva.

Quest'ultima. domanda ha più il carattere di una richiesta

supplementare da soddisfarsi dopo la soluzione aritmetica completa

che rappresenta il nocciolo del pensiero, e quindi è ragionevole

separare mentalmente le due cose.

I numeri di partenza a (=rs) e b (=2(r+s» appaIOno 10 modo

naturale quando si forma il prodotto dei polinomi lineari X-T e

X-S~ evidentemente, il polinomio prodotto

2 2 b
f{x) ~ (x-r)(x-s) ~ x -(r+s)x+rs - x -2x+a

ha precisamente i numen cercati T, scarne

riformulare il nostro problema di partenza così:

.1
zen Pertanto poss13mo

Siano dati numen D, b. Il polinomio

esistono, come possiamo descriverli 7

ha zen ? Se eSSI

A questo punto possiamo fare un 'osservazione importante, un

raffinamento, 10 relazione al nostro modo di domandare: data

un'equazione è importante sapere dove cerchiamo le sue soluzioni,

se nell'ambito dei numen razionali, reali, complessi ? Vedremo

nel seguito che c'è un gran numero di ambiti numerici rispetto a

CUI la domanda dell'esistenza di una soluzione può essere

lRicordiamo che un numero a Si dice zero del polinomio f se f(a)=O
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interessantc. E ancora un'altro commento: come Ulai possIamo essere

sicuri di trovarc almeno un campo di numeri che contiene uno zero

del polinomio ? Questa domanda ("assoluta") rl· '~'esistenza di uno

zero dovrebbe precedere quella "relativa" dell'esistenza di uno

zero ID un certo ambito, e questa ultima dovrebbe precedere quella

di una certa forma o rappresentazione degli zeri che si manifesta

nella caCCia di una cosiddetta Hformula delle soluzioni H • Infatti,

fu pl,.pno questa ricerca ca!colistica cieca a sbarrare per secoli

la strada del successo neU'inseguimento del problema generale

della risoluzione delle • •equaZlOlll. Naturalmente, il caso

deU'equazione quadratica era seducente ... ma traeva in inganno!

Perciò, anche se le equazioni di grado superiore al secondo non

vengono trattate lJl modo completo nell'insegnamento, oggI è

importante evitare nell'impostazione del problema delle equazlOllI

di secondo grado l'ottica Ingenua che ha portato fuori strada

tutti gli studiosi prima d~ Galois a partire dai babilonesi.

Possiamo esprImere il nostro risultato fin qUi ottenuto nel

modo seguente (ponendo a l .- . ~ a):

Teorema l. Siano al' a
2

numeri arbitrari. Se p E (; é tale clIC vale
2 2 l l l l

P -a - 4a allora --a +-p --a --p sono le soluzioni della
l 2' 2 1 2' 2 1 2

. 2 Oequazione x +a x+a = .
l 2

(In particolare, ogni equazione quadratica è risolubile in (;.)

In altre parole, per
2

grado x +a
j
x+a

2
-

(cioè, senza addendo

quest'ultima portano

risolvere l'equazione generale di secondo

O basta risolvere l'equazione quadratica rura
2 2

lineare) x --(a
t
-4a

2
) = O. Le soluzioni p di

nel modo descritto alle soluzioni

dell'equazione generale. Così dobbiamo leggere la "formula delle

soluzioni dell'equazione quadratica": essa Ci.>i.lflme un teorema di

riduzione: il problema dell'equazione generale di secondo grado

viene ridotto al caso speciale di una equaZIOne pura di secondo

grado. E questa riduzione è la traduzione al livello astratto di
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quella geometrica fatta precedentemente "con gli occhi".

2. Le domande chiave della teoria delle • •equazlom. Il nostro

problema di partenza ha un analogo spaziale: siano noti il volume

a, la superficie b e la somma c degli spigoli di un

paral1eiepipedo. È possibile determinare gli spigoli '1

Come nel caso quadratico, i numeri dati sonn, a meno di

fattori razionali, 1 coefficienti di un polinomio cubico 1 CUI

zeri sono i tre spigoli r, s, l, perché vale

(x-r)(x-s)(x-t)
3 2

= A - (r+s+l)x + (rs+rr+sr).x - rst
3 c 2 b

= A - 4x + 2A - a.

Se, come sopra, non prendiamo in considerazione per il momento Ja

geometrica dei
c b

al := -4' a2 := 2'

zeri '1 Se essi esistono,

interpretazionepossibileunadiquestione

risultati, il problema SI

a : = -a): il polinomio
3

come possiamo descriverli ?

Descriviamo nel seguito la soluzione classil;<t del problema,

trovata più di 400 anni fa. Poniamo y := A+~31 • Allara x = y - lo
3 2 3 I 12 31

e x + iX3 + ail + a3 = y + b2y + b3• ave bl = 02 - 301 e b3 -

a3 + 27al3 - 3ala2' Pertanto basta rispondere alla domanda per il

polinomio y + b
2
y + b

3
; gli zeri del polinomia originale saranno

soltanto additivamente spostati di iot' Poi, il problema prmc1­

pale è trovare uno zero qualunque; trovato un tale Cl, possiamo

dividere il poIinomio dato per Y-Cl, e gli ulteriori zen· saranno

gli zen del polinomio quadratico che risulta, cioè, saranno

determinabili col metodo trattato precedentemente. Benché J

babilonesi sapessero risolvere le equazioni di secondo grado nel'

1700 a. C., non prima del sedicesimo secolo gli algebristi riusci­

rono a risolvere le equazioni cubiche in generale. La soluzione,

trovata da Tartaglia, inoltrata a Cardano e pubblkilta da esso sul

libro"Ars Magna!" nel 1545, è esprimibile in questa forma:
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Teorema 2 (Scipione del Ferro 1, Tartaglia; Cardano 1545). Siano

h
2

, h
3

arbitrari numert, b
2

::/:. O. Sia é una soluzione della

equazione quadratica pura

i --(_!b3 +!b2) ~ O27 2 4 3 .
Sia' una soluzione dell'equazione cubica pura

x3+(!b -o) ~ O.
12 3

Allora vale':/;: 0, e '-3,b
2

è una soluzione dell'equazione

(In particolare, ogni equazlOne cubica è risolubile tn t .)2

Anche questo risultato è una riduzione alla soluzione di

equazl01ll pure: 51 ottiene una soluzione delIa equazione cubica

generale risolveOllo pnma un'equazione quadratica pura e

successivamente un'equazione cubica pura (cioè, un'equazione

cubica tn CUi sono nulli I coefficienti della· ptlma e della

seconda potenza dell'indeterminata). Infatti, la soluzione é della

equazione quadratica appare nel coefficiente dell'equazione cubica

pura da risolvere dopo.

A questo punto le nostre considerazioni danno luogo alle

seguenti domande chiave della teoria delle ~uaziOl.;:

2Evitiamo di utilizzare il simbolo della radice cv') per i ilumeri
complessi perché non c'è nessuna possibilità ragionevole' di
aSSOCIare u'" UniCO numero complesso ad esso. Quasi tI,~ti i testi
che trattano le equazioni cubiche utilizzando quel simbolo si
astengono del discorso spinoso ma sostanziale della scelta giusta
della radice, lasciando· spazio a int~Tretazioni dei termini
indicati che non portano a una soluzione dell'equazione da
risolvere.
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Sia n E IN e siano a , ... ,a
1 n

nurneu qualsiasi.

l. L'equazione

(. )
n +

n-l
+

n-2
+ + + Ox a/ ax • • • a x a -

2 n·1 n
è risolubile in t: ?

2. Se la risposta di 1. è positiva, è possibile ridurre la

soluzione di (-) aUa determinazione delle soluzioni di

opportune equaZlOfi1 pure di grado k con 2 .s l .s n ?

Sotlolineamo che queste domande

che richiede una "formula"

sono molto più prudenti di quella

delle :.uluzioni, domanda che

sottintenderebbe senz'altro l'esistenza di una tale •espreSSIOne

esplicita. Proprio questa sarà un grosso problema! E anche se

avessImo già superato quest'ostacolo, sarebbe ancora lontana una

formula come quella che abbiamo già a disposizione (Teoremi l e 2)

nel cast delle equaZIOnt quadratiche e cubiche per le quali,

infatti, la soluzione generale si compone di "radici" (cioè, di

zeri di polinorni "puli" del tipo xl +c).

Poco dopo la scoperta della soluzione delle equazioni cubiche

un allievo di Cardano, Ferrari, riuscì a risolvere le cquazlOnt di

quarto grado, riduccndole alle equazioni di terzo grado. Per n 2:: 5

Invece le domande I., 2. rimasero aperte ancora più di 250 anni.

Durante una lunga epoca il problema delle equazioni fu

considerato sotto un'ottica che generalizza la nostra introduttiva

formulazione geometrica della domanda~ cioè, assumendo uno

spe:z.zamento completo di un polinomio ID fattori lineari, t SUOI

coefficienti sono costituiti In modo molto regolar.e dai suoi zen,

il che •vIene espresso nel seguente teorema noto a Viète

(1540-1603) e puhblicato dopo la sua morte:
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Teorema 3 (il cosiddetto teorema di Viète, 1615). Sia n E IN e

siano a , ...•a
l n

numcn qualsiasi. Se ex. , ••• ,Ci
1 n

sono numen cali

che vale

(x-a ,)(x-al)

allora si ba

... (t-a)
Il

n n-l n-2- x +a x +a x + ... +a x+a,
l Z n-l n

a + a + ... + a ~

-all Z n

alQ'z + a
l
a

3
+ ... + a a - azn-l n

a
l
a

Z
a

3
+ 0I

1
cx

Z
a

4
+ • • • + a a a - --<l

n-2 11-1 11 3

a ... a
l n

_ (_l)na .
/I

Dunque I coefficienti di un polinomio comportano un 'interes­

sante informazione sugli zeri ID questione: a meno del segno, il

coefficiente a. è
]

gli zen cercati

ti dcI polinomio

la somma dci prodotti di lunghezza j formati da­

a , ... ,a. Questa interpretazione dei coefficien-
l /I

compona anche una spiegazione perché. sopratutto

nclla bibliografia vecchia, gli indici dei coefficienti crescono

quando gli esponenti di x decrescono: cosi vengono associati l

prodotti di j zert alla potcnza J. Indubbiamente oggi è passata

10 seconda linea questa interpretazione dei coefficienti di un

polinomio nello spirito del teorema di Viète che una volta fu con­

siderato come fundamentale. I lesti moderni comunque preferiscono,

l . .. .. l . n n-l +per mo ti motivI pratJc1, a scnttura x +an_1x +... atx+ao'

Dopo secoli di sforzo, finalmente furono trovate le risposte

dcfiniti\.·e delle domande 1. e 2. anche per n ~ 5. Bisognò aspetta­

re nientemeno che C. F. Gauss il quale dimostrò per pumo nel 1799

che la domanda l. ha una risposta positiva; all'epoca il problema

risolto fu considerato tanto centrale e il risultato tanto • • •slgnt-

ficativo che quest'ultimo viene chiamato, per motivi storici anche

nei nostri • •glOrm, teorema fondamentale dell'Algebra" . Infatti

SI tratta di uno dei risultati più belli e soddisfacenti dcna

matematica:
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Teorema 4 (il cosiddetto teorema fondamentale dell'Algebra, Gauss

1799). Siano n E IN e siano a •... ,a E C. Allora l'equazione
I n

n n-l 71-2x +a x +a x + ... +a x+a = O è risolubile in C.
l 2 n-l n

Contrariamente alle speranze plurisecolari, la risposta alla

domanda 2. è negativa per n ~ 5. Completando gli studi di P.

Ruffini, il norvegese Niels Hcnrik Abc-I (1802·1829) dimostrò che

non è possibile determinare le soluzioni di un'equazione generale
'.

data risolvendo consecutivamente equazioni pure (cioè. estraendo

radici). Cioè, dal famoso teorema di Abel e Ruffini (1824)

consegue che, nel casO generale, non esiste nessuna strada per

espnmere gli zen come composIzione idonea di radicali: una

formula come nei casi n = 2, 3. 4 non esiste per alcun n ~ 5. Un

esempio di un polinomio i cui zeri non sono riducibili a radicali
5

è x -4x+2; torneremo in seguito su ciò.

Tutto sommato, lo sviluppo della teoria delle equazioni fino

al teorema di Abel-Ruffini viene schematizzato con la seguente

tabella:

n 1. 2,

2 sì sì 1700 a.C. babilonesi Teorema l

3 Sl sì < 1526 Scipione del Ferro (Bologna), non pubbl.
1545 Tartaglia (Venezia) Teorema 2

Cardano (Milano) }"Ars Magna"
4 sì sì 1545 Ferrar i

.005 sì 1799 Gauss Teorema 4 (il teorema
fondam. dell'Algebr a)

no 1824 Abel·Ruffini

Il teorema di Abcl·Ruffini pose fine alla ricerca di una

formula delle soluzioni analoga alle formule • gradi 2, 3, 4.per I

Però. Cl sooo naturalmente moltissime equazIoni di grado supcnore

l CUI zen sono determinabili estraendo idonee radici una dopo

l'altra. Tali equaZiOnI SI dicono "risolubili per radicali" .

Questa nOZiOne sarà precisata ben presto, essendo il fulcro di
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qllàuto segue. Siamo arrivati al punto m cui l'oggetto principale

della teoria di Oalois prende profilo. Superando notevolmente la

domanda 2., la teoria di Galoi~ prende la risposta negativa

"globale" del teorema di Abel-Ruffini come motivazione della

domanda "locale";

3. Quando un'equazione è risolubile per radicali 1

Se, secondo il teorema di Abel-Ruffini, non c'è nessuna formula

generale delle soluzioni per n 2=. 5, sarà almeno possibile

caratterizzare i polinomi che sono risolubili per radicali 1

3. Precisazione della domanda fondamentale deHa teoria di Galois.

La domanda è quando gli zeri di un polinomio sono rappresentabili

formando somme. differenze, prodotti, quozienti e radicali (anche

ripetutamente), partendo dai SUOI coefficienti. Le pnme quattro

operazioni sono quelle In un çamQQ, mentre i radicali sono le

soluzioni delle equazioni pure, cioo delle equazioni del tipo

k
x + a-O.

Se K è un campo. O) :$ K :s IC. a E K e p è una soluzione di questa

equazione, allora gli elementi

b+bp+"'+
O 1

(b , ... ,b
k

E K)
O -1

formano un sottocampo K' di {; che contiene K. Un tale campo SI

dice una estensione di K mediante un radicale, perché esso è il

m1ll1mO sottocampo di IC che contiene K e quel radicale (P). l numc­

Il che SI ottengono estrando successivamente radici (c collegan­

dole con i numeri già ottenuti precedentcmcnte mediante le leggi

di operazione di campo) sono evidentemente tutti e soli qucHi che

nascono come elementi di estensioni mediante radicali rrvetute.

87



Definizione. Un sovracampo L di OJ si dice una estensione mediante

radicali successivi di iI) se esiste una catena finita

... c F!m) ~ L

di campI J!.i) tali che J!j) è un'estensione mediante un radicale

di J!i-;":, per l :s; j S m.

Nel seguito ci lHllitiamo al caso classico di un poIinomio su (l

e quindi preCisiamo la domanda 3. in questo modo:

4. Sia f(x) un polinomio a coefficienti razionali. Q\..c.ndo esiste

un'estensione mediante radicali successivi L di ~ tale che,

per elementi idonei a , ... ,a E L (che non sono
1 "

necessariamente distinti), vale f(x) - (x-a )(x-a ) ... (x-a ) ?
l' 2 " n

Per il Teorema 4 esistono sicuramente elementi a , ... ,a
1 "

E C tali

La domanda,che f(x)

ex , ... ,a
1 "

- (x-a)" .(x-a ).
1 "

sianò esprimibili utilizzando solo

però,

le

se questi
• •operazlom

zen

nel

campo e radici consecutivamente estratte è, In forma precIsa,

esattamente la domanda se gli zen appartengano a una CsH;llSlOne

mediante radicali successivi di (l, Né la domanda dell'esistenza

degli zeri né quella del loro calcolo numeric() è il punto saliente

della tcoria di Galois, ma lo è la questione della loro eventuale

esprimibilità nel modo descritto all'inizio di questo capitolo.

A questo punto sarà opportuno chiarire prevcntivamentc un pos­

sibile equivoco: senz'aitro esiste un soltocampo minimo di iL che

cOIltiene tutti gli

i soltocampi che li

zen a ,...•a, esso è
1 n

contengono; denotiamolo

l'intersezione di tutti

nel seguito con (l(j) e

chiamiamolo il campo di spezzamento di f in C. Se l'equazione data

è risolubile per radic~1i, allora ro(f) deve essere contenuto In

un'estensione mediante radicali succeSSIVI L di (l, t: importante

notare, però, che questo può essere il caso senza che fJ(j) stessa
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SIa un'estensione mediante radicali sUCCeSSIVI. Quindi !1QII. è suf­

ficiente controllare se guel ~ InlmmO fl(j) stesso sia 'J,i<i

estensione mediante radicali sucçeS~I\'1 di QJ. In sostanza, questo

era già noto a Cardano. Alcuni polillomi cubici irriducibili hanno

tre zen reali'• quindi, il loro campo di spezzamento è contenuto

nel campo lR. Tuttavia si dimostra che una rappresentazione degli

zen con l'aiuto di radicali è soltanto possibile utilizzando nu-

men
. ..
lmmagman: nonostante il fatto che esista un'estensione

mediJ.nle radicali successivi L di ID ccnkl1~nte tutti gli zen, il

campo di :;pezzamento non ha questa proprietà, esso è tr<Jppo picco­

lo. Questi casi, lO cui gli zeri, pur essendo reali, sono rappre-

sentabili mediante radicali soltanto con l'aiuto di numefl • •Immagl-

nan, erano accettati solo con sospetto all'epoca di Cardano,

perché ci si fidava di zcn reali ma non di numeri immaginari. Il

caso descritto di un'equazione cubica (;vi:i tre zeri reali si dice

il "casus irreducibilis lt
; un tale esempio è l'equazione x

3
-3x-l =0.

Risolviamola applicando il teorema 2: poniamo a :~':: ~v''"j' c scegliamo

un numero complesso" tale che ç3 = a+ ~. Allora, per il teorema 2,

il numero ç- 3~ '(-3) è una soluzione dell'equazione, 1>d è uguale a

,+~. È facile calcolare che vale ,18 = l, e quindi' è una radice

diciottesima dell'unità. In particolare vale ~ = " (il coniugato

di ') e quindi la soluzione trovata, essendo uguale a ,+" è un

numero reale, scritto come somma di due radicali non reali. Questo

fenomeno è tipico per il casus irreducibilis: la soluzione

dell'equazione cubica lO questione è la somma di due radicali

complessi le

semplificano.

CUI

Pur

parti immaginarie sono opposte

essendo interessati solo tille

e quindi SI

parti reali

abbiamo nondimeno bisogno di numen non reali per rappresentare le

soluzioni tramite radicali; a tale scopo, né gli elementi del

campo di spczzamcnto e nemM~no quelli di lR bastano.

Pertanto rendendoci conto del fatto che non basta ("iliedere se

il campo di spezzamento di un polinomio sia un'estensione mediante

radicali successivi, possiamo comunque riformulare 4. così:
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5. Sia / un polinomio a coefficienti razionali. Quando esiste una

estensione mediante radicali successivi L di U) che contenga il

campo di spezzamento fJ(j) ?

4. I~a risposta di Calois. Sebbene abbiamo visto che bisogna essere

prudenti nella formulazione di 5. e parlare di un campo L che pos­

sibiiJllente è più grande di O(j), Evariste Galois (1811-1832) mo­

strò che, per dare una risposta ?: S., basta studiare tD(j) stesso.

La sua grande scoperta è un criterio necessario e sufficiente come

richiesto In 5. che discende dallo studio degli automorfismi del

campo fJ(j). Gli automorfismi del campo 'il(/) (cioè, gli isomorfismi

di O(j) su se stesso) formano un gruppo, de·tto il 8.!!!.QQQ di Galois

del polinomio f (su O). Nel 1829, Abel pubblicò un ris .... ill.lto sulla

risoluhilità di una equazione nel quale l'ipotesi sostanziale è la

permutabilità di certe trasformazioni del campo di spezzamento. Il

suo risultato è contenuto nel seguente

Caso speciale del teorema di Calois. Se il gruppo di O"l.ois di / è

commutativo, allora l'equazione /(x)=O è risolubile per radicali.

In riconoscimento della scoperta di Abel che la permutabilità di

certi. operatori su fJ(/) è una condizione di rilievo neWambito

del problema, fino a oggI è una usanza comune utilizzare il

termine IIgruppo abeliano Il come sinonimo di "gruppo cOlllmutativo ....

Indipendentemente dagli studi di Abel, Galois dette la risposta

completa aBa domanda 5.:

Teorema 5 (Galoi5 1829/1831). L'equaziooe f(x) = O è ri50lubile

per radicali se e solo se nel gruppo di Galois G di f esiste' una

catena

1 = NO " N 1 '" N2 " ... " Nl = G

di soUogruppi normali N
j

di G ta11 che i gruppi quoz:~nte lVi/NO'

NZ/N l' ... , N/N1_ 1 sono tutti abeliani.
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A causa di questo teorema principale, nella teoria dci gruppi

moderna si dice risolubile un gruppo che soddisfa alla proprietà

appena descritta in esso. Se il gruppo G è abeliano, allora già la

catena corta I=NO~Nl=G (cioè, 1=1) ha la propdetà richiesta, e

quindi G è risolubiJe. La risolubilità è una nOZiOne molto più

generale

gruppI

della commutatività; gruppi risolubili sono

abeliani come descritto nella condizione

"composti /I da

data nella

formulazione del teorema 5. Così Si vede che l'idea di Abel

introduce in un certo scns,,) alla situazione di base in cui si ha

risolubilità per radicali quella in cui G è commutativo. I gruppi

risolubili invece nascono "sovrapponcndo" l gruppi abeliani (nella

forma di una catena), e quindi la nozIOne di risolubilità SI

commutatività

•nozione commutatività.sviluppa dalla

alla

di

risolubilità la condizione

Passando

sufficiente

dalla

del

suddetto caso speciale si trasforma lD una condizione sufficiente

.ç necessarta, quindi 10 una vera caratterizzazione. Il fatto che

la risolubilità del gruppo di Galois è neccssana per poter

risolvere l'equazione per radicali .' 'jc.' .. ' possibile dimostrare che

gli zeri di certi polinomi (di grado ~ 5 naturalmente) non sono

rappresentabili per mezzo di radicali. Infatti, il gruP;-)':l di

Galois del polinomio j{x) - x5-4x+2 già menzic.,_to sopra è

isomorfo al gruppo delle permutazioni di 5 cifre (iI Ngruppo

simmetrico" Ss) per il quale non è molto difficile vedere che non

è risolubile. Pertanto sIamo sicuri che, grazle al teorema di

Galois, l'equazione x5-4x+2 = O non è risolubile per radicali.

Il centro della teoria di Galois che rende possibile la

suddetta soluz.ione completa del problema delle cquaZlOD1 è il

cosiddetto teorema principale della teoria di Galois. Una verSione

dehcle di esso che, però, permette di farsi un'idea del carattere

del risultato dice: Siano f un polinomio a coefficienti razionali,

Il(/) il su<) campo di spezzamento In ~. G il gruppo di Galois
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relativo. AllOra il reticolo dci sottocampi di 0(1) è aDlisomorfo

al rcticolo Ilei sottogruppi di G. I sottocampi di V(1) che per

conto loro sono campi di spezzamcnto (di altri rolinomi)

corrispondono ai sottogruppi normali mediante quell'antisomorfismo.

Vogliamo illustrare con un esempio (ma senza dimostrazioni) il
4

contenuto di questo grande teorema. ~;a f(;c) . = x -3. Il seguente

grafico descrive il reticolo dei sottocampi di O(j):

Il(/)

Il

(I nodi rappresentano soHocampi di O(j); I sottocaOlpi che sono
campi di spezzamento sono indicati con un qundratino nem (.),
gli altri invece con un punto (-). I segmenti ascendenti indicano
l'inclusione.)

Il teorema dice cbe SI ottiene il diagramma per il reticolo dei

sOHogruppi del gruppo di Galois G di f ki1DOvolgcndo il diagramma

~ sottocamm di O(f):

G

(id}

(I punti (-) rappresc·:ao) sottogruppi non
(.) sottogruppi normali; segmenti
l'inclusione.- In questo caso, il gruppo
cosilidetto "gruppo diedrale" di 8 elementi.)

normali, i
aS( ~ndenti

di Galois

quadratini
indicano

G è ,un

La formulazione completa del teorema principale della teoria

di Oalois contiene una descrizione dettag1iata della

corrispondenza indicata fra 1 sottocampi di O(f) e I souogruppi
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(i)

(ii)

di G. Per le dimostraLioni ulteriori • • • di questae per preclSaz,lODI

illustre teoria dobbiamo rimandare alle impostazioni ID adatti

libri di testo (per esempio, [H] o, pc. dare on libro neUa lingua

italiana, [GI]). Un'analisi dei contenuti matem?~id relativi

setto l'aspetto storico (ma non aneddotico) si trova su [El. Poi,

in modo conciso, [Wl mette mano a un inquadramento della teoria

delle equazioni nello sviluppo grande deWAlgebra.

5. Conseguenze sotto il punto di vista didattico. Saltano

all'occhio almeno tre punti di contatto della teoria delle

equaz.ioni con ì contenuti dell'insegnamento a scuola, ciò sono l

capitoli che trattano

l'equazione quadratica

l'introduz.ione dei numen irrazionali (il passo al
di là di O)

(iii) il numero 11' (e il numero e), un numero trascendente

}~ vero che la formula delle soluzioni di un'eq\1azione quadratica

rappresenta uno strumento al cento per cento fidato per trovare

gli zcn di un qualunque polinomio di grado 2 a coefficienti

numem:L Però, se il nostro scopo fosse quello di· determinare

numericamente i numeri decimali che risolvono un'equazione data,

allora avremmo a disposizione allri metodi più efficaci in quanto

che essi funzionerebbero anche per i polinomi di grado supcnore:

J metodi di • •approssImazIOne. Quindi, un tale SCOpo non può

giustificare a fondo il trattamento della formula delle soluzioni

di un'equazione quadratica; tuttavia osserviamo naturalmente che

essa consente di trovare tali risultati approssimati: chi non

vuole (o non sa?) estrarre la radice che compare in essa e fare i

calcoli restanti a mano può senz'altro scegI:·;;.e la strada banale,

fidandosi della sua calcolatrice, e arriverà al numero decimale

desiderato; anche se così il suo risultato non sarà (quasi) mai
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esatto. la precisione

applicazioni pratiche.

sarà sufficiente per la mUf;giOr parte delle

Non è Hvietato" sfruttare la formula lO

questa maniera. ma è evidente che il suo valore didattico non SI

esaurisce con questo.

Nonostante il fatto che quel numeri

molti accettano stranamente soltanto

decimali non

essi come

sono esatti

risultato e

considerano il termine dato dalla formUla stessa (che è veramente

esatto I) come un numero ancora Hda calcolare H • Avendo il termine

che discend.e daùll formula, è sempre possibile derivare

un 'approssimazione decimale. ma viceversa nessun 'approssimazione

permette di risalire alla rappresentazione esatta (che coinvolge

la radice Hnon ancora calcolataH nel senso suddetto). Ma, alla

luce della teoria precedentemente schìzZ8ta, non SI tratta

S0u.J.ilto di una perdita di prec1S1one. Passando. per esempiO, da

;(-5+ill) a 1,14, abbiamo perso molto di più: non Cl 51 accorge

più dcI fatto che il nostro numero è una compoSIZIone di numeri

razionali con la radice di 53, anZI, tutte le tracce della sua

vera natura sono sparite. Ingannati dall'unico scopo di situare il

numero sulla retta dei numen reali, abbiamo sacrificato il

carattere individuale del nostro numero a un idolo gngIo - alla

forma decimale, nella quale, comunque se il numero delle cifre

viene limitato, I numeri reali, privati delle loro caratteristi­

che. vengono costretti ad un 'inespress~va anonimità. Il nostro

soluzionecomeinterpretazionesuadella
. .

numero Invece Vive

dell'equazione x2+Sx-7 - O; la radice ncl suo interno appare

geometricamente come lato del quadrato di CUI abbiamo parlato

durante la sezione introduttiva di queslo articolo. Il numero non

è razionale ma coinvolge soltanto una radice quadrata, quindi la

sua HaltezzaH sopra fl è bassa; infatti, si parla di un elemento

lidi grado 2 su flH. In questo sense, il numero è Hpiù vicino a Ij)H

ancora più alto. Cosl si apre un ampia campo di

dci numeri irrazionali. Tutto il sottile tessuto del

che, per •esempiO, una radice cubica o una radice di un grado

studio: quello

mondo dei
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numeri che traspare a questo punto VIene strappato di colpo se SI

mette troppo In evidenza la forma decimale. Lo ~ della

formula delle soluzioni dell'equazione quadratica Invece dà

un 'ottima occasione per portare la direzione deIJo sguardo, con

molta cautela, verso q'uel mondo affascinante.

tratta di un passo significativo fuori di ~;

Per gli studenti si

è importante farlo
• • la motivazione, il momento, è quella delcon ClfcospeZlOne: per

risolvere un'equazione ma, senza cbe lo studente lo presagIsse, il

risultato comporta un accesso a una sottodasse dei complessi di

caratteristica molto particolare. Il vero compito didattico quindi

non è esercitare l'automatismo dall'equazione data fino alla

soluzione in forma decimale, ma tirare alla luce il fatto che

queste soluzioni sono, come numeri, di una natura molto speciale

che merita essere investigata in dettaglio, distinguendoli in modo

chiaro dall'insieme molto più vasto dì tutti i numeri complessi (o

reali); questo è possibile, per esempio mediante una interpreta­

Zione geometrica o, più In termini algebrici, mettendo in evidenza

l"'altezza ll della radice (=2) e vuole senz'altro il contrasto con

1 numeri che non sono di questa forma speciale.

Conviene precisare a questo punto cosa intendiamo parlando del

IIcaratterell e della HnaturaH di un numero. Dopo IN, 1.. e «)

incominciano l problemi sottili relativi alla nOZIOne di numero;

confrontato con il passaggio da IN a 7L e da 7L a iD, quello da O a lR

(o a a::) è sproporzionatamente maggiOre, SIa nell'ottica storica

che sistematica che didattica. La teoria delle equazioni comporta

un certo orientamento neil'ambito vasto dei numen· irrazionali:

essa si occupa dei numeri che sono zeri di polinomi non nulli;

tali numeri si dicono Hnumeri [;;~~brìciH e formano un sottocampo A

di a::. Denotando con W 3 l'ìnsieme dei numeri che appartengono a

una estensione mediante radicali successivi, possiamo esprimere la

domanda, aperta fino ad Abel, così: vale W = A ? Si ba W c A, ma

3dal tedesco IIWurzelH (radicale)
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questa inclusione è propna: vale tN c A; Cl sono numen algebrici

che non apparteng!', <1~, vedi il Nrisultato negativo" di Abel. Il

teorema 5 di Galois lllvece da, Ul termini gruppa1i, una

caratterizzazione di Iii come sottoinsieme di A. La conseguenza

storica dei risultati di Galois fu la nascita di un'altra grande

teoria algebrica: la teoria algebrica dei numen; il CUi oggetto

classico, detto in modo molto accorciato, è lo studio del campo A.

Ma il passo da iD via IW ad "'. pur comprendendo una ricchezza

incredibile di fenomeni che meritano uno studio profondo, è ancora

tutti numerabili.

piccolo per

considerati: gli

quanto

lnSieml

riguarda

IN, 71.,

la cardinalità

W, fA sono

degli
. . .
mSleml

Cioè, sotto l'ottica delle cardinalità, la parte del leone dello

lIlSleme dci nurnen complessi (e anche dei reali) è l'insieme dei

numen trascendenti (cioè, non algebrici) che non abbiamo nemmeno

toccato malgrado l'ampiezza di tutti gli argomenti già sfiorati

fin qUl. Infatti è molto plU facile dimostrare che l'insieme dei

numen trascendenti non è numerabile che dimostrare In un solo

numero concreto noncaso che un certo

numCfl trascendenti In eccesso ma è

sia algebrico. Ci sono

difficilissimo individuarnc

uno. Sono passati solo poco più di ceto anm dalle pnme

dimostrazioni della trascendenza dei numeri e (Hermite, 1873) e n

(Lindemann, 1882).

Lo studio dci numerI irrazionali, evidentemente, non può

essere il compito dell'insegnamento scolastico: comunque In senso

positivo non sarà possibile introdurre gli insiemi W, A e parlare

In modo consolidato della trascendenza. Però, In senso ncgativo,

consci dei risultati della teoria delle equazlOnl. SI possono

combattere possibili idee sbagliate

evitarli, gli eventuali corti circuiti

i quali i più diffusi sono i seguenti:
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considerare uguali 1 concetti di II'numero irrazionalell' e

II'radicc ll' (o, aOCCIa peggio, II'radice quadrata 11')

considerare uguali i concetti di II'numero irrazionale" c "zero

(non razionale) di un polinomia non nulloll' (doè, II'numero

algebrico non razionale 11')

accettare soltanto la forma decimale per rappresentare un

numero reale (o, allcora peggio, la forma decimale con un numero

finito di cifre, oppure, pessnno, la forma decimale con un numero

fisso di cifre).

Per esempIO, è importante pariare non solo delle radici

quadrate ma (almeno) anche delle radici cubiche per far vedere che

esse sono numeri lI'ouovi". Non è esclusa una dimostrazione che 15
non coincide con nessuna radice quadrata di un numero razionale;

il fatto che essa non è nemmeno rapprescntabile come combinazione

di radici quadrate a coefficienti razionali sarà troppo difficile

••. ~ D.Q!! dovrebbe mancare come informazione I Questa "strategia"

è sempre consigliabile quando l'argomento è veramente profondo,

troppo profondo per un trattamento comprensibile da parte degli

studenti: studiare In dettaglio un pezzettino intellettualmente

raggiungibile del fenomeno generale In modo che SI apra lo

sguardo; dopo tale ~ertura dell'orizzonte il tempo può essere

maturo (la decisione del momento giusto dipende naturalmente dalle

reazioni degli studenti) per dare un risultato semplicemente come

informazione. Questo procedere non deve essere confuso con un

cattivo "insegnamento cattedratico"; il centro, naturalmente, è

sempre la sensibilizzazione degli studenti per l'argomento, e solo

dopo ciò l'insegnante tiene conto della curiosità risvegliata,

dando un risultato che, ragionando con onestà didattica, 'risulte­

rebbe ancora fuori portata. Come sempre, la nascita della domanda

è lo scopo principale, non il memonzzare delle risposte. Così. è

anche possibile discutere la rappresentazione cartesiana di un

polinomio di quinto grado 5 evidenziare modocome x -4x+2 per tu
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grafico dove essa intersechi l'asse orizzontale, anche per tcntare

un'approssimazione dello zero relativo. Dopo sarà una grande

sorpresa, una delusione matematican:.:ente giustificata, venire a

sapere che non c'è nessuna possibilità di calcolare essa tramite

radici. Gli studenti capIranno benissimo questo modo di dire un

po' • •ImpreCiSO, cnn il riferimento aila soluzione dell'equazione

quadratica. Gli occhi Il "edollo Il lo zero dcI polinomio, ma si tratta

di un numero fuori del mondo delle radici: IIle radicil/, quindi,

sono numerI particolari da 110n confondere con la totalità dci

numen... Finalmente, tutto il trattamento dettagli:.tto dd numero

7t dovrebbe lasciare spazIo anche per mettere in e'videnZ3 che si

tratta di un numero che noa risulta mal come soluzione di una

equazione algebrica: dopo tanti "acquisu" di nuovi num~n reali

mediante le soluzioni di equazioni stiamo studiando un n'Jmcro di

maSSIma importan.. :. per la geometria elementare e per la trigono­

metria la CUI natura è completamente diversa: lontana dalle

radici, lontana (più in generale) dagli zeri dei poIinomi ...

Quando la materia da insegnare è esigente come In questo C<J~O,

sarebbe sbagliata una decisione didattica che dia come risultato

un'idea storpiata dei concetti. Il
. ..

pnnclplo sano che

l'insegnamento di matematica non sopporta il =>emplice dare

(lIdettare") risultati senza un ragionamento adeguato d'altronde

non può giustificare che, dopo tanti anni a scuola, il concetto di

numero venga confuso nel senso suddetto. La necessità di trattare

IR (o IL) comporta, purtroppo, ch~ dobbi"~mo trasgredire quel

principio, come sempre quando contemporaneamente un punto è

matematicamente troppo profondo per uno svolgimento soddisfacente

c, sopprimendolo. metteremmo In pericolo il tutto. Abbiamo, però,

anche tentato di indicare come una tale trasgressione può

succedere con responsabilità.

Le didattiche dclla teoria di Galois (per

l'insegnamellto alla scuola media) riguarJano quindi uno dd due

concetti originari deHa matemntica: quello di NUMERO (!'altro è
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.3cnza dubbio quello di SPAZIOì. Dovrebbe essere uno dci più nobili

compiti deH'insegnameJ.to della matematica sviluppare una VIVa

COSCienza delle proprietà e cJ.ratteristiche dci •numeri, visto che

la loro O<lt"lU3. e i loro misteri hanno spinto e diretto gli sforzi

dei mat.:matici di ognI epoca. Lo studio deUa teoria delle equa­

zjoni, con la tecria di Galois come culmine, fornisce un ottimo

orientamento su quell'argomento fondamentale. Dovrà essere diversa

da caso a caso la decisione fino a quale PUDto, con quale mlsura

di profondilà e sot~igliczza, Sia ragionevole prefiggersi degli

SCOpi didattici neHo Splflto di questo articolo, In dipendenza

dagli ulteriori pedagogici generati del momento.

Auguriamod che t.L.:~ decisione sia sempre sorretta dalla com'lo­

ziooe cbe le nozioni devono precedere e gi'.'.~tificare gli algorit­

mi, che il pensare deve dominare e determinare il fare. che la

autonomia mentale come scopo pedagogico è di gr.m lunga supenore

all'apprendimento delle capacità esecutive, anche se perfette.
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