
Introduzione

Questo numero dei Quaderni del Dipartimento di Matematica è dedicato a

questioni di Didattica e rende conto di alcune relazioni tenute nell'anno

accademico 1988/'89 nell'ambito di un'attività rivolta a docenti della scuola

secondaria. La prima relazione, di Alba Iacomella, illustra le finalità e le

modalità di questa opera di formazione permanente promossa dal

Dipartimento di Matematica dell'Università di Lecce nell'ambito della

utilizzazione della prof. lacomella su di un progetto di collaborazione tra

Università e Scuola Secondaria Superiore. Hanno partecipato, a vario titolo,

alla realizzazione del progetto di ricerca il gruppo locale di ricerca didattica

operante presso il Dipartimento di Matematica, la sezione salentina della

Mathesis e ['IRRSAE di Pugtia. Tratto caratteristico dell'attività proposta è lo

svolgersi su base pluriennale, in quanto non si ritiene possibile coniugare le

aspettative ed i bisogni della classe docente con interventi frammentari ed

occasionati.

Il materiale che segue va dunque visto non come opera compiuta, ma

solo come resoconlo dei primi passi nella direzione della innovazione

culturale. In particolare i nuovi temi previsti dai programmi sperimentali

del biennio e triennio superiore, sono e saranno oggetto di una più

approfondita riflessione. Le relazioni a seguire illustrano argomenti di

Logica Matematica (Carlo Marchini), Fondamenti di Matematica (Ennio De

Giorgi), Geometria (Giuseppe De Cecco) ed Algebra (Harlmut Laue).

In questo elenco sono compresi argomenti che trovano poco spazio nella

formazione del docente (Logica e Fondamenti) ed lemi (Algebra e

Geometria) più consueti, che però qui vengono affrontati sotto un'ottica

diversa ed innovativa. Lo scopo è quello di innescare nel lettore, che si

presuppone insegnante o semplicemente curioso di Matematica, una
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riflessione critica e produttiva che culmini in un consapevole rinnovamento

deU'atteggiamento didattico.

\I curatore di queste note chiede scusa se non è riuscito a procurarsi tutte

le relazioni relative agli interventi svolti. di cui viene aUegato il calendario

completo, ma motivi tecnici e di tempo hanno limitato a solo queste cinque

le esposizioni scritte. La speranza è che in un prossimo fascicolo di questi

stessi quaderni. si possano produrre anche i materiali relativi agli

interventi di cui qui non è presentata una relazione scritta.

Elenco degli interventi tenutisi nell'A.A. 1988/89

A/ba /acoOle//a : Presentazione del Progetto di collaborazione tra
Università e Scuola Secondaria Superiore. Problemi Culturali e didattici
nei nuovi programmi di Matematica ed Informatica per la Scuola
Secondaria Superiore - Aggiornamento, Ricerca c Sperimentazione

Cado Marcoini: La Logica Matematica nell'insegnamento - Alcune
riflessioni.

linnio.De Giorgi: Una conversazione su: For.jamenti della Matematica e
"teoria base". L'esempio deUa teoria 7x2

(,ìyseppe.De Cecco: La caratteristica di Eulero in Geometria.

JJruno .I?izzi: L'aritmetica neUa Scuola Secondaria Superiore - Primi
elementi di Matematica computazionale.

flartOlut Laue. Aspetti didattici della teoria delle equazioni algebriche.
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PL)GETTO PLURIENNALE DI RICERCA

sul tema

COLLABORAZIONE TRA

UNIVERSITA' E E{'I1OLA SECONDARIA SUPERIORE

l'ROilLEMI CULTURALI E 1:':':J:I.TTICI NEl NUOVI PROGRAMMI

DI MATEMATICA ED INFORMATWA

PER LA SCUOLA SECONDARIA SUPERIORE

A(;GIORNAMENTO, RICERCA E SPERIMENTAZIONE

Alba TtICOmc;:a

FlNALITA'

"ATrIVITA' SEMINARIALE PER L'AGGIORNAMENTO del docen'e di

Matematica con sviluppo di competenze non usuali nella prassi

scolastica o non affrontate nci corsi di laurea, presenti nei

Nuovi Programmi sperimentali di M:ltematica e di lJù-ormatica per

gli Istituti Secondari Superiori.

L'aggiornamento del docente di jI.-j<;lerrwtica per ]a s~ crimentazione

dci nuovi programmi non può, per ovvi motivi, ritc[I<'fSi completato

dall'attivi'!>. promossa dal Ministero dcila Pubblica Istruzione, di

cui va riconosciuto senza. dubbio lo sforzo per un mutamento ed

un'innovazione dell'insegnamento della Matematica alla luce dcI

Piano Nazionale per l'introduzione dell'Informatica.

Il movimento di idee, il vivace dibattito sulle diverse

interpretazioni dci nuo"li programmi di MatclTIiltica cd Informatica e

sui corsi ministcriali di formazione,. hanno accrescìute le
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nor. episodica tra J'Universita

per una nuova professionalità

di una qun1ificata innovazione

rispetti valori culturali

in una visione unitaria della

esigenze di una maggiore professionalità dd docente di

Matematica, sia per un proce~so di ~nnsapcvoJezza critica di fare

scuola, sia per l'esjgen~ di professionalizzazione 10 una scuola

che, sforzanc! ....~i di realizzare un processo di elaborazione della

cultura, impegna docenti in ~n'attività di aggiornamento

ricerca - sperimentazione.

Occorre, allora, la collaborazione

e la Scuola Secondaria Superiore,

del docente di Matematica esigente

contenutistica e metodologiea che

della Matematica e dell'Informatica,

cultura,

L'introduzione del computer a scuola ha fatto sorgere la necessita

di una attività di mediazione tra la tradizionale comunicazione

della Matematica e quella richiesta, oggi, con componente

tecnologica, Questa .'''pone un processo di Ir.mJific:F:onc clilturale

cbe investe, in particolare, contenuti di Matematica, con

sviluppo di argomenti teorici non usuali nella prassi scolastica o

non affrontati durante corsi di laurea, col conseguente studio

anche dci pregi e dci limiti della utilizzaz.ione dei computers

nella didattica.

La "conversione pedagogica" ;;.. computer esige l'acquisiz.ione di

un'adeguata conoscenza delle nuove possibilità, a livello

contenutistico, e nel contempo l'acquisizione di una ponderata

prospettiva dell'applicaz.ione dci computer, anche in chiave di

insegnamento apprendimento, ncl rispetto deU'altività

deU'informatico. con pcssi1Jillià di arricchimento dcne capacità

di ricerca e di sviluppo della crcadvita di ognuno, attraverso

un'esperienza di arricchimento delle conoscenze scientifiche.

Esiste chiaramente il rischio di ..J..x:rrazione didattica per l'uso

del calcolatore come "strumento universale": deve essere evitato

perché l'Informatica non prenda il sopravvento suna Matematica.

II valore culturale e formativo della i.fatematica va arricchito

dalla "esplorazior:e di situazioni ~, al fine di contribuire

ana convergenza nclle capacita di "sapere" c "fare", in cui la
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parere,

dove si

di

carattere

tradizionali

consuetacomponentc del "farc" supera quell'altivila

risoluzione meccanica di classi di esercizi.

"(... )l'cperare con il calcolatore introduce un li ... elio intermedio

in cui l'astrazione e l'altiviui logica sono scmprc legate a

qualcosa di rcaie c verificabile. ( ... )

Il calcolatore consente di utilizz?:re più facilmente

,.,.dI'operazione mentale frequente in t'!~·~~ atlività umane e

ncllc r.riem.e sperimentali, ma poco comune nell'insegnamento della

Matematica che è il fare congetture e mclterle alla prova.

Quindi l'uso del calc:,;'.<.(ore si ·... ,:juadra molto bene

ne!l'''inscgnamento per problemi", e fornisce un'ampia messe di

problemi non banali, c tuttavia accessibili.( ... ) Ritengo che

questi problemi dovrebbero prendere il posto d'onore che per tanto

tempo è stato tenuto dai problemi di secondo grado". (O.Prodi, in

Notiziario della Unione Matematica Italiana, Marzo 1983,

supplemento al n.3, pp. !Cl - 103).

'( ... ), a mio parere, vi '000 profonde "gialli di

culturale cbe legano l'informatica ai capitoli più

della matematica: vorrei usare l'immagine, forse un p6 retorica ma

espressiva, di rami che escono da uno stesso tronco.

Queste ragioni di carattere culturale sono, a mio

chiaramente presentate nella picmcssa ai nUOlr'1 p~"" 'ammi,

oggi (almeno nella

verso queste due

afferma che l'oricnto.u..ento della matematica di

consapevolezza che ne abbiamo!) è soprattutto

direzioni:

verso la "matcmatizzazione della realta

verso una più accentuata ed esigente formalizzazione.

Per capire l'impianto culturale dci nuovi programmi occorre, a mio

parere, riuscire a vedere come queste due spinte, 3!'1,:,[:::hè essere

in contraddizione, si compongono e si rafforzano a vicenda." ( G.

Prodi, in Notiziario della Unione Matematica Italiana, Novembre

1987, S;'i'plcrncnto al n. Il, p. 14 ).

- CREAZIONE DI GRUPPI DI STUDIO formati da docenti di Matematica

della scuola secondaria c da docenti universitari sulle t.ematiche
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Nuovi Programmi, ai fini

richiesta dai processi di

riguardanti le innovazioni presenti nci

di una nuova pr~fcssionalita, quale è

trasformazione e di innovazione.

Il movimento delle spcrimentazioni nel bienni e l'avvio delle

spcrimentazioni nei trienni con la nuova aggregazione disciplinare

"Matematica e Informatica", provcca questioni importanti sotto il

profilo contenutislù;o, metodologico, didattico.

E' complessa la problematica connessa perché, oggi, più complesso,

è divenuto il contesto culturr,k, sia qualltitati\:"'.Jcnte sia

qualitativamente. "'(... ) con il piano nazionale per l'Informatica

si è ( ... ) tentato di impia",ture un modello a....anzato su un terreno

assolutamente impreparato a riceverlo ( ... ). (F. Speranza, in

Notiziario della Unione Matematica Italiana, Novembre 1987,

supplemento ai n.l1, p. 122). La cOl":ìpi·:.ssita dci problemi della

Scuola Secondaria Superiore, non può, oggi, non considerare

necessaria e urgente ili realinazione di !!TI prcgramma pluriennal~

cbe impegni docenti universitari c dc.c:;,~ti degli Istituti

Secondari Superiori, per un qualificato insegnamento della

Matematica; non può non considerare urgente l'impegno dei

Dipartimenti di Matematica dell'Universita nel r.-:.ndcre adeguato

alle nuove esigenze professionali CGn la formulazione di nuovi

raggruppamenti discipli nari 'il ruolo qualificante dell'imlirizzo

didattico del Corso di laurea in :Matematica, (... ) nella

formazione professionale iniziale e continua dell'insegnante di

matematica, nella pro.,pctliva di una educazione permanente ( ... )"

(A. Iacomella, in Relazione su "Problemi cOllllC'.s$i con

l'insegnamento della Matematka neHe Scuole Secondarie Superiori,

anche in riferimento al Piano Nazionale per l'int;utiuzione

dell'Informatica", attivita di ricerca svolta rrcsso l'Ufficio

Studi e Programmazione, M.P.I., Roma, 113 - 3117 1987, p. 3).

nUna cosa da aggiu,lgerc al lungo elenco delle cose che abbiamo da

fare: offriamoci per fare gratuitamente i seminari per i (;orsi di

formazione dci vincitori di concorso!/I (F. Spe.ranza, Intervento

in Notiziario della Unione Matematica Italiana, Maggio 1985,

supplemento al n.5, p. 107).
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'"( ... ) non possiamo credo - non condividere l'urgenfe necessità

di inserire nei piani di studio qualche corso obbligatorio di

alfabetizzaz.ione informatica, di calcolo numerico, di statistica e

probabilità. Altre proposte, non recepite dalla commissione

ministcriale, ma pur valide al fini di una formazione culturale

globale delle nuove leve di matematici, riguardano l'inserimento

di cotioni di logica, di argomenti di storia, ( ...). (V. Villani,

in Notiziario delta Unione Matematica Italiana. Ottobre 1987. pp.

20-21).

E' necessario partire dalla scuola, nella quale ciascuno lavora,

sperimenta, osserva, per poi passare al confronto delle diverse

esperienz.e a livello l..h gruppo ristretto e dal gruppo passare al1a

proposta rivolta agli .::,-i insegnanti.

• (...) direi che proprio la ricchcu.:>. del pensiero matematico

finisce con l'essere la rag~;)::e principale oe:k difficoltà che si

incontrano Guanllo si cerca di divulgarlo. Per affrontare queste

difficoltà credo che occarrano le due virtù fondamentali dello

scienziato, l'umiltà e la speranza.

Occorre riconoscere che ognuno di noi ha una conoscenza assai

parziale della Matematica ed una ancora più ridotta degli altri

rami del sapere umano ad essa collegati. Nello stesso tempo

dobbiamo avere la speranza che una comunicazione anche limitata

del pensiero matematico possa arricchire tutta la cultura ( E. De

Giorgi, in Notiziario della Unione Matematica haliana. r ·tglio

1986, Supplemento al n.7, pp. 222-226 ).

- AITIVITA' DI RICERCA DIDAITICA per la crescita delle qualità

professionali dci docenti, con un raccordo con J'Università per

garantire un corretto collegamento tra scuola e ricerca e tra

ricerca e sperimentazione.

Per tale salto di qualità che, Qggi, è richiesto, l'insegnante

deve syolgere nn ruolo di '"ricercatore culturale'" e di

programmatore didattico non improvvisato, ma dotato di nuove

competenze, di nuovi atteggiamenti ai fini di una nuova

professionalità, di una n.Y.Q.Y!! condotta culturale ~ sociale.
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UL'idea di qualificare con Hdidatliche" alcune tecnologie ha fatto

immediatamente pensare più all'add'Cslramcnto (training) a livello

industriale che non alla formazione scolastica.

Questa falsa interpretazione a mio aVVISO dipende dall'aver

assunto come vera l'identita:

tecnologia strumenti

strumenti + costruzione sistematica di criteri

Nel problema dell'insegaamento - apprendimento tale uguaglianza è

falsa.

Occorre scrivere l'equazione

tecnologia

didattici.

Nella risoluzione di tale equazione consiste il problema della

ncerca uidattica in ogni disciplina. Infatti è chiaro che dai

criteri didattici devono discendere metodi ai quali andranno

associati procedimenti effettivi. Cioè da un punto di vista

didattico occorre parlare non di tecnologia o di tecnologie ma di

sistemi tecnologici. Infatti, ID quanto dct.o, sono enucleabili

due parti, una formale (criteri e metodi) e una operativa

(procedimenti), elementi tipici di uo sislcma tecnologico io CUI

intervengono due sottosistemi : uno formale e uno di regole

operative. E' quindi vero che non si pu6 identificare la

tecnologia con gli strumenti.

In questa visione. ad esempio, il linguaggio naturale è un sistema

tecnologico JD cui sono perfettamente

sistema formale (insieme di segni e

distinguibili le due

relazioni fra essi)

parti:

e le

regole operative (competenza e uso nel rrodurre e~pressioni)" (A.

Andronico, in Relazione introduHiva, Insegnamc.lli scientifici e

ricerca didattica, La Nuova Italia, Firenze, 6 - 9 ottobre 1980,

pp. 277 - 278).

-ATTIVITA' DI SPERThlENTAZIONE del materiale prodotto debitamente

sostenuta dalla attivité. di collaborazione in cui ogni docente è

chiamato a prendere parte in prima persona, per l' individuazione

di suggerimenti, indicazioni e proposte di approfondimento al fine

di una programmazione meglio articolata del collegamento tra
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aggiornamento, ricerca, sperimectazione, con particolare

attenzione agli aspetti innovati vi sul piano contenutistico c sul

piano pcdagogico didattico per un efficace collegamento tra

iiggiornamcnto, ricerca, sperimcntazionc.

Per la qualita dell'insegnamento l'aggiofr:a;'I'~nto è ind!~.f~~nsabilc

e deve avvenire tr<:. i docenti stessi, con la guida di coloro che

sono IIpunta ll nella cultura.

"La .:."asse come gruppo di lavoro in un IIlaboratorio di ricerca Il

vive lo sforzo dell'uomo ~,d conoscere "la realtà" e prova le

stesse gioic del ricercatore professionista" (A. Iacomella, in

Relazione citata, p. 16).

- ATTIVITA' DI RILEVAZIONE STATISTICA dci risuli.ati in un'('t';~a

di confronti Cv.. grupri di ricerca didattica operanti in altra

sedi.

E' altamente qualificante un'analisi critica della

professionalita' attraverso un conftq.DJQ ç.ulturale: confronti su

diverse impostazioni teoriche c diJaltiche dci contcnUli oggetto

dci nuovi programmi, consentono la formulazione cauta c il

riconoscimento equilibrato di ccrte scelte educative, l'analisi

dci contcnuti teorici e dei metodi d'insegnamento. Occorre,

infatti, evitare ~i cadere in "mode", come è accaduto con

''l'insiemistica'' e "lo strul~uralismo", tra la fine degli anni

sessanta e gli inizi degli anni settanta. Oggi incombono il

pericolo della w~"'fatematica utilùJ ,istica" e il mito

dcll'Informatica.

Dall'insegnamento matematico, più in generale, scientifico,

guidato dal "buon senso" si altende un apporto culturale,

formativo, educativo, sociale, capace di comprendere la

partecipazione della vita che' si vive, per sviluppare un legame

organico tra cultura vissuta e cultura come capacità razionale

critica di resistenza all'aggressione presente e futura della

molteplicita caotica delle ~nformazjoni, di selezione e di dominio

di essa ,e come radice di disponibilità concreta al cambiamento.
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ad

- FORMAZIONE ARTICOLATA IN AGGIORNAMENTO

PERMANENTE da perseguire come PRASSI pcr

l'individllllzione di. qua.dri teorici di riferimento

l'arricchimento cuhurale per l'adegua•.nenta inevitabili

mutam,=,n~i contenutistici e metodologici

la formazione di gruppi siabili di stud:J costituiti da docenti

universitari e secondari lO CUl docenti universitari siano

dei

dei

dci contenuti matematici

metodi di insegnamento e

consulenti per un ripensarncnto

programmi, degli obiettivi, dei

criteri di valutazione

formazione 01 gruppi stabili di ricerca didattica CCSulUiti da

docenti universitari e secondari per un corretto e continuo

collegamento tra scucIa, ricerca e st'ecimentazione e tra ricerca

didattica e ricerca scientifica

l'utilita di "lavr.rare insieme" per superare le difficoltà di

"inconteo'" e di "dialogo'" tra docenti nel "programmare insieme" e

"confrontare obiettivi, metodi e criteri ci valutazione/f, con

l'augurio che una tale attività culturale, educatica e sociale

possa, con la collaborazione indispensabile dell'Università,

favorire una programmazione educativa del Collegio dei docenti

capDce (;~ recuperare il passato come premessa del presente nella

ricerca della continuità tra tradizione e innovazione, un concreto

ed autentico cambiamento di prospettive

del1'insegnamento della Matematica IlcJla Scuola Secondaria.

educative

- QUALIFICAZIONE DI ATTIVITA' connesse ana eollabor.<lOne tra

Università e Scuola Secondaria Superiore.

L'insegnante di Matematica impegnato, dunque, in un'esperienza di

innovazione metodologica e di aggiornamento culturale. trova nei

rapporti con docenti universitari un punto qualificato di

riferimento nelle atti",ltà di

- acquisizione di competenze in settori poco o per nulla a lui

familiari

ripensamento critico dei messaggi contenutistici e metodologici

In gruppi di studio, al fine di una efficace mediazione pedagogico
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didattica

partecipazione in attivita di ricerca didattica

spcrimentazione scientifica di lavori prodotti da gruppi di

ricerca

elaborazione di materiale significativo per l'attivita'

didattica, con possibilita di adeguamento a più situazioni reali

scolastiche, arricchimento delle indicazioni che scaturiscano

dall'attivita di sperimentazione, con riflessione sugli obiettivi,

sui metodi, sui criteri di valutazione rer una significativa

programmazione didattica.

Si valorizza

consapevole dei

la figura

segni dei

dell'insegnante

tempi e detle

di Matematica

relative risorse

che,

:J.ncbe

tecnologiche, modifica la propria condolta professionale per un

adeguamento formativo e culturale alle nuove esigenze della

societa, con conseguente forte impegno pedagog.ico didattico.

NII processo educativo ha in genere il compito di introdurre, nel

vero senso della parola, in una cultura, radicando il giovane in

essa e proiettandolo verso un futuro. (.. ) La scuola deve ( .. )

favorire la presa di coscienza e l'integrazione di questo

orizzonte di significato, aiutando giovani a ritrovarsi nel

proprio mondo culturale in maniera riOessa, comprendendo

valori, cd eventualmente limiti, della proprioa collocazione,

acquisendo in maniera progressiva cd equilibrata conoscenze ed

atteggiamenti che completal1Q e sviluppano l'originale

inculturazione, per un inserimento maturo e sicuro nell'ambiente

sociale e professionale" (M. Pellerey, InformaUca fondamenti

culturali e tecnologici, TO, SEI, 1986, p. 364).

IPOTESI DI LAVORO:

PRINCIPI EPISTEMOLOGICI" PEDAGOGICI NEI NUOVI

PROGRAMMI DI MATEMATICA E DI INFORMATICA

Nell'insegnamento della Matematica nella nuova aggregazione con

l'Informatica, l'obiettivo educativo
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formazione razionale critica del giovane, attraverso valori

culturali della Matematica e le ragioni culturali che legano

l'Informatica in modo intrinseco alla Matematica, al fine

educativo e sociale di rendere concreta la dispor.::"ilita al

cambiamenfo, in un momento di vorticoso progresso scientifico c

tecnologico. per una innovazione guidata dal "buon senso" per

evitare di seguire "mode",

"A chi guardi alla Matematica come a un iattore di cultura si

presenta il problema di cogliervi gli aspetti che meglio

rispondono allo scopo, i motivi che inc:: .. \mo più a fondo nella

struttura del suo pensiero.

A ci6 spinge la scuola. (. .. ) nella (... ) "secondaria" non 51

aspira a formare dei matematici (... ). Quindi la presenza della

Matematica è dovuta al fatto che ad essa si domanda un apporto

alla formazione urn'j',a e sociale dei giovani, 11l collaborazione con

le altre discipline e in misura non diversa. (. .. )Q .. ,,:di una "

Matematica delle idee", piuttosto che "u.na Matematica delle

formule": . due aspetti non da porre in contrasto che anzi l'uno

valori intrinseci della ricerca

con l'aItro si integrano in modo essenziale - ma da fondere in

oculata misura" (L. Campedelli e M. Giannarelli, Al lettore, in La

Matematica come sistema ipotetico - deduttivo di S. Maracchia, FI,

Le Monnicr, 1975, p.VII).

E' "la Matematica delle idee", quella presente nei Nuovi Programmi

che, cogliendo l'essenza e

Matematica, fa

conoscere i metodi di ricerca,

comprendere il senso dci fatti matematici,

conquistare l'intimo senso delle verità matematiche,

riflettere sulla sua ricerca di una visione unitaria,

conoscere la sua organizzazione lclgìca,

sentire il bisogno t.uiturale della dimensione storica,

vedere la Matematica "costruttiva", con attenzione agli "aspeui

algoritmici" , nell'ambito della Matematica con

attenzione a11'"esistenza degli enti matematici",
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conquistare l'aspetto 'libcrta' nella sccl:a dei punti di

partenza di una teoria col vincolo fondamentale dcIla coerenza,

conquistare la consapevolezza critica di esistenza di una

'barriera' in risultati analoghi: in Matematica col teorema di

GOdei, In Informatica col teorema di Church, in Fisica col

Principio di Heisenberg,

mettere in discussione la VISIOne di scienza Itimmutabile",

"definitiva", "assoluta" per il senso comune.

E' la Matematica che, nel rapporto culturale con l'Informatica, fa

conquist;\i~:

la distinzione delle componenti "scmantica" e "sjntattica",

"astratta" e "formale",

gli aspetti "trasferibile al ca1coiatorc"', "nen trasferibile al

calcolatore" ,

- le basi del rapporto neIla Logica matematica.

E' la Matematica che, nd rapporto culturale con la Logica, a

partire da riflessioni su fatti linguistici, fa conquistare

la distinzione tra /llinguaggio naturale" e l/linguaggio

formalizzalo Il ,

la distinz.ione lla "linguaggio naturale" e "linguaggio

artificiale" ,

- le regole di dimostrazione;

fa sentire

-il bisogno di un approccio critico ai "fondamenti della

Matematica n
, in un rapporto intrinseco con altri rami dci sapere.

" se ogni ramo della matematica si esprime attraverso un

linguaggio, in logica il linguaggio stesso diventa oggetto di

studio; in questo senso, la logica è necessaria per impostare

correttamente un qualunque discorso matematico. "(C. Bernardi. in

Notiziario della Unione Matematica Italiana, Novembre 1987,

Supplemento al n. Il, pp. 22-23).
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E' la Matematica che trova negli stimoli concettuali della

Probabilità e della Statistica. OCCaSlOnl efficaci di

matematizzazione della reaIta,

ricerca di "modelli" adeguati alla situazione concreta.

ricerca, nella logica dell' Hineerto", della IIlettura Il di

situazioni per cui il HccrtoN va discusso.

In una visione, dunque, di continuita' della tradizione con

l'innovazione, quale recupero del passato come premessa del

presente. in uua visione unitaria delle culture, compresa la

tecnologica, col rispetto dei valori culturali ù-.:,la Matematica e

dell'Informatica si impone la diillettica tra

Nintuizione ll e Nrigore N,

"procedure costruttive" e II sistcmazioni formatili,

II referente empirico Il e Nmodello matematico Il •

II refcrente tecnologico" e II modcllo matematico".

Hanno senso

i Nsistemi assiomatici N,

problemi di Ncoerenza Il. IIdecidibilita N, "cornputabilitaN •

la IIdimensione storica",

si afferma la Matematica con l'aspetto dcll'lIhumanitas ll che deve

far provare il gusto del sapere matematico ai giovani, che.

purtroppo, non "'-'mpre hanno avuto la fortuna di vivere.

La Matematica e l'Informatica dei nuovi programmi, fondate,

dunque, sul II principio di complement3rita'lI. consentono al futuro

diplomato della scuola secondaria superiore la conquista di forme

critiche

l' "informaticoN,

pensiero, quali il

il

il

"probabilistico

H geometrico Il ,

statistico Il ,

aspetti diversi del pensiero matematico, ma correlati non con

strutturazionc assoluta e definitiva, ma relativa, limitativa, e

possibile di inevitabile progresso.
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principi, procedimenti, le applicazioni,

consentono processi tipici dell'attivita matematica

ùa quella informatica, quali "Hl<ucmatizzazionC"',

l'formalizzazione" , "gcl1~ralizzazionc", ra;erca di

di ;;regolarita, costruzione e interpretazione di

matematici 1/ I Ilargomentazione" , "dimostrazione Il ,

lI astrazione" ,

lIanalogie" ,

"modelli

E' in gioco, dunque, un'educazione matematica ed informatica

fondata sulla Matematica e sull'Informa.tica come "modelli di

pensiero", come "mezzi di inda!2:ine della renIta''', come IIstrumeflti

e linguaggi di conoscenza", e non come II sistcma organizzati e

perfetti di conoscenze da trasmettere": è in gioco la qualita del

sapere matematico.

I concctti,

linguaggi,

arricchita

"induzione", "approssimazione", analisi e organiuaziolle "logica"

del linguaggio comune, descrizione IIproposizionale" , "grafical/,

lI algoritmica" di una classe di problemi, ricerca di strategie per

la risoluz.ione di un problema, con la dia! ... ~dca di inte,grazion~

nei rapporti con l",. altre discipline per il carattere

f'linterdiscipliiIare" di ogni conoscenza.

Gli aspetti "gualitativi" sono, dunque, accanto a quelli

"guantitativif'l.

L'insegnamento della Matematir'.!l si propone, di necessita, più per

"problemi che Rf.!. f'lteorie". /lE' stato detto giustamente:

Occorrerebbe insegnare più I/ per problemi" che I/p.::' teorie": una

teoria dovrebbe avere la portata minima necessaria per inquadrare

un certo gruppo di problemi. G. Prodi, dell'Univo di Pisa

(Periodico di Matematiche, 1965)" (B. de FiOCHi, Il sapcr Il vedere"

in matematica, La ricerca, Serie Didattica, 1'0, Loescher, 1967, p.

69).

Il presentarsi di -una situazione problema crea uno stato di

tensione intellettiva e di instabilita: il pensiero si pone alla

ricerca della soluzione, SI accendono "curiosita", si ferma

l'attenzione su contenuti significativi, SI separano alcuni, si

vive il bisogno di allargare le conoscenze acquisite, si formulano

e si giustificano congetture., si consente la discussione tra ci6
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che è "argomentazione" e ci6 che è "dimostrazione". si vive il

rJolo Itconoscitivo" del "modelli matematici" , si sente "., bisogno

j ....Ha dimensione storica, C.. ) si conquista una formazione

matematica significativa.

"Lo studioso che affronta un problema, nella ricerca della

soluz.ione, procede cm:, argomentaz.ioni che poswno avere la forma

di ragior::.amenti di tipo induttivo. o euristico, o ancora per

analogia, generalizz:J.zione o particolarizz;:~ :ooe. In questa fase

noo vi è nulla di sistematico: è questo il momento in cui la

fantasia cd il gusto del matematico hanno il sopr3\'vento, c, a

volte, la strada corretta da percorrere è frutto di conclusioni

errate che vengono usate come ispirazioni" . (C. Marchini,

Argomentazione c dimostrazione Alcune riflessioni SI.!i;..l aspetti

didattici, in L'insegnamento della Matematica e deile Scienze

intewgrate, lO - il 2 (Febbr. 1987, p. 136).

11 docente di Matematica e di Informatica, cc,n il ruolo di

animatore, consulente, promotore, programmatore, rkercatore.

capace di pilsSllggio dnlla valutazione del profitto del giovane

valutazione dcll'attivita' didattica, diventa guida, garante

di correttena procedurale; dirige alla individuazionc di una

"pluralila di percorsi" e del "criterio di scelta", spinge al

gusto del "sapere matematico".

Lo studente vive il cammino che va dalla situazjone - problema

alla soluzione esista questa o non esista (significativi ed

efficaci problemi matematici senza soluzione); conquista livelli

di riflessione razionale, metodi di ricerca, arricchisce il

bagaglio delle conoscenze, modificando il comportamento in termini

di "'sapere" e di "saper fare ll
, riuscendo a capire e a scoprire

"ci6 che occorre saper vedere per dominare un prolllema"C B. de

Finetti, Il saper "'vedere" in matematica, La ricerca, Serie

Didattica, TO, Loescher. 1967. p. 69).
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I contenuti matematici arricchiti dagli stimoli culturali

informatici diventano, così, base er~~nziale al futuro diplomato,

per un suo inserimento prcfessint1<Jle nel mondo del lavoro o per un

raccordo con la scuola universitaria che l)~Hta la professionalita

a livelli SL~ ::riori attraverso piattaforme cO!'t!~n~._.:.tiche COd

profondi agganci agli aspetti culturali della scuola secondaria.

Quelli indicati sono termini fondamentali di lettura

epistemologica dei Nuovi Programmi, per una nuova formazi()ne

culturale in una Scuola Secondaria Superiore quale "officina di

metodi e di conos;,;~nze", in cui

si insegni ad "apprendere" e a "conescere" con esperienze di

"smontaggio - critica - reinvcnzione" del fatto culturale,

si affermi l'impostazione delle basi matematiche neH"'cnte

discreto numero" e nell'''ente continuo spazio". su CUI si fondano

l'arricchimento e i mutamenti del pen<:;ero matematico,

- scompuiano, sul piano culturale. formativo, le due matematiche

una per l'educazione liceate. l'altrrt, per l'educazione tecnica.

trovino te due rispettive concezioni "teorico razionale" e

"pratico - strumentaIc" , un punto d'incontro in una conc·: :!ione più

"costruttivo sostanziale. in cui "interessano significati,

concetti, la realtà che sta sotto le formule o le definizioni" (

M. Pc11ercy, Pcr un insegnamento dclla matematica dal volto umano,

TO, SEI, 1983, p. 26).

tcovi fondamento culturale e form;it~-.'o u;:.a preparazione del

"nuovo" maturando italiano non frutto di "un "ammaestramento"

(.,.) a risolvere esercizi del tipo di quelli che sono stati

assegnati alla maturita negli .. ), precedenti e che

prcsumibilmente verranno assegnati alla maturita dell'anno

successivo" (V. Villani,· Intervento in Notiziario della Unione

Matematica Italiana, Marzo 1983, Supplemento al n.3, p.208).

Di conseguenza, sul piano metodologico, si passa da una attivita

didattica centrata sulla succeSSIOne

"spiegazione

classe"

studio esercizi
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ad una attivita didattica centrata sulla successione

Hproblema - conceui - modelli - teorie - applicazioni - metodi di

ricerca H ,

con attenzione alJa sosta fil..:. del discors(' e ai contenuti, con

privilegio di attivita che consent3no il transrert. al fine

prinr-ipe di rendere concreta la disponibilita al cambiamento,

fortemente richiesta dalla societa di oggi.

HLa vaHdita di uca scuola afferma ii Direttore generale

dell'Istruzione classica non può certo misurarsi sulla quantita

di notizie c informazioni che riesce a dare, quanto suna sua

capacita di fornire metodi, strumenti critici, orientamento; e

questo qualunque tipo di scuola, purché coerente ed organica,

consapevole dei suoi fini istituzionali, può cercare di farlo,

proprio nclla specificita formativa !ii un suo individuato asse

culturalc.

Credo davvero che runiformità SIa più un problema metodologico,

da perseguire con tenacia e convinzione, che una questione di

contenuti e di l1rchitetlurc strutturali, da proporre

indiscriminatamente a tutti.

Concordo quindi perfettamente con E.Agazzi, quando afferma

(nell'editoriale n. 4/87) che «l'uniformità di per sé Don contiene

alcuna connotazione qualitativa: si può infatti essere tutti

uniformemente mediocri; menI re l'obiettivo della massima

qualificazione è compatibilissimo con la differenzazione: si pu6

infatti essere tutti buoni o eccellenti, ciascuno dentro il

proprio campo»

E'proprio quello che mi piacerebbe auspicare: che si possano

mettere in atto tutte le strategie necessarie, nel rispetto dei

singoli «campi» per dare un prodotto 1.1;i;liore, se non ecçel1ente;

cbe si configurino, cioè, impianti semplici e fattibili, che,

senza ricorrere a difficili acrobazie di ingegneria scolastica,

assecondino le naturali tendenze fisiologiche che la oçcuola stessa

sia avviando verso una maggiore omogeneità di intenti e di

prospettive educative» (R.Cammarata, Biennio: opzione zero?, in
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e

un'esperienza di

culturale, sente

docenti qualificati, finalizzata

settori poco o per nulla a lui

Nuova secondaria, 15 settembre 1988 - anno Vl)

IL 'NUOVO' INSEGNANTE DI MATEMATICA ED INFORMATICA

L'iosegnante di Matematica, impegnato, dunque, in

innovazione mctodologica e di aggiornamento

l'esigenza di

un intervento articolalo di

allo sviluppo di competenze in

familiari,

un rapporto con docenti universitari per

il ripcnsamento critico dci messaggi contenuti;;;,::d

metodologici, al line di una convinta mediazione pedagogico

didattica,

la partecipazione a gruppi di studi~) e di ricerca didattica,

la sperimentazione del lavoro, deb;/:. :-lente sostenuta dalla

attività di collaborazione in cui ogni d(l~(;ntc è chiamato a

prendere parte ll1 prima persona, per l'individuazione di

sllggerimellti, in.ll~cazioni e proposte utili per una programmazione

meglio articolata del collegamento tra aggiornamento, ricerca,

sperimentazione,

l'aggancio ";clla ricerca didattica con la ricerca scientifica

per una presa di coscienza delle idee portanti della scienza e dci

risultati.

PROGRAMMA PLURIENNALE

Il programma di collaborazione tftJ. Universita e Scuola Secondaria

Superiore, sara realizzato con la collaborazione del Gruppo di

ricerca didattica e del Seminario didattico operanti presso il

Dipartime.nto di Matematica deU'Univcrsita di Lecce, so,,~cnuto dai

Consigli del Dipartimento e della Facolta di Scienze

dell'Universita dj Lecce nella richiesta ,'.,11;\ mia utilizzazione

presso il Dipertimento di Matematica.

Saranno rispettate le esigenze del docente di Matematica e di
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sia

l'intcre:)se e l'impegno, la

e Scuola Secondaria Superiore dc.ve

per il conseguimento dene alte

richieste non solo dai programmi

anche da que;:i del triennio, la cui

complessi l;'), contenutistiche e

avere carattere pluriennaIe

finalità già precisate e

sperimentali dci biennio, ma

spcrirncntazione richiedcffi

mctodologlchc maggiori.

E' necessario, dunque, un programma pluriennale di almeno sei anni

di collaborazione tra Università e Se:I, .. a. Secondaria Supç;'~;)re,

essendo ovvio il [allo che non si possono esaurire, in un anno,

tutte le problematiche relative all'insegnamento della Matematica

e dell'Informatica secondo nuovi programmi quinqtdennali di

sper: .. cntazione, senza escludere anche la necessita di tempi

maggiori per eventuali modifiche dei progmmmi prcvct!ibili proprio

per il loro carattere sperimentale.

Informatica di eggi sia sulle scelte contenutistiche,

",~çlle: mctodologichc, nel rispetto dei Nuovi programmi.

l decenti dì Matematica interessati, data la significatività.

scientifica, culturale e sociak dcll'attività di colIaborazion~

trg Universita e Scuola S('('""daria Supe.liurc, esigeranno stabilita

a C.. ,te le :lttìvità del progetto in oggetto, per ottenere

risultati significativi per la scuola impeg'iiata in un rinnovamento

culturale e didattico.

Per mantenere l'entusiasmo,

collaborazione tra Università

componenti di

con la reale

per un'analisi

una dir~zione di

Naturalmente il programma deve avere, acc.1~,,; alle

innovazione c di aggiornamento, quella di raccordo

situazione nella concreta ùi~bttica quotidiana,

~ritica di ccrle SCf':~: ~ di certe altivita', in

continuita' nello svilup.QQ del r,,·'1!.etta plm::;J.!HI!{:.

La necessita di interazione t:uitura1c t:(JI1 l'Univcrsita, vuole,

dunque, for~jre non solo nuove competenze contenutistiche, ma

anche coi.1aborazionc per U!l' "ttivita didattica quahhcata fonùata

;u una qualificata formazione matematica ed informatica.
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Per un significativo coordinamento tra Universi:a e Sello:a

Secondaria Superiore occorre realizzare due fondamentali altivit6.:

attivita' seminariaIi òi aggiornarne!"'" con appiufondimenti

teorici aU'interno di "&!!!IW.i stahili di studio" intorno a

tematiche promosse dai seminari, fondamentalm~nte per

puntualizzare i fondamenti teorici,

cogliere i principi epistemologici per una "lettura critica" dei

nuovi programmi,

individuare risvolti didattici nella reahà scolastica.

aUivita' di ricerca didattica sulle problematiche aperte dai

seminari con elaborazione dì materiale didattico da sperimentare e

con confronto co:;. gruppi di ricerca cperanti in altra seùe

focalizzanùo l'attenzione, nel rispetto delle esigenze culturali e

didattiche dci nuovi programmi, in particolare, ':,.1:

contenuti, obiettivi, metodi, critcri di valutazione,

materiali prodotti da gruppi di ricerca didattica impegnati

nell'aggiornamento e nell'innovazione,

libri di testo,

orgar.izzazione di Ul:a programmazione didatlica,

5perimcnt:lzione di materiale dio,hlico con rilcI/azione

statistica per un'analisi de:la bonta della programmazicne nella

rcalta in cui si opera,

Si individuano, in collaboraz.ione col Seminario Dio"ilico c col

Gruppo di Ricerca li1 Didattica del Dipartimento di Matematica

dell'Università di Lecce, seg~e:J.ti fondamentali seminari da

rcalizz.are coerentemente cci progetto plurienn31c ~~

Calcolo delle prcpo;}li.ioni

Calcolo dei predicati

Grammatica

Sinlassi

Semantica

Induzione e ricorsivita
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Algebra di Boole

Teoria degli insiemi c Logica matematica

Polinomi e teoria di Galois

Insiemi numerici

Teoria dei codici

Algebra lineare

Geometria euclidea

Geometrie non euclidee

Geometrie finite

Trasformazioni geometriche

Sistemi formali

Trasformazioni geometriche

Caratteristica di Eulero in Geometria

Calcolo Approssimato

Successioni e serie

Calcolo differenziale c calcolo integrale

Analisi del continuo e Analisi del Discreto

Matematica #Cantoriana" e Matematica IICostruttiva"

Logica dell'incerto

Statistica descrittiva

Inferenza statistica

Impostazioni teoriche della probabilità

Linguaggi di programmazione strutturata

Teoria della computabilità

Informatica ,";:")fica

I fondamenti della Matematica

Software didattico

Linguistica matematica

Data base relazionale

L'elenco vuole solo individuare "campi" matematici ed informatid

suggeriti da cambiamenti di contenuti nella stessa Matematica e

nelle sue applicazio:d, dall'Informatica, dall'impatto col

computer. Anno per anno la scelta cadrà su certe tem"tiche nel

rispetto soprattutto delle esigenze dci docenti.
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Gli argomenti seminariali saranno trattati inizialmente a livelli

elementari, base per una trattazione a livelli superiori negli

anni successivi, per raggiungere una visione complessiva della

Matematica nei nUOVi programmi, ferma restando un 'attivita di

approfoocli.aento delle tematiche. sollevate dal ~eminario realizzato

ed un'attività di ncerca didattica corrispondente alle tematiche

sollevate da quel seminario realizzato, con tempi di realizzazione

rispettosi delle e$igenze dci docenti, prima di passare ad un

altro seminario.

Si ritengono indispcnsabiH pertanto due o tre incontri

(pomenuiani) al mese in modo da realizzarne in un afIno scolastico

un numero congruo per una proficua collaborazione e concreto

supporto alla didattica quotidiana, fieUa direzione lIi una nuova

professionalità corretta interprete delle nuove esigenze.
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La Logica Matematica nell'Insq;,lamento
- Alcune riflessioni

Carlo Marrhini

l. Introduzione. - Ura che la Logica è entrata nella pro­

grammazione scolastica, a parti. -': dalle E'lemenl3.ri, nasce il probll?ma

di trovare lIna collocalHJne degli argomenti innovalivl Le proposte a,­

vanzale nella letteratura già disponibile, sono spesso o troppo sempli­

ci(sUche}, o troppo formali. fa eccezione !Sm~. in cui vìene offerla

un'immagine della Logica assai prossima al g10CO Uno dei problc::mi ~

suscItare l'lnteresse degli alunnI. un altro e mostrare come usandct la

Logica in conlesti anche consue,ti. si porta chiarezza. quindj si tratti di

uno strumento "utile" Il campo delle applicazioni della Logica nella

didattica e eSlremaméllle vasto; qui mi limito a semplici consiJl:falW"

fil. senza la preu:sa di completezza, ini~iando dalle proposizwnl

Nelle pubblicazioni che di\"ulgano gli aspetti logici parlare di

(al(010 delle proposizioni, è quasi equivalente a parlare di taql!e di

venta. Queste labelle vengono presentate spesso. stnza gjuslir;~;UIO"

ne talvolta. anche con errori. divenendo COSllln arg(l.oento j)f(IplJlato

senza adeguate chiarificazioni. un lecnicismo da imparare a mem(lria

che non contribuisce alla formazione del pensiero critico In quanto

segue voglio proporre un esempio. Secondo me e questa la strada. su­

scilare l'Interesse. anche con strumenti che SPf;':'so sento bollan con

tono dispregiativo i.:'hissà poi perché) da Settimana Enigmistica ed al­

t.raverso esempi di questo tipo far giungere alle tavole di verità. viste

~ Indirizzo: Dipartimento di Matematira dell'Università. Via Arnesano. ':'~IOO

LECCE, - lnlervento al Seminario SSS di Lecce. de.I l dicemhre 19$.).
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come una "summa" abbreviata c come utile sostegno per il ragiona-

mento.

l. Un problema. - L'esempio che propongo. per me assai si­

gnificativo l simula, in modo semplificato, il proceder~ de! ricercatore

di fronte a fenomeni complesse Nello studio di un fenomeno avviene

di formulare delle ipotesI chc devono poi essere controllate neIJa 10(0

veridicita o meno, Que~to tipo .dI situazione si puo presentare anche

nella scuola, in modo proficuo

El) Si consHierino quattro carte tratte da un mauo di 104 t'arll:,

per il gioco delia Scala <10

B R 4

• •
5

Fig j

Nel disegno. con leni diversi di 8ri~io si sono voluti indicare colori del

verso distinti. ad esempIO blu e rosso Si puo pensare. per rendere la

cosapiu attinente a situazioni reati. C"he. invece di carte. ci siano i dati

di certe esperienze in condizioni sperimentali di\"t;trse. ASSllDHJ un'ipo­

tesi (di lavoro). se la farla j1iJ 1/ve.l:'''O l'OSSO, a/fon) (jiJ carlil) é pari Si

tratta, ora, di provare o confutare l"JpOleSI mediante un 'esperienza di

controllo Il problema è quellr) di progettare, nel modo piu economico

possibile, un siffatto esperimento. cioè si deve:- dcttrminare il minimo

numero di carte da voltare. c quali. per ottenere la verifica dell'ipotesi

----------
I L-esempio che segue e modificazione di uno presentato da I./wl.



detta. In questo cOni..i)ito sono d'aiuto le tavole di verità2. Per semplicità

scrivo l'ipotesi nella forma r=>p, dove r sta per .. /;; carta ba il Fe'/"SO

rO,.........·J· . mentre p sta per la prQposiJ.ione "la cartd ci p.tri· Calcolo, in

ciascun caso, il valore di verità della proposizione cumposta r=:-p. Se la

carta è blu, caso B, ott.engo, dalle tavole di verità, che la pro!lOsizione

composla è vera, in quanto è falsa la protasi r} dunque non interessa

sapere il valore della carta col verSI) blu. Nel ca.so dl.!lIa carta col verso

russo, R, l'antecedente è vera. ~fnnché sia vera la proposizione com­

posta r~p é necessario che sia vera anche l"apodosi p. Pertanto biso­

gna voltare la carta R, per appurare se !'ipotesi è vera. Nel caso della

carla 4. la proposizIone conseguente p e Vt'ra e da cio e \'era pure la

proposizione composta r:::::.p , anche se la propo5iziol1c r f05se falsa.

Perciò non serve conoscere il verso della carLa 4, al fine di verificare

l'ipotesi. Infine con la carta 7 la proposizione conseguente p e falsa,

La proposizione composta risulta vera se e solo se la. protasi r e falsa.

COSI per conc~uderc la verifica dell'ipotesi. bisogna voltare a:;-:.che la

carta 7 L'esperimento di controllo consiste nel voltare due carte R e

7.

[' Ulteressanle osservare che un rilevamento statistico ~u que­

sto problema ha ricevuto meno del lOfo di ri~poste esalte Le strategie

lscorretLc) piu spesso seguite indicano la carta R oppure le carte R e 4

comI";' quelle da voltare per venficare J"ipotesi L indagine rivela COI11(..'

2 Per romodità del leltort' riporto Qui le- tavole di "efili' per i principali

connettivi. In essa le letlere p e q stanno ad ind icare proposizioni gcnerirtle.:

p q Poq Pvq p*q p..q
1 1 1 1 1 1
1 (I (I 1 (I (I
(I 1 (I 1 1 (I
(I (I (I (I 1 1

I valori di ve'rirà si possono trovare denotati in modi diversi: ad est'mpìo l' e r.
per, rispeUivamente. quello rhe qui si è inuicato con l e O, In e('rtl testì. ad

esempio in !MeL i valori vengono scambiati,
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Il caso dell'implicazione sia difficile da comprendere 0, se si pre­

feri::. ... c. che gli strumenti di logica naturale, J)),ediamente disponibili.

sono IOsufficienti L'analisI che precede mette altresì in luce la "po­

tenza" (' la "facilità" d'uso del1e tavole di verila come strumentI) per la

conoscenza, soprat.t.utto se confrontato con le difficoltà degli st.ru­

menti razionali cosiddetti naturali3. Per provare l'esistenza dì una re­

lazione tra due proposizioni del tipo di quella illustrala sopra. la via se­

guita dal maggilJf nUjd:ro degJi intervistati è quella di prendere in

considerazione solo i casi in cui entrambe le proposizioni componenti

sono vere. eioe come se si trattasse di una congiunzione4. In altri casi

gll alunni sono portati a confondere rimplicazione presentata nella.

forma :,e a//ora.. con un<l relazione piu <lffine alla deduzione, e­

spressa da skcome .. id/oril. Questo perché lo S/iJ./lI~- dell"impUcazll)­

ne é diverso ua quello della congiunzione e della disgiunzione, Con i

connettivi 1\ e v la proposizione risultante tiene conto, in certo senso.

delle prrJposizioni componenti, dato che alla congiunzione è associata

l'operazione di minimo nell'insieme numerico :.O,l), con l'ordine natu­

rale, mentre a v è associata l'operazione di m;;:jsimo. Per di piu con-

3 Ese.mpi e problemi sul calcolo proposizionalc si possono trovare anche in [VI.

4 ljl sostiene che spesso r.elJ'afrrootare t'analisi dì un'implicazione, si

preferiscono modelli mentali. piUtlaSlO che ret(ole dì inferenza. (ioe alla lettura

delle premesse il soggelto si costruisce una rappresentazione spE'cilìca ìn fui e

vera la protasi. La costruzione tiene d·occhio solo le richiestC' uelle- pre-m,.ssl'. Se

Questo tipo d'analisi fosse portata a termine in modo completo, fornendo cio('

diverse situazioni in cuì è \it'fO lantecedenlC', <la Questa si potrebtJe

correttamente concludere se l"implicazionc. risulla vera oppure no. t-ta solila­

mente il modo di proce.dere conduce ad errori in Quanto vengono prr:se in con­

siderazione non tutte le situazioni possibili, ma solo quelle ch(' sono costru:hili

più facilmente,
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giunzione e disgiunzione sono "commutative" ed "assClciative'<5, e

questo, anche se spesso le proprietà considerale non vengono

neppure segnalate, fa Si che la congiunzione Co la disgiunzione hanno

un trattamento "naturale", Invece per l'implicazione non valgono Je

proprietà "commutativa" ed "associativa" che sussistono per j primi

due connettivi. Infine i connettivi t\ c v hanao una stretta C(llTispun­

denla con operazlOni ln::;L..;~..1isliche facilmente YJsunlizzabili. cicl che

non avviene per ~. Con l'irnp~ìcalione la domanda è. in modo scor­

retto, ma spero efficacc6. se sussista una relazicne di causalita tra l'an­

tecedente ed il conseguente, non gia se siano vere la protasi eia l'apo­

dosi. Un allro tipo di diHicolta insiLo nell"implicaz,ione e che la tavola

di verità e "poco" naturale. come si già aVI,lto modo di osservare. Tutta­

via. anche se a scapito dell'implicazione c'è lIna minor naturalczza ed

intuitlvità, l'uso corretto del simbolo :::;. evita le confusiuni tra le

contiiziolJinec:ess{frie e le cOlJdizioo.lslIfJYcienli che abbondano sui

libri di Lesto

Maggior chiarezza si ottiene leggendo la tavola al negativo:

ammesso che la verita dell'implicazione traduca il fallo che tra la

protasi e l'apodOSi c islaurata una reliil.ione di causalita. essa sara vera

se la sua negLuione è falsa: falsa se la negazione sarà vera. Dunque il

problema è riconducibile alla negazione dcll~illlp1icazjolle f. quest'ul·

lima come si esprime? Cosa significa negare in mudo fattuale che esi­

sta una relazione di causalità tra due fenomeni/' Mi sembra chiaro: si

5 A ben suardf'lfl'o t,,\i proprietà nOli v"lgono ne"pure. per la congiunzione. nel

senso che le proposizioni p ,. q, e qll p sono disllnte. ma sono equivalenti in

quamo hanno gli s:cssi valori di i'erità. Ciò non Clvviene per l'implìrazione. Anzi

uno de~!i errori che capila di rilevare piu IrcQuentemente. é l'utilizzazione

dell'inesistente proprieta commutativa dell'implicazione, cioe le proposizioni p

~ q, e ,,~p, vengono ritenute equivalefHi mentre sono lra loro t"Quivalenti p ===*

q e "'q~~p.

6 ma relllillisccilte di Crisippo. Si veda al successivo §3.
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manifesta la presunta causa e non il presunto effetto. Ad eseHi.pio ne·

gare .. St! j.-iÙWU6 ·"UJ'iJ la F.Ù!I'U di A.ft1a1](}. <l/iO/';1 lo S/t'S_\~O ~·i01'.l10J]jove il

Ali/ano" (frase che i milanesi assicurano vera:), sJgnifica che c'e stat(1

(almeno) un ~iorno in cui è avvenuta finaugurazione della Fiefl. e a

Milano non è piovuto.

Dunque per condudC:ié che e vera r=>p, basta provare che è

falsa r"..,p e per provare che é falsa r=$p, o;'lsta provare che e v~ra

rA..,p 7. Costruendo la tavola di r,'\..,p, si trova esattamente la t:wo1a

"contraria"', meglio ill/alt'. di r=>p, cioe quella in cui i ya101'i Oe 1 si

presentano scambiati. rispetto alia tavola di r:=:;-p. Ma la tavola dI I"/hP

e mel1to più accelt<tblle. intuitjvamente. per questi.. la cOllsiglùt In via

preliminare. al momento di introdurre l'imp1ic(\zione Ce iuttavi:t un

ddicalo problema di natura didattica' lIna relazione tra i dati deli"t;'5pe­

nenza puo essere scoperta in due modi. per via jJuSitiVIl. verificando

che nei caSi in CUI SI attende valga la relazione, essa sussiste. oppurt'

per via negil/iva, verificando che nei casi in cui non ci si aspetta val­

ga Ja retazlune, e~::i<i non sussist.e Ebbene (RI mostra che le due strate·

gie hanno livelli di accettazione ben diversi, secundo dd1"eta,

comunque il metodo che dà migliori flsultati didattici e queJlo positivo

Credo queste le difficoltà maggiori che si incontranC1 nella pre­

sentazione delle tavole di verità8 Da parte de.gli alunni una volta a.c­

cettate. non dovrebbero sorgere problemi nel valutare i valori di ven·

tà di una proposizione composta, in quan.to si tratta d! lIn .rfocedimcn­

to puramente meccanico (e che volendo si può far eseguire completa-

'7 Si intende mefllio che la ne~azione dell'implicazione r =p c equjval(·nt~ a

X""~p. SI:' si pensa che l'implicazione X" ~p e equivalente a .. r " p, come

mostrano l's(:mpi Quali" se bevi il YillO li ubn"orlll ': non bere il rino. (I (/

ubrÙlc!li·. Di qui con le leKgi di De Morgan si ottiene quanlo detlo sopra.

S Ma è importante c:1l1;': II;': tavolr di verifi\ siano il risultato di un lungo p('-rcorso

di<1anico cile ne faccia capire l'importanza e. la "comorlitr:' come una prìma

schemat;zzazione del discorso.
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mente ad un elahoratore elettronico). Si tenga presente però che nel

caso si debba analizzare una proposizione composta mediante i con­

nettivi proposizild)ali. a partire da n proposizioni semplici e non ul­

teriormente scomponibili (le cosiddette proposizioni atomiche di ~ìJl

sono esempi" ..01010 c,w/;(', ., !'o.!"t."ello é rosso", .. Carlo Bon,l/urle è pa­

dre dJ'Nl1poleone l'' . ecc 1. il numero dei casi d,t considerare é 2
n

. An­

che questo risultato è assai Interessante e andrebbe fatto scoprire da.­

gli alunni. per andare incontro alla richiesta di illustrare «le più ele­

mentari questioni di tipo combinatorio», come previsto >...ai programmi

delle scuole primarie.

2. Linguaggio e Logica. - I risultati sorprendenti di El l.

potrebbero essere giustificati ritenendu infelice la presentazione deJ

quesito. Infatti nelle prove da me compiute con amici ~ conogc~nti,

anche ricercatori universitari. che hanno confermato i risullali del­

l'indagine statistica, dopo una prima fase di tentatjyi, portati 3.vanti in

modo insicuro, si e passato alla richiesta di riproporre il problema con

eventuali spiegazioni. Molto spesso, in .questa seconda fase, 11 ti::lltativo

del salutare fiproponeva ripotc~i di lavoro nella forma: 5e è pari a1J(l­

ra e rossa, oppure Se ci bili, alloni J dispari forSE: il quesito é mal for­

mulato, ma mi pare cht la situalion~ sia diversa. ~ei lingua~gio di uso

quotidiano. e che ha in se una struttura logica sufficiente per le

esigenze delle vita pratica. non ri~contriamo quella precisione e

chiarella, cbe sono invece meriti del ling1.1aggio scientifico. Questi

limiti, che possono essere pregI da un punto di yista estetico. ti im­

pastoiano al momento di utilizzare ii linguap,gio comu lino strumento

razionale preci5o. atto alla comunicazione con se stessi e con gli altri

Ne sono una conseguenza le ambiguità della leggi italiane.

La Logica si colloca allora, più propriamente, in quella parte di

linguaggio che si occupa di Scienza. dando a questa parola lIn·accezio~

ne assai ampia. l rapponi tra linguaggio c Logica sono assai simili a
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quelli intercorrenti tra spazio fisico e Geometria. Su questa analogia

mi voglio soffermarc per mostrare comE: e jwrché di Logica ci si occu­

pi in Matematica. anzi che in Linguistica Nello spazio fisico vi sono

oggetti, linee, superfici. che non sono punti. rette e piani, in quanto

si tratta di oggetti limitati e con un loro ben preciso volume. Cosi un

granello di sabbia può aver dato origine al concelto di punto, però che

non sia un punto geometrico lo provano le spiaggie. Un bastoncino o

un filo d'erba, pur essendo liJ1litati (ma Euclide parla di rette che si

prolungano flei due sensi) non sono rette o segmenti geometrici. dato

che ammucchiandoli con altri dello stesso tipo si possono formare

faSCIne (I COVOJll. CO:;1 un foglio di carla suggeri~ce J idea di piano. tut*

tavia con fogli si costruiscono libri e quaderni che hanno un volume.

Tutto ciò non avviene in quella teoria che chiamiamo Geometria. ma

sarebbe più corretto indicare con l'appellativo di ~uc1idea. datp ch~ da

piu di duemila anni nelle scuole viene inst:gnala prenùendo spunto

dal testo di Euclide. Ebbene la Geometria (euclidea) non e il Y~.:ro studio

dello spazio fisico. ma solo di certi aspetti della l'ealla il compito di

spiegare i fen.omeni "reali" e lasciato appunto a.llafisif.:a9

Così è pure per la Logica. Nel Ji~lguaggio, oggetto di studio della

Linguistica. vi sono strutture assai complesse. frullo di stratificazioni

storiche. Lo scrittore j.L. Borges definì,ce·;] linguaggio come una

strie Ji metafore congf:latc Lo studio di qUl.:sta realtà, costruita dal­

l'uomo lO vari secoli. è piu complesso che lo studio della Natura. con le

sue leggi costanti: Na/ura non làcit sIlius. ma la lingua SI essendo in

9 Non veglio add('ntrarriù n('lla polemica. di interess(' più filosofico chI:"

matematico. se la Gcometria sia lo studio del mo;:(!o delle Idee (Platone/. o una

schemalizzazione della esperienza (empirismo). o ancora un dato a priol i (Kanll.

Anche la Fisica nOll e in grado di studiare a londo la reallà. ma si serve di

comodr approssimazioni; basti prnsare: agli Sludi di Galileo sulla caduta dei

gravi. in cui si prescindeva dall'attrito. dalla presenza dell'aria e. in generale.

da lenomeni penurbatjvi.
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continuo mutamento Ma, come la fisica e la Geometria studIano oppor~

lune semplificazioni di certe classi di fenomeni naturali, cosi la Lo~

gica tratta solo di una esigua parte del linguaggio e lo fa con stru­

menti matematici

Viene allora il sospetto che data la ristrettezza del campo di ap~

plicazione, la Logica sia uno strumento di scarsa utililà. Tale pregiudi~

zio, abbinato a. quello che la nostra maleria si occupi di cose ovvie. é

stato causa del disinteresse finora most.rato dalla scuola pre~universi~

taria. L'opera. dei grandi logici del secolo scorso. quali Frege, Cantor.

Bolzano, e di questo secolo, Russel!. Gode!. Tarski, Tu1'1ng, Chureh, Ro·

binson, ecc. prima, e 1'lnformatiça poi, hanno provveduto, in maniera

clamorosa, a modificare questo modo di pensare Gli studi teorici di Lo·

giea hanno contribuito a darci una idea più chiara delle possibilità e

capacità umane, provando per mezzo di rigorose dimostrazioni le so~

stanziaI i limilazioni concettua1t intrinseche al pensiero L'idea deHa

conoscenza. intesa non 5010 in modo sperimentale, e passata cosi dal­

l'immagine di una sfera sempre dilatantesi (di sapore positivista), pro~

posta da j.L. Borges. ;J. quella di F. Ponge di una perla molle, anzi forse

piu correttamente di un'ameba che ha. incontrato, in certe direzioni

ostacoli (cioè teoremi limitativi) che riconosce insormontabili

l successi delle applicazioni pratiche con l'uso dell'elaboratore

sono sotto gli ùl.'chi di lutti. dalLucbivio dei beni culturali, allo

spoglto sistemallco di lesll lenerari alla diagnostica medica con stru­

menI; quali la tomografia ass;ale compuleri7J.ata (TAC) L'elaboralore

si avvale di strumenti matematici e logici che traggono la loro origine

dall'opera di G. Baule, il quale scrisse nella seconda metà del secolo

scorso un tral.tall) sulle leg~p tiel ponsiero, iBJl O da c~Ji pOi sono nate le

strutture matematiche note col nome di algehre dl BooJe.

In base a tutto ciò, oggi non è più possibile, a scuola, pas6are

sotto si1cnzio la Logit:il e l'lnformalica. Tuttavia bisogna non lasciarsi

t O Per approfondire l"argomento si consiglia [Hl.
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prendere da entusiasmi esagerati: è necessaria un'attenta riflessione

sui compiti della scuola dell'obbligo, tra i quali è quello di fornire co­

noscenza e formazione, non capacità tecniche- specifiche Lo studio

dell'Informatica dlJyrebbe iniziare da quella fase cosiddetta poyera,

quella della carla e matita, solo in seguito arricchita dall'uso di stru­

menti di calcolo più i. tiffinati, D'altra parte la Logica, per sua natura,

affina il pensiero critico e serve a prendere le distanze da quelle che

sono le mode del momento, ricçhe, se si vuole, di elementi di richiamo,

contribuendo E:gregiamcnte ad una salda cultura di base.

Uno degli ostacoli maggiori alla diffusione della nostra materia

nell'insegnamento e costituita proprio dal rapporto difficile e com­

plesso che sussiste col linguaggio. Accostandosi per la prima yalta a

considerazioni logiche si prova un certo smarrimento: pare di entrare

in un mondo di frasi prive di senso: quali, ad esempio Luigi va a pesca

e lllnedi splende ,1 ....ìJle : llligi e ilO non bambina, se 0= 1. (,Ìancarlo

R7.ietta e,/Papa; se c ei/ sole esce il coniglio con le m,1cchie nere J I.

Ci si accorge, poi, di quanto div'?rso sia il significato dei simboli logici,

da quelli linguistici, anche omonimi (si veda ad esempio il ruolo

diverso della congiunzione logica A e dello stesso connettivo usato in

lingua in modi diversi' come conseguenza, come disgiunzione, con a­

spetti intensionali, ecc.) Ma la cosa non deve stupire la perdita hl e~

spressivita a favore di un aumenlo di chiarezza, e un effetto del proce­

dimento di schematizzazione. di cui si diceva prima, risultato di una

matematizzazione Il linguaggio di cui si occupa la Logica, almeno ne­

gli aspetti più semplici, e un fnmmcnto ridotto e deformato della lin~

gua usata in Matematica,

Lo studio della Logica ha poi un'importante conseguenza SO!"

I apprendimento della Matematica, oltre che per motivi di carattere

Il 51\rebbe senza dubbio più interessante. per gli stude.lllì. cercare eli capire In

differenza tra frasi Quali: se studi s(7nu' promosso: se non studi non sar.7i

prolOosso,
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generale, perché, come dice [BCI..re una novità da non sottova! utare il fatto
che! invece di dare definizioni e fare dimostrazioni} esse diventino, in quanto

tali I oggetto di riflessione.::!'. E" dunque in gioco un rl,IOVO modo di inten­

dere la Matematica che, d:l. S:.. ;:nla delle quantità, è divenuta oggi

ancbe la Scienza degli aspetli qualitativi.

3. Logica naturale c. Logica formale - Mi sono sempre

posto il problema di ~aper dIscernere procedimenti razionali validi

per la Logica naturale e non applicabili a quella formale, f:nora pero

mi sono sempre convinto che tale dlsllflzione poteva trarre J1l. ingan­

no. Cio che non sembra rientrare nell"ambito di un certo tipo ili Logi­

ca for.,iale. lo si può faciln-,r:-Ille ritrovare in altri ambiti. Questo par­

che gli studi formali hanno il pregio di (l,.tinùta 2 chiaramente 11101'0

campo di applicabilità. Così ci si puo rendere conto che certe carenze

espres:-.n"e e deduttive del calcolo proposizionale v ""lgono ~uperate dal

calcolo dei predicali del primo ordine, da calcoli di ordine superiore.

ecc. Altri tipi di limitazioni vengùno analizzati in calcoli modali c/o

non classici. a pitl valori di verità. de.vianti. non monotoni. ecc EVJ­

denlement.e tutti questi studi traggono spunto {~II sitlJi.v:ioni ri~contra­

bili nel linguaggio, e forse allora con Logica- naturale si intende pro­

prio l'unione di tutti questi modi di sviluppar!: un pensit::ro razionalt

Questa visione globalizzanLe puo essere inadatta come oggetto di JIl­

segnamento ect offrire difficoltà al1"apprendimento cercare di torna­

re ad una situazi'Jne globale di questo tipo, è un modo di procedere

contrario al progresso scientifico. Servendomi di un'analogia, sarebbe

come mescolare in lln unico penlolone tutte le più avanzate srecialil­

zazioni mediche. farmacoJo~iche. asSleme alle conoscenze mediche

antiche. alle pratiche magiche, ecc e poi pretendere di sommin.i:,,;'are

agli allievi questa "macedonia' a plt.:'ol~ dosi. presumendo COSI di dare

un contributo alla cultura medica di base Non si può richiedere alJ in-
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segnamento della Logica di contrapporsi in modo cosi palese aI1a sua

natura ed ai suoi scopi.

Per questo ed allri motivi 12 incentrare troppo l'attenzione

sulla pretesa differenza tra aspeui naturaJl e formali. anche se può

E::ssere interessante, fischiadi non contribuire allE:: finalità did~:!~che

che qui interessano, Ci deve essere tuttavia nel docente la

consapevolezza che solo tralasciando la globalità, si può guadagnare

in chiarezza, e di qui trarre. ispirazione per un'azione culturale

m.irata. E forse qualche accenno storico può aiutare in questa opera di

convincimento.

La Logica. COSI come appare oggi. ha aVlIto un lungo cammino

soprattutlo nella Matematica. Si trattava di dare una veste rigorosa alle

argomentazioni ed alle dimostrazioni. Così in questo çampo della co­

noscenza si è accolta una procedura grammaticale e sin lattica che ha

acquistato, col tempo. generahta c proprio questa generalita ne ha ga­

rantito la diffusione, la "bonta" cd il '"successo' Ma i primi na~;si sono

stati mossi all'interno della lingua naturale. che pÙCCI a poco c stata i'l­

sciata da parte, nel senso che il frammento che interessa le deduzioni,

pllr es!:t?r:do formato da parole. per lo pJU. della lll'~'.la naturale, t as­

sai ridotto rispetto al linguaggio nella sua intereua. Grazie a questa e­

laborazione si è giunti ad lilla sin(:lssi "speciale che é garanzia E::ssa

stessa r.lelJa corretkzza della prova Questa sintassi ha in se rq;lJle di

generazione, ha finalita proprie ed il potere di inferenza e di de­

cisione che ha acquistato in questo modo viene trasformato in pro­

prietà dtl senso comune. Semplici risullati matematici sono entrati

nella vita di lutti i giorni. 2 .. 2" 4, il quadrato costruito suJJ'ipotenusa

12 Ce ad esempio chi, cOllle [IL sostiene che la Logica naturale non ha alcuna

esistenza empirica immediata, noo essendovi protocolli d osservazione in IIrado

di rilevarl", E' Q1lesta anche la posizione dì Kant. Pt>r costoro, seppure con sfu­

mature dive.rse. la Logica naturale é argomento di ricf:'rche ;mEropologic:he, nOll

matematiche.
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di un triangolo rettangolo è equivalente alla somma dei quadrati co­

struiti sui cateti. anche per i "profani" ed anche senza dimostrazion~.

assumendo un' "evidenza" che é frullo di cultura. acquisila.

Quando alla fine del secolo scorso. la ristrulturazione della Ma­

tematica ha rigettato l'infinito e l'infinitesi~n in atlo ed imposto l'in­

duzione come prova fondamentale. ie espressioni analitiche della ri~

cursione hanno richiesto l'estensionalita. é stato quindi necessario un

simbolismo speciale che supe~asse le limitazioni della sillogistica. E

nata cosi la scrittura con i quantificatori. mediante la quale i procedi­

menti dimostrativi banno trovato una espressione adeguata sia per la

loro formaz1One. che per la loro giustificazione. Questi modi si sono pe­

rò dimostrati di scarsa compatibilita con i vincoli grammaticali di lina

lingua naturale e questo spiega lo sconcerto provato di fronte a dimo­

strazioni per assurdo. in cui si assume com~ dato proprio cio ch~ si

intende negare Allo stesso tempo apparve, ancora prima che se n~ Pl)­

tessera cogliere i motiyi. quanto gli aspetti estensionaH ripugnassero

ad una lingua. naturale. come dimostrano frasi senza senso, correlte

dal punto di vista logico Di fronte a queste difficoltà J,,;~cva venire

spontaneo rifiutare le particolarità lio:guistiche delling\laggio forma­

le, ma questo rifiuto non poteva essere fatlo proprio a cuor leggero,

dato che le inferenze realizzate con questi nuovi linguaggi oppone\'a­

no la loro singolarità tecnica, fonle di chiareua, ai penosi ed oscuri

giri di frase del linguaggio in uso 13 D'altro canto ci ~.: é trovati nella

13 Per ollrine un esempio, si consideri il seguente brano tratlo da un documento

di larga di[[usione in Italia, "Istruzioni per la compilazione del ~1od. 740-$

Il 988)-: : ;'l7' !"imposta CDrtiSDondente al reddito di lavoro dipenrJE:nti:' é h •.=:': e­

infenOft airlmpr)(t.o rjtìit:: oredetle delrazi(J()1 d'Jrrl(Josta, queste COffllJ't'tùfI(l

limitatarneiile alt'1mpof'lo oeil'lmposla corrispondente al reddito dI lavoro dl0Hlde(lle.

Esempi() le elle 5~lettanll oetrazlonl di imposta trovano capierlza nella lort) rmswa

5.396.000 (UI (OrTlsp')nde un'im'losta (arrotondata) di L 648mila.»
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condizione di ammettere che gli assiomi ora proposti, come principi

primi della Logica, hanno perduto in evidenza (carattere sostanziale

nella presentazione aristotelico-euclideaJ. E l'evidenza, allontanandosi

dagli aspetti formali, ha portato via con sé quelle certeZle imprecise

che costituiscono il senso comune.

Cerco di affrontare il problema dal punto di vista dellinguag­

gio comune Si può ritenere che una ··scienza' iniziasse gia dai te.mpi

preistorici Quando comparve la scrittura, il fatto che lo stesso alfabeto

sia costruito con un numero ridotto di segni, sta a testimoniare che la

coscienza grammaticale era gii sufficientemente evoluta tanto da pa­

droneggiare lo svolgersI del discorso. Era questo un atteggiamento

"naturale", oppure già "culturale"? lo prupendo per la seconda ipotesi,

Di grande importanza fu poi l'opera dei filosofi greci. Per ca­

pirné la portata basta ricordare con L. Wittgenstein che ~l problemi fi­

l030fici che interessavano già i Greci, ci interessano ancora. La nostra I1ngua è
re3tate identica a se ste3sa e ci indirizza sempre vere;o le ste33e questioni».

forse il più grande merito di quegli studiosi è stato quello di offrire,

con un procedimento di categorizzazione sistematica e finita, la possi­

bilità di associare i dati ~ensibjli all"elaborazwne, attraverso il di­

scorso, di una situazione Cosi grazie·a loro abbiamo un ambito e·,

contemporaneamente, uno strumento prontr) ad essere oggetto di de­

cisione e di inferenza, In questo senso si PUi) vedere una Logica

naturale. che naturale pOI non é come il modello offerto, sostanzìal~

mente dagli stoici, per l"appropriazione del!r articolazioni sintattiche

fissate nella lingua naturale. in grado di esprim~re· i criteri di in­

ferenza di cui si avvale la SCIenza ed aderente ai paradigmi di essa. A

questo modello si riferiva tempi addietro la didattica quando stabiliva

che strumenti per il suo apprendimento erano le discipline piu sva­

riate.

Il procedimento di categorizzazione si deve tuttora tenere in

grande considerazione il suo successo e stato Jelerminato dall'aver sa­

puto grammaticalizzare 1esperienza, cioe affidare ad una ~dntassi deHa
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lingua naturale la gestione delle dimostrazioni ritenute dt'tcrminanti

e capacI di tradurre tecanomia del corso fisico ur:gli avvenimenti, a

beneficio delle decisioni umane, sia che si tratti di rappresentazioni

della Natura. quanto che sia in gioco l'adattamento alla Natura stessa.

Questo e principalmente merito del fill;::;U[O CrjC":ppo, contemporaneo

di Euclide che fu 111 grado di risolvere un problema posto da Platclne ed

affrontato parzialmente da Aristotele' fissare in '"'odo discorsivo l'idea

fisica della causalita l-l e, simul~neamentu, regolare!e conca::':~azioni

disn'rsive sulla base del paradigma causale. La 5chematiz.zazione cri·

sippiana e, ancora o~~i, la base di un qualunque discorso scientifico,

anchl: ::o\J fisIci come ~lach si sono I)pposti ali d55unzjon.;.o della cau­

salita come criterio hnc!amentale di ::.::wdio de!!lt \atura.

Le: con~;idcrazinni precedenti. forse un poco complesse. le ho

P?rtate per giustifico "e una mia presa di posizione. avvalorata dai suc­

ce::.::si otlcnuti dalla Logica. di carattere pratico e culturale Mi sembra

chiaro che non si possa conferire un yalore yeramente primordiale

alla COSiddetta Logica naturale. ammesso che esista, ma che si tratti di

un habÙus cullura!e da apprendere al pari di altri_ D'altI-o canto, si

poo presentare la LogIca formale cOf!le una teori" che ha aspelll di

semplicità e di applicabilità. Pe.r questo ritengo "arrebbe la pena di 1+

niziare da quest'ultima. senza attendere la pl'esentazione di discipline

complesse quali l'Aritmetica razionale o la Geomt:lria euclidea Si puo

giungere. una volta (ostruite le cap'l(ita mctodologiche c critiche. ad

un analisi della comple::>siU\ congenita della LlJgica naturale

l'i La ('allsalita ha ri('evuto sempre grande illtenzione; la forlllulazione ~ill

semplice e appunto quella che usa il connettivo :...~. Per cercare di approfù:alire

meglio il problema. sono nati vari tipi di LogiC'a, c per chi interess,"o consiglio

la le1\ura (leI II cap (Ij (Mal e ISp! OggI é risena!a grande attenzione al

problema per le sue rilevanti applicazioni in cafll~O ecooomico.

40



i, Semantica - Nei due paragrafi precedenti ho analizzato

feseOlpio del §l da un punto di vista generale, sia LingtJistico ch~ filo­

sofico Ma veniamo a C0nnotazlOni più ;,:atematiche, Il progetto dell"e­

sperimento di l:ontrollil Cstato reso pos~ibi!(~ grazie alla riprcsentazio­

ne del quesito in termini più astratti mediante la formula r=:-p. In

questo modo, il problema cstate "lradotlo" nella ricerca dei casi in eUl

r~p e vera. Ho cosi Incontrato una situazjvf~c che merita attenzione,

come analizzare, sia pure in (op.testo matcmatlco, il concetto di vcrita.

Per parlare di verità o faisità di una formula, si devono asse­

gnare significati alle scritture simboliche. Dunque i simboli devono

rimandare ad allro.: penanto bisogna dare una specie di diZIOnario che

spieghi il significato dc; termini utilinati I.,scmantica). La semanùca

del calcolo delle prop05jzioni studia (solo) la verità o la falsità delle af­

fermazioni. Per Lal~ mottvo, in questa parte della Logica, si prendono

In considerazione solo proposizioni suscctt,,;l1i dI assumere valori di

verità. Non si consideranu impt.:rativi, frasi esclamative (l i1Jterr(Jf,a~

tive, frasi aperte del tIpO "x ;. 2" Si tratta però di chiarire che i1j)ro+

blema principale non e queI10 di assegnare valori di v~rità alle propo­

sizioni cùsiddelte atomiche, perché q,\leSlO P\I(I essere argomenHl di

altri studi. m.atematici I) no l5 . ma quello di conoscere come valutare la

verità di un'affermazione composta. una \'oJ..ta noti i valtlri di verità

(cioe se vere o false' delle affermazioni componenti. Il paragollt: con

un.a llngua strafllcra e assai Illuminante, Jn quanto permette di in·

tendere con semplicita [a dislinzinne tra JifJpl/l~~gj() e melaJÙl!o"'u8..f­

t/IO. Si pensi aHa grammatica della lingua jngkse illustrata usand(l la

15 t;ioteresse malf."Jll;Hiro Clelia frasr. . [wCi ti 3nd.uo il Pani.7"· é nullo. rosi

anche per la frase" C:7rlo dOI'JJJfSlIPÙIO', e :a IUI"o vC'rità o lalsiia dipende da UII

contesto in cui Ques(l', frasi vengono r.onsìdcrale. Una frase che puo esserE'.

costrUila con q\lt~sti 'mattoni" r .. Carlo dorme svp':no, oppure Luici e ilnd;J{(1 il

Farigi .', probabilmente di neSSUll interf."Ssc pratico. ammt>t!f;' un trattamento

matematico relativo allo studio della disgiunzione.
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lingua italiana, In questo esempio l'Inglese è un linguaggio per spie­

gare il quale si usa un linguaggIO diverso. In termini 108ici 1'Inglese è

il IÙl.!,'"Ull~gio Os~I?'i)//o e !'Italiano è il mèla!ùl!lIoggio. La distinzioJl.(;,

tfa i livelli lingui~tlcì è. come si vede, assai semplice, ma molto impor­

tante. Si pensi che sf"uttando questa distinzione il matematico A 1a1'­

ski l6 è riuscito a r~solvere un paradosso faOlos0 fin dall'antichità ed a

fornire una definizione matematica del concetto di verit(\, L'antinomia

di cui si parla è nota col nome ~i "paradosso del mentitore" 17 e si può

schematizzare (con una certa approssimazione l con la fra~~

"io dico il fa/so.

Chi pronunCIa. questa frase fa un 'affermazlone vera e falsa allo stesso

tempo. indipendentemente dal l'alto che lDtcnda proferire il "\Tcro o i.l

falso. La ragione del pa.radosso consiste nel fatto che la frase confonde

il linguaggio ed il metalinguaggio. Secondo Tarski. solo nel melalin­

guaggio e possibile stabilire se una affermazione del linguaggio é ve­

ra o falsa. Cosi per parlare del signìficato delle affermazioni e dei sim­

boli del linguaggio formalizzato, bisogna disporre di un altro linguag­

gio, esterno al primo e piu potente di esso

Il metalinguaggio può essere P?1. a sua yolta. linguaggio ogget­

to per un altro metalinguaggio. Per spicgarmi con un esempio. si con­

sideri uno studio~o francese di didattica che 6criva suUe difficoltà 1'0-

16 Fondamellt,lle a Questo proposito ~Tl!.l!n articoio divulgativo òelle iùee dì

Tafski è pubblicato col titolo Va/Ili (' OÙ/Jos{oziol7f' , ripubblìtaHJ nel 19i5.

senza varianti. su di un quaderno dc Le Scienze. con lo stesso titolo dell'articolo

id"IT211.

1'7 Diogene Laerzio rileriscc che questa argomentazione è donlta ad Euhu!ide di

Milelo (attivo attorno alla melà del/V ser. a.c.;, esponente di spie.co della SclIola

di Megara. Nell'Epistola a Tito di S. p"n~o si incontra una formulazione analoga

del paradosso. Dai riferimenti che S, Paolo permette ~: e risaliti all'autore di

questa secanela versione: Epimenide di Creta. Per questo in ceni testi si parla

del oaradasso di Epimenide.
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netiche incontrate da un insegnante italiano quando usa la lingua ita­

Liana per spiegare l'Inglese. ad est'mpio con la frase (discutibile) "dans

la langue italianne il n'y a pa, des sons semblables à l'Anglais tli. La meilleure

approximation pour l ,nseignant italìen est le son d ,comme dans le mat o8W

" In questo esempio il Francese e metalinguaggio per !'Italiano che a

sua volta è metalinguaggio per nnglese.

(2) Apparentemente q~:t:ste considerazjoni sembrano lontane

dalla pratica didattica, invece problemi i1;~:'lloglù si incontrano molto

presto, fin dai primi anni delle elementari. Un esempio farà meglio

comprendere a cosa intendo rifenrmi. Molto spesso si introduce J"ope·

razione di moltiplicazione tra numeri naturali dicendo che 3y'~ ha per

risultato la somma di 4 fattori eguali a 3 o, in altro modo, che 3x4.:

3·3·3·3, o ancora, 3x4 .:. 3•...• 3 (qual1.ro voi/el iS . L'insegnante però

puo (o meglio. dovrebbe) aver incontrato nei suùj studi formativi che

la moltiplicazione tra interi e definita per riclIrsione da'
(axO.O
~ a x (b ·1) " a x b ' a.

Sembra che vi siano due diverse definizioni della moltiplicazione 19

Si può estendere quanto qUI detto, in modo semplice, all"elcvamenw a

polenza Per inciso faccio notare che il secondo modo di procedere può

essere utilizzato immediatamente qualora si ;roglia costruire un pro­

gramma per realizzare lali operazioni con linguaggi di programma­

zione che consentano la ricorsivilt\. quali il Logo o il Pascal

Nasce i! prohlema di vedere se le due moltiplicazioni

coincidono ed eventualmE!nte di slabilire quale sia pitl conveniente

IS Tralascio il fatto. che talora é oggetto di discussione, se 3-.:4 ~ 3.3'3·,',

oppure 3d- --'1..4+4, in quanlo, pfr Quel che segue, la cosa non ha imporlanza..

19 Vi è un altro e diverso modo di introdurre la moltiplicazione. come cardina~

lila di un prodotto cartesiano. Non la ff(llto perché. non è mia intenzionr qui un

esame esaustivo E'. comparato delle var;~ possihilita di introduzione delle

operazioni arilmetiche.
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adottare. Il [atlJJ che può stupire e che non si tratta J~ definizioni

equivalentiZO , anche se sui numeri naturaLi coincidono. Da questa

coincidenza, e vista l'immediatezza didattica del primo metodo. t'S~o

sembrerebbe da preierire. Certamente citi può essere fatto, ma il

docente si deve rendere conto che la prima definizione fa intervenire

due tipi diversi di numeri naturali: qUE:Jli del linguaggio, identificali

dai segni usati per denotarli, c quelli de! metalinguaggio, fa(i!mente

riconoscIbili in quanto l1sati .corpe aggettivi Qualificativi numerali

della parola voI/e. Cioe nella frase" qlJo/lro vol/,,· il numerale i: rela­

livo al metalinguaggw

r:uso dl due livl!l1i linguIst.i(i e causa di alcuni abusi, anchl! di

una certa gravita. Se si adotta la CGIlVCnLlvll'? (he 3 x '1 stia ad llidicare

3t.~ 3 ( qual/l'o voJh'l. non si è in grado di dare valore alle moJtipli­

cazioni 3x l e 3 x Ù, se non (on definizioni esplicite 21 a r.i~,uard(l. So·

litamente queste preCiSallOlll non veD.gon~ fatte, né, tanto meno, vie­

ne chiarita la necessità di taE defini?ioni aggiuntive, anzi in certi ca··

si, comE: per l'elevamento a potenza, definizioni analoghe vengono

"dimostrate', confondendo considerazioni che servono a giustificare

la scelta un certo tipo di definizione. con una esigenza deduttiva Tor·

nando alla moltiplicazione, con 13 prima definizione si ::;frlltta la pro~

prieta associativa ddJ"addizione, ma da un punto di vista teorico, Ja

moltiplicazione é indipendent? da tale pruprieta22 Con la seconda d~­

finizione dI moltlpl:cazione, non si incorre in ::;imili problemi. Resta

pero lIna que.stione di piu sottile importanza psicologica. La moltipJj­

cazione, cosi come viene definita usualmente. serve anche a confer'"

20 La non equivalenza clrlll:' due moltiplicilzioni la si puo vedere com!.'

conseguenza di impananti risultati logici: i teoremi di incomilietezzjl Godei e

l'aritmetica di Pressburger. Per l illustrazione e dimostrazione di qUE'.Sla

siluazione si rimanda ili testi iMI?-! e Il1al-

21 $(' si adona l'altra ronvrnzione. i prolJlemi si preStnt;lno OH Iv3 CQ/l

2~ Si vedano però le considerazioni sulle tavole pitagoriche presentale in !MIJ.
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mare che il concetto di numerosità si modella nel numero naturale.

Queslo può essere ostacolo alla comprensione dei àiversi sistemi nume­

rici come osserva IFil. in quanto non si ritrova poi alcun significato, ,­

int.uitivo in moltiplic<lzioni d,el tipo 5x '17

:>, Calcolo dci predicati - Per mancanza di tempo mi soffer­

ma assai brevemente su alcuni aspctù riguardanti la simbolizzazi(Jne

nel calcolo dei predicali L'argomento. piu complesso del calcolo deHe

proposizioni, merita maggior attenzione. L'esigenza di introdurre- que­

sta nuoya schematizzazione del linguaggio può essere gi\Jslificata daJ­

l'esempio di un famoso sillogismo (in [i<Jf'bUl'il)

"Tutti i greci sono uomini":

"Tutti .gli uomini sono mortali"

"Tutti i greci sono mortali".

L'a.nalisi attraverso il linguaggio proposizionale non dil

ragione della correttella del ragionamento sopra esposto. infa,tti

dovrei schematizzare le lre frasi con tre proposizioni diverse, p. li e r.

senza assolutamente trovare ragioni formali per cui da p e q. si

deduce r Ho bisogno allora di uno slrllmento' più duttile. di un bisturi

che affondi maggiormente nel tessuto linguistico per metterne in

evidenza le art.icolazioni piu complesse

Nella lingua cf)l'renle si incont-rano predicati che e~pl'imf)nl) la

caratteristica di un soggetto e predicati che m:::i.l;)nO in relazione il

soggetto con un altro elemento Dal punto di vista linguistiCI). il priIllO

caso si attua con i verbi inlransiti\'i coniugati nelle persone singolari.

oppure con i predicati nominali. Ne sono esempi le frasi "liuil} cur1"t;>

", "/0. me/Il t! 1"0_\:\"';]", .. Il bicchiere t! di Fe/IV" Le frasi" S ()mls'iowf!o

Il'jJdil~\:'è! l'Odisse;J", .. P/ero JniWJ,'Ù li1 me!d" fanno intervenire verbi

transitivi. che esprimono l'azione di un soggetlo su di un oggetto. Nel·

la. Lingua italiana e p05sJbile invertire i ruoli tra soggetto ed oggetto
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di un 'azione, usando la forma passiva. "l 'Odù...ea lu tradof/a da S. Oua.si­

modo", "La mela emiln~~'ia/a da Piero". In queste frasi. che S01l0 modi

diversi per esprimere lo stesso fatto. il ruolo di soggetto V1Cne assunto

sia dal soggetto delrazione. sia dali qggl:Lln Oll':'sto giustifica I"altitudi­

ne matematica a confondere il ruolo del :suggetto e del cOlll}'lemento,

parlando di predicati cun piu soggetti. Se cosi schematizzando C(Ul

un abbreviazione le frasi indicate sopra. si potrebbe scrivere

TlQu(l.simodo,Odlssca). M(Piero,mela) Il passaggio dalla con~iderazi(ll1e

non esctusiva di predicali che esprimono caratteristiche di un ~,,~o

soggetto, ù quello di predicali che esprimono caratteristiche di più

soggetti e ritenuto da molti 11 momento di distacco dtdla Logica mo­

derna dalla Logica chssica e si PUQ datare dal 1879. anno di pubbli­

cazione di IFI

Vi sono anche aUri modi nella Lingua italiana per inlruc1urrt'

predicati con piu soggetti. ad esempio con pre:dJcali nominali :-eguitl

da complementi di varia natura" Piero ti t1D1ico di (àrlo" , "Andrea è 11"­

STh(J di LuClI e Ll..lI'a"

[3) Da quest"ullimo esempio traggo lo spunto per introdurre

un altra struttura fondamentale del linguaggio formale' i quantifjca­

tori

Carlo 8onapartl?+L€'Hzi~ Rarnorino

..----r-.----------.-~I-_. ---",--.-----,
Giuseppe lucianu+M.meJouberthon Elisa luiQi+O.B~auharnai$ PaolirlCl C",rolirl<t

1 G.col.rno+E.h\t,r>on

N.pol"", III .1
Pierre Napolt'on Car-lo Luciano Luigi luci.ano

Napoleone Giuseppe+f1.Clotilde Savoia

•Vittorio Noipoleone
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Fig 2

Nella Fig 2 è rappresentato l'albero genealogico della famiglia Bona­

parte In esso il rapporto matrimoniale è indicato con un segno mate·

matica ~. il l'apporlo genitori - figli e indicalo con una freccia. Se C011­

sideriamo l'insieme B '" {Carlo. Giuseppe. Napoleone l. Lucianu, Eli·

sa, Luigi, Paolina, Carolina, (ierolamo, Napoleone li, Napoleone III.

Pierre Napoleon, Carlo Luciano, Luigi Luciano, Napoleone Giuseppe,

Vittorio Napoleone), come universo del discorso. in esso possiamo indi­

viduare diversi sottinsiemi. Piu che la d~scfiz.i(lne di tutti i sottinsieml

(ce ne sono 216 '" 65.536), mi interessa descriverne alcuni. Ad esempio

N • (Napoleone Il, Napoleone III. Pierre Nal'oleon, Carlo Luciano,

Luigi Luciano, Napoleone Giuseppe) e l'insieme dei nipoti di Carlo

Bonaparte Se voglio pero descrivere simbolicamente la situazione.

usando solo un simbolo per indicare il rapporto di paure - figlio. ho

qualche difficoltà. Sia cioè P{,x,y.1 l?. schematillazione lsimbolizzazio­

ne) della frase" x ti padre ,fiy" , l' corretto allora scrivere PICarlo, Na­

poleone 11. Ma come esprimere il rapporto tra Napoleone il e Cado Bo­

naparte? .essendo il duca di ReichsLad figlio eli Napoleone r. si può ~cri­

vere P(Napoleone I, Napoleone Il) Ma se si vuole una descrizione con

formule dell'insieme dei nipoti di Carlo Bonap",",? il predicato P(x,y)

apparentemenle sembra IJlsufficienle E tale e se si ammetle che le

formule possano essere costruite solo con i connettivi proposiziona1i

S~ si analizza meglio il fatto che Napoleone II t: niJH)te di Carlo. si vede

che lale parentela nasce perche il nipote e figlio di un figlio. cioe

esiste un Bonaparte che é figlio di Carlo e padre dj Napoleone II

Quanto dello per Napoleone II. vale anche per Luigi Luciano. non nel

senso che Napoleone I é padre di Luigi Luciano. ma che esi~te un

Bonaparte che é figlio di Carlo e padre di Luigi Luciano. Si riconosc~

aJ10ra che si può rappresenlare l insieme N dci nipoti scrivendo N.,

IlEBlC3YEB)(PICarlo,y)APIj',x)),i. Nella formula che defl11isce finsieme
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é presente la scrittura "3yeB", il cui significato é appunto "esiste un y,

elemento dt1i"insieme B' Con l'inttrpretazione che si e data al

predicato P(x.y), nella formula si chiede che tale y sia figlio di Carlo e

padre di x.

Si consicleri ora l'insieme C '" (Napoleone L Ludano, Llli&i, Ge­

rolamo, Napoleone Giuseppe), Analizzando l'alberu genealogico si "tele

che questi individui sono caratterizzati dal l'alto di aver avuto solo figJi

maschi, Se allora si simbolizza.la frase "x è maschio" con la scrittura

Mlx), si ha M(NapoIeonc Il) e, MlElisa) L'insieme C si puo scrivor. C

" (xoBllVyoB)(P(x,yl '" Mly))). In quesl" scriltura compare una

novita: il simbolo del quantificalore Y)'€B, cbe sta a significare' preso

comunque un Bonaparte' . La traduzione letterale della formula sopra

scritla risulta cosi: "preso comunque un Bonaparte, se é figlio di x,

allora è maschio". Per Impadronirsi dclle potenzialità del linguaggio,

anthe in lIn contesto CO$I semplice, e bene l'ffettuare vari e~t'f(jzi,

provandosi a descrivere in linguaggio simbolico. il fatto che Elisa SIa

zia di Napoleone III, che Vittorio Napoleone è pronipote di Carlo, ecc

Tralascio altn esempi. ma sara cura dell'insegnante

soffermarsi a lungo sulla quanlificazione, sia interpretandola come

fenomeno linguistico, che simbolico In Lingua italiana la

quantificazione universale, cui corrisponde il simbolo V, viene s(llila~

mente introdotta con parole come" ogni", "ciascUilO ", "qUiJ1unque "

"fUlli" ma anche con

11'· es .Il coofnbllcnte ver.-çe/(11importo entro J1J(}

OliJt,"3'JO" ,

" dli". es. "chi e CilU;)'J de} ,,)"uù Ola}piao''''"a se stt'SSO

La quantificazione ~sistenliale, cui corrisponde il ~imhoJ(I 3,

viene, di solilo specificata da parole quali" qlJillcuflO ", cerli ",

"il1cuno", ma anche con,

(lDO' es "uno di voimil/'lulini'
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Nella lingua i quantificatori sono spesso presenti in combina­

zione con la negazione ed in tal caso le forme usate sono assai varie.

Ad esempio" Don sihanno ml1iabbl1s/aflZ1i :-'O/di

Con lo strumento simbolico dei connettivi proposizionali e dei

quantificalori, il linguaggio logico acquista una notevole flessibilità.

Resta pero sempre Ull0 strumento grossolano. in grado di tradurre.

solo in prima approssimazione. l'apparato linguistico naturale.

Personalmente sono convinto che non è opportuno trasmettere

le conoscenze logiche usando esclusivamente simboli, perché ritengo

che questi avrebbero presa poco duratura ndla mente degli alunni.

Tuttavia mi sembra indi5pensahile che la simbolizzazione sia uno

strumento di cui il docente deve essersi hen impadronito. per essere in

grado di condurre in modo corretto le lezioni riguardanti gli aspetti

logici del linguaggio e della Matematica.

Hl Tutto queslo sembra far intervenire aspetli poco significa­

tivi o di non immediala applicazione didattica. anche se le esigenze

dell'Informalica hanno fatto cambi.are a proposito, moltE: idee. Gli a­

spelti di una corretta formalizzazione ~ono pero inscÌndibdi dal1a pre­

sentazione del1a Matematica, anzi della Scienza in generale. Come e­

sempio consideriamo il seguente problema

Devo comp1etare;1 rivestimento di una parete delle cucina con un

fregio alto cm. 25 e lungo m. 2. Ho a di,po,jzione mattonelle rettango­

lari r033e e bianche, aventl entrambe una dimen,ione eguale" cm.

25, mentre l'altra dimensione è di cm. 12 per le mattonelle rosse e

cm. 16 per le mattonel1'e bianche. Quante mattonelle devo utiliz2&re

~e non voqho e·~~ere co~tretto 8 ~pezzljrne?

Per risolvere il problema può essere utile un disegno Nella

rappresentazione grafica non ha jmportanza se il disegno e approssi­

mativo. se i rapporti tra le dimensioni della lunghezza ed altezza del
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fregio non vengono conservati, purché siano perfettamente in scala

la lunghezza del fregio e le basi delle mattonelle, altrimenti le indica­

zioni che si traggono dal modello visuale sono del tulto inaffidabili. Si

tratta di un problema che non ha risposta unica: le soluz.ioni 50110 date

dalle coppie <11,2>, <lO,)', <6,8> e <2,11>, indicando con la prima

componente il numero necessario di mattonelle rosse. Le soluzioni so~

no quasi impossibili a trovarsi. se si procede per casi, lavorando SII di

un disegnr) Per questo sarebbe. "faticoso" richiedere agli alunni di [j­

solverlo completamente, per via grafica Tuttavia é possibile deter­

minare in modo, tutto sommato semplice, le possibili combinazioni per

comporre il fregio. trattandosi dI un problema che utilizza j conceui <lj

massimo comun divisore e minimo comune multiplo. Il procedimento

analitico 23 è superiore a queHo empirico e si esprime con una

formula:

(lI 12x· 16y , 200

Ma nou c·è nessun m.otivo che spinga a privilegiare la (l) in cui x

rappresenta il numero delle mattonel.le rosse ed y quello delle matto­

nelle bianche, rispetto. ad esempio. alle formule

12z· 16y , 200; 12•• 16z, 200; ecc.,

che :::i po:::sono accettare come modelli diversi dello stesso prohlema.

Certamente però non eaccetlabile la schemalizzazione dala daHa

131 12z· 16z· 200.

23 Il problcm;, si può ··{radurre- in uo qu(':sito ai Geomt'trill analili("a:

c1eterminare i punti della rel!a (I) cIle si trovano nel l· quandranle ed hanno

coordinate intere.
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E perché? Gli studenli hanno coscienza delle leggi, non scritte, che

vengono violate (oala (3) e non con le (2)? Capita spesso in Matema­

tica di sostituire oggetti variabili con altri. ma in questo caso non è

chiaro a quali inconvenienti siamo andati incontro

Gli aspetti proposizionali non sono sufficienti, come già

mostrato, Ma questo non ayviene perche si insegnano i sil10gismi (l

altre forme di ragionam.ento che richiedono il calcolo dei predicati.

Non basta il calcolo delle proposizioni percbé c'è 1'eguaglianza (I lden­

fira' che è uno dei concetti fondamentali in Matematica, per trattare la

quale è indispensabile fare ricorso ad aspetti almeno predicativi.

Anche se all'idintita é riconosciuta come una relazione basilare, le

viene riservata una scarsa attenzione nella programmazione didattica.

ciò perché c'è forse la stessa concezione che si riportava sopra a ri­

guardo della Logica, cbe si traui di cosa oVVia. poco interessante.

Invece e un argomento complesso. ricco di aspetti inaspettati. ma. per

trattare l'argomento con completezza è indispensabile l'uso del calcolo

dei predicati in quanto tra tutte le relazioni di equivalenza24,

l'eguaglianza gode della proprieta di sostitulività.. espressa mediante la

formula

l.'fx,rJ (" ~ y => l, AI. x , x, =< Ai x , \' J))

con opportune restnzioni sulla sostituibilità dI x ad y e dove Alli: ,:d e

una formula espressa in un opportuno linguaggio La presentazione a

parole della proprietà di sostitulività dedJ'eguagJianza. di solito in­

CQntra consenso immediato. mostrando che le difficoltà e le puntual­

izzazioni lecniche. in via di enunciazione di principio. non sono rile­

vanti [j problema si fa più delicato nel momento dellapplicazione del

principio stesso nei vari contesti matematici. A mio parere, una mag­

giore familiarità e pratica col concelto di sostituzione. acquisita prima

24 Vale adire relazioni riflessive, simmetriche e transitive.
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ed indipendentemente da contingenze matematiche che la rendano

necessaria ad uno scopo preciso, porterebbe ad una migliore com­

prensione dei metodi e dei ragionamenti matematici. E' infatti con­

suetudine dei matematici effettuare sostituzioni tra simboli o più in

generale tra scritture, anche 5enza ponderare che in persone lontane

dai procedimenti formali consueti o che devono apprendere tali

metodi. l'uso disinvolto dci simboli può in generare incomprensionl.

Nella (4) compare il contesto, cioè l'ambito in cui l'eguaglianza

viene posta, rappresentato dalle formule che si possono scrivere nel

linguaggio atto a descrivere la teoria. Perciò in Geometria le formule

parleranno di figure di angoli. eccetera. In Aritmetica le formule

riguarderanno i numeri e le operazioni L·eguagl1anza sant allora.

con termine tecnico. una (Ofl!/f'lIenZa per la teoria che si sta

studiando. Facciu osservare che la determinazione della relazione di

eguaglianza e delle sue proprieta e uno dei momenti piu delicali della

costruzione di ogni teoria

6. Conc1usione - Credo che ~u t~mi di Logica Sla possibile e

proficuo innescare quella forma di didattica che prende il nome di di­

bHt!j!O clIJ/1I1'3k. (oio\'olgente tutta la classe, dato che spesso l'argo~

menti oggetto di dibatÙlo e di çonQscenza comune, non specialistica di

alcunI campi e pertanto riservata agli alunni piu colti e pronti 2)

11 problema dell"insegnamento della Logica è di natura sostan­

zialmente didattica. Credo che sia esperienza comune a tulli gli inse­

gnanti che qualora si tratti un argomento di qualsiasi materia, una

sola volta ed in poço tempo, la permanenza neJ1a memoria degli alunni

é assai breve. Dunque se si vuole incidere sulla memoria c coslituir~

capacità negli a11ie\'i, bisogna dedicare un tempo adeguato

all"argomenlo prescelto

25 Per le modalità e le finalità di questa attività, si veda fBFI.
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Si giuslifica così lo scars~ "successo" avuto della teoria degli in­

siemi messa in veste di capitolo iniziale o finale in molti testi di im­

pianto concettuale già "vecchio" e spesso insegnato da docenti che non

hanno incontrato ed approfondito la teoria degli insiemi nei loro studi,

fermandosi agli aspetti intuitivi 26. Così é pure facile pronosticare

l'insuccesso della Logica vista solo come presentazione mnemmonica e

limitata nel tempo di alcuni meccanismi come le tavole di verità,

Qualora la presenza della Logica si limiti a questi aspetti poco pro­

duttivi e significativi. forse sarebbe meglio che tali argomenti non

venissero neppure trattati, Per poter apprezzare l'importanza e 1'u­

tilita dtgli strumenti logici é necessana una preparazione seria da

parte del docente, perche sia in grado di cogliere le occasioni, così im·

porlanti per la cresci~.a dell'allievo. I richiami frequenti a situazioni

che si possano illuminare in modo precipuo con considerazioni logi­

che compiranno l'opera

Se invece l'insegnante accenna, di sfuggita e quasi malvolen­

tieri, all'argomento, difficilmente riuscirà a farne cogliere gli aspetti

interessanti, ma, ribadisco, questo è, secondo me, un problema di

conoscenza approfondita. da parte deJ docente. ottenibile solo con

studio e lavoro personali. A sfavore dell introduzione della Logica nel­

l'insegnamento c'è poi tutta una pubblicisti'ca che si dice aggiornata,

ma ch~ invece é ricca di errol'l e confusioni.

Un contributo importante che la Logica può offrire e quello di

essere un "cacciavite' iuoneo allo "smontaggio del giocattolo' lingui­

5t1C(), per vedere cosa c'è alI' interno. E' ptrci(l un ausilio al s(Jrg~I"e di

una coscieuza critica, indispensabile sempre e assai di piu oggi ~n

presenza di medio cuinvolgenti ed onnlpresenti Bisogna mettere i

raga7.zi in condizione di difendersi da soli da condizionamenti e

stravolgimentL ad iniziare dai pericoli insiti già nei libri di testo.

26 Sì veda 1M2).
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Una conversazione su: Fondamenti della matematica

e "teoria base". L'esempio della teoria 7x2

Ennio De Giorgi

Nello studio dei "fondamenti della matematica" forse può rientrare

anche la proposta di ragionevoli "tcorie base" , ave col termine

"teorie base, " designerò una selezione di concetti primitivi,

definizioni, assiomi, abbastanza semplici per essere compresa anche da

ascoltatori non specializzati ed abbastanza ampia perché sia possibile

assumerla come base fondamentale su cui edificare le piu' complesse

teorie matematiche (e forse anche altre teorie scientifiche e

filosofiche).

Tra requisiti desiderabili di una "teoria base ll
, metterei al

primo posto la semplicità, l'uso di un linguaggio vicino alle abitudi­

fil della maggior parte dei matematici contemporanei, l'eventuale

recupero di qualche antica tradizione matematica e filosofica.

Altro requisito essenziale di una buona"teoria basc ll dovrebbe

essere la facilita "d'innestare lt in modo naturale, sul tronco della

teoria stessa, i diversi rami della matematica. Inoltre la teoria base

dovrebbe presentare il piu' alto grado di "autorefe.fenza"; mi e' dif­

ficile trovare una definizi0ne generale del termine "autorefe., ..xa",

ma posso citare l'esempio della teoria 7x2 in cui, le relazioni Rrelb,

Rrelt, ... Rrelq, sono, per così dire, le pietre di un arco di cui

l'operazione Seprq é ]a chiave di volta.

T"fiue accanto a requisiti informati, la "teoria base" dovrebbe

avere due requisiti facilmente formalizzabili da parte dei logici

matematici: dovrebbe essere facilmente descrivibile nel linguaggio del

calcolo dei predicati del primo ordine e dovrebbe possedere molti

modelli finiti non banali.

Concluder6 osservando che non vi è ragione flt;'.f pensare che ]a

teoria 7x2 sia ottimale rispetto a tutti questi reqUisiti; essa é solo
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un esempio che spero, potea incoraggiare altri matematici alla ricerca

di altre "teorie base" o alla individuazione, all'interno di teorie

gia note, di qualche nucleo fondamentale finito che possa essere

ragionevolmente assunto come "teoria base".

Lo sririto conduttore di questa teoria risiede nel rinviare il

concetto di "coppia Il , Htema", ecc., per evitare di essere imme­

diatamente immessi i_ una teoria non finita. Pertanto si useranno i

concetti di relazioni binarie, ternarie e quatemarie, come ,,·erra
specificato, al fine di costruire, finché é V",:..5ibile. una teoria base

FINITA con modelli FINITI.

TEORIA 7x2

Diamo le seguenti definizioni:

I) Qqualq ~ q e' una qualita'.

Scriveremo qx per denotare che x gode della qualita' q

2) Qrelbr ~ r e' una relazione binaria

3) Qreltp ~ p e' una relazione temaria.

Scrivere pxyz equivale a dire che "x e' nella relazione p con y e z".

Infine:

4) QrelqT ~ T c'una relazklOe quatemaria.

Ovviamente rxyzt significa che x e' nella relazione T con yzt.

Definiamo poi le operazioni nel modo seguente:

5) Qops f ~ f c'una operazione semplice;

fx=y indichera' che y e' il risultato dell'operazione semplice f

eseguita su x.

6) Qopb q, e' una operazione binaria.

Scriveremo q,xdy =z per indicare che z e' il risultato dell'operazione q,

eseguita su x ed y.

Osservazione. Richiamandoci alle notazioni usuali adottate per la
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somma ed il prodotto, molto spesso useremo la notazione x+y o x'y

in luogo di ~xy.

Unitamente alle sei definizioni date si introduce l'c·,erazione

7) Invrb, inversione della relazione binaria; posto Invrb r

vale la condizione:

-1
r

-1
rxy C:$ r yx

Osservazione. Una delle possibili varianti di questa teoria è quella

di considerare le operazioni semplici come caso particolare delle

relazioni binarie e le operazioni binarie come caso particolare delle

relazioni teenarie,

Introduciamo ora un secondo gruppo di oggetti fondamentali. II

primo e' Rqual, caratterizzato dalla condizione:

l) Rqual qx C:$ qx relazione binaria che descrive il comportamento

della qualita.

2) Rrelb è una relazione teenacia che pu6 essere applicata a rela­

zioni binarie o ad operazioni semplici nel modo seguente:

(Relb)rxy

(Relb)fxy

~ rxy

~ fx=y

Analogamente poniamo:

3) Rrelt è una relazione quaternaria tale che:

(Rrelt)pxyz .. pxyz

(Rrelt)</>xyz .. </>xy =z

Introduciamo ora l'operazione binaria Seprq (separazione di variabili

nelle relazioni quaternarie) caratterizzat<: dalle proprietà seguenti:

4) se " è una relazione quaternaria, allora, per ogni oggetto x, è

definita Seprqrx ed è una relazione ternaria, tale che

(Seprqn:)yzt ~ n:yzt.

58



Conviene esplicitamente osservare che una relazione quaternaria

pu6 essere descritta da una operazione binaria e da una relazione

ternaria.

Introduciamo ora le nozioni di dominio, codominio ed ambiente.

5) Sia Qrelbr (cioè sia r una celazione birnria), Rdom è una

relazionc binaria tale che

Rdomxc - esiste y : rxy,

e tcaduce il fatto chc "x appar~i,;;t1e al dominio di c".

Analogamente se Qopsf allo.ra :

Rdomxf ., esiste y Cx y.

6) Se Qrelbr definiamo:

RL:()dyc ., esiste x rxy.

Se QopsC aIlora

RcodyC ., esiste x Cx = y

L'ambiente di una qualità, relazione, operazione. è l'arca in CUI

vanno presi gli oggetti che hanno quelle qualità o ,sono comunque

coinvolti da quella relazione o operazione.

7) Denoteremo con Ramb la relazione binaria così definita:

a) Se q è una qualità ed x un oggetto

Rambxq _ qx.

b) Se r è una relazione ed x un oggetto allora:

Ramb zr ., Rdomxr Vel Rcodxr .

c) Se Cè un'operazione ed x un oggetto allora

Rambxf ., Rdomd Vel Rcodxf.

d) Se p è una relazione ternaria ed x un oggett0 allora

Ramb xp ** :3 y. z tali che pxyz Vel pyxz Vel pyzx.

e,C,g) Definizioni analoghe si danno per le operazioni binarie, le

relazioni quaternarie e le operazioni ternarie.

Abbiamo cosi selezionato il Iltronco'" 7x2 sul quale possono essere
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innestati i vari nrami" dclla matematica.

Intanto, mostriamo come un primo innesto puo essere l'aritmetica.

ARITMETICA

Le notazioni di cui ci serviremo sono le seguenti:

QNn ~ è la qualita di n di essere un numero naturale.

Add ~ addizione di due numeri.

Molt ~ moltiplicazione di due numeri.

Nord ~ ordìnàrnento naturale di numeri naturali.

Precisam("~_te:

Nordxy ~ x ~ y .

Aggiungendo gli assiomi canonici dell'aritmetica classica, questa

sarà pienamente formulata.

Scriveremo:

QMPx C·) lx è un modello di predicato

Y è l'indice di complessita del model1o diMPindx

predicato x.

Qualita,

y

relazioni, operazioni introdotte nella (7x2) , sono

particolari modelli di predicati.

Esempi

Qqnall ~ MPind q = 1

MPind 1 ~ O

MPind O = O.

Se r è una relazione binaria o un'operazione scmplice, allora:

MPind r ~ 2

CO)
La notazione introdotta sarà utile nella costruzione della teoria

dei predicati, nel senso che, ad un predicato di ordine uno associerà

un modello di ordine uno.
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;ie p è una relazione ternacia o un'operazione binaria, allora:

MPind p~3.

Se infine, t' è una relazione quatcrna.drt o una operazione ternaria,

allora

MPindr~4.

Introduciamo [Scp], la separazione di variabili nei modelli di

predicati (che comprende come caso particolare la Sepqr). Sep

è un'operazione binaria che agisce nel modo seguente:

Se x e' un modello di predicato ed il suo indice è n+ l, allora per

ogni y esiste un modello di predicato Sep x y il cui indice è n In

formule se MP iod x ~ 0+1, allora qualunque sia y esiste MP ind (Mp

Scp xy) = n.

Il raccordo fra questo concetto ed il secondo gruppo di nozioni della

teoria base è il seguente.

Se per semplicita', poniamo

x ' y = MP Sep xy

allora valgono i seguenti assiomi < :

qx = q . x ~ 1

rxy = (r . x) . y = I

fx = Y = (f . x) y 1

pxyz = «(P x) . y) . z) 1

,/>xy ~ z = «'/> x) . y) z 1

rxyzt = «(r x) . y) . z) . t ~ l.

Si è così effettuato l'innesto dell'aritmetica e si è ottenuto,

mediante MPsep, l'unificazione dei cancelli, inizialmente separati, di

qualita', relazioni, operazioni.

Viene naturale chiedersi se tutti i modelli di predicato debbano

necessariamente essere numeri, qualita', relazioni, operazioni.

Conviene ammettere che vi siano dei modelli di predicato che nf)~

sono ne' numeri ne' quaIita ecc., ma altri c:ati per esempio insiemi,

funzioni, mappe o altro.
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Tutto sommato per un innesto facile dei vari ramI della matema­

tica, conviene riservare le parole: qualita', relazioni, operazioni a

quei modelli di predicato che meglio rispondono alle nozioni intuitive

di qualita, relazioni, operazioni.

Ritengo che altri innesti possibili possano essere:

l) l'innesto del calcolo dei predicati del primo ordine

base; questa operazione verosimilmente rivelera delle

soprattutto nella parte semantica (interpretazione delle formule).

2) Attraverso una attenta rilcttura dell'uso. che si fa iD

nella teoria

difficoltà

fisica del

concetto di "variabilc" si dovrebbe chiarire co...e tale uso del termine

variabile è collegato con l'uso che del termine si fa in logica.

3) La teoria degli insiemi e la relativizzazione di essa (analisi

standard e non standard) possono rappresentare un altro innesto.

4) Per probabilisti è possibile introdurrc la nozione di variabile

aleatoria collegandola con la nozione di variabile del punto.

Infine si puo' passare all'innesto di altre teorie fondamentali per

esempio logiche modali, À.-ealcolo, categorie, ecc.

E' assai probabile che tentando questi innesti si possano vedere

meglio i pregi e i difetti della teoria 7x2 e di altre "t(;ùtie base"

finite.
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LA CARATTERISnCA DI EULERO
IN GEOMETRIA

Giuseppe De Cecco

Nella riunione inaugurale sono stato presentato come un

salvatore della GeomcUl3. La Geometria certamente non ha bisogno

di mc, non deve difendersi. Essa, come dice .t'latone,

"e' conoscenza di cio' che sempre e', t'argano che tira

l'animo verso la verita',"

Si può essere piu o meno d'accordo su questo, ma da un punto

di vista storico non si può negare che la Geometria è stata la

VIa privilegiata per avvicinarsi alla matematica.

Come afferma Atiyah, uno dei massimi matematici viventi,

"1 'intuizione geometrica rimane il canale piu' potente

per la camprensiolle della matematica, e dovrebbe essere

incoraggiata e colti ...·ata. "

Sono contento del tema proposto poiché esso mi permette di

parlare anche dell' infanzia deIla "Topologia algebrica", una

secondodelle branche piu giovani della matematica, che

Dicudonné - caratterizzerà il XX secolo.

Accenneremo dopo a che cosa sia la Topologia algebrica, ora

ricordiamo soltanto che la Topologia è lo studio deIle proprietà

di una figura che ,ono invarianli· per omeomorfismi. Due figure X

ed Y SODO omeomorfe, in simboli X=:Y, se esiste tra loro un

omeomorjismo I:X Y, cioè un 'applicazione biunivoca e

continua insieme alla sua inversa.

Per la tapologia due figure omcomorfe sono "uguali" ,

indistinguibili. Un quadrato e un cerchio sono la stessa cosa,

una corona circolare e un cilindro (non solido) :;;:.no la stessa

cosa; mentre per la geometria euclidea sono tutte figure distinte

poiché Don sono tra loro congruenti.

Ebb..::nc nella topologia l'importanza del teorema di Eulero per

i poliedri è notevolissima, se si pensi che la storia della

topologia fino al 1851 si confonde, a meno di rare eccezioni, con

la storia del teorema stesso.
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L'anno della sua scoperta è il 1750, ma Il risultato è

pubblicato nel 1752 in "Elementa doctrinae solidorum" di Leonhard

Eulcr (1707-1783), uno dei matematici piu geniali e prolifici di

tutti i tempi.

L'enunciato originale del teorema è

"ln Dnlnl JJuLlbn ~ebflJJ plunfs incluJJD aggrtgntum tx

al1gulufum BuJibarum .et tx numua ~t.br[lrum binario txttbit

nUDUrUni nclnunl."

Chiamando con F il numero delle facce, con V quello dci

vertici e con S quello degli spigoli si ba la celebre formula

F+V~S+2

che generazioni di ragazzi hanno ricordato IDnemonicamente con la

frase: Fatti Vedere Sabato alle 2.

Ebbene mi sembra che questa formula venga attualmente

trascurata nelle Scuole secondarie, insieme a gran parte delle

questioni inerenti ai poliedri, questioni che VI posso assicurare

non sono per nulla sorpassate. Dopo circa 2500 anni i poliedri

esercitano ancora il loro fascino.

Come afferma ancora M.F.Atiyah (nell'articolo Tendente in

Matematica pura riportato in La didattica della nuztenuztica oggi,

a cura di C.Sitia, Quaderno DMI, Pitagora ed. 1979):

La nuztematica moderna non ha chiesto il divorzio dalla

matematica tradizionale come a volte si insinua. I

matematici hanllo unito le loro forze e si S01l0 proiettati

in direzioni diverse ma gli obiettivi di base sono ancora

in gran parte gli stessi. La differenza sta piu' nella

forma che nella sostanza e se New!: \ o Gauss potessero

riapparire in mezzo a noi, per capire problemi in

discussione della presente generazione di matematici.

basterebbe loro soltanto un breve corso preliminare.

A

senso

mio avviso,

d'unità delle

seguendo Atiyah,

diverse branche

è

della

essenziale recuperare il

matematica loro

legami, spesso insospettati, le analogie non sono accidentali, ma

fanno parte della essenza della matematica, che è un'attività

umana non un programma per computers.
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1. Concetto di poliedro.

si

di

di poliedri

definizione

E' chiaro che la definizione di poliedro usata da Eulero è

".rulido delimitato da facce piane". Ebbene, se questa è la

definizione di policdro, la formula di Eulero non si applica a

tutti poliedri, come osservò già Simoo Lhuilicr nel 1813.

Infatti per un poliedro anulare si vede facilmente che V-S+F =0 ,

per un poliedro con una cavita' si ha V-S+F=4.

Si tratta quindi di vedere a quali classi

applica la formula di Eulero, oppure dare una

poliedro piu. restrittiva.

Euclide non definisce i poliedri io maniera esplicita, ma nel

Libro Xl implicitamente si deduce che un poliedro è un "solido

delimitato da facce piane". Ora un solido è una porzione di

spazio connessa; quindi ncI concetto di solido è implicita l'idea

che il bordo di un poliedro (cioè la superficie che delimita il

poliedro) divida lo spazio in cui è immerso in due parti, una

limitata da chiamarsi imerna e una illimitata da chiamarsi

esterna. Ciò suggerisce di porre a fondamento del concetto di

poliedro il

TEOREMA DI JORDAN
Se II e' una (superficie) poliedrica

allora essa divide /0 spazio in due

connesse), aventi entrambe come frofl!iera Il.

semplice

regioni

e chiusa,

(aperte e

Per comprendere bene il teorema consideriamo l'analogo nel

piano:

Se Il e' una (linea) poligonole semplice e chiusa, allora

essa divide il piano in due regioni (aperte e connesse),

aventi entrambe come frontiera 11.

E' questo il celebre teorema enunciato da C.Jordan nel 1887.

La dimostrazione da lui data non era completa, ma era notevole il

riconoscere che un enunciato ;;osi semplice ed evidente avesse

bisogno di una dimostrazione, la quale non è per nulla semplice.

L'enunciato Kenerale del teorema è
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Se J e' una curva pialla semplice e chiusa
2

JcfR omeomorfa alla circonferenza), allora

(cioe' una curva

lR 2_ J ha due

componenti connesse, aventi J come fromiera comune.

Naturalmente se J è una circonferenza il tcorema è ovvio. Nel

caso generale la difficoltà sostanziale sta ncl dare un "buon"

criterio che rermetta di distribuire i punti di 'Ji.2_1I III

esattamente due regioni. significative dal punto di vista

geometrico.

Tenendo conto del teorema. chiamiamo poligono (ordinario)

l'unione della regione limitata e dci punti di lI: la regione

limitata è l'intemo e <;uella iilimitata l'estemo del poligono

contornato dalla poligonale Il.

Naturalmente le cose si complicano nel caso dello spazio.

Innanzitutto si tratta di dar~ il concetto di poliedrica semplice

e chiusa

vertici.

tale che elimini l'intreccio sia nei lati che nei

Nello spazio ordinario diremo che lina m~pla di triangoli non

degeneri:

t .r ,...• t
1 2 In

a due a due distinti, coslituisce una polieddca, II. con le facce

nei triangoli t. (i=l, ... ,m) e i lati (o gli spigoli) e i, vertici

nei lati e nei vertici degli stessi triangoli. se due facce

qualunque di il o sono disgiunte o hanno lD comune soltanto un

vertice, vertice per entrambe, oppure hanno in comune soltanto un

lato, Jato per entrambe. Il sostegno di n . I il I, è il luogo dei

punti dclle sue facce; la poliedrica Il individua il suo sostegno

ma non viceversa. I punti dcI sostegno sono anche punti della

poliedrica. Perciò si confonde ~pç.~so il sostegno di il con IT

stessa. La pcliedrica Il si dice concatenata se. date comunque due

facce di essa. ' e T
k

• esiste una n-pIa (n s m) di sue facce:

"
tale

'..1. • 'À ·····'A
1 2 n

che t;, = r
h
, T

À
= T

k
e tÀ. (r=l, ... ,n-J) abbia in comune con

1 n ,

soltanto un lato. lato per entrambe. La policdrica II si dice
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semplice, se dato comunque un suo spigolo, in esso concorrono al

piu due facce doIla poliedrica e se, comunque considerato un

vertice di n, b facce di n concorrenti in esso, si possono

concatenare mediante facce uscenti da quel vertice stesso. Gli

spigoli cbe appartengono ad una sola faccia costuiscono il bordo,

aD, della policdrica semplice. La pcliedrica semplice n si dice

chiusa se, dato comunque un suo spigolo, in esso concorrono

s~mpre due facce della poliedrica: b. tal caso I :< ....... 1 0.

Ebbene, se n è sernr1icc e chiusa, per il teorema di

lordan, essa divide lo spazio IO due regioni, una limitata e

('altra illimitata. L'unione della regione limitata e del

sostegno della poliedrica costituisce un solido poIiedrico o

politdro,!P, avente come Cromicra n·. La regione limitata è

l'itllemo e quella illimitata l'eSlcmQ dci poliedro contornato

da II.

Si osserVi che uoo è l'usuale definizione di poliedro: uo

poliedro nel nostro senso può essere non convesso, anzi un

modello st::mdard è un parallclcpipcdo con p >0 "buchi", detto

anche blocco prismatico p~uplo. omeomorfo ad una ciambella con p

buchi (vedi figura sotto).

Se però !J'è convesso, allora il suo bordo, n, è omeomorfo ad

una sfcra e quindi al bordo di un parallelepipedo con p=O buchi.

-' -...'. '.

Blocchi prismalici con p = l e p = 2.

Ciambella con p
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2. La caratteristica di Eulero.

Sia 11 una poliedrica arbitraria (in generale aperta anche non

semplice). Si chiama caratteristica di Eulero il numero intero

XiII) ~ V - S + F.

dove come al solito V è il numero dei vertici, S quello degli

spigoli ed F quello delle facce.

Si dlmostra abbastanza facilmente che se il e il' sono due

dei vertici,

poligonale.

scelta per II: in particolare se II può considerarsi

poligoni e V. ~. '! sono rispettivamente il numero

degli spigoli e delle facce della reticolazione

poliedriche aventi lo stesso sostegno, allora X(lT) X(n'), cioè

la caratteristica di Eulero non dipende dalla reticolazione

reticolata da

allora ,,·ale

V-S+F= 1:'_'!I + F
Inoltre, ma ciò è piu difficile, si può dimostrare che

X(II) ~ xVI').

cioè X è un invariante ropologico ( anzi omotopico ).Questa

proprietà giustifica il notevole interesse della caratteristica

di Euicro per poliedri (anzi per spazi topologici triangolabili).

Ora, poiché un poliedro convesso ha il bordo omeomorfo ad una

sfera, i, dall'invarianza topologica segue che per i poliedri il

della geometria elementare si ha

XiII) = xli').
Ma i è o~eomorfa al bordo di un tetraedro, per il quale il

calcolo è semplice:

F ~ 4.

che I a8' I
S ~ 6V ~ 4

Si conclude allora che per un poliedro 9' tale

vale X(il) = 2, cioe' la formula di Eu/ero.

Se il è una po/igonale poniamo semplicemente X(ll) = V-S.·

Nell'Appendice daremo una dimostrazione diretta seguendo A.L.

Caucby. Altre dimostrazioni (piu o meno complete) si trovano in

[4]. [5], [6]. [7]. [8]: sono lulte dimostrazioni abbastanza

elementari che potrebbero essere date in una scuola superiore o

anche in una media trascurando qualche dettaglio (cfr. [8]).
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3. Esempi.

Osserviamo innanzitutto che se A, B, A U B, A () B sono

poliedriche o poligonali, allora vale

(.) X(A U B) = X(A) + X(B) - x(A n B)

come si verifica facilmente.

Da qui segue che se I l è una poliedrica anulare, allora

X(I l) = O. Infatti sia I l decol~ ,'.·')sta in due po:1edriche, .A. e B,

come in figura, allora

e tenendo conto di

I decomposta in due policdriche, .A. e B,
p

X(A) = X(B) = X(i') - 2 = O

C') si conclude X(l) = X(A U B ) = O.

la poliedrica bordo di un blocco prismaticoora I
p

Consilierando

Sia

p-uplo.

X(B)

come in figura, si ha

A(A) = X(I ) - 1
1

XiI ) - 1
p-I

= O - 1 = -1
I

x(A n B) = X(S ) = O

quindi
X(I)

p

da cui

X(I) = (X(I ) - 2) - 2 = XiI ) - 2(P-1) = 2 - 2p
P ~1 l

Dunque se M è una superficie omeomarfa a 'I , segue
p

X(M) = 2 - 2p.

Il numero p ~ O SI chiama genere della superficie M ed è

ovviamente un invariante topologico. Per p = O (sfera) si ottiene

il risultato classico. Tuttavia non sempre è facile decidere qual

è il genere di una superficie, per cui spesso si proce~e

inversamente ricorrendo alla formula

p = (2-X(II))/2

il,. ,
. I

1J!!J";:f;' I '1l!1l;""''';., ..... I ",.--.',
'/ ".'., .. I ,",--.'

I I,
I I

I
", ,

A :,' B A , ',
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Superficie: di generc p = 2 e p 5.

4. Poligoni generalizzati.

supporre che poligoni convessi K
i

K n K (i ,;j) sia ''''\loto, cioè che il
i j

sia unione, nel senso della geometri:tpoligono generalizzato Il

Si chiama poligono generalizzato una poliedrica (semplice c)

piana: esso può vcnsarsi Game umone di poligoni (ordinari)

convessi. Possiamo sempre

siano tali che l'interno di

elementare, dci poligoni K: in breve fT è somma diretta dci
i

poligoni K. e si scrive 11 ~m K., i i

Si vede facilmente che, rispetto alle opcraz~olli di

intersezione e di unione insiemistica, l'insieme dci poligoni

generalizzati dd piano, 9'01, è un rcticolù distributivo.

Si chiama funzionale poligoflale una qualsiasi funzione

Per convenzione poniamo çJ(0\

additivo se V n,E E 9'01 vale

O. Il funzionale qJ si dice

'l'1fT) + 'l'lE) ~ 'l'1fT U E) + 'l'lrT n E).

Importanti esempi sono funzionali 2, .n" e X

rispettivamcnte perimetro, area e caratteristica di Eulero di un

poligono generalizzato.
+Se h E IR • i:i.1ichiamo con hIT il poligono ottenuto da Il

mediante l'omotctia di

9!lhfT) ~ h !l'irT),

rapporto ù; allora
2

,"I!ln) ~ h Aln), xlhfT) ~ XIlI).

Inoltre tre funzionali sono invarianti per congruenze ma

non caratterizz<'"lOo un poligono, come si può verificare

considerando i due triangoli isosccii di lati:

a ~ b ~ 11, c ~ 4 a'= b'= 7, c'= 12.
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Naturalmente se (jJ è una delle tre funzioni !Z , ....4 o X • da tp(fl) '*
<p(I) segue che poligoni Il c }; non possono essere congruenti.

Anzi se x(1I) '* XCI) segue che II e }; non sono nemmeno omeomorfi.

E' questo lo spirito della topologi'1 algebrica: tradurre un

problema di tapologia In uno di algebra. Informazioni su enti

algebrici (in questo caso numeri) danno informazioni su enti

gcomclr:v~. Allalogat":1~'~!e la geometria analitica traduce problemi

di geometria in problemi di analisi (con la segreta speranza che

questi siano di Iliu facile soluzione). E' ciò che tutti abbiamo

fatto fin dalle scuole demcntari sotto il nome di applicazione

dell'algebra alla geometria.

Ritorniamo alla caratteristica di Eulero.

retico!azione indicata;con lafigura

x{n )=0. Con un ragionamento analogo a
I

f.i deduce che pcr il poligono Il con p buchi
p

qudlo fatto per I •
p

Sia 11
1

il poligono in

segue immediatamente eh.::

si ha
xlIl) = l-p.

p

Una figura piana omcomorfa a

con ordine di connessione p + 1. Si

il si chama poligono ropologico
p

osservi che

XiI: ) = XIIl) = O ma
p p

Se 11 è un poligono convesso. ali<ira p = O ;

1: ~ il.
p p

quindi in tal caso

x(Il) = V - S + F = l,

che può cOIJ~ideracs( la formula di Eulero per !Ula rete pialla.

Ricordiamo che una rete ( o grafo) è una figura omeomorfa ad

una poligonale (anche intrecciata). In tal caso si preferisce

chiamare i vertici col nome di nodi e i lati col nome di archi.

D D
Il

p
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5. Conclusione

Come ho detto, il 1750 segna l'inizio della storia del

teorema di Eulero: Ja dimostrazione, benché non corretta. è molto

interessante. Sostanzialmente Eulero fa vedere che l'espressione

Y-S+F ha valore costante per tutti poliedri "da lui

considerati'" e quindi può essere calcolata limitandoci ad una

piramide.

La prima dimostrazione soddisfacen'~ è di A. M. Legendre

(1794). che proietta il poliedro (convesso) da un punto interno

su ur.a sfera e raggiunge il risultato usando in maniera

essenziale l'area di un poligono sferico. A questa dimostrazione

non di pertinenza deII' Analysis situs seguono nel 1810 da parte

di A. L. Cauchy due dimostrazioni "combinatorie". ma anche queste

non sono esenti da critiche.

Nel 1813 S. Lhuilier riconosce che il teorema di Eulero ha

eccezioni ed anaHzza minuziosamente i diversi casi patologici.

introducendo il concetto di genere di un poliedro, che giocherà

un ruolo fondamentale in topologia.

Chi pone al teorema nel 1847 le ipotesi corrette è C. van

Staudt che sostanzialmente definisce la nozione di poliedro

semplicemente connesso (cioè di genere O).

Infine nel 1850 L. Schlafli ottiene la prima generaI:aazione

per poliedri (euIeriani) ad n dimensioni pervenendo alla

relazione
n-l n

" -" +" -" + .... + (-1)" + (-1) = 1O I 2 3 n-I

dove ah è il numero delle facce h-dimensiona/i.

Come afferma J. C. Pont (autore de La topologie alg~brique

des origiJles à Poincar~,Presses Univ., Paris 1974), al quale sono

debitore delle notizie storiche,

"dopo un secolo di storia, il teorema di Eulero ha percorso

tutte le tappe di U1l onesto teorema: apparizione

empirica, enunciato approssimativo, dimostrazione in un

caso particolare, ellunciato e.mlto, xcnera/izzazione."
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aspetti

deila

fatta

degli

leggi

Successivamente C. F. Gauss (1827) e J. B. Listing (1861)

mettono in luce il legame tra il tcorema di Eulero e l'A.fUllysis

situs, che dopo Listing si chiamerà Topologia. Listing nella sua

opera "Vorstudien zur Topologie" dice esplicitamente

"Per topologia noi inteTldiamo lo studio

qualitativi delle forme spaziali o delle

connessione, della posizione mutua (... ) astrazion

dei loro rapporti di misura e di grandezza."

Egli ha una visione netta dell'autonomia di questa nuova branca

della matematica e va alla ricerca "di una dimostrazione puramente

topologica del teorema di Eulero. Questa è raggiunta nel 1900 da

H. Poincaré, che tenendo conto di tutti contributi dei

predecessori, dà piu dimostrazioni distinte del teorema per

poIiedrì n-dimensionali (anche non convessi). Egli aggiunge che

"Questi teoremi sui poliedri hanno una portata assai

generale, poiche' una varieta' qualsiasi puo' essere

decomposta in poliedri rettilinei e curvilinei, essendo

questo equivalente per J'AnaJysis situs."

Poincaré (1854-1912), daudo basi ID3tematiche solide alle

intuizioni di B. Riemann (1826-1866), ha fondato come disciplina

autonoma la topologia combinatoria che dal 1940 in poi sì è

chiamata topologia algebrica, nome piu adatto ai metodi di questa

scienza.

A me è sembrato non fuori luogo accennare in questa sede alla

tormentata e insieme affascinante storia del teorema di Eulero e

non credo sia trascurabile farlo notare agli allievi, che pensano

che un teorema nasca già perfetto, nella forma compiuta. Quasi

sempre infatti la matematica, specialmente nelle trattazioni piu

formali, è presentata come un edificio perfetto, bello ma privo

di vita.

Per far amare la matematica è opportuno, penso, presentarla

anche nella sua realtà storica: emerge cosi anche l'uomo con le

sue pene, le sue gioie, i suoi sogni. E' chiaro che non possiamo

percorrere tutto il cammino seguito per giungere alla scoperta di
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un teorema o all'elaborazione di una tcoria, ma accennare che

questo cammino c'è ,stato o almeno averne la coscienza, è già un

primo passo verso l'ul'nanizzazione d{:.i,<.:J matematica.

Appendice: La dimostrazione di Cauchy.

Premettiamo la nozione di rete su una sf~ra, oS~t:IVando

che il bordo di un poliedro convesso si ruò proiettare su una

sfera.

Una rete su una sfera consiste di un numero finito di punti,

detti vertici, e di archi di circonferenza massimi, detti lati,

congiungenti alcuni vertici, veiificanti le seguenti condizioni:

(i) ogni coppia di vertici è congiunta da al piu un lato;

(ii) due lati non hanno punti interni in comune.

Introduciamo le seguenti notnzioni:

V = numero dei vertici

S numero dei lati

F numero delle regioni aperte connesse

c = numero delle componenti connesse

(Una componente connessa è Ulla parte connessa della rete che non

è congiungibile con la parte rimanente della rete.)

Allora vale la seguente formula di Eulero per reti sferic.;e:

v - S + F ~ 1 + c. I
Nella dimostrazione del teorema è essenziale l'ipotesi che la

rete sia su una sfera e non su una superficie di genere diverso

da zero. Infatti si sfrutta il

TEOREMA DI JORDAN
Oglli curva di Jordall J su una sfera divide la superficie in

(esattamente) due regiolli (aperte e connesse) aventi elltrambe

come frontiera comune J.

La dimostrazione di (*) procede per induzione sul numero dci

lati. Per 8=0 la (*) vale poiché in questo caso la rete consiste

di V vertici isolati (quindi F=l, c=V). Per andare avanti abbiamo

bisogno del coneetto di vertice libero, un vertice da eui esce

solo un lato.
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LEMMA
Se ww rete Q ( con S =I:- O ) nOli contiene ve rlici liberi,

aliora esist,e aimeno una poIigonale semplice e chiusa fatta.

sono

lati, pcr ipotesi esiste Ull vertice " da cui

poiché P2 non pu; essere libero, esisterà un

:la P,P2 Cosi procedendo SI costruisce una

p ,p , ... ,r in cui due consecuti\.·j
l 2 "

un lato c tre consecutivi sono distinti. Poiché Q ha

esce un lato p p ;
1 2

lato P
ZP3 diverso

catena di vertici

congiunti da

di iati di Q.

Dim.

Poiché Q contiene

solo un numero finito di vertici, alla fine giungeremo ad un

vertice

vertice

p tale 'che,
che soddisfi

p = p con r <, "
questa condizione;

n. Consid~riamo il primo

abbiamo allora una curva

poligonalc chiusa ccstituita da lati di Q

p • p ,,, -,p
c r+l n

con almeno tre lati Jlslinti. Ciò prova il lemma .•

Possiamo ma procedere p.cr induzione.

Supponiamo che la (*) valga per tutte le reti con S = " lati

e consideriamo una rete Q con n+1 lati. Distinguiamo due casi:

(i) Q ha un vertice libero;

(ii) Q non ha vertici liberi.

Nel caso (i) sia p un vertice libero, congiunto con un arco

ad un altro vertice p'. Se p' è ancora un vertice libero, allora

rimuovendo l'arco (aperto) pp' avremo una rete Q' con

V'- V F'- F S'- S-1 c'= c+l

c quindi vale la (t<) poiché S'=1I. Analogamente si conclude se p'

non è libero.

Nel caso (ii) per il lemma esiste una poIigonale chiusa

costituita da archi. Rimuovcndone un arco si ha una rete Q' con

V'= V S'= S-1 F'= F-1 C'= C,

da cui ancora la (*) per l'ipotczi illcluttiva .•

Osserviamo infin~ che se la rete Q su S
2 .

prOVIene dalla

proiezione del bordo di un po::cdro convesso si ha c = 1 e quindi

la classica formula di Eulero.
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U" progetlo per
Scuola Media,

Traduzione a cura

[I] Possibile presentazione dell'argomento
con lo scopo anche di guidare gli
della formula di Eulero.

nella
alunni

Scuola Media,
alla "scoperta"

[2] Questo libro, nato in una classe inglese (corrispondente ai
nostri ultimi anni di liceo), ha avuto origine dall'interesse
spontaneo degli studenti per la costruzione di modelli con
carta, cartone, fili di ferro ed altro materiale facilmente
reperibile.

[3] Esposizione del teorema di lordan per le poligonali e le
poliedriche, fondamento per le definizioni di poligono e di
poliedro usate in questa conferenza.'

[4] Il capitolo III, di circa 100 pagine, è interamente dedicato
aUa formula di Eulero. Il libro affronta la storia dei
poliedri anche in rapporto ad altre discipline.

[5] Libro classico e molto interessante contenente quasi tutti
gli argomenti esposti in questa conferenza.

[6] Presentazione abbastanza esauriente del teerema
diverse definizioni di poliedro, con parti\.:olare
alla Illogica della scoperta matematica". La forma
è simile a quella dei dialoghi di Platone.
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[7] La formula di Eulero è presentata come un "problema" con
osservazioni, congetture, argomentazioni induttive, che
aIutino il Hragionamento plausibile.... n metodo scientifico
proposto è : 1/ Indovina e controna".

[8] La relazione di Eulero è trattata in piU di ull capitolo (nei
volumi I, II e III). Si veda in particolare il cap. 8 del
voI. I e il cap. 6 del voI. III. L'esposizione è ricca di
esempi e di esercizi e non è trl'i.scurato il ricorso ana coUa
e aUe forbici per costruire modelli di solidi ( come parte
integrante dell'insegnamento e non come evasione!).

da DE DIVINA PROPORTIONE di Luca Pacioli (Venezia, 1.509)

(disegno di Leonardo da Vinci riproducente lo scheletro
dodecaedro regolare da lui intagliato in legno).

• • •

do!

Arcbytas Tarantinus dicere solebat:

"Si qui! in coelum ascendisset naturamque mundi et
pulchritudinem siderum ptrspexisset, insuavis Ula
ailmiratio ti esset, quae iucundissima fuisset, si
aliquem, cui narraret, habuisset

(Cicerone, lAelius, 23,88)
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Aspetti didattici della teoria delle equazioni algebriche

Hartmut Laue

o
Dedicato a Hilger Wolff in occasione dcI suo 60 compleanno

1. Equazioni quadratiche (motivazione geometrica). Se r, s sono

lati di un rettangolo, aliora la sua area è a = rs, e il S'lO

perimetro è b = 2(r+s). Consideriamo per il momento la domanda

inversa: siano Doti l'area a e il perimetro b di un rettangolo;

come si determinano i lati 7 Ciò può essere ritenuta la versione

geometrica della seguente domanda aritmetica che f'.l risolta già

dai babilonesi circa il 1700 a.C.: come determinare J.lC nufr."··'

quando siano noti la loro somma e il loro prodotto ? Diamo la

motivazione della nostra soluzione lO base alla seguente figura:

b
2

li quadrato dato si compone di quattro rettangoli di are·a a e un

quadrato (nel mezzo) con il lato ~ - 'ls. Quindi vale l'equazione

[~r = <la + [~- 2s]2 1a quale é equivalente a

(l)

Se b e a sono numeri qualsiasi, allora può ben succedere che la

differenza a destra in (1) sia negativa; però, il termine a

sinistra, essendo un quadrato, sarà sempre non negativo e quindi,
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come conse.gucllza, dol:"biarno notare che non ~ ogni §Q.çlta di a, b

(numeri non negativi) esiste un renangglo con l'arca a ~ il

ve.rimc!ro b. La condizione precisa per l'esistenza di una

soluzione è, pcr (1), che valga la disuguaglianz-.a

[!'z) z 4a '" O.

(Evidentemente il termine a sinistra è l'arca del quadratino nel

mezzo dcI quadrato grande di cui sopra.) Assumiamo quest'ultima,

allora esiste un rettangùlo come richic:.sto c possiamo infatti

determinare i suoi lati trasformando la (1):

b
(1) ~ 2" - 2$ =

~ S E O
Dunque, i lati dci rettangolo cercato si determinano aggiungendo o

btogliendo (risp.) a '4 la metà del lato dci quadratino nel mezzo

della figura. In questo senso, il problema del trovare i lati di

un rctt,:ligolo viene ridotto a quello del determinare il lato di un

quadrato.

Se rinunciamo aIl'interpretazione dei valori come incognite

gwmetriche e ci concentriamo sulle soluz.ioni numeriche cii (I),

allora otteniamo le soluzioni anche nel caso che

Ricordiamo che, neI campo {: dci numeri complessi, l'equazione
Z

x +1= O ha due soluzioni di cui una viene denotata con i. Se

ammettiamo di ampliare il campo dei numeri re.ali. accettendo

soluzioni in tutto {:, allora possiamo andare avanti anche in
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questo caso:

(I) ~ b2 b ./ [b]2'2 oppure '2 - 2s ~ -, 4a '2

- [~f '~ -~~a - [~f }.
cioè, in C, il problema aritmetico di cui sopra ha sempre una

soluzione e rimane solo la questione se essa Sia interpretabile

come lato di un rettangolo, cioè: se essa sia reale e positiva.

Quest'ultima. domanda ha più il carattere di una richiesta

supplementare da soddisfarsi dopo la soluzione aritmetica completa

che rappresenta il nocciolo del pensiero, e quindi è ragionevole

separare mentalmente le due cose.

I numeri di partenza a (=rs) e b (=2(r+s» appaiono in modo

naturale quando si forma il prodotto dei polinomi lineari x-r e

x-s~ evidentemente, il polinomio prodotto

2
f{x) ~ (x-r)(x-s) ~ x -(r+s)x+rs

ha precisamente numeri cercati r, s come zeri! Pertanto possiamo

riformulare il nostro problema di partenza così:

i b
Siano dati numeri a, b. Il polinomio x -'2x+a ha zeri '? Se essi

esistono, come possiamo descriverli ?

A questo punto possiamo fare un'osservazione importante, un

raffinamento, in relazione al nostro modo ~j domandare: data

uo'equazione è importante sapere dove cerchiamo le sue soluzioni,

se nell'ambito dei numeri razionali, reali, complessi ? Vedremo

nel seguito che c'è un gran numero di ambiti numerici rispetto a

cui la domanda dell'esistenza di una soluzione può essere

!Ricordiamo che un numero a si dice zero del polinomio f se fCa)=O
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interessantc. E ancora un'altro commento: come mai possiamo essere

sicuri di trovarc almeno un campo di numeri che contiene uno zero

del polinomio ? Questa domanda ("assoluta") rl· '~'esistenza di uno

zero dovrcbbe precedere quella "relativa" dcll'esistenza di uno

zero in un certo ambito, e questa ultima dovrebbe precedere quella

di una certa forma o rappresentazione degli zeri che si manifesta

nella caccia di una cosiddetta Hformula delle soluzioniH. Infattj,

fu pl,.priO questa ricerca ca!colistica cieca a sbarrare per secoli

la strada del successo nell'inseguimento del problema generale

della risoluzione delle equazioni. Naturalmente, il caso

deU'equazione quadratica era seducente ma traeva in inganno!

Perciò, anche se le equazioni di grado superiore al secondo non

vengono trattate lJl modo completo nell'insegnamento, oggi è

importante evitare nell'impostazione del problema delle equazioni

di secondo grado l'ottica ingenua che ha portato fuori strada

tutti gli studiosi prima d~ Galois a partire dai babilonesi.

Possiamo esprimere il nostro risultato fin qui ottenuto nel

modo seguente (ponendo a l .- : ~ a):

Teorema l. Siano al' a
2

numeri arbitrari. Se p E (; é tale clIC vale
2 2 l l l l

P - a - 4a allora --a +-p --a --p sono le soluzioni della
l 2 2' 2 1 2' 2 1 2

equazione x +a x+a = O.
l 2

(In particolare, ogni equazione quadratica è rlsolubile in (;.)

In altre parole, per
2

grado x +a
j
x+a

2

(cioè, senza addendo

quest'ultima portano

risolvere l'equazione generale di secondo

O basta risolvere l'equazione quadratica rura
2 2

lineare) x --(a
t
-4a

2
) = O. Le soluzioni p di

nel modo descritto alle soluzioni

dell'equazione generale. Così dobbiamo leggere la "formula delle

soluzioni dell'equazione quadratica": essa c.'.>j.!rime un teorema di

riduzione: il problema dell'equazione generale di secondo grado

viene ridotto al caso speciale di una equazione pura di secondo

grado. E questa riduzione è la traduzione al livello astratto di
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quella geometrica fatta precedentemente "con gIi occhi".

2. Le domande chiave della teoria delle equazioni. Il nostro

problema di partenza ha un analogo spaziale: siano noti il volume

a, la superficie b e la somma c degli spigoli di un

paral1eiepipedo. È possibile determinare gli spigoli '1

Come oel caso qoadratico, i oomeri dali sono, a meno di

fattori razionali, coefficienti di un polinomio cubico i cui

zeri sono i tre spigoli r, s, t, perché vale

(x-r)(x-s)(x-t)
3 2

= x - (r+s+t)x + (rs+rr+sr).x - rst
3 c 2 b

= x - 4"x + 2x - a.

Se, come sopra, non prendiamo in considerazione per il momento Ja

geometrica dei
c b

al := -"4' az := 2'
zeri '1 Se essi esistono,

interpretazionepossibileunadi

risultati, il problema si

questione

a : = -a): il polinomio
3

come possiamo descriverli ?

Descriviamo nel seguito la soluzione classil;li del problema,

trovata più di 400 anni fa. Poniamo y := x+~31 . Allora x = y - !a
3 2 3 t 12 31

ex +ax +ax+a -Y +by+b oveb =a --Q eb =i 3 r 3 - 2 3' 2 2 3 t 3

a
3

+ val
3

- ja
l
a

2
. Pertanto basta rispondere alla domanda per il

polinomio Y + bzY + b
3
; gli zeri del polinomio originale saranno

soltanto additivamente spostati di ial' Poi, il problema princi­

pale è trovare uno zero qualunque; trovato un tale (J, possiamo

dividere il poIinomio dato per Y-(J. e gli ulteriori zeri· saranno

gli zeri del polinomio quadratico che risulta, cioè. saranno

determinabili col metodo trattato precedentemente. Benché

babilonesi sapessero risolvere le equazioni di secondo grado nel'

1700 a. C., non prima del sedicesimo secolo gli algebristi riusci­

rono a risolvere le equazioni cubiche in generale. La soluzione,

trovata da Tartaglia, inoltrata a Cardano e pubblkata da esso sul

libro"Ars Magna!" nel 1545. è esprimibile in questa forma:
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Teorema 2 (Scipione del Ferro 1, Tartaglia; Cardano 1545). Siano

h
2

, h
3

arbitrari numeri, b
2

::/:. O. Sia é una soluzione della

equazione quadralica pura

i --(_!b3 +!b2) ~ O27 2 4 3 .
Sia' una soluzione dell'equazione cubica pura

x3+(!b -o) ~ O.
12 3

Allora vale':/;: 0, e '-3,b
2

è una soluzione dell'equazione

(In particolare, ogni equazione cubica è risolubilc in f, .)2

Anche questo risultato è una riduzione alla soluzione di

equazioni pure: si ottiene una soluzione delIa equazione cubica

generale risolveOllo prima un'equazione quadratica pura e

successivamente un'equazione cubica pura (cioè, un'equazione

cubica in cui sono nulli coefficienti della· prima e della

seconda potenza dell'indeterminata). Infatti, la soluzione é della

equazione quadratica appare nel coefficiente dell'equazione cubica

pura da risolvere dopo.

A questo punto le nostre considerazioni danno luogo alle

seguenti domande chiave della teoria delle eguazim.::

lEvitiamo di utilizzare il simbolo della radice (v') per i i..wmeri
complessi perché non c'è nessuna possibilità ragionevole' di
associare ll" unico numero complesso ad esso. Quasi tI'~fi i testi
che trattano le equazioni cubiche utilizzando quel simbolo si
astengono del discorso spinoso ma sostanziale della scelta giusta
della radice, lasciando· spazio a int~T.fetazioni dei termini
indicati che non portano a una soluzione dell'equazione da
risolvere.
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Sia n E IN e siano a , ... ,a numeri qualsiasi.
1 n

l. L'equazione

(. )
n n-l n-2x + a

1
x + a

2
x +. .. + a x + ù

n-l n
o

è risolubile in C ?

2. Se la risposta di 1. è positiva, è possibile ridurre la

soluzione di (.) alla determinazione delle soluzioni di

opportune equazioni pure di grado k con 2 .s k .s n ?

Sotlulincamo che queste domande

ebe richiede una "formula"

sono molto più prudenti di quella

delle lluluzioni, domanda che

sottintenderebbe senz'altro l'esistenza di una tale espressione

esplicita. Proprio questa sarà un grosso problema! E anche se

avessImo già superato quest'ostacolo, sarebbe ancora lontana una

formula come quella che abbiamo già a disposizione (Teoremi l e 2)

nei casi delle equazioni quadratiche e cubiche per le quali,

infatti, la soluzione generale si compone di "radici" (cioè, di

zeri di polinomi "puli" del tipo xk +c).

Poco dopo la scoperta della soluzione delle equazioni cubiche

un allievo di Cardano, Ferrari, riuscì a risolvere le equazioni di

quarto grado, riduccndole alle equazioni di terzo grado. Per n 2:: 5

invece le domande L, 2. rimasero aperte ancora più di 250 anni.

Durante UDa lunga epoca il problema delle equazioni fu

considerato sotto un'ottica che generalizza la nostra introduttiva

formulazione geometrica della domanda~ cioè, assumendo uno

spe:z.zamento completo di un polinomio in fattori lineari, suoi

coefficienti sono costituiti in modo molto regolar.e dai suoi zeri,

il che viene espresso nel seguente teorema già noto a Viète

(1540-1603) e pubblicato dopo la sua morte:
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Teorema 3 (il cosiddetto teorema di Viète, 1615). Sia n E IN e

siano al·····an
numeri qualsiasi. Se ex. , ••• ,a

1 Il
sono numeri cali

che vale

(x-a l)(x-a
Z
)

allora si ba

... (t-a)
Il

n n-l n-2
= x +a x +a x +... +a x+a,

l 2 n-l n

a + a + ... + a -al1 Z Il

alQ'z + a
l
a

3
+ + a a azn-l n

a
l
a

Z
a

3
+ 01 1012°4 + ... + a a a -a

n-Z 11-1 11 3

a "'a
1 Il

Dunque

Il
(-1) a .

/I

coefficienti di un polinomio comportano un'interes-

sante informazione sugli zeri iD questione: a meno del segno, il

coefficiente a. è
]

gli zeu cercati

ti dcI polinomio

la somma dci prodotti di lunghezza j formati da­

al, ... ,a,,' Questa interpretazione dei coefficien­

compona anche una spiegazione perché. sopratutto

nella bibliografia vecchia, gli indici dei coefficienti crescono

quando gli esponenti di x decrescono: cosi vengono associati

prodotti di j zeri alla potenza J. Indubbiamente oggi è passata

in seconda linea questa interpretazione dei coefficienti di un

polinomio nello spirito del teorema di Viète che una volta fu con­

siderato come fundamentale. I lesti moderni comunque preferiscono.

l . .. .. l . /I /I-lper mo li motivI pratJcl, a scnttura x +an_1x + ... +a?+ao'

Dopo secoli di sforzo, finalmente furono trovate le risposte

dcfinitÌ\"e delle domande 1. e 2. anche per n ~ 5. Bisognò aspetta­

re nientemeno che C. F. Gauss il quale dimostrò per primo nel 1799

che la domanda l. ha una risposta positiva; all'epoca il problema

risolto fu considerato tanto centrale e il risultato tanto signi­

ficativo che quest'ultimo viene chiamato, per motivi storici anche

nei nostri giorni, "i1 teorema fondamentale deJl'Algebra" . Infatti

si tratta di uno dei risultati più belli e soddisfacenti delJa

matematica:
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= O è risolubile in C.

teorema fondamentale dell'Algebra, Gauss

E C. Allora l'equazione

Teorema 4 (il cosiddetto

1799). Siano n E IN e siano a1'· .. ,an
n n-l n-2x +a x +a x + ... +a x +a

1 2 n-I n

Teorema l

Teorema 4 (il teorema
fondam. dell'Algebr a)

Gauss

Abel·Ruffini

Scipione del Ferro (Bologna), non pubbl.
Tartaglia (Venezia) Teorema 2
Cardano (Milano) } "Ars Magna"
Ferrar i1545

1799

1700 a.C. babilonesi

1824

< 1526
1545

Contrariamente alle speranze plurisecolari, la risposta alla

domanda 2. è negativa per n ~ 5. Completando gli studi di P.

Ruffini, il norvegese Nicls Hcnrik Abc-I (1802-1829) dimostrò che

non è possibile determinare le soluzioni di un'equazione generale

data risolvendo consecutivamente equazioni pure (cioè, estraendo

radici). Cioè, dal famoso teorema di Abel e Ruffini (1824)

consegue che, nel caso generale, non esiste nessuna strada per

esprimere gli zeri come composizione idonea di radicali: una

formula come nei casi n = 2, 3, 4 non esiste lli alcun n ~ 5. Un

esempio di un polinomio i cui zeri non sono riducibili a radicali

è x5-4x+2; torneremo in seguito su ciò.

Tutto sommato, lo sviluppo della teoria delle equazioni fino

Abel-Ruffini viene schematiz.zato con la seguenteal teorema di

tabella:

n 1. 2,

2 sì sì

3 sì sì

4 sì sì

.005 sì

no

Il teorema di Abel·Ruffini pose fine alla ricerca di una

formula delle soluzioni analoga alle formule per i gradi 2, 3, 4.

Però, ci sooo naturalmente moltissime equazioni di grado superiore

cui zen sono determinabili estraendo idonee radici una dopo

l'altra. Tali equazioni si dicono "risolubili per radicali" .

Questa nozione sarà precisata ben presto, essendo il fulcro di

86



qllàuto segue. Siamo arrivati al punto in cui l'oggetto principale

della teoria di Oalois prende profilo. Superando notevolmente la

domanda 2., la teoria di Galoi~ prende la risposta negativa

"globale" del teorema di Abel-Ruffini come motivazione della

domanda "locale";

3. Quando un'equazione è risolubile per radicali 1

Se, secondo il teorema di Abel-Ruffioi, non c'è nessuna formula

generale delle soluzioni per n 2=. 5, sarà almeno possibile

caratterizzare i polinomi che sono risolubili per radicali 1

3. Precisazione della domanda fondamentale deHa teoria di Galois.

La domanda è quando gli zeri di un polinomio sono rappresentabili

formando somme. differenze, prodotti, quozienti e radicali (anche

ripetutamente), partendo dai suoi coefficienti. Le prime quattro

operazioni sono quelle in un ~, mentre i radicali sono le

soluzioni delle equazioni pure, cioo delle equazioni del tipo

k
x + a O.

Se K è un campo. OJ :$ K :S IC. a E K e p è una soluzione di questa

equazione, allora gli elementi

k-l
b +bp+"'+b P

O l k-l
(b ,... ,b

k
E K)

O -1

formano un sottocampo K' di {; che contiene K. Un tale campo si

dice una estensione di K mediante un radicale, perché esso è il

minimo sottocampo di IC che contiene K e quel radicale (P). l numé­

rÌ che si ottengono estrando successivamente radici (e collegan­

dole con i numeri già ottenuti precedentemente mediante le leggi

di operazione di campo) sono evidentemente tutti e soli quelli che

nascono come elementi di estensioni mediante radicali ripetute.
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Definizione. Un sovracampo L di OJ si dice una estensione mediante

radicali successivi di iI) se esiste una catena finita

L

di campi J!.i) tali che J!j) è un'estensione mediante un radicale

di J!i-:::, per l s j S m.

Nel seguito ci limitiamo al caso classico di un poIinomio su OJ

e quindi precisiamo la domanda 3. in questo modo:

4. Sia f(x) un polinomio a coefficienti razionali. QL.lndo esiste

un'estensione mediante radicali successivi L di ~ tale che,

per elementi idonei a 1····,all
E L (che non sono

necessariamente distinti), vale f(x) ~ (x-a )fx-a ) ... (x-a ) ?
l' 2 " 11

Per il Teorema 4 esistono sicuramente elementi a •...•a E C tali
I "

che f(x) (x-a)" .(x-a ). La domanda. però. se questi zeri
I "

siano esprimibili utilizzando solo le operazioni nel

campo e radici consecutivamente estratte è. in forma precisa.

esattamente la domanda se gli zen appartengano a una cSH:nsione

mediante radicali successivi di OJ. Né la domanda dell'esistenza

degli zeri né quella del loro calcolo numeric() è il punto saliente

della teoria di Galois. ma lo è la questione della loro eventuale

esprimibilità nel modo descritto all'inizio di questo capitolo.

A questo punto sarà opportuno chiarire preventivamentc un pos­

sibile equivoco: senz'aitro esiste un sottocampo minimo di iL che

contiene tutti gli

i sottocampi che li

zen Ci.". ,Ci, esso è
I "

contengono; denotiamolo

l'intersezione di tutti

nel seguito con OJ(j) e

chiamiamolo il campo di spezzamcnto di f in C. Se l'equazione data

è risolubile per radic~li. allora (jJ(f) deve essere contenuto in

un 'estensione mediante radicali successivi L di OJ. t: importante

notare. però. che questo può essere il caso senza che fJ.(j) stessa
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SIa un'estensione mediante radicali successivi. Quindi llil!! ~ suf­

ficiente controllare se quel campo minimo fl(j) stesso sia 'JilJ.

estensione mediante radicali succ:es:}i vi di QJ. In sostanza, questo

era già noto a Cardano. Alcuni polillomi cubici irriducibili hanno

tre zeri reali; quindi, il loro campo di spcuamento è contenuto

nel campo lR. Tuttavia si dimostra che una rappresentazione degli

zeri con l'aiuto di radicali è soltanto possibile utilizzando nu­

meri immaginari: nonostante il fatto che esista un'estensione

mediante radicali successivi L di ID ccnkll~nte tuHì gli zeri, il

campo di :;pezzamento non ha questa proprietà, esso è troppo picco­

lo. Questi casi, in cui gli zeri, pur essendo reali, sono rappre­

sentabili mediante radicali soltanto con l'aiuto di numeri immagi­

nari, erano accettati solo con sospetto all'epoca di Cardano,

perché ci si fidava di zeri reali ma non di numeri immaginari. Il

caso descritto di un'equazione cubica (;v-n tre zeri reali si dice

il "casus irreducibilis lt
; un tale esempio è l'equazione x

3
-3x-l =0.

Risolviamola applicando il teorema 2: poniamo a :~':: ~.....'"j' c scegliamo

un numero complesso" tale che ç3 = a+4. Allora, per il teorema 2,

il numero ç- 3~ '(-3) è una soluzione dell'equazione, 1>d è uguale a

,+~. È facile calcolare che vale ,18 = l, e quindi' è una radice

diciottesima dell'unità. In particolare vale ~ = , (il coniugato

di ') e quindi la soluzione trovata, essendo uguale a '+C, è un

numero reale, scritto come somma di due radicali non reali. Questo

fenomeno è tipico per il casus irreducibilis: la soluzione

dell'equazione cubica lO questione è la somma di due radicali

complessi le

semplificano.

cui

Pur

parti immaginarie sono opposte

essendo interessati solo tllle

e quindi si

parti reali

abbiamo nondimeno bisogno di numeri non reali per rappresentare le

soluzioni tramite radicali; a tale scopo, né gli elementi del

campo di spezzamento e nemM~no quelli di [R bastano.

Pertanto cendendoci conto del fatto che non basta ("iliedere se

il campo di spezzamento di un polinomio sia un'estensione mediante

radicali successivi, possiamo comunque riformulare 4. così:
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5. Sia / un polinomio a coefficienti razionali. Quando esiste una

estensione mediante radicali successivi L di U) che contenga il

campo di spezzamento fJ(j) ?

4. I~a risposta di Galois. Sebbene abbiamo visto che bisogna essere

prudenti nella formulazione di 5. e parlare di un campo L che pos­

sibiiJllente è più grande di O(j), Evariste Galois (1811-1832) mo­

strò che, per dare una risposta ?: S., basta studiare tD(j) stesso.

La sua grande scoperta è un criterio necessario e sufficiente come

richiesto in 5. che discende dallo studio degli automorfismi del

campo fJ.(j). Gli automorfismi del campo tD(j) (cioè, gli isomorfismi

di Cl(j) su se stesso) formano un gruppo, de·tto il gruppo di Galois

del polinomio f (su O). Nel 1829, Abel pubblicò un riSuit1.1to sulla

risolubilità di una equazione nel quale l'ipotesi sostanziale è la

permutabilità di certe trasformazioni del campo di spezzamento. Il

suo risultato è contenuto nel seguente

Caso speciale del teorema di Galois. Se il gruppo di O"l.ois di f è

commutativo, allora l'equazione j(x)=O è risolubile per radicali.

In riconoscimento della scoperta di Abel che la permutabilità di

certi. operatori su O(j) è una condizione di rilievo neWambito

del problema, fino a oggi è una usanza comune utilizzare il

termine "gruppo abeliano" come sinonimo di "gruppo commutativo ....

Indipendentemente dagli studi di Abel, Galois dette la risposta

completa aBa domanda 5.:

Teorema 5 (Ga10is 1829/1831). L'equa.iooe f(x) = O è risolubile

per radicali se e solo se nel gruppo di Galois G di f esiste' una

catena

1 = NO " N 1 '" N2 " ... " Nl = G

di soUogruppi normali N
j

di G ta11 che i gruppi quoz:~nte lVi/NO'

NZ/N l' ... , N/N1_ 1 sono tutti abeliani.
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A causa di questo teorema principale, nella teoria dci gruppi

moderna si dice risolubile un gruppo che soddisfa alla proprietà

appena descritta in esso. Se il gruppo G è abeliano, allora già la

catena corta I=NO~Nl=G (cioè, 1=1) ha la propdetà richiesta, e

quindi G è risolubile. La risolubilità è una nozione molto più

generale

gruppi

della commutatività; gruppi risolubili sono

abeliani come descritto nella condizione

"composti" da

data nella

formulazione del teorema 5. Così si vede che l'idea di Abel

introduce in un certo sons,,) alla situazione di base in cui si ha

risolubilità per radicali quella in cui G è commutativo. I gruppi

risolubili invece nascono "sovrapponendo" gruppi abeliani (nella

forma di una catena), e quindi la nozione di risolubilità SI

commutatività

nozione commutatività.sviluppa dalla

alla

di

risolubilità la condizione

Passando

sufficiente

dalla

del

suddetto caso speciale si trasforma in una condizione sufficiente

.ç necessaria, quindi ID una vera caratterizzazione. Il fatto che

la risolubilità del gruppo di Galois è necessaria per poter

risolvere l'equazione per radicali 1", .:de possibile dimostrare che

gli zeri di certi polinomi (di grado '" 5 naturalmente) non sono

rappresentabili per mezzo di radicali. Infatti, il gruP~'J di

Galois del polinomio j(x)
5

già menzic.,_t{) èx -4x+2 sopra

isomorfo al gruppo delle permutazioni di 5 cifre (il "'gruppo

simmetrico" Ss) per il quale non é molto difficile vedere che non

è risolubile. Pertanto siamo sicuri che, grazie al teorema di

Galois, l'equazione x5-4x+2 = O non è risolubile per radicali.

Il centro della teoria di Galois che rende possibile la

suddetta soluzione completa del problema delle equazioni è il

cosiddetto teorema principale della teoria di Galois. Una versione

debole di esso che, però, permette di farsi un'idea del carattere:

del risultato dice: Siano f un polinomio a coefficienti razionali,

1iJ(f) il SU() campo di spezzamento In ~. G il gruppo di Galois
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senza dimostrazioni) il
4x -3. Il scguentecontenuto di questo grande teorema. ~!a f(x)

grafico descrive il reticolo dei sottocampi di O(j):

relativo. Ai10ra il reticolo dei sottocampi di fHj) è anlisomorfo

al reticolo dci sottGgruppi di G. I sottocampi di V(j) che per

conta loro sono caropi di spezzaroento (di altri polinomi)

corrispondono ai sottogruppi normali mediante quell'antisomorfismo.

Vogliamo illustrare con un esempio (ma

CI nodi rappresentano soltocampi di 1O(j); sottocampi che sono
campi di spezzamento sono indicati con un quadratino nao C.),
gli altri invece con un punto C·). I segmenti ascendenti indicano
l'inclusione.)

li teorema dice che si ottiene il diagramma per il reticolo dei

sottogruppi del gruppo di Ga~ois G di f capovolgendo il diagramma

dei sottocampi di O(j):

G

{id)

CI punti C·) rappresC".:"HD sottogruppi non
(.) sottogruppi normali; segmenti
l'inc1usione.- In questo caso, il gruppo
cosiddetto "gruppo diedrale" di 8 elementi.)

normali, i
asc":~!ldenti

di Galois

quadratini
indicano

G è ,un

teorema pnncipale della

di

La formulazione completa del

Galois contiene una descrizione dettagliata

teoria

della

corrispondenza indìcata fra sottocampi di O(j) c sottogruppi
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(i)

(ii)

di G. Per le dimostraLioni e per ulteriori precisaz.ioni di questa

illustre teoria dobbiamo rimandare alle impostazioni in adatti

libri di testo (per esempio, [H] o, pC.i. dare on libro neUa lingua

italiana, [GI]). Un'analisi dei contenuti matem?~id relativi

setto l'aspetto storico (ma non aneddotico) si trova su [El. Poi,

in modo conciso, [Wl mette mano a un inquadramento della teoria

delle equazioni nello sviluppo grande deWAlgebra.

5. Conseguenze sotto il punto di vista didattico. Saltano

all'occhio almeno tre punti di contatto della teoria delle

equaz.ioni con ì contenuti dell'insegnamento a scuola, ciò sono i

capitoli che trattano

l'equazione quadratica

l'introduz.ione dei numeri irrazionali (il passo al
di là di O)

(iii) il numero 11' (e il numero e), un numero trascendente

}~ vero che la formula delle soluzioni di un'eq\1azione quadratica

rappresenta uno strumento al cento per cento fidato per trovare

gli zeri di un qualunque polinomio di grado 2 a coefficienti

numerici. Però, se il nostro scopo fosse quello di· determinare

numericamente i numeri decimali che risolvono un'equazione data,

allora avremmo a disposizione altri metodi più efficaci in quanto

che essi funzionerebbero anche per i polinomi di grado superiore:

metodi di approssimazione. Quindi, un tale scopo non può

giustificare a fondo il trattamento della formula delle soluzioni

di un'equazione quadratica; tuttavia osserviamo naturalmente che

essa consente di trovare tali risultati approssimati: chi non

vuole (o non sa?) estrarre la radice che compare in essa e fare i

calcoli restanti a mano può senz'altro scegI:·;;.e la strada banale,

fidandosi della sua calcolatrice, e arriverà al numero decimale

desiderato; anche se così il suo risultato non sarà (quasi) mai
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esatto. la precisione sarà sufficiente per la mUb;gior parte delle

applicazioni pratiche. Non è Hvietato H sfruttare la formula in

questa maniera. ma è evidente che il suo valore didattico non si

esaurisce con questo.

Nonostante il fatto che quei numeri decimali non sono esatti

molti accettano stranamente soltanto essi come risultato e

considerano il termine dato dalla formUla stessa (che è veramente

esatto I) come un numero ancora Hda caicolareH. Avendo il termine

che discend.e daÙll formula, è sempre possibile derivare

un 'approssimazione decimale. ma VIceversa nessun 'approssimazione

permette di risalire alla rappresentazione esatta (che coinvolge

la radice Hnon ancora calcolataH nel senso suddetto). Ma, alla

luce della teoria precedentemente schìzzata, non si tratta

S011J.ilto di una perJìta dì precisione. Passando. per esempìo, da
I2(-5+Y53) a 1,14, abbiamo perso molto di più: non ci si accorge

più del fatto che il nostro numero è una composizione di numeri

razionali con la radice di 53, anzi, tutte le tracce della sua

vera natura sono sparite. Ingannati dall'unico scopo di situare il

numero sulla retta dei numeri reali, abbiamo sacrificato il

carattere individuale del nostro numero a un idolo grigio - alla

forma decimale, nella quale, comunque se il numero delle cifre

viene limitato, numeri reaIi, privati delle loro caratteristi·

che. vengono costretti ad un 'inespre,<;s~ va anonimità. Il nostro

numero invece vive della sua interpretazione come soluzione

dell'equazione x2 +Sx-7 = O; la radice nel suo interno appare

geometricamente come lato del quadrato di cui abbiamo parlato

durante la sezione introduttiva di questo articolo. II numero non

è razionale ma coinvolge soltanto una radice quadrata, quindi la

sua Haltezza" sopra fl è bassa; infatti, si parla di un eleménto

lidi grado 2 su flH. In questo senso, il numero è Hpiù vicino a Ij)H

che, per esempio, una radice cubica o una radice di un grado

ancora più alto. Cosl si apre un ampio campo di studio: quello

dei numeri irrazionali. Tutto il sottile tessuto del mondo dei
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numen che traspare a questo punto viene strappato di colpo se si

mette troppo in evidenza la forma decimale. Lo sviluppo della

formula delle soluzioni dell' equazione quadratica invece dà

un'ottima occasione per portare la direzione dello sguardo, con

molta cautela, verso q'uel mondo affascinante.

tratta di un passo significativa fuori di ~;

Per gli studenti si

è importante farlo

con circospezione: la motivazione, per il momento, è quella del

risolvere un'equazione ma, senza che lo studente lo presagisse, il

risultato comporta un accesso a una soHodasse dei complessi di

caratteristica molto particolare. Il vero compito didattico quindi

non è esercitare l'automatismo dall'equazione data fino alla

soluzione in forma decimale, ma tirare alla luce il fatto che

queste soluzioni sono, come numeri, di una natura molto speciale

che merita essere investigata in dettaglio, distinguendoli in modo

chiaro dall'insieme molto più vasto dì tutti i numeri complessi (o

reali); questo è possibile, per esempio mediante una interpreta­

zione geometrica o, più in termini algebrici, mettendo in evidenza

l"'altezza" della radice (=2) e vuole senz'altro il contrasto con

numeri che non sono di questa forma speciale.

Conviene precisare a questo punto cosa intendiamo parlando del

IlcarauereH e della HnaturaH di un numero. Dopo IN, Z e «)

incominciano problemi sottili relativi alla nozione di numero;

confrontato con il passaggio da IN a 7l e da 7l a iD, quello da () a lR

(o a a::) è sproporzionatamente maggiore, sia nell'ottica storica

che sistematica che didattica. La teoria delle equazioni comporta

un certo orientamento neil'ambito vasto dei numeri· irrazionali:

essa si occupa dei numeri che sono zeri di polinomi non nulli;

tali numeri si dicono Hnumeri a;~~brìciH e formano un sottocampo A

di a::. Denotando con W 3 l'insieme dei numeri che appartengono a

una estensione mediante radicali successivi, possiamo esprimere la

domanda, aperta fino ad Abel, così: vale IW = A ? Si ba W ç;; A, ma

3dal tedesco IIWurzel N (radicale)
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questa inclusione è propria: vale tN c A; ci sono numeri algebrici

che non apparteng!'; <1 W, vedi il Hrisultato negativo" di Abel. Il

teorema 5 di Galois invece da, in termini gruppa1i, una

caratterizzazione di Iii come sottoinsieme di A. La conseguenza

storica dei risultati di Galois fu la nascita di un'altra grande

teoria algebrica: la teoria algebrica dei numeri; il cui oggetto

classico, detto in modo molto accorciato, è lo studio del campo A.

Ma il passo da iD via IW ad Il, pur comprendendo una ricchezza

incredibile di fenomeni che meritano uno studio profondo, è ancora

piccolo per quanto riguarda la cardinalità degli insiemi

considerati: gli insiemi U'i, l, ~, !II, ~ sono tutti numerabili.

Cioè, sotto l'ottica delle cardinalità, la parte del leone dello

lIlSleme dci numerI complessi (e anche dei reali) è l'insieme dei

numeri trascendenti (cioè, non algebrici) che non abbiamo nemmeno

toccato malgrado l'ampiezza di tutti gli argomenti già sfiorati

fin qui. Infatti è molto più facile dimostrare che l'insieme dci

numeri trascendenti non è numerabile che dimostrare in un solo

caso che un certo numero concreto non sia algebrico. Ci sono

numeri trascendenti in eccesso - ma è difficilissimo individuarne

uno. Sono passati solo poco più di ceto anni dalle prime

dimostrazioni della trascendenza dei numeri e (Hermite, 1873) e n

(Lindemann, 1882).

Lo studio dci numeri irrazionali, evidentemente, non può

essere il compito dell'insegnamento scolastico: comunque in senso

positivo non sarà possibile introdurre gli insiemi W, A e parlare

in modo consolidato della trascendenza. Però, in senso negativo,

consci dei risultati della tcoria delle equazioni. si possono

combattere possibili idee sbagliate SUI numeri, prevedendo, per

evitarli, gli eventuali corti circuiti mentali degli studenti, fra

i quali i più diffusi sono i seguenti:
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considerare uguali i concetti di II'numero irrazionalell' e

II'radiccll' (o, aOCCIa peggio, "radice quadrata 11')

considerare uguali i concetti di II'numero irrazionale" c "zero

(non razionale) di un polinomia non nulloll' (cioè, II'numero

algebrico non razionale")

accettare soltanto la forma decimale per rappresentare un

numero reale (o, ancora peggio, la forma decimale con un numero

fiDito di cifre, oppure, pessimo, la forma decimale con un numero

fisso di cifre).

Per esempio, è importante pariare non solo delle radici

quadrate ma (almeno) anche delle radici cubiche per far vedere che

esse sono numeri lI'ouavill'. Non è esclusa una dimostrazione che 15
non coincide con nessuna radice quadrata di un numero razionale;

il fatto che essa non è nemmeno rapprescntabile come combinazione

di radici quadrate a coefficienti razionali sarà troppo difficile

mJ! !lQ.!! dovrebbe mancare ~ informazione I Questa "strategia"

è sempre consigliabile quando l'argomento è veramente profondo,

troppo profondo per un trattamento comprensibile da parte degli

studenti: studiare in dettaglio un pezzettino intellettualmente

raggiungibile del fenomeno generale in modo che si apra lo

sguardo; dopo tale apertura dell'orizzonte il tempo può essere

maturo (la decisione del momento giusto dipende naturalmente dalle

reazioni degli studenti) per dare un risultato semplicemente come

informazione. Questo procedere non deve essere confuso con un

cattivo "insegnamento cattedratico"; il centro, naturalmente, è

sempre la sensibilizzazione degli studenti per l'argomento, e solo

dopo ciò l'insegnante tiene conto della curiosità risvegliata,

dando un risultato che, ragionando con onestà didattica, ~risu1te­

rebbe ancora fuori portata. Come sempre, la nascita della domanda

è lo scopo principale, non il memorizzare delle risposte. Così. è

anche possibile discutere la rappresentazione cartesiana di un
5polinomio di quinto grado come x -4x +2 per evidenziare in modo
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clelIa teoria di Oalois (per

riguarJano quindi uno dci due

quello di NUMERO (l'altro è

l'insegnamellto alla scuola media)

concetti originari deHa matemntica:

grafico dove essa intersechi l'asse orizzontale, anche per tcntare

un'approssimazione dello zero relativo. Dopo sarà una grande

sorpresa, una delusione matematican::ente giustificata, venire a

sapere che non c'è nessuna possibilità di calcolare essa tramite

radici. Gli studenti capiranno benissimo questo modo di dire un

po' impreciso, cnn il riferimento aila soluzione dell'equazione

quadratica. Gli occhi Il "CdOllO Il lo zero dcI polinomio, ma si tratta

di un numero fuori del mondo delle radici: IIle radicil/, quindi,

sono numeri particolari da non confondere con la totalità dci

numeri... Finalmente, tutto il trattamento deHagli:.lto dd numero

7t dovrebbe lasciare spazio anche per mettere in e'videnZ3 che si

tratta di un numero che noa risulta mal come soluzione di una

equazione algebrica: dopo tanti "acquisu" di nuovi numui reali

mediante le soluzioni di equazioni stiamo studiando un n"Jfficro di

massima importan.. :. per la geometria elementare e per la trigono­

metria la cui natura è completamente diversa: lontana dalle

radici, lontana (più in generale) dagli zeri dei poIinomi ...

Quando la materia da insegnare è esigente come In questo C<J~O,

sarebbe sbagliata una decisione didattica che dia come risultato

un'idea storpiata dei concetti. Il principio sano che

l'insegnamento di matematica non sopporta il =>emplice dare

(lIdettare") risultati senza un ragionamento adeguato d'altronde

non può giustificare che, dopo tanti anni a scuola, il concetto di

numero venga confuso nel senso suddetto. La necessità di trattare

IR (o IC) comporta, purtroppo, ch~ dobbi··~mo trasgredire quel

principio, come sempre quando cODh;mporaneamentc un punto è

matematicamente troppo profondo per uno svolgimento soddisfacente

c, sopprimendolo, metteremmo in pericolo il tutto. Abbiamo, però,

anche tentato di indicare come una tale trasgressione può

succedere c0n responsabilità.
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.3cnza dubbio quello di SPAZIOì. Dovrebbe essere uno dci più nobili

compiti dell'inscgnameJ.to della mateD1atica sviluppare una viva

coscienza delle proprietà e CJ.ratter istiche dci numeri, visto che

la loro n<lt"llra e i loro misteri hanno spinto e diretto gli sforzi

dei mat.:matici di ogni epoca. Lo studio deUa teoria deIIe equa-

uoni, con la tecria di Galois come culmine, fornisce un ottimo

orientamento su quell'argomento fondamentale. Dovrà essere diversa

da caso • caso la decisione fino • quale punto, con quale misura

di profondità e sot~igliezza, sia cagionevole prefiggersi degli

scopi didattici neHo spirito di questo articolo, In dipendenza

dagli ult ciori

Auguriamod che

faU'.Hi pedagogici generati del momento.

tt.1':~ decisione sia sempre sorretta dalla cOD'iin-

zione cbe le nozioDi devono precedere e gi'.'.~tificare gli algorit­

mi, che il pensare deve dominare e determinare il fare, che la

autonomia mentale come scopo pedagogico è di gr.m lunga superiore

all'apprendimento dclle capacità esecutive, anche sc perfette.
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