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CAPITOLO 6

L-Spazi Topologici

6.1. L-insiemi

DEFINIZIONE 6.1.1. Sia L un reticolo completo. Per ogni X E ISetl si
definisce L-powerset di X il reticolo completo

LX = {A: X ~ LIA funzicme arbi17'aria}

con la relazione indotta puntualmente da quella di L, per la quale VA, B E
LX risulta

A <B ç} A(x) < B(x), Vx E X.

Rispetto a tale relazione d'ordine LX è un reticolo completo in cui si
verifica che i sup e gli inf sono deducibili da quelli di L nel modo seguente:
V(Ai)iEI C LX, Vx E X

(y Ai) (x) = Y(Ai(x))

(
/\ Ai) (x) = /\ (Ai(x)).
iE! iEl

Gli elementi di LX si chiamano L-insiemi su (o L-sottoinsiemi di) X.
Il supporto di un L-insieme A E LX è

A.L = {x E XIA(x) op .i}.

Se Y C X e À E L, l'L-insieme Ày E LX definito Vx E X da

À (x) = {À se x E Y
y .i sex~Y

si dice L-insieme costante su Y.
Gli L-insiemi costanti su un singoletto {x} di valore À op .i si chiamano

punti su X e si indicano con Àx .

PROPOSIZIONE 6.1.2. Se L verifica la (ILDoo) allora anche LX verifica
la (ILDoo).
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D

DIMOSTRAZIONE. Siano A E LX, X E ISetl, e B C LX Poiché per
ipotesi L verifica (ILDoc) allora Vx E X risulta

(A 1\ (V B)) (x) = A(x) 1\ (V B) (x)

= A(x) 1\ (V {B(x)IB E B})

= V {A(x) 1\ B(x)IB E B}

= V {(A 1\ B)(x)IB E B}

= (V {AI\BIB E B}) (x)

ovvero in LX si verifica (ILDoc).

Analogamente si verifica che se L è un reticolo completamente distribu
tivo, allora anche LX eredita da L tale struttura.

PROPOSIZIONE 6.1.3. Se in L esiste un'involuzione che inverte l'ordine
(o una complementazione) essa induce un'involuzione che inverte l'ordine
(o una complemantazione) su LX.

DIMOSTRAZIONE. Sia
I<:L~L

un'involuzione che inverte l'ordine (o una complementazione) in L. Indichi
amo con lo stesso simbolo, K-, l'applicazione

1<: LX ~ LX

definita VA E LX e Vx E X da

(I«A)) (x) = I«A(x)).

K è un'involuzione che inverte l'ordine in LX: infatti

VA E LX e Vx E X si ha

HI«A))) (x) = I«I«A)(x)) = I«I«A(x))) = A(x)

ovvero K è un'involuzione.
VA, B E LX, Vx E X, si ha

A < B '* A(x) < B(x)

'* I«B(x)) < I«A(x))

'* (I«B))(x) < (I«A))(x)

ovvero ti, inverte l'ordine.

D

In particolare, da ciò segue che se L è un'algebra di Baole o un'algebra
di Hutton (ovvero un reticolo completo, completamente distributivo dotato
di un'involuzione che inverte l'ordine), allora anche LX lo è.

Nelle proprietà seguenti sia L un reticolo completo.
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PROPOSIZIONE 6.1.4. Se a E L è irriducibile allora 'Ix E X, ax è
irriducibile.

DIMOSTRAZIONE. Siano x E X ed a E L, a elemento irriducibile. Se
A, B E LX sono tali che ax = A V B, allora 'Ix' E X, x' # x risulta

A(x') V B(x') '- (A V B)(x') = ax(x') =.l =? A(x') =.l e B(x') = .l
•

A(x) V B(x) = a =? A(x) = a o B(x) = a

=> A=ax o B=ax

da cui segue la tesi. D

PROPOSIZIONE 6.1.5. Se a E L è un atomo, allora, Vx E X, ax è un
atomo.

DIMOSTRAZIONE. Se A E LX, A # .lx è tale che A < aX, allora
A-e = {x} e .l # A(x) < a quindi essendo a un atomo, A(x) = a, ovvero
A = ax , quindi ax è un atomo. D

PROPOSIZIONE 6.1.6. Se A E LX è irruducibile in LX allora A-e = {x}
e A(x) è irriducibile in L cioè A è del tipo ax con x E X e a E L irriducibile.

DIMOSTRAZIONE. Sia A E LX irriducibile in LX. Se supponiamo per
assurdo che 3x, x' E A-e, x # x' allora

V (A(y)}y V (A(x')}x' = A
WF-X'

ovvero A è riducibile, che è assurdo! Pertanto, essendo A =F ..lx, segue che
A = ax . Inoltre a è irriducibile in L; infatti, se

a = b V b', con b, b' E L

allora per !'irriducibilità di A si ha

A=ax =bxVb'x => bx=ax ob'x=ax

=? b = a o b' = a.

D

PROPOSIZIONE 6.1.7. Se A E LX è un atomo in LX allora A-e = {x}
e A(x) è un atomo, cioè A è del tipo ax con x E X e a E L atomo.

DIMOSTRAZIONE. Sia A un atomo in LX. Se ci fossero due elementi
x :1= x' tali che x, x' E A...l, allora (A(x))x sarebbe diverso dal minimo..lx
e strettamente minore di A, contro l'ipotesi che A sia un atomo.

Quindi A è del tipo ax . Inoltre a E L è un atomo, altrimenti esisterebbe
a' < a, ..l :1= a' :1= a e allora sarebbe a'x < ax = A, con ..lx :1= a'x :1= ax, che
è assurdo. D
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DEFINIZIONE 6.1.8. Sia J E Set(X, T).
Si dice operatore L-powerset inverso associato a (o di) J laJunzione

JL : LT -> LX

definita VB E LT da

JL(B) = Bo J.

PROPOSIZIONE 6.1.9. Sia J E Set(X, T).

(1) JL conserva y, f\.
(2) Se su L è definita u.n'involuzione che inverte l'ordine K : L ---+ L,

allora il: commuta con le involuzioni indotte da K su LT ed LX.

DIMOSTRAZIONE. (1) Verifichiamo che JL conserva f\.
Se 13 C L T ed x E X, allora

JL (/\13) (x) = ((/\13) oJ) (x)

= (/\13) (J(x))

= /\ {B(J(x))[B E13}

= /\ WL(B))(x)IB E 13}

= (/\JL(13)) (x).

La dimostrazione è analoga per y.
(2) Se B E LT allora

(JL(I«B)))(x) = (I«B)) (J(x))

= I«B(J(x)))

= I<(JL(B)(x))

= (I<(JL(B)))(x).

D

OSSERVAZIONE 6.1.10. Poiché JL conserva /\, per il Teorema del Fun
tore Aggiunto esiste un unico aggiunto a sinistra di iI: l

JI: : LX -> LT

definito, come è noto, VA E LX da

e detto operatore powerset diretto associato a (o di) J.
Sempre, dal Teorema del Funtore Aggiunto segue che JI: conserva y.
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PROPOSIZIONE 6.1.11. Se f E Set(X, T), l'operatore L-powerset diretto
di f si può ottenere direttamente da f mediante la seguente espressione.

fL(A)(t) = V{A(x)lx E X: f(x) =t}, VA E LX, Vt E T.

DIMOSTRAZIONE. Fissato un generico t E T e posto

V{A(x)lx E X: f(x) =t} =a

e

allora

ti' (A)(t) = 1\ {B E LTIA < f;-(B)} (t) = 1\ {B(t)IB E B}

Se B E B, allora A(x) < BU(x)) = f;-(B)(x), 'Ix E X, quindi

A(x) < BU(x)) = B(t), 'Ix E X : f(x) = t

ovvero
a = V{A(x)lf(x) = t} < B(t)

da cui segue che

a <1\ {B(t)IB E B}

Se

B = a, V (V {T"W E T:t' ,itn

allora B E LT ed inoltre B E B: infatti, 'Ix E X

~ - { B(t) = a e A(x) < a· se f(x) = t
iL (B)(x) = BU(x)) = T e A(x) < T se f(x) ,i t.

Allora si ha
1\ {B(t)IB E B} < B(t) = a

e per doppia disuguaglianza segue la tesi. D

OSSERVAZIONE 6.1.12. Se L = 2 l'L-powerset di un generico insieme
X è isomorfo all'insieme delle parti P(X), tramite l'identificazione di ogni
sottoinsieme di X con la sua funzione caratteristica.

L'operatore 2-powerset diretto di f E Set(X, T) si identifica, allora,
con la corrispondenza che ad A C X associa la cosiddetta immagine diretta
diA

{t ETI3xE A: f(x) =t}.

L'operatore 2-powerset inverso di f è invece la corrispondenza che
associa a B C T la cosiddetta immagine inversa di B

{x E Xlf(x) E B}.

Questi sono gli operatori powerset tradizionali (o classici), già con
siderati nell'Esempio 1.8.12 con differente notazione per i powerset

f- : r --> 2T ed f~ : 2T --> r.
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PROPOSIZIONE 6.1.13.

(l) Se I E Set(X, T), 9 E Set(T, S), allora
(La) (g o J)Z = gZ o II:·
(1.b) (goJ)'L = II: og'L.

(2) 'IX E ISetl,
(ix)Z = iLx = (ix)'L.

DIMOSTRAZIO E. (l) Siano I E Set(X, T), 9 E Set(T, S).

(La) Se A E LX ed s E S si ha

(g o J)Z (A)(s) =V{A(x)lx E X : go I(x) =s}
e

gZ o II: (A)(s) = V{II: (A)(t)lt E T : g(t) = s}

= V{(V {A(x)lx E X : I(x) = t}) It E T: g(t) = s}

= V{A(x)lx E X: 3t E T con I(x) = t,g(t) = s}

= V{A(x)lx E X: g(J(x)) = s}

(1.b) Sia C E L S , allora

(goJ)'L(C) =Co(goJ)

=(Cog)oI

= Ii:(Cog)

= Ii: o g'L(C).

(2) Sia A E LX, allora

(ix)'L(A) = Aoix = A = iLX(A).

Analogamente si dimostra l'altra uguaglianza. D

La proposizione 6.1.13 consente di poter dare la seguente Definizione.

DEFINIZIONE 6.1.14. Le corrispondenze

X E ISetl >---+""'L (X) = LX

ed
I E Set(X, T) >---+""'L (J) = II:

definiscono un funtore

...., L: Set ...., V-CSLat.

Le corrispondenze

X E ISetl >---+ -L (X) = LX

ed
I E Set(X, T) >---+ -L (J) = Ii:
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definiscono un funtore controvariante

~L: Set ---> CLat.

I funtori ----+ L ed +- L sono detti funtori L-powerset, rispettivamente,
diretto ed inverso.

6.2. L-Spazi Topologici

In questo paragrafo supporremo che L sia almeno un frame.

DEFINIZIONE 6.2.\. .Siano X E ISetl ed L E IFrml.
Una L-topologia T su X è un sottosemireticolo V-completo dell'L

powerset di X, cioè una famiglia T C LX chiuso per V e /\ in LX.
La coppia (X, T) si dice L-spazio topologico con sostegno X ed L

topologia T.

Gli elementi di T si dicono aperti dell'L-spazio topologico.
Se in L, e quindi in LX, è fissata una involuzione K che inverte l'ordine, le

immagini tramite" degli aperti della L-topologia si dicono i chiusi dell'L
spazio topologico.

OSSERVAZIONE 6.2.2. Una 2-topologia ed un 2-spazio topologico sono,
semplicemente, una topologia ed uno spazio topologico.

Vari concetti (come quello di intorno, chiusura· .. ) e vari assiomi (com
pattezza, separazione· .. ) si possono introdurre negli L-spazi topologici in
modo analogo che negli spazi topologici tradizionali, in cui la complemen
tazione dell'algebra di Boole P(X) è l'involuzione che inverte l'ordine uti
lizzata per la determinazione dei chiusi dello spazio.

Tali estensioni presentano difficoltà tecniche di vario tipo, poiché l'L
powerset di X, cui appartengono gli aperti dell'L-spazio topologico (X, T),
è un reticolo più generale del powerset classico P(X) che, come è noto è
un'algebra di Boole completa e atomica.

In generale, invece, si suppone che L, e quindi LX, sia un frame (con
dizione indispensabile perchè anche T risulti essere sicuramente un frame)
o un reticolo completamente distributivo a un'algebra di Ruttan.

DEFINIZIONE 6.2.3. Siano (X, T), (T, o) due L-spazi topologici.
Un'applicazione f : X ----+ T si dice continua se il suo operatore L

powerset inverso IL verifica la condizione

f'i:(B) E T, VB E o
cioè si può ridurre ad una funzione

f'i: :o---> T

che, evidentemente, è un morfismo di frame.
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Osserviamo che dalla funtorialità di ~ L segue che la composizione di
funzioni continue è continua.

Inoltre, la funzione identica ix è continua qualunque sia la L-topologia
considerata su X; ciò segue subito dal fatto che il suo operatore L-powerset
inverso è la funzione identica i LX .

DEFINIZIONE 6.2.4. Fissato un reticolo completo L, indichiamo con

L-Top

la categoria avente per oggetti gli L-spazi topologici e per morfismi fra gli
oggetti (X, T), (T, o) le funzioni continue fm tali L-spazi topologici. Com
posizione ed identità sono le stesse che in Set.

Evidentemente, L-Top è una categoria concreta.

6.3. (L, M)-Spazi Topologici

DEFINIZIONE 6.3.1. Siano X E ISetl. L, M E ICDLatl.
Una (L, M)-topologia T su X è un 111 -insieme sull'L-powerset di X

T: LX -> M

che verifica le seguenti condizioni:

(1) T{-lx) = T(Tx ) = T.
(2) T(A) AT(A') < T(A A A'), VA, A' E LX
(3) /\{T(A)IAEA} <T(VA), VACL

E' evidente che una (L, 2)-topologia si identifica con una L-topologia e
una (2, 2)-topologia si identifica con una topologia tradizionale.

La coppia (X, T) con X E ISetl e T: LX -> M (L, M)-topologia su X,
si dice L-spazio M -topologico o anche (L, M)-spazio topologico.

OSSERVAZIONE 6.3.2. Gli assiomi (1), (2), (3) sono equivalenti agli as-
• •

8IOmI:

(a) F C LX, F finito =;. /\ {T(F)IF E F} < T(/\F).

(b) A C LX =;. /\ {T(A)IA E A} < T(VA).
In particolare l'assioma (1) si ottiene da (a) e (b) considerando, rispet

tivamente, F' 0 e A = 0.

DEFINIZIONE 6.3.3. Siano (X, T), (T, o) due (L, M)-spazi topologici.

Una funzione
f:X->T

si dice continua tra tali spazi e si sc1'ive

f : (X, T) -> (T, o)
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se verifica la condizione

<I(B) < T(Jr(B)), VB E L T

o equivalentemente,

In effetti possiamo osservare che

Ir: L T
---> LX, Ur)'M: lvI

Lx
---> lvI

LT
,

T E M LX
l bE ML

T

e ricordando la definizione degli operatori L-powerset si ha

Ur)'M(T) = T o Ir
il che permette di provare la suddetta equivalenza.

OSSERVAZIONE 6.3.4. 1. (X, T) è un (L, lvI)-spazio topologico allora
ix : X ---> X è continua, infatti poiché (ix)ì: = iLx segue che

T((ix)Z(B)) = T(B), VB E LX

2. Se I : (X, T) ---> (T, <I), g : (T, <I) ---> (S, a) sono continue, allora

gol: (X, T) ---> (S,a)

è continua; infatti VB E LS si ha

a(B) < <I(gZ(B)) < T(Jr(gZ(B))) = T((g o flì:(B))

DEFINIZIONE 6.3.5. Indichiamo con

(L, lvI)-Top

la categoria concreta avente per oggetti gli (L, lvI)-spazi topologici e per
morfismi fra due oggetti le applicazioni continue fra essi.

6.4. Reticoli Strutturati e Categorie Ground di L-insiemi

DEFINIZIONE 6.4.1. Un reticolo strutturato è una coppia

(L,iJ»

in cui L è un reticolo completo e <P = {<Pa} a~.L è una famiglia di morfismi

di semireticoli 1\-completi

<Pa: L ---> [-l,a], Va E L, al' L

"i/<pa E <P, l'aggiunta a sinistra di <Pa,

<Pd : [-l, al ---> L,

è, ovviamente, un morfismo di semireticoli V-completi.
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DEFINIZIONE 6.4.2. Sia Y E LX.

L'intervallo

si chiama powerset dell 'L-insieme Y e si indica con

Sy = [J-x,Y).

OSSERVAZIONE 6.4.3. Se si considera LX come una categoria ordinata
e Y come suo oggetto) allora Sy risulta essere l'insieme di tutti e soli i
sottooggetti di Y.

DEFINIZIONE 6.4.4. Siano (L, <1» un reticolo strutturato e B un L
insieme, B E LX.

L'operatore compressione sul powerset Sa di B (o semplicemente su
B), è l'applicazione

definita, \IA E LX, \Ix E X da

PB(A)(x) = { 'iB(X) (A (x)) se x E Bl.
altrimenti.

L'operatore sollevamento dal powerset SB di B (o semplicemente da
B), è l'applicazione '

definita, \lC E S B, \Ix E X da

IB(C)(x) = { i~(X) (C(x)) se x EBl.
altrimenti.

OSSERVAZIONE 6.4.5. \Ix E X, con x '1c Cl., si ha IB(C)(x) = J.: se
x '1c Bl. la tesi segue dalla definizione dell'operatore sollevamento, se invece
x E B.l. 1 allora l'affermazione segue dal fatto che 'Pri(x) conserva V.

•
PROPOSIZIONE 6.4.6. Se (L, <1» è un reticolo strutturato e B è un L

insieme, B E LX, allora valgono le seguenti proprietà:

(l) PB è un morfismo di semireticoli /I.-completi.
(2) IB è un morfismo di semiretieoli V-completi.
(3) IB -j PB.
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DIMOSTRAZIONE. (1) Siano {Aj}jEJ C LX e x E X. Se x E B.L,
allora

PB 1\ Aj

jEJ

(x) = 'l'B(x) 1\ Aj (x)
jEJ

Se x 'le B.L, risulta

= 'l'B(x) 1\ Aj(x)
jEJ

= 1\ 'l'B(x) (Aj(x))
jEJ

= 1\ (PB(Aj)(x))
jE.!

1\ PB(Aj ) (x).
JEJ

(x) = 1- = 1\ PB(Aj) (x).
JEJ

(2) La dimostrazione è analoga a quella del punto (1) e comunque è con
seguenza delle verifiche dei punti (1) e (3) per il Teorema del Funtore Ag
giunto.

(3) Per ottenere la tesi verifichiamo che valgono le disuguaglianze di ag-
• •glunzlOne.

Siano C E SB e x E X.
Se x E B.L allora

(PBoIB)(C)(x) =PB(IB(C))(x)

= 'l'B(x) ('l'i,(x)(C(x)))

= 'l'B(x) o 'l'i,(x) (C(x))

e poiché 'l'i,(x) -j 'l'B(x) si ha

C(x) < 'l'B(x) o 'l'i,(x) (C(x))

quindi segue

C(x) < (PB o IB)(C)(x).

Se x 'le B.L, allora x 'le C.L e quindi

(PB o IB)(C)(x) = 1- = C(x).
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Siano, ora, A E LX e x E X. Se x E Bl-, 'P~(x) -I 'PB(x) e quindi

(IB 0PB)(A)(x) = IB(PB(A))(x)

= 'P~(x) o 'PB(x) (A(x)) < A(x).

Se, invece, x fI. B.l risulta

IB o PB(A)(x) = 1- <A(x).

D

DEFINIZIONE 6.4.7. Sia (L, <P) un reticolo strutturato. Se Y E LX,
Z E LT sono due L-insiemi ed

i:X-->T

è un'applicazione fra i 101'0 rispettivi sostegni si definiscono operatore pow
erset diretto di i relativo ad Y e Z rispetto ad (L, <P)

i(L,<I»(Y,Z) : Sy --> Sz

ed operatore powerset inverso di i relativo ad Y e Z rispetto ad (L, <P)

i[L,<I»(Y,Z) : Sz --> Sy

le applicazioni definite, rispettivamente, da

i(L,<I>)(Y,Z) = PZ o iI: o ly

ed
i[L,<I>)(Y,Z) = PY o ii: o lz·

Tali operatori sono, evidentemente, delle applicazioni isotone.

DEFINIZIONE 6.4.8. Sia (L, <P) un reticolo strutturato.
Una categoria ground su (L, <P) è una categoria concreta C avente

per oggetti L-insiemi e pe,' morfismi i E C(Y, Z), con Y, Z E ICI, Y E LX
e Z E LT , le applicazioni

i:X-->T

tali che

i[L,<I»(Y,Z) E CLat(Sz,Sy)

ed

i(L,<I»(Y,Z) -I i[L,<I»(Y,z)'

Dal Teorema del Funtore Aggiunto segue che l'operatore powerset di
retto associato ad un morfismo in una categoria ground è un morfismo di
semireticoli V-completi.

E' abbastanza immediato verificare che se C è una categoria ground ed
A C C è una sua sottocategoria allora anche A è una categoria ground.

DEFINIZIONE 6.4.9. Sia (L, <P) un reticolo strutturato. La categoria
ground standard su (L, <P), se esiste, è una categoria ground D su (L, <P)
che contiene come sottocategoria ogni categoria ground C su (L, If».
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PROPOSIZIONE 6.4.10. Se (L, <1» è un reticolo strutturato, valgono le
seguenti proprietà:

(1) Esiste una categoria ground avente per oggetti tutti gli L-insiemi
se e solo se 'Pa è suriettiva, Va E L, a =f:. -l.

(2) Se 'l'a è suriettiva, Va E L, a '" -l, allora la possibile categoria
ground standard deve contenere come oggetti tutti gli L-insiemi.

DIMOSTRAZIONE. (1) Se Y E LX è un L-insieme, allora

(ix )(i,.. )(Y,y) = PY o ly = (ix J(I:, ..)(Y,y)·

La categoria concreta avente per oggetti tutti gli L-insiemi e per mor
fismi le funzioni identiche è una categoria groulld se e solo se py o Ly è
un morfismo di reticoli completi ed è autoaggiunto, o, equivalentemente,
autoinverso, per ogni L-insieme Y E LX.

Se vale la condizione py o Ly o py o Ly = isy , W E LX o, equivalente
mente, 'Pa o ('Pd o 'Pa o 'P"d) = i[.l,a], Va E L, a =f:. ..i, allora ciò porta a dire
che 'l'a è suriettiva, Va E L, a '" -l.

Viceversa dalla suriettività di 'Pa segue che 'Pa o 'P;: = i[.l,a] e quindi
py o Ly = isy è un morfismo di reticoli completi ed è autoaggiunto.

Da ciò segue la tesi.

(2) E' ovvia conseguenza della parte (1) e della Definizione 6.4.8. D

Se (L, <1» è un reticolo strutturato la relazione di mapping to su L è
definita nel modo seguente.

DEFINIZIONE 6.4.11. Siano a, b E L, Si dice che a maps to b, in
simboli

a/, b,

se a = -l o a '" -l '" b e
'l'a o 'P~(b) = a.

PROPOSIZIONE 6.4.12, /' è una relazione di pre-ordine.

DIMOSTRAZIONE. - /' è riflessiva: infatti poiché, Va E L, a '"
-l, 'P~ -1 'l'a e 'P;; (L) C [-l, al, allora a <'l'a o 'P~(a) < a.
/' è transitiva: infatti se a /' b e b /' c, con a, b, c E L, allora se
a = -l risulta ovviamente a /' c. Se a '" -l, allora b '" -l '" c e
dalle ipotesi e dall'aggiunzione 'P~ -1 'Pb segue che

a = 'l'a O 'P~(b)

= 'l'a O 'P~('Pb O 'P~(c))

= 'Pa('P~ O 'Pb('P~(C)))

< 'Pa('P~(c)) < a

cioè a/, c.

D
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Il fatto che / sia una relazione di pre-ordine permette di definire la
seguente categoria:

DEFINIZIONE 6.4.13. Se (L,1» è un reticolo strutturato allora indichi
amo con (L, 1»-Set la categoria avente per oggetti tutti gli L-insiemi e per
morfismi fra due ogetti Y E LX e Z E LT le applicazioni

f:X-->T

che soddisfano la seguente condizione

Y(x) / Z(J(x)), 'ix E X.

Composizione ed identità sono le medesime di Set.

La relazione di mapping to svolge il ruolo di selezionare tutti i possibili
morfismi da mettere in una categoria gl'auud su un reticolo strutturato,
come mostra la seguente proprietà:

TEOREMA 6.4.14. Sia (L, 1» un reticolo strutturato. Ogni categoria
ground su (L, 1» è una sottocategoria di (L,1»-Set.

DIMOSTRAZIONE. Se C è una categoria ground su (L, 1» allora, ovvia
mente, ICI C I(L, 1»-Setl·

Se f E C(Y, Z), con Y E LX e Z E LT allora, poiché C è una categoria
ground su (L, 1», risulta che f(L,if>)(Y,Z) è un morfismo di reticoli completi.

In particolare si ha

Ne segue che 'ix E Y.L si ha <pY(x) (.l) =.1; infatti:

.l = .lx(x)

= py (JL (lz(.lT))) (x)

= py (JL(.lT)) (x)

= <pY(x) (.lT(J(X)))

= <pY(x) (.l).

Da ciò segue che f(x) E Z.L, infatti se così non fosse, ovvero se f(x) rt
Z-i, si avrebbe

.11 Y(x) = Py(JL (lz(Z)))(x)

= <pY(x) (lz(Z)(J(x)))

= <pY(x) (.l) =.1,

che è assurdo.
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Ora, 'Ix E Y.L si ha

Y(x) = i(i,>I>)(Y,Z)(Z)(x)

= l'Y o iL o Iz(Z)(x)

= 'l'Y(x) (JL(lz(Z))(x))

= 'l'Y(x) (lz(Z)(f(x)))

= 'l'Y(x) o 'l'i(f(x)) (Z(f(x))).

Pertanto, 'Ix E X si ha che Y(x) / Z(J(x)). Da ciò segue che i E
(L, <1»-Set(Y, Z) e quindi, per l'arbitrarietà eli i, C è una sottocategoria eli
(L, <1»-Set D

COROLLARIO 6.4.15. Sia (L, <1» un reticolo strutturato.
Se (L, <1»-Set è una categoria ground su (L, <1», allora (L, <1»-Set è una

categoria ground standard su (L, <1»,

D

ESEMPIO 6.4.16, Se L è un frame, 'la E L, a # .l sia

'l'a = a/\ *: L --> [.l,a]

l'applicazione elefinita 'Ix E L ela

'l'a (x) = a /\ x.

La coppia (L, A = {a /\ *} a,H) è un reticolo strutturato.

Il morfismo aggiunto a sinistra di <Pa

'l';; : [.l, a] --> L,

è dato 'Ix E [.l, a] ela

'l';;(x) = 1\ {Y E Llx < 'l'a(Y)} = x

ovvero esso è la funzione inclusione.
Se B E LX è un L-insieme allora si verifica facilmente che l'oper

atore compressione su B e l'operatore sollevamento da B sono definiti
rispettivamente da

l'B(A) = B /\ A, VA E LX

e
IB(C) = C, '1C E SB.

La relazione di mapping to in tale reticolo coincide con la relazione
d'ordine < del reticolo L. Infatti .l / b e .l < b, Vb E L e se a # .l,

a / b.;,; 'l'a('P~(b)) = a
.;,; b/\a=a

.;,; a < b.

. La categoria (L, A)-Set risulta una categoria grounel stanelarel su (L, A);
la verifica eli tale proprietà è analoga alla dimostrazione elel Teorema 6.4,14.
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I morfismi da Y E LX in Z E LT in tale categoria sono evidentemente
le funzioni

che verificano la condizione

Y(x) < Z(!(x)), 'ix E X

Per una tale funzione si ha che

fI:(A) E Sz, 'iA E Sy.

Infatti, 'it E T,

fI:(A)(t) = V{A(x)lx E X: f(x) = t}

< V{Y(x)lx E X: f(x) = t}
< Z(t).

Ne segue che l'operatore powerset diretto di un tale morfismo è definito
'iAESyda

f(L,A)(y,z)(A) = (pz o fL' o ly)(A)

= pz(!L'(A))

=fL'(A)f\Z

= fL'(A).

L'operatore powerset inverso, invece, è definito VB E 5z da

fiL,A)(y,z)(B) = (py o f'L o Iz)(B)

= py(!'L(B))

= f'L(B) 1\ Y

= (Bof)f\Y.

ESEMPlO 6.4.17. Sia I = [O, Il l'intervallo unitario. Per ogni O < a < l,

'fia = a . * : I --> [O, al

l'applicazione definita 'ix E I da

'Pa(x) = a· x.

Si verifica facilmente che Ifa è un isomorfismo di reticoli completi e
quindi la sua aggiunta a sinistra è l'isomorfismo inverso

'fi" 1 : [O, al --> I
x

x>-> 'P;;-'(X) = -.
a

La coppia

è un reticolo strutturato.
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In questo caso, la relazione di mapping to non è una relazione d'ordine:
infatti, Va, b E I, a / b, eccetto nel caso in cui b = O e a # O. Infatti O < b
e O/ b, Vb E I e, se a # O# b si ha 'l'a O 'P~(b) = 'Pn(1) = a.

Gli operatori compressione e sollevamento sono definiti rispettivamente
da

PB(A)(x) = A(x) B(x) = (A· B)(x) VA, B E IX, 'Ix E X

e

l (C)(x) = C(x) { (C -i- B)(x) se x E Bl
B B(x) O sexfcBl-

Anche in questo caso, la categoria (I, ç)-Set è una catego\'ia gl'ound
standard su (I, ç).

I mOl'fismi da Y E I X in Z E rr in tale categoria sono tutte le funzioni

f:X-->T

che verificano la condizione

r(Yo) C Zoo

Gli operatori powerset relativi a (I, g) di una tale funzione sono definiti
VA E Sy, VB E Sz, Vt E T, se t E Zo da

f(7,Q)(Y.z)(A)(t) = (pz o fIo ly(A))(t)

= 'PZ(I) (V {ly(A)(x)lx E X: f(x) = t})

= V{ly(A)(x). Z(t)lx E X: f(x) = t}

= V {ly(A)(x). Z(t)lx E Yo : f(x) = t}

= V{:~2) A(x)lx E Yo : f(x) = t}
setfcZoda

f{I,ç)(y,Z)(A)(t) = O.

'Ix E X, se x E Yo si ha

f(i,ç)(y,z)(B)(x) = (py o fIo Iz(B))(x)

= 'PY(x) (lz(B)(f(x)))

B(f(x)) Y(x)
= Y(x)· Z(f(x)) = Z(f(x)) . B(f(x))

se x fc Yo l'isulta
fi/,ç)(y,z)(B)(x) = o.


