CAPITOLO 5

Teoremi di Rappresentazione di Reticoli

5.1. I Teorema di Rappresentazione di Stone

PROPOSIZIONE 5.1.1. Sia (L, <) un reticolo e siano:
(Idl(L), <) Vinsieme degli ideali in L ordinato rispetto all’inclusione

I<J & ICJ

(F lt(L), <) linsieme dei filtri in L con la relazione
F<G & GCPF.

Allora (IdI(L),< ) e (FIt(L), <) sono reticoli completi.

DIMOSTRAZIONE. Se & C IdI(L), allora [)S C L ¢ un ideale. Infatti,
ovviamente, valgono le proprieta (i) e (i7) degli ideali. Tale ideale si indica
anche con A S =(\S. Quindi Idi(L) & un /\-sottosemireticolo completo di
P(L); di conseguenza (Idl(L),< ) & un reticolo completo.

L’asserzione per i filtri (Flt(L),< ) si prova dualmente. Si noti, perd
che se F C Flt(L) si ha \VF = F.

Osserviamo che per S C Idl(L) si ha \V S = <US> e se F C Flt(L) si

ha ANF =< JF >.
Inoltre per ogni I € Idl(L) si ha I =\/{ | ala € I'}.

PROPOSIZIONE 5.1.2. Se (L, <) ¢é un reticolo distributivo allora il reti-
colo (Idl(L), <) é un frame, (Flt(L),<) é un coframe.

DIMOSTRAZIONE. Per la proposizione 5.1.1 basta verificare la (ILDoo)
per (Idl(L),< ) e la (IILDoo) per (Fit(L), < ).
Siano I € Idl(L) ed § C Idl(L). E’ evidente che

V{rrdest=(J{rnasesy)
=(1nUs))
EI!\(\/S).
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zo € X tale che xg < a e zg £ b. Pertanto z¢ € f(a) e xo ¢ f(b) e quindi
f(a) # f(b), ovvero f & iniettiva.

Sia S C L. Sex € f(\VS), allora z < \/ S; essendo z completamente
coprimo. esiste s € S tale che x < s e quindi z € |J f~(S). Viceversa, se
relJf(S) =U{f(a)la € S} allora esiste a € S tale che z € f(a) = {UE
Xy < a} qumdl r<a<\S, ovvero z € f(\/S5). Pertanto per doppia
inclusione si ha che f (\/ S) =J f~(S5), ovvero f conserva /.

Sia, ora, z € f(AS) = {:1: € X|z < A\S}, allora z < a, Va € S,
da cui segue che z € f(a), Va € S, ovvero z € () f(S). Viceversa, se
x € () f(S) alloraxz < s, Vs € S, quindi z < AS, ovvero z € f(AS5).
Pertanto per doppia inclusione segue che f(AS) = () f~(5), ovvero f
conserva /.

ESEMPIO 5.3.6. Nel reticolo completamente distributivo, ({0, 1], <) non
esiste alcun elemento completamente coprimo. Infatti ogni z € (0, 1] & sup
dell’insieme {y c [0,1lly <z, y # :{:} senza essere minore o uguale di
alcun elemento di tale insieme. Dal Teorema 5.3.5 segue che ([0, 1], <) non
& isomorfo ad alcun sottoreticolo completo di 2%, con X € |Set].

LEMMA 5.3.7. Se L e un reticolo completo, posto
=({M|M eR(L):z<\/M}, Vzel,

allora valgono le sequenti proprieta:

(1) Vee L: VK(z) <=z
(2) Ve,y€ L conx <y : K(x) C K(y).
(3) VACL : U{K(a)la€ A} = K (V A).

DIMOSTRAZIONE. (1) Siax € L. L’insieme | z € R(L), allora K(z) C|
z da cui segue che \/ K(z) < /(] z) = z.
(2) Se xz,y € L e z < y, allora

{(MIMeR(L):y<\/M} C{M|MeR(L):z<\/ M}

da cui segue che K(x) C K(y).
(3) SiaACL. Set¢|J{K(a)lac A}, alloraVaec A: t ¢ K(a).

Scegliamo Va € A, M, € R(L) tale chet ¢ M, e a < \/ M,. Allora
posto M = |J{M,la € A} siha M € R(L), VA<V M et¢ M. Quindi
t¢ K(\/A).

Viceversa, se t € |J {K (a)|la € A}, allora t € K(a), per qualche a € A,
e quindi, poiché a < VA, t € K(\VA). Pertanto |J{K(a)la € A} =
K(\VA).

OSSERVAZIONE 5.3.8. Dal Lemma 5.3.7 segue che Vy € K(x),conz € L,

si ha y < z, infatti
y<\/K() <z
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PROPOSIZIONE 5.3.9. Se L é un reticolo completo, allora
L é completamente distributivo & \/ K(z) = x, Vx € L.

DIMOSTRAZIONE. “=” Se x € L, allora essendo L completamente
distributivo ed applicando il Lemma 5.3.3 si ha, indicando con M = {M C

LIM € R(L), z <\ M}

e < A{\V MM e M}
=V {As"M)ls: M~ L:s(M)eM, vMeM}

<V {MIMeRL) :z<\/ M} =\ K().

Inoltre, per il Lemma 5.3.7 (1) si ha che \/ K(z) < z, da cui per doppia
disuguaglianza segue la tesi.

“«<"” Poiché per ipotesi K(a) € R(L) e \| K(a) = a, Ya € L, allora la
funzione

f:R(L)y—>L, M— \/M

gia definita nella dimostrazione della Proposizione 5.3.4 e suriettiva, e, come
gia visto, € un morfismo di reticoli completi. Pertanto, poiché per il Lemma
5.3.2, R(L) & un sottoreticolo completo di 2L per la Proposizione 5.3.4 si
ha che L & un reticolo completamente distributivo.

Se L e un reticolo completo, consideriamo la relazione binaria p definita
da
zpy & x € K(y), Va,y€ L.

Allora p € Rel(L, L).
Dall’Osservazione 5.3.8 segue, evidentemente, che zpy = = <y, Vz,y €
L.

PROPOSIZIONE 5.3.10. Se L é un reticolo completo completamente dis-
tributivo, allora p € Rel(L, L) é idempotente e quindi é transitiva.

DIMOSTRAZIONE. Per la Proposizione 5.3.9 e per il Lemma 5.3.7 (3),
Vx € L si ha

K(z) =K (\/ K(m)) — | J{K(a)la € K()}.
Poiché risulta
zoy < z€ K(y) = J{K(a)lac K(y)}
SdacLl:xe€ K(a)eae K(y)
& da el :xpaeapy
< z(pop)y

allora risulta p = p o p, ovvero p e idempotente.
Inoltre, da xzpy e ypz segue z(p o p)z da cui zpz.
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Una catena che sia un reticolo completo si dira catena completa.

TEOREMA 5.3.11 (IT Teorema di Rappresentazione di Raney). Se L é
un reticolo completo allora sono equivalenti le sequentt affermazions

(i) L é completamente distributivo.
(ii) L é isomorfo ad un sottoreticolo completo del prodotto di una
famiglia di catene complete.

DIMOSTRAZIONE. “(7) = (#2)” Sia L un reticolo completo, completa-
mente distributivo. Indichiamo con I' la famiglia delle catene massimali
rispetto a p. Notiamo che ogni catena si estende ad almeno una catena

massimale, per il Lemma di Zorn. Se C € I" e a € L, poniamo
f(C,a) = {t €eCl3zeC :tpxe .I:pa}

Fo = {f(C‘ a)la € L}.

Proviamo che Va € L, |J{f(C,a)|C € T} = K(a): infatti, se t € K(a),
cioe tpa, allora, poiché per 5.3.10 p e idempotente, esiste x € L tale che
tpxr e xpa quindi {tE :1‘:?{1} e una catena . Se C D {t,::t:,a} e una catena
massimale, allora, ovviamente, t € f(C,a) C U {f(C,a)|C € T}.

Viceversa, se t € f(C,a) per qualche C € I', allora dr € C, tale che
te K(r)ex € K(a) quindiz <aete K(x) C K(a).

Se, ora, a,b € L e f(C,a) € f(C,b) allora esiste t € f(C,a) tale che
t ¢ f(C,b). Pertanto dz € C tale che tpxr e zpa ma Yy € C : —=(tpy) o
—(ypb). Considerato un qualsiasi s € f(C, b) esiste allora y € C tale che spy
e ypb deve essere quindi —(tpy). Poiché C & una catena si ha allora spy, ypt,
tpx, Tpa da cui, per la transitivita di p segue spy e ypa, cioe s € f(C,a).

Quindi f(C,b) C f(C,a). Cosi per ogni C € ', F¢ & una catena rispetto
alla relazione di inclusione in 2¢.

Inoltre, se C € T' ed A C L, allora |J{f(C,a)|a € A}l = f(C,V A):
infatti,

te f(C,\/A) & teCed3zeC : tpzeap\/ A
e dal Lemma 5.3.7 (3) segue che

mp\/fl < da€ A oxpa.

Quindi t € f(C,\VA) & Jda € A:t € f(C,a). Pertanto Fo & chiuso
rispetto all’unione per ogni C' € I'. Segue che, VC € I', F¢ & una catena
completa in cui se F' C F¢, \/ F = | J F ma l'inf non & 'intersezione, infatti,
AF =U{f(C,b)be L, f(C,b) C(F} ¢il pit grande elemento di F¢
contenuto in tutti gli elementi di F.

Inoltre osserviamo che se C € ' ed A C L, allora A {f(C,a)la € A} =
f(C,\NA). Infatti, se t € A{f(C,a)la € A}, allora esiste b € L tale
che t € f(C,b) ed f(C,b) C N{f(C,a)la € A}. Quindi t € C ed esiste
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s € C tale che tps ed spb. Poiché p e idempotente e poiché C e una catena
massimale rispetto a p, esistono u,y € C tale che tpu, upy, yps ed spb.
Pertanto y € f(C,b) e Va € A si ha che y € f(C,a), quindi y < a, Va € A,
da cui segue che y < A A. Dal Lemma 5.3.7 (2) si ha che tpu up A A ovvero
che t € f(C, A A) e quindi A {f(C,a)la € A} C f(C,\ A).

Viceversa, dal Lemma 5.3.7 (2) segue che Va < a’ si ha f(C,a)
f(C,a’) quindi f(C,AA) C N{f(C,a)la € A} da cui si ha f(C, \ A)
A{f(C,a)la € A}.

Sia D il prodotto della famiglia { Fc|C € T'}, ciog

D={9:F4U{FOICEF}[ VCEF:Q(C)EF&}.

M 1N

D é un reticolo completo in cui se Dy C D, allora VC € I’

(\/ D1)(©) =\ {6(C)8 € D1}, (A\D1)(C) = \{6(C)|6 € D1}.

Inoltre, poiché ognuna delle catene complete Fo € completamente dis-
tributiva anche il prodotto lo e, per la Proposizione 3.4.9.

Indichiamo con 6,, Va € L, tutte le funzioni di D tali che 6,(C) =
f(C,a). Poniamo L* = {6,]|a € L} e sia

d:L—L* a—0,.

Si verifica facilmente che L* € un sottoreticolo completo di D. Inoltre, ¢ e
chiaramente suriettiva ed e anche iniettiva: infatti se 8, = 0, allora VC € I
si ha f(C,a) = f(C,b), quindi

a=\/K(a)
= \/ (U {£(C,a)|C € r})
=\ (U{rc.pcer})
=\/ K(b) =b.

Se AC L, allora\/ ¢~ (A) = V{bsla € A} =0y 4 = ¢ (\V A): infatti,
se C' € I allora '

(V {0ala € 4}) (©) = \/ {(O)la € A}
= \/ {f(C,a)|la € A}
= U{f(C,a) a€ A}
~je\A
=6y a(C).

Cio basta per dire che ¢ € un isomorfismo di reticoli completi da L in
L*, per il Corollario 3.3.9.

“(12) = (¢)” Dalla Proposizione 3.4.7 segue che ogni catena completa & un
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reticolo completamente distributivo. Il prodotto di una famiglia di reti-
coli completamente distributivi € completamente distributivo. Inoltre, per
la Proposizione 3.4.8 s1 ha che L, in quanto sottoreticolo completo di un
reticolo completamente distributivo € anch’esso completamente distributivo.

Il seguente risultato riconduce il precedente teorema ad una situazione
particolare, quella cioe in cui tutte le catene complete di Cl.ll si fa il prodotto
sono isomorfe all’intervallo unitario [0, 1].

PROPOSIZIONE 5.3.12. Se (L, <) e un reticolo completo allora sono
equivalentt le sequenti affermazioni

(i) L é un reticolo completamente distributivo.
(’H) Esiste X € |Set|, tale che L ¢é isomorfo ad un sottoreticolo com-

pleto di I~ , dove I =[0,1].

DIMOSTRAZIONE. Si veda [5] Esercizio 2.30.

Da tale proposizione si evince quindi come l'insieme dei sottoreticoli
completi di 1%, VX € |Set|, rappresenta l'intera classe dei reticoli completi
completamente distributivi.

5.4. Elementi Generatori nei Locali Spaziali

L’equivalenza tra le categorie Sob e SpatLoc descritta nel paragrafo 4.5
comporta, oltre alle conseguenze gia considerate in precedenza, il seguente
risultato.

PROPOSIZIONE 5.4.1. Ogni frame spaziale é isomorfo alla topologia di
qualche spazio (sobrio). Dualmente ogni coframe spaziale é isomorfo al
coframe dei chiusi di qualche spazio (sobrio).

DIMOSTRAZIONE. Le equivalenze 7 e pt portano chiaramente un locale
spaziale S in pt(.S) che e sobrio ed al quale si associa

Dualmente, per ogni coframe L gli isomorfismi

L= (L) = (70 pt(L)) ™ 2 =(r o pt(L))

dove = : P(pt(L°P)) — ?(pt(L”p)) é la usuale complementazione.

PROPOSIZIONE 5.4.2. Se (X ,T(X )) é uno spazio topologico, ogni chiuso
e sup di chiust coprimi.
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DIMOSTRAZIONE. Abbiamo gia osservato che la chiusura di un punto e

un elemento coprimo del coframe dei chiusi. Se C' e un qualsiasi chiuso si
ha

=1z}

rel
da cuil

c c | dl).

zeC
Ma da z € C segue cl(z) C cl(C) = C, quindi

C = U cl(x)

xeC

e poiché C e chiuso si ha

C = cl (U cl(a::)) = \/ d(z).

TeC reC

Da questi risultati segue che i coframe spaziali sono generati tramite \/
dai loro elementi coprimi. Un risultato duale vale per i frame spaziali. Piu
precisamente si ha quanto segue.

COROLLARIO 5.4.3. Siano S un frame spaziale e T' un coframe spaziale.
AlloraVr € S eVy € T si ha

T = /\{ﬂ. € Sla primo, z < a}

Yy = v {b € T|b coprimo, b < y}

DIMOSTRAZIONE. Segue facilmente dalle proposizioni 5.4.1 e 5.4.2.

OSSERVAZIONE 5.4.4. Dal precedente corollario segue che condizione
necessaria perche un frame spaziale abbia una involuzione che inverte 1’or-
dine é che ogni suo elemento si possa ottenere come sup di elementi coprimi.

PROPOSIZIONE 5.4.5. Ogni catena completa (C, <) é un frame spaziale.

DiMOSTRAZIONE. Dalla Proposizione 3.4.7 segue che (C, <) & un frame.
Verifichiamo che (C, <) & spaziale: siano a,a’ € C tali che a £ a’. Sia

p:C — {_L, T}
una funzione definita V¢ € C da

pt)=Lset<d ept)=Tsea <t, a #t.
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p € un morfismo di frame: infatti, se z,y € C
plrAhy) =1L zAy<a
Sr<adoy<a
< p@)=1 o ply) =1
< p(z) Ap(y) = L.

Se SCC
p(\/S) =1 & \/Sﬂa"
& s<a, VseS
&S p(s)=1, VseS
& \/ {p(5)|3 € S} = 1.
Inoltre, ovviamente, p(a) = T e p(a’) = L. Da cio segue la tesi.

PROPOSIZIONE 5.4.6. Per ogni insieme non vuoto X e per ogni frame
spaziale L si ha che L é un frame spaziale.

DIMOSTRAZIONE. Come caso particolare della Proposizione 3.4.9 si ver-
ifica che L* & un frame. Per provare che & spaziale consideriamo f,g € L*
con f £ g. Sia ' € X tale che f(z') £ g(2’) e consideriamo un morfismo
di frame

p:L— 2
tale che p(f(z')) = T e p(g(z’)) = L e poniamo
p:L* — 2, h— p(h)=p(h(z')).
Allora si ha
p(h A ') = p(h(z') A K ()
= p(h(z")) Ap(R'(2))
= p(h) Ap(R)

e
|\ b | =p(V{hi)lieT})
Jjed
= \/ {p(hj(")lj € J}
= v {B(hj)|j€ J}.
Quindi p & un morfismo di frame e chiaramente p(f) = T, p(g) = L.

PROPOSIZIONE 5.4.7. Se (L, <) é un sottoreticolo completo di un frame
spaziale (X, <), allora (L, <) é un frame spaziale.
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DIMOSTRAZIONE. Poiché (L, <) e un sottoreticolo completo di (X, <),
allorainfxy A€ Lesupy A € L, VA C L. Pertanto, VA C L esiste inf;, A =
infx A ed esiste sup; A = supy A, ovvero (L, <) e un reticolo completo ed
inoltre, poiché (X, <) é un frame, allora anche (L, <) & un frame.

Siano, ora, a,a’ € L, tali che a £ a’. Poiché (X, <) & spaziale, esiste
p: X — {J_, T}
morfismo di frame tale che
p(a) =Tep(a) =L
allora esiste
p=pr:L— {.L,T}
morfismo di frame tale che
p(a) =p(a) =T e p(a’) = p(a’) = L,

ovvero (L, <) & un frame spaziale.

Dalla Proposizione 5.3.12, considerando anche le proposizioni 5.4.5,
5.4.6 e 5.4.7 segue che ogni reticolo completo completamente distributivo
e un frame spaziale e, poiché in un reticolo completamente distributivo val-
gono entrambe le leggi di distributivita infinita, € anche un coframe spaziale.
Pertanto segue la seguente proprieta.

PROPOSIZIONE 5.4.8. Se (L, <) e un reticolo completo completamente
distributivo, allora ogni a € X st puo esprimere come sup di elementi
coprimi e st puo anche esprimere come inf di elementi prims.

5.5. Famiglie Fini e Grossolane nei Reticoli Completi

DEFINIZIONE 5.5.1. Se (L, <) ¢é un reticolo completo, a € L e B C L,
allora B si dice famiglia fine di a in L se B # () e risulta

(1) VB =a.
(2) ACL,a<\/A=VzeBdyeA:rx<uy.

PROPOSIZIONE 5.5.2. Se L ¢é un reticolo completo ed a € L, allora
l'unione di famiglie fint di a é ancora una famiglia fine di a. |

DIMOSTRAZIONE. Banale.

*

L’unione di tutte le famiglie fini di a, se esiste, si indica con (#(a) ed e
ovviamente la piu grande tamiglia fine di @ in L.
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Esemp1o 5.5.3. (a) In (P(X),C ), con X € |Set|, VE € P(X), E # 0,
B(E) = {{e}|le € E} U {0} e B(0) = {0}.

(b) In (I,<), Va € (0,1], B(a) = [0,a) e B(0) = {0}. Ogni successione
{an|n € N} C [0, a) crescente costituisce una famiglia fine di @ in I.

(c) In (I¥,<), X € |Set|, Vh € I*: B(h) = {f e IX|f < h,|supp(f)| < l}
¢ la famiglia fiine massimale di A.

OSSERVAZIONE 5.5.4. Se B ¢ una famigliafinedi ae B’ = | J{| b|b € B}
allora B’ & una famiglia fine di a. Ne segue che la piu grande famiglia fine
di un qualsiasi elemento di L € un lower set.

PROPOSIZIONE 5.5.5. Se L é un reticolo completo, x € L e K(x) =
(UM|M € R(L) : x <\ M}, alloraVx € L :

K(x) é una famiglia fine di x in L & \/ K(z) = x.

DIMOSTRAZIONE. “=" E’ ovvio, perche se K(x) € una famiglia fine
deve soddisfare 5.5.1 (1)

“<" Per ipotesi K(x) verifica la proprieta 5.5.1 (1). Sia, ora, A C L, tale
che z <\/ A. Allora per il Lemma 5.3.7 (2) si ha K(xz) C K (\/ A). Pertanto
se k € K(z) allora per il Lemma 5.3.7 (3), k € K (\V A) = U{K(a)|a € A},
allora esiste @ € A tale che k € K (a) e per 'osservazione 5.3.8 risulta k& < @.

Quindi Vk € K(x) Ja € A tale che k < @, ovvero K(z) € una famiglia
fine di x.

PROPOSIZIONE 5.5.6. Siano L un reticolo completoed x € L. \| K(x) =
x se e solo se K(x) é la pit grande famiglia fine di x, cioé B(x) = K(z).

DIMOSTRAZIONE. La condizione € necessaria, infatti sia x € L. Per
la Proposizione 5.5.5 K(x) ¢ una famiglia fine di z, quindi K(z) C G(x).
Supponiamo per assurdo che esista A C L una famiglia fine di x tale che
A ¢ K(z); allora 3a € A\ K(z) e poiché K(z) & un lower set risulta @ £ k,
Vk € K(z). Pertanto K(z) C L, \/ K(z) = z, ma preso a € A, non esiste
alcun k € K (x) per cui @ < k, ovvero non e verificata per A la proprieta (2)
di 5.5.1, e quindi A non e una famiglia fine di X, che € un assurdo. Pertanto
A C K(z), VA C B(x), ovvero B(z) = K(x).

La sufficienza segue banalmente da 5.5.5.

TEOREMA 5.5.7. Se (L, <) € un reticolo completo, allora
L é completamente distributivo < Yz € L 33(x).

DIMOSTRAZIONE. La dimostrazione é conseguenza delle proposizioni
5.5.2,5.5.5, 5.56.6 e 5.3.9.

COROLLARIO 5.5.8. Se (L, <) e un reticolo completo, allora
L ¢ completamente distributivo & K(x) € una famiglia fine, Vx € L.
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DIMOSTRAZIONE. Segue da 5.3.9 e 5.5.6.

DEFINIZIONE 5.5.9. Se (L, <) ¢é un reticolo completo, a € L e B C L,

allora B si dice famaiglia fine standard di a se B € una famiglia fine di
a eb e coprimo, Vb € B.

OSSERVAZIONE 5.5.10. Siano (L, <) un reticolo completo completa-
mente distributivo ed a € L tale che 33(a). Se Vx € ((a) poniamo

[z] = {y € L]y coprimo e y < x} dalla Proposizione 5.4.8 segue che x = \/[z]
e cio consente di verificare che

B*(a) = | J{lz]lz € B(a)}

é una famiglia fine standard di a.

Dalla Osservazione 5.5.4 segue chiaramente che se indichiamo con M (L)
'insieme degli elementi coprimi di L allora

3*(a) = Bla) N M(L).
TEOREMA 5.5.11. Se (L, <) é un reticolo completo, allora

L é completamente distributivo < Va € L 3A C L, A famiglia fine
standard di a.

DIMOSTRAZIONE. Segue dal Teorema 5.5.7 e dalla Definizione 5.5.9.

ESEMPIO 5.5.12. (a) VA € P(X), con X € |Set|, si ha
B (A) = {{z}x € A}
infatti M (L) = {{z}|z € X}.

(b) E’ facile vedere che, per I = [0,1], M(I) = {a € Ila # 0} e M(I*) =

{f: X — I||supp(f)] = 1}. Quindi tenendo conto anche degli esempi (b) e
(¢) di 5.5.3 si ha

B5*(a) = (0,a), Vael
B*(h) = {f € I"|f < h,|supp(f)| =1}, VheI".

DEFINIZIONE 5.5.13. Se (L, <) é un reticolo completo, a € L e A C L,
allora A si dice famaiglia grossolana dia in L se A # 0 e risulta

(1) ANA=a.
(2) BCL AB<a=VreAdyeB:ry<uz.

PROPOSIZIONE 5.5.14. Se L e un reticolo completo ed a € L, allora
l'unione di famiglie grossolane di a é ancora una famiglia grossolana di a.

DIMOSTRAZIONE. Banale.

L’unione di tutte le famiglie grossolane di a, se esiste, si indica con a(a).
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EseMPIO 5.5.15. (a) In (P(X),C), con X € |Set|,VE € P(X), E # X,
a(E) ={X \{e}le ¢ E} U{X} & la pit grande famiglia grossolana di E e
a(X) = {X} e ’'unica famiglia grossolana di X.

(b) In (I,<), Ya € (0,1], a(a) = (a, 1] & la piu grande famiglia grossolana
di a e a(l) = {1} & l'unica famiglia grossolana di 1.

(¢) In (I*,<), con X € |Set|, Vh € I*, a(h) = {f e I"|h < f<1le
{z € X|f(xz) # 1}| < 1} & la pil grande famiglia grossolana di h.
TEOREMA 5.5.16. Se (L, <) é un reticolo completo allora

L ¢é un reticolo completamente distributivo < Ya € L A C L famiglia
grossolana di a.

DIMOSTRAZIONE. “=" Siano L un reticolo completamente distributivo
ed a € L.

Posto
poiché {a} € A allora risulta A # 0.
Consideriamo A come una famiglia di sottoinsiemi di L
A = {AEIE - H} e A; = {ﬂ-ijlj e Jg}, Vi e H.
Allora
i€H i€H

e una famiglia grossolana di a: infatti dalla definizione di A; e per la
completa distributivita segue che

Ka= A (Vo)

feI] J: \i€H

=\ aisiy | N\ @i

i€H 7€J;
=\ A4

1eH
= (1.

Inoltre, se B C L e tale che A\ B < a, allora per definizione di A, Jig € H
tale che B = A;,. Ora, fissato z € A, 3f € [[J; tale che x = /.y ais()-
Quindi, posto y = a4, 7(iy), risulta y € B e ovviamente y < z. Pertanto A &
una famiglia grossolana di a.

“<" Per dimostrare che L e un reticolo completamete distributivo proviamo
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la-condizione (CDII), ovvero, posto a = \/,_4 (Aje 7. l‘lij) si deve provare

che
a — /\ (\/ ar-if(-i)) .

fell Ji \ieH
Vie€ H eVf €[] J;risulta A;c; aij < aipe) e quindi a < V,cpy aip),

da cuil segue che
a E /\ (\/ ﬂif(i}) .

fE[l Ji \i€H
Consideriamo, ora, a(a), la pitl grande famiglia grossolana di a. Vi € H,
sia B; = {ai;]j € J;i} C L, allora A B; = A\, a; < a.

Dalla definizione di famiglia grossolana segue che Vi € H e Vx € afa)
3j7: € Ji : a;5, < x. Considerata f € [[,.y Ji definita Vi € H da f(i) = j;
allora Q; (i) <z, Vie H.

Pertanto Vz € a(a) 3f € [ ],y Ji tale che \/, .y aizi) < x da cui segue

che
/\ (\/ ﬂaif(ﬂ) E /\{I(ﬂ) = (.

f€llierJi \t€H

DEFINIZIONE 5.5.17. Sia L un reticolo completo.

A C L st dice famiglia grossolana standard di a € L se ¢ una
famaglia grossolana di a formata da elementi prima.

Osserviamo che se esiste a(a), famiglia grossolana massimale di a, al-
lora la piu grande famiglia grossolana standard € a*(a) = {m € Llx €

a(a),z primo}.
COROLLARIO 5.5.18. Se L e un reticolo completo allora
L completamente distributivo < Va € L Ja*(a).



