CAPITOLO 5

Teoremi di Rappresentazione di Reticoli

5.1. I Teorema di Rappresentazione di Stone

PROPOSIZIONE 5.1.1. Sia (L, <) un reticolo e siano:
(Idl(L), <) Vinsieme degli ideali in L ordinato rispetto all’inclusione

I<J & ICJ

(F lt(L), <) linsieme dei filtri in L con la relazione
F<G & GCPF.

Allora (IdI(L),< ) e (FIt(L), <) sono reticoli completi.

DIMOSTRAZIONE. Se & C IdI(L), allora [)S C L ¢ un ideale. Infatti,
ovviamente, valgono le proprieta (i) e (i7) degli ideali. Tale ideale si indica
anche con A S =(\S. Quindi Idi(L) & un /\-sottosemireticolo completo di
P(L); di conseguenza (Idl(L),< ) & un reticolo completo.

L’asserzione per i filtri (Flt(L),< ) si prova dualmente. Si noti, perd
che se F C Flt(L) si ha \VF = F.

Osserviamo che per S C Idl(L) si ha \V S = <US> e se F C Flt(L) si

ha ANF =< JF >.
Inoltre per ogni I € Idl(L) si ha I =\/{ | ala € I'}.

PROPOSIZIONE 5.1.2. Se (L, <) ¢é un reticolo distributivo allora il reti-
colo (Idl(L), <) é un frame, (Flt(L),<) é un coframe.

DIMOSTRAZIONE. Per la proposizione 5.1.1 basta verificare la (ILDoo)
per (Idl(L),< ) e la (IILDoo) per (Fit(L), < ).
Siano I € Idl(L) ed § C Idl(L). E’ evidente che

V{rrdest=(J{rnasesy)
=(1nUs))
EI!\(\/S).
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Viceversa, Va # Lsihaa € IN(\/S) < ae ledX = {J:l,--- T} C
S tale che e« < \VX. Sia z; € J;, con J; € §, Vi = 1,---,n; allora
aNx; € INT;, Vi=1,-- HEG—{I!"\(VX)H(H!\HI)V V(a/\;?:n)e
V{I;’\Ji\izl,---,R}QV{IAJUES}

Dualmente si prova la (IILDoc) per (F it(L), < )

LEMMA 5.1.3. Se L e un reticolo completo ed a € L, allora sono
equivalenti le sequenti affermazioni:

(i) VS CL, cona<\/S, esiste FC S, F finito, tale che a < \/ F.
(i1) VS C L, S sottoinsieme diretto, con a < \/ S, esiste s € S tale che
a < s.
(i11) VI C L, I ideale, con a < \/ I, risulta a € 1.

DIMOSTRAZIONE. “(i¢) = (#2)” Sia S € L un sottoinsieme diretto con
a < \/S. Allora per (i) 3F C S, F finito, tale che a < \/ F'. Poiché S e
diretto esiste s € S, maggiorante per F, quindi a < \/ F' < s.

“(#1) = (i47)” Sia I un ideale con a < \/I. Poiché I e diretto, esiste, per
(i1), s € I tale che a < s, quindi a € I.

“(it1) = (i)” Sia § C L con a < \/S e sia I =< § >. Chiaramente
a <\ S <\I, quindi, per (%), a € I da cui si deduce, ricordando come si
costruisce < S >, che IF C S, F finito tale che a <\/ F.

DEFINIZIONE 5.1.4. Se L e un reticolo completo, un elemento a € L st
dice finito (in L) se soddisfa una delle condizioni equivalenti del Lemma

5.1.3.

Poniamo
K(L)={a€ L|a finito }.

COROLLARIO 5.1.5. Se L é un frame ed a € L, allora
a € finito & VS C L, tale che \| S =a AF C S F finito tale che \/ F = a.

DIMOSTRAZIONE. “=" Se S C L & tale che \/ .S = a, allora poiché a &
finito, 3F C S, F finito, tale che a < \/ F < \/ S = a, ovvero \/ F = a.

“<" Se S C L ¢ tale che a < \/ 5, sia
A={aNs|seS},
allora AC S e

\/A=\/{ah3|5€8} = a A (\/5) = a.

Dall’ipotesi segue che JF = {a NSy, ,a/N 5”} C A taleche \V F'=a
e quindi considerato F' = {s1,--+,8,} C Ssihaa=\F <\ F".
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ESEMPIO 5.1.6. Siano X € |Set|, V € |Vec|, T € |Top| e consideriamo
i reticoli (P(X),C ), (7(T),C ) e (S(V),C ) costituiti dai sottoinsiemi di
X, dagli aperti di 1" e dai sottospazi di V, rispettivamente.

Gli elementi finiti in P(X) sono gli insiemi di cardinalita finita, in 7(7T")
sono gli aperti compatti, in S(V') sono i sottospazi di dimensione finita.
Le verifiche sono banali nei primi due casi. Nel terzo caso consideriamo
un sottospazio U di dimensione finita e sia U < VU, con U C S(V),
dove chiaramente \/U = L(|JU) ¢ il sottospazio generato da |JU. Con-
sideriamo la funzione 3 : U — P(V) che ad ogni U’ € U associa una
base S(U’) di U’. Chiaramente \/U = L(|JB~ (U)). Sia, ora, B(U) =
{x1,---,z,} una base di U. V1 < ¢ < n, sia F; C U, F; finito, tale che
z; € L(IU{BUNU" € F;}), allora F = FLU---UF, C U & finito e,
chiaramente, U = L({z1,--- ,x,}) CL(UF)=VF.

Viceversa sia U € §(V) finito in S(V') e sia B C U una sua base. Poni-
amo, per ogni b € B, Uy = L({b}). Chiaramente U = L(B) = \/{U,|b € B}
quindi, per ipotesi, I{Up,, -+ ,Up, } con b; € B, V1 < i < m, tale che
U< \V{U, - ,Up, } per cui dimU < m.

LEMMA 5.1.7. Se L é un reticolo completo allora K(L) é un V-sottose-
mareticolo.

DIMOSTRAZIONE. Poiché L = \/ ), allora da 5.1.3 (i) segue che L €
K(L). Sea,be K(L)ed S C L talecheavb <\ S, alloraa <\ Se
b< VS, quindi dF,G C S, F,G finiti, tali che a <\ F e b < \/ G, da cui
segue che a Vb < \/(FUG) ovvero aVbe K(L).

DEFINIZIONE 5.1.8. Un locale S si dice coerente se

(1) Gli elementi finiti di S formano un sottoreticolo K (5).
(2) K(S) genera tramite \/ tutto S, cioe Va € S JA C K(S) tale che
a=\A.

Osserviamo che per verificare la condizione 1. basta provare che K (5)
e chiuso per A grazie al Lemma 5.1.7.

LEMMA 5.1.9. Se L e un reticolo distributivo, gli elementi finiti del
locale IdI(L) sono gli ideali principali in L. In simboli

K(IdI(L)) ={ | ala € L}.

DIMOSTRAZIONE. Se B € Idi(L) e B =] b < \/S, con b € L e
S C Idi(L), allorabe \/S =< |JS >, quindi 31,---,I, € § ed da; €
Ii,---,a, € I, taliche b<a;V---Va,. Neseguechebe I V---VI,
quindi B<I; V---V I, & finito in Idl(L).

Viceversa, sia I € Idl(L) un elemento finito in Idl(L). Poiché I = \/{|
ala € I} ed I e finito, Ja;, -+ ,ay, € I taleche I =l a1 V- -V | ay.

Chiaramente \/{a1, ---,an} = V{0 a1 V---V | a,) = VI € I ¢ un
massimo per I ¢ quindi I € un ideale principale.
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PROPOSIZIONE 5.1.10. Sia S € |Loc]|.
S e coerente < JL € |DLat| ed d¢ : S — IdI(L) isomorfismo di frame.

DIMOSTRAZIONE. “=" Sia S un locale coerente. Poiché S e coerente
K (S) e un sottoreticolo di S ed essendo S un locale, K(S) & distributivo.
Per la Proposizione 5.1.2 Idl(K(S)) & un locale.

Sia
p: S — Idl(K(S))

a+— p(a) ={k e K(9)|k < a}.

Evidentemente ¢(a) € un lower set e, per il Lemma 5.1.7, & chiuso per
V, quindi & un ideale di K(.5).

Se I € Idl(K(S)), allora I & un sottoinsieme diretto di S e quindi posto
a=\1I si ha

ke K(S)ek<a< dbeltaleche k<b& kel

Pertanto ¢(a) = I, ovvero ¢ € suriettiva.
Considerata ’applicazione

¢ Idl(K(S)) — S

I—'(I)=\/1I

dalla condizione (2) della Definizione 5.1.8 segue che ¢'(p(a)) =\ p(a) =
V{k € K(S)|k < a} = a, Va € A, ovvero I’applicazione ¢’ & inversa a
sinistra di ¢, la quale pertanto e iniettiva, quindi bigettiva.

Inoltre, ¢ e chiaramente isotona, quindi € un isomorfismo di frame.

“«=" Sia L un reticolo distributivo.

Poiché per ogni ideale I in L si ha I =\/{ | ala € I}, dal Lemma 5.1.9
segue che K (Idl(L)) genera Idl(L) tramite \/.

Inoltre, K (Idi(L)) & chiuso per A, infatti 'ideale L =| T & chiaramente
finito e dati [ e J finiti, I =] a, J =] b, si ha evidentemente INJ =| (aAb) €
K (IdI(L)).

Quindi IdI(L) e coerente ed essendo ¢ un isomorfismo, anche S &
coerente.

DEFINIZIONE 5.1.11. Indichiamo con CohLoc la categoria avente come
oggetti 1 localt coerenti e come morfismi f € CohLoc(S,T) ¢« morfismi in
Loc(S,T), tali che f°P : T — S porta elementi finiti di T in elementi finiti
di S, ovvero

(f°P)~ (K(T)) € K(S).

Tali morfismi si dicono coerents.
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ESEMPIO 5.1.12. E’ evidente che non tutti i morfismi di frame determi-
nano morfismi coerenti. Infatti, notiamo che per ogni X € |Set|, (P(X), C)
e un locale coerente e per ogni funzione f : X — Y l'operatore powerset in-
verso f7 : P(Y) — P(X) € un morfismo di frame (anzi, di reticoli completi)
ma non € necessariamente coerente. Se infatti X € un insieme infinitoed f &
una funzione di valore costante y € Y, allora ogni sottoinsieme finito ' C Y,
elemento finito di P(Y), contenente y ha come immagine f~ (F') = X che
non e finito.

Se pero ¢ € Loc(S,T) e un isomorfismo, allora gli elementi finiti di .S
sono tutte e sole le immagini tramite fP degli elementi finiti di 7',

()7 (K(T)) = K(S),

come si verifica facilmente. Si ha quindi in tal caso che S e coerente se e
solo se loe T.

PROPOSIZIONE 5.1.13. DLat ¢ duale di CohLoc.

DIMOSTRAZIONE. Un’equivalenza ¥ tra DLat e CohLoc® si ottiene
nel modo seguente. Associamo ad ogni locale coerente S il reticolo distribu-
tivo U(S) = K(S). Come si & visto nella dimostrazione della Proposizione
5.1.10, S ¢ isomorfo a Idl(K (S5)).

Per ogni morfismo f € CohLoc(7,S) la restrizione

() : K(S) — K(T)

& un morfismo di reticoli distributivi.
E’ evidente che

¥ : CohLoc”” — DLat

e un funtore. Inoltre, si prova che ¢ fedele, pieno e denso.

U e fedele, infatti siano f, g € CohLoc(7), S) tali che W(f°P) = ¥(g?).
Va € § dA C K(S) tale che a = \/ A e poiché f°? e un morfismo di
frame f(a) = fP(VA) = V{fP@@)|z € A} = \V{g9P(z)|lz € A} =
g (V/ 4) = g (a).

¥ ¢ pieno, infatti ogni morfismo di reticoli A : K(S) — K(T') si estende
a un morfismo di frame h : S — T che determina un morfismo di CohLoc
e la cui restrizione W(h) = h. Basta infatti porre Vo € S, 2 = \/ A con
AC K(S), h(z) =V h~(A).

Infine, ¥ e denso, infatti VL € DLat sia Idl(L) il locale coerente dei
suoi ideali. Per il Lemma 5.1.9 K(Idl(L}) = { lala € L} che e chiaramente
1somorto ad L.

Per il Teorema 1.8.7 ¥ & un’equivalenza.

DEFINIZIONE 5.1.14. Uno spazio topologico (X, 7(X)) si dice coerente
se e sobrio e se la sua topologia T(X) € un locale coerente.
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Una funzione continua fra due spazi coerenti f : X — Y si dice coer-
ente se la restrizione del suo operatore powerset inverso

fmorYy) = 7(X)
e un morfismo coerente.

Indichiamo con CohTop la categoria concreta 1 cui oggetti sono gli
spazi coerenti ed i cui morfismi sono le funzioni coerenti.

OSSERVAZIONE 5.1.15. E’ evidente che, per ogni spazio topologico X,
7(X) € un locale coerente sse la famiglia dei sottoinsiemi compatti aperti
di X, KO(X) & chiusa per intersezioni (oltre che, ovviamente, per unioni)
finite e forma una base per la topologia 7(X). In particolare (X, 7(X)) deve
essere compatto.

Una funzione continua e coerente sse I'immagine reciproca di ogni com-
patto € un compatto.

PROPOSIZIONE 5.1.16. Sia L un qualsiasi reticolo. Gli elementi prima
del locale Idl(L) sono esattamente gli ideali primi in L.

DIMOSTRAZIONE. Se I ¢ un elemento primo di Idl(L), allora I # L,
quindi T ¢ I. SihainoltreaAbe Il = |aCle |bCI= |aNn]b<]
= la<lTo|b<IT=a€elobel.

Viceversa, se I € un ideale primo, allora T ¢ [ = L # 1.

Siano J, K € Idl(L), tali che JNK < 1. Se J € I, alloraesiste b € J\ I
si ha alloraVee K, bAce JNK C I e poiché I ¢ un ideale primo e b ¢ I,
allora ¢ € I, ovvero K C I. Pertanto, I € un elemento primo di Idi(L).

TEOREMA 5.1.17. Ognzi locale coerente € spaziale.

DIMOSTRAZIONE. Se S € |CohLoc|, per la Proposizione 5.1.10 3L €
|IDLat| tale che S = Idi(L). Proviamo quindi che IdI(L) & spaziale.

Siano I £ J due ideali di L e sia a € I\ J. Evidentemente JN T a = 0.
Se J' ¢ I'ideale massimale tra quelli che non intersecano il filtro 1 a (si veda
la Proposizione 4.2.19) allora .J’ € primo per la Proposizione 4.2.20 quindi
e un elemento primo in Idl(L) per la Proposizione 5.1.16 e determina un
punto p € pt (I dl (L)) che vale L sugli ideali inclusi in J’, T sugli altri. Ora,
¢ evidente che J < J' mentre da a ¢ J’ segue che I « J', cioe p(J) = L,
p(l) = T. La tesi segue dalla Proposizione 4.5.5.

PROPOSIZIONE 5.1.18. Le categorie CohLoc e CohTop sono equiv-
alentz.

DIMOSTRAZIONE. Le equivalenze fra SpatLoc e Sob considerate nella
Proposizione 4.5.10 si restringono alle sottocategorie ora considerate; infatti,
e chiaro che per ogni spazio coerente X, 7(X) & un locale coerente.
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Viceversa, per ogni locale coerente S, si ha che (pt(.S), 7(pt(S))) & so-
brio; inoltre, osservato che S & spaziale, si ha che ¢ : S — 7(pt(S)) & un
isomorfismo di frame quindi anche 7(pt(S)) & coerente.

E’ chiaro poi che tali restrizioni dei funtori 7 e pt sono delle equivalenze
poiché gia lo sono tra le categorie SpatLoc e Sob.

TEOREMA 5.1.19 (I Teorema di Rappresentazione di Stone). La cate-
goria DLat e duale della categoria CohTop.

DIMOSTRAZIONE. E’ ovvia conseguenza di 5.1.13 e 5.1.18.

5.2. II Teorema di Rappresentazione di Stone

La dualita, descritta nel I Teorema di Rappresentazione di Stone, tra
DLat e CohTop, puo essere ristretta alla sottocategoria piena Bool di
DLat e ad un’opportuna sottocategoria piena di CohTop costituita da
particolari spazi topologici che vengono comunemente chiamati spazi di
Stone.

Prima di descrivere tali spazi e stabilirne il collegamento con le alge-
bre di Boole e utile riconsiderare e descrivere esplicitamente l'equivalenza,
implicitamente ricavata, tra DLat”” e CohTop; in particolare sara utile
tenere presente la corrispondenza fra le classi degli oggetti di tali categorie.

A uno spazio coerente (X,7(X)) la dualita di Stone associa il retico-
lo distributivo K(7(X)) e ad f € CohTop(X,Y), associa il morfismo di
reticoli f~ € DLat(K(7(Y)), K(7(X))) ottenuto tramite restrizione del
morfismo di locali coerenti f= : 7(Y) — 7(X).

Viceversa, ad un reticolo distributivo L si associa lo spazio coerente

(pt(1di(L)), 7 (pt(Idi(L))))
e ad un morfismo h € DLat®” (M, L) si associa pt(h°P).

DEFINIZIONE 5.2.1. Lo spazio coerente
spec(L) = pt(Idi(L))
si dice spettro di L.

[ punti di tale spazio sono determinati dagli ideali principali primi di
Idl(L) quindi dagli elementi primi di Idl(L) che, come si & visto, sono
esattamente gli ideali primi di L. Piu esplicitamente, 1 punti dello spettro
sono i morfismi di frame

spec(L) = {pr|I ideale primo di L}
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con
pr: Idl(L) — 2
1 seJ <1
JHPJ(J)—{ T seJ £ 1.
L’insieme degli aperti ¢
7(spec(L)) = {(J)|J € Idl(L)}

con
p(J) = {pr € pt(Idl(L))|I ideale primo e J & I}
In termini equivalenti lo spettro di L puo essere descritto con riferimento
ai filtri coprimi di L che, per la Proposizione 4.2.10, sono esattamente i
complementari in L dei filtri primi di L.
In effetti si ha che |

spec(L) = {qp|F filtro coprimo di L}

con
gr : Idl(L) — 2
L seJNF =10
JHQF(J)_{ T seJNFEF #£1
e
T(spec(L)) = {Ay|J € IdI(L)}
con

Ay = {gr € pt(Idl(L))|F filtro coprimo e FNJ # (}.

Utilizziamo queste ultime notazioni per dimostrare i seguenti risultati.

LEMMA 5.2.2. Sia L un reticolo distributivo. Allora
K (7(spec(L))) = L.

DIMOSTRAZIONE. Intanto osserviamo che Idl(L) = 7(spec(L)) poiché
la corrispondenza J —— Aj € un isomorfismo in quanto e chiaramente

bigettiva e conserva \/; infatti, VS C Idl(L) si ha Ay s = U{As|J € S}.

Una inclusione e banale e per 1'altra abbiamo

qr € Ay s, con F filtro coprimo = F N (\/ S) + ()

=dbe F,da, e J1 €8,---,da, € J,€Stalicheb<a;V---Va,
= beFeb=bA(a1V---Va,) =0bAa)V---V(bAa,) € F
= be Fedl<i<ntalechebAagq; € F = bAa; € FNJ;

= qr € Ay, C| J{A4]T € S}.

Tenendo anche conto del Lemma 5.1.9 s1 ha
K (7(spec(L))) = K (Idl(L)) = L.
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PROPOSIZIONE 5.2.3. Sia L un reticolo distributivo. Si ha allora le-
quivalenza

spec(L) e Ty & L € algebra di Boole.

DIMOSTRAZIONE. “=" spec(L), essendo coerente, & compatto. Se esso
e anche 75 si ha

K (7 (spec(L))) = { A C spec(L)|A aperto e compatto}
= {A C spec(L)|A aperto e chiuso}

e tale insieme, ordinato per inclusione, ¢ chiaramente un’algebra di Boole
quindi, per 1l Lemma 5.2.2, L e un’algebra di Boole.

Viceversa, sia. L un’algebra di Boole e siano gr # gg due punti di
spec(L). Allora F' e G sono filtri coprimi distinti in L.
Se a € F'\ G, allora per la Proposizione 4.2.26 -a € G\ F'. Considerati
gli aperti U = A(jq) e U' = A(|(~q)) si ha
aeFNjla = FNla#0 = qgpeU

—a € GN | (—a) = GN | (—a) #0 = qg €U’
ed inoltre U N U’ = (), altrimenti si avrebbe
dH filtro coprimo con qg e UNU' = HN | a# 0 # HN | (-a)
= dh,.ke H, h<a, k< -a
= hANk<aAN-a=1lehANkeH
= 1l eH

e questo € assurdo essendo H coprimo. [ ]

Richiamiamo ora alcune nozioni di topblogia generale, utili per intro-
durre e caratterizzare gli spazi di Stone.

PROPOSIZIONE 5.2.4. Sta (X, T) uno spazio topologico .

(1) (X,7) T2 e K C X compatto = K chiuso.
(2) (X,7) compatto e H C X chiuso = H compatto.

DIMOSTRAZIONE. (1) Siay € X \ K. Vx € K siano U, € 7(y),
V., € 7(x) aperti disgiunti U, NV, = 0. {‘irfr|:r.: c K } e chiaramente un
ricoprimento aperto di K e quindi ammette un sottoricoprimento finito
{Vays s Vi, }. Evidentemente sihaU =U,, N---NU,, € 7(y) e UNK C
UN Ve, NNV ) =UNV, ) )U---u(UnV, ) (U, NV, )U---U
(Up, NV, ) =10. X\ K e quindi intorno di y e, per I'arbitrarieta di y, & un
aperto.

(2) Sia A = {A4;]i € I} un qualsiasi ricoprimento aperto di H. Allora
AU{X \ H} & un ricoprimento aperto di X. Sia A’ un sottoricoprimento
finito e sia A'NA = {A4;,--+, Ay, }. Chiaramente A4; U---U A, = ((X \
HYNH)U(A1U---UA,) = (X\H)UA U - -UAL)NHUAU---UA,) =
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HU(AjU---UA,,)= H C A U---UA,, cioe A’'NA é un sottoricoprimento
finito di A e pertanto H e compatto.

COROLLARIO 5.2.5. Sia (X, 7T) uno spazio compatto e To. VP C X si
ha - )

P chiuso & P compatto.

DIMOSTRAZIONE. Segue banalmente dalla proposizione precedente.

DEFINIZIONE 5.2.6. Sta X uno spazio topologico.
X st dice totalmente sconnesso se gl unici connessi sono 1 singoletis.

X st dice totalmente separato se Vo # y U C X, U clopen, tale che
relUeyqU.
X si dice zero dimensionale se i clopen formano una base di 7(X).

PROPOSIZIONE 5.2.7.

(1) Uno spazio totalmente sconnesso e T7.
(2) Uno spazio totalmente separato € To e totalmente sconnesso.
(3) Uno spazio zero dimensionale e Ty é regolare e totalmente separato.

DIMOSTRAZIONE. (1) Poiché ogni componente connessa € un chiuso, i
singoletti, ovvero le componenti connesse di uno spazio topologico total-
mente sconnesso, sono chiusi.

(2) Siano a # b due punti distinti dello spazio X e sia A C X un clopen tale
chea€ Aeb¢ A. Sia B= X\ A. B ¢ intorno aperto di b e AN B = (),
quindi X e 75. Inoltre, se ¥ C X ha almeno due punti x # y e se U & un
clopen che contiene x enon y e V=X \ U, allora Y NU e Y NV formano
una partizione aperta non banale di Y che, quindi, € sconnesso.

(3) Sia F'un chiuso non vuotoe z ¢ F. X \ I & aperto e quindi unione di
clopen: sia U un clopen taleche x e U C X \ F eV = X \U. AlloraU e
V sono intorni aperti disgiunti di « ed F', rispettivamente.

Ser #yese Aeaperto, z € A, y & A, allora A & unione di clopen,
quindi 3 clopen U tale che z € U C A, quindi y ¢ U.

PROPOSIZIONE 5.2.8. Sono equivalenti le sequenti affermazioni

(i) X é compatto, Ty e totalmente sconnesso.
(72) X e compatto e totalmente separato.
(121) X e compatto, Ty e zero dimensionale.
(ww) X éT5 e coerente.

DIMOSTRAZIONE. “(¢) = (i7)” Siaz € X e sia C(x) I'insieme dei punti
che non possono essere separati da x con un clopen.

C(x) e un chiuso, infatti, se y € X \ C(z), y puo essere separato da x
con un clopen, cioe JU clopen, con y € U e x ¢ U e tutti i punti di U sono
separabili da x con il clopen U, quindi U C X \ C(z).
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Se |C(z)| > 2, allora, per l'ipotesi, C(z) & sconnesso, quindi C(z) =
FyUF3, con Fy, Fy chiusi disgiunti, non vuoti nel sottospazio C(z) (chiuso),
quindi in X. Poiché X e compatto e 75, esso & anche normale, quindi 34 € T,
A O Fj, la cui chiusura e disgiunta da F5.

Allora la frontiera di A, fr(A) = cl(A) N (X \ A), non interseca C(z),
perche cl(A)NFy = Qe (X\A)NF, = 0; quindi ogni punto della frontiera di
A ¢ separabile da x con un clopen, cioé Vy € fr(A) 3B, clopen che contiene
y ma non z. {Byly € fr(A)} & un ricoprimento aperto di clopen di fr(A)
che e chiuso e quindi (poiché X & compatto) & compatto, per cui esiste un
sottoricoprimento finito di clopen fr(A) € B,, UB,,U---UDB,, .

Sia B = By, UBy, U---UDB,,_, allora B ¢ clopen, B D fr(A) ez ¢ B,
quindi tutti i punti di B sono separabili da x col clopen B, cioe BNC(x) = (.

L’insieme W = A\ B = cl(A) \ B & clopen non vuoto e

WNC(z)=AN(X\B)NC(z) = ANC(x) D F) # 0

e inoltre

(X \W)NC(z) = (X \W)N (F UF)
(X \W)N F

(BU (X \ cl(A))) N Fy
(X \ cl(A)) N F

= Fy # ()

e questa € una contraddizione. Infatti, uno dei due clopen W o X \ W non
contiene z e quindi tutti i suoi punti sono separabili con clopen da z, cioe
esso deve essere disgiunto da C(x). -

|

U

“(22) = (222)” Per ottenere la tesi bisogna solo provare che ogni aperto U &
unione di clopen, cioé che VU € 7, Vo € U 3A clopen tale che z € A C U.
Sia y € X \ U, quindi y # x; esiste B, clopen, y € B, e z ¢ B,. Allora
{Byly € X\ U} ricopre X \ U che & chiuso, quindi compatto.

Considerato un sottoricoprimento finito By, U By, U ---U B, , posto
B=B,UB,U---UB,, , allora B & clopen, x ¢ B, B D X \ U. Posto
A=X\B,Aeéclopen,z€c Ae ACU.

“(i1) = (1v)” Uno spazio T e zero dimensionale & regolare, quindi 75 e
pertanto anche sobrio. Inoltre, poiché lo spazio € compatto e Ts, 1 compatti
coincidono con i chiusi e poiché i clopen formano una base, anche i compatti
aperti formano una base. Infine, una qualsiasi intersezione finita di compatti
aperti € intersezione finita di clopen, quindi ¢ un clopen e quindi &€ compatto-
aperto. Pertanto segue che lo spazio € coerente.

“(7v) = (2it)” Poiché lo spazio ¢ T3 esso € Ty e i compatti sono chiusi.
Poiché, per ipotesi, ogni aperto € unione di compatti-aperti, esso e anche
unione di clopen, cioe lo spazio e zero dimensionale. Inoltre lo spazio &
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compatto perche e coerente.

“(422) = (22)” Segue dalla Proposizione 5.2.7.

“(72) = (2)” Segue dalla Proposizione 5.2.7.

DEFINIZIONE 5.2.9. Uno spazio di Stone ¢ uno spazio che verifica
una delle proprieta equivalenti della Proposizione 5.2.8.

Indichiamo con Stone la categoria che ha come oggetti gli spazi di Stone
e come morfismi le funzioni continue.

Osservato che ogni spazio di Stone e chiaramente uno spazio coerente
si prova il seguente risultato.

PROPOSIZIONE 5.2.10. Ogni funzione continua fra due spazi di Stone €
coerente.

DIMOSTRAZIONE. La tesi segue dal fatto che in uno spazio di Stone i
compattl aperti sono 1 chiusi aperti e se f € continua, f~ li conserva.

OSSERVAZIONE 5.2.11. Stone ¢é sottocategoria piena sia di CohTop
che di Top, sebbene l'inclusione fra queste ultime due non sia piena.

TEOREMA 5.2.12 (II Teorema di Rappresentazione di Stone). La cate-
goria Bool e duale della categoria Stone.

DIMOSTRAZIONE. Come si € gia osservato all’inizio del paragrafo, la
dualita del I Teorema di Stone associa ad ogni spazio coerente X il reti-
colo distributivo K (7(X)); & chiaro che se X & uno spazio di Stone allora
K (’T(X )) e un’algebra di Boole perche ¢ costituita dai clopen di X.

Viceversa, la stessa dualita associava a ogni reticolo distributivo L lo
spazio coerente che abbiamo chiamato spec(L) il quale, se L & un’algebra
di Boole e anche T3 (si veda la Proposizione 5.2.3) quindi € uno spazio di
Stone.

Essendo inoltre Stone e Bool sottocategorie piene di CohTop e DLat,
rispettivamente, e chiaro che tale dualita si restringe alle sottocategorie
dell’enunciato.

Concludiamo questo paragrafo enunciando due caratterizzazioni degli
oggettl delle categorie correlate dalla dualita del II Teorema di Stone. La
dimostrazione di tali risultati si puo vedere su [8] nel Capitolo 2 paragrafi

4.5-4.9.

PROPOSIZIONE 5.2.13. Uno spazio topologico (X, 7(X)) € uno spazio di
Stone sse ¢ T1 e coerente.

PROPOSIZIONE 5.2.14. Un reticolo distributivo é un’algebra di Boole sse
1 suot tdeali primi sono massimali.
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Ricordiamo a proposito di quest’ultima proposizione, che in ogni reticolo
distributivo gli ideali massimali sono primi.

5.3. Rappresentazione di Reticoli Completamente Distributivi

Se (L, <) € un insieme pre-ordinato, indichiamo con R(L) la classe dei
lower set (detti anche semiideali) di L.

LEMMA 5.3.1. Se f € CLat(L,S), f é suriettiva ed L é completamente
distributivo, allora S é completamente distributivo.

DIMOSTRAZIONE. Basta verificare
©€p) AVai= V Aasa

dove per ogni ¢ € I e per ogni 7 € J;, a;; € S. Dalla suriettivita di f segue
che Va;; € S esiste x;; € L tale che f(x;;) = a;; e poiché L & completamente
distributivo ed f € un morfismo in CLat si ha

AV a;=A\V 7,

i€l jEJ; i€l jEJ;
[ AV
1€l j€J;

f \/ /\ Lig(i)

gEHiEI J-g 1EI

V /\ f(Zig(iy)

HEH'&EI Ji el

\/ /\ Gig(i)

QEH il I 1er

|

LEMMA 5.3.2. Se (L, <) ¢ un insieme pre-ordinato, allora (R(L),C ) ¢
un sottoreticolo completo di 2~.

DIMOSTRAZIONE. Sia A C R(L). Se a € |J.A allora A € A tale che
a € A; poiché A & un semiideale di L allora | a C A e quindi | a C [JA.
Pertanto [ J.A & un semiideale di L, ovvero | JA € R(L).

Analogamente si dimostra che (A € R(L).
Da ci0 segue la tesi.
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LEMMA 5.3.3. Se (L, <) ¢ un reticolo completo e ® = {®,]la € A} C

R(L), allora
Ne = {/\rmng e S(@)} |

dove

S(®) ={s:A—L| VacA:s(a)e®.}=]] ..

ac A

DIMOSTRAZIONE. Se =z € [|®, allora Va € A risulta x € ®,. Sia
sg : A — L Dapplicazione che ad ogni a € A associa sg(a) = z, allora
sg (A) = {z}, quindi A s;’(A) = z, da cui segue che = € {/\5"”(A)|S €
S(®)}.

Viceversa, se x € {/\ s~ (A)|s € S(P)}, allora esiste un’applicazione
s1: A — L tale che s; € S(®) ed x = A s7"(A); pertanto, per ogni a € A :
r < s1(a) € b, quindi x € Y,, ovvero x € () D.

PROPOSIZIONE 5.3.4 (G. N. Raney [11], 1952). Se (L, <) é un reticolo
completo, allora sono equivalent: le sequenti affermazioni:

(i) L é completamente distributivo.
(ii) 3X € |Set|, tale che L é immagine tramite un morfismo di reticoli
completi di un sottoreticolo completo di 2.

DIMOSTRAZIONE. “(2) = (¢2)” Dal Lemma 5.3.2 segue che R(L) ¢
un sottoreticolo completo di 2% e quindi R(L) & un reticolo completo
completamente distributivo.

Sia
f:R(L)— L

’applicazione, chiaramente suriettiva, che ad ogni M € R(L) associa

f(r) =\/ M.

f & un morfismo di reticoli completi: infattise ® C R(L) e ® = { ®,la €
A}, risulta

f(Ve)=V (U@ 4})

=V ({Vdeca})
=\ ({f(@a)la € A})
=\ 17 (®)
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quindi f conserva \/. Inoltre, grazie al Lemma 5.3.3 e alla completa dis-
tributivita di L si ha

r(A2)=V(Ne)
=\ {As" (s e s@)}
Voo s

S€[]aecn Pa a€A
= A\ {\/ P, la € A}
=N\ {f(®a)]a € A}
=N\~ (@)

e quindi f e un morfismo di reticoli completi.

I

“(i2) = (1)” Segue dal Lemma 5.3.1.

E’ implicito nella proposizione precedente che la classe dei sottoreti-
coli completi di 2%, al variare di X € |Set|, non rappresenta tutti i
reticoli completamente distributivi; tuttavia rappresenta tutti e soli quel-
li che verificano una ulteriore proprieta, come mostra il seguente teore-
ma. Per la dimostrazione di tale teorema e utile osservare che se un el-
emento x di un reticolo completo X € sup di elementi coprimi, allora
z =\ {a € X|a coprimo, a < z}.

TEOREMA 5.3.5 (I Teorema di Rappresentazione di Raney). Se (L, <)
¢ un reticolo completo allora 3X € |Set| tale che (L, <) é isomorfo ad un
sottoreticolo completo di 2~ se e solo se ogni elemento di (L, <) é il sup di
un insieme di elementi completamente coprima.

DIMOSTRAZIONE. Sia X € |Set|. Se R é un sottoreticolo completo di
2% dia A, = ﬂ{B C Rlp € B}, Vp € X; allora A, € completamente
coprimo infatti se (F;)ier € R, tale che A, C |J;c; Fi allora p € J,.; Fi e
quindi esiste ¢ € I tale che p € F: pertanto F- € {B C R|p € B} da cui
segue che A, C F:.

Sia, ora, P C X, P € R. Chiaramente, A, C P, Vp € P e quindi
P=U{Aplpe P }; dall’arbitrarieta di P € R segue la tesi.

Viceversa, se X e l'insieme degli elementi di L. completamente coprimi,
s1a

f:L—P(X)
I’applicazione definita Va € L da
fla) = {z € X|z < a}.

Per ottenere la tesi basta verificare che f e un morfismo di reticoli
completi iniettivo. Siano a,b € L, tali che a # b; se a £ b, allora esiste
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zo € X tale che xg < a e zg £ b. Pertanto z¢ € f(a) e xo ¢ f(b) e quindi
f(a) # f(b), ovvero f & iniettiva.

Sia S C L. Sex € f(\VS), allora z < \/ S; essendo z completamente
coprimo. esiste s € S tale che x < s e quindi z € |J f~(S). Viceversa, se
relJf(S) =U{f(a)la € S} allora esiste a € S tale che z € f(a) = {UE
Xy < a} qumdl r<a<\S, ovvero z € f(\/S5). Pertanto per doppia
inclusione si ha che f (\/ S) =J f~(S5), ovvero f conserva /.

Sia, ora, z € f(AS) = {:1: € X|z < A\S}, allora z < a, Va € S,
da cui segue che z € f(a), Va € S, ovvero z € () f(S). Viceversa, se
x € () f(S) alloraxz < s, Vs € S, quindi z < AS, ovvero z € f(AS5).
Pertanto per doppia inclusione segue che f(AS) = () f~(5), ovvero f
conserva /.

ESEMPIO 5.3.6. Nel reticolo completamente distributivo, ({0, 1], <) non
esiste alcun elemento completamente coprimo. Infatti ogni z € (0, 1] & sup
dell’insieme {y c [0,1lly <z, y # :{:} senza essere minore o uguale di
alcun elemento di tale insieme. Dal Teorema 5.3.5 segue che ([0, 1], <) non
& isomorfo ad alcun sottoreticolo completo di 2%, con X € |Set].

LEMMA 5.3.7. Se L e un reticolo completo, posto
=({M|M eR(L):z<\/M}, Vzel,

allora valgono le sequenti proprieta:

(1) Vee L: VK(z) <=z
(2) Ve,y€ L conx <y : K(x) C K(y).
(3) VACL : U{K(a)la€ A} = K (V A).

DIMOSTRAZIONE. (1) Siax € L. L’insieme | z € R(L), allora K(z) C|
z da cui segue che \/ K(z) < /(] z) = z.
(2) Se xz,y € L e z < y, allora

{(MIMeR(L):y<\/M} C{M|MeR(L):z<\/ M}

da cui segue che K(x) C K(y).
(3) SiaACL. Set¢|J{K(a)lac A}, alloraVaec A: t ¢ K(a).

Scegliamo Va € A, M, € R(L) tale chet ¢ M, e a < \/ M,. Allora
posto M = |J{M,la € A} siha M € R(L), VA<V M et¢ M. Quindi
t¢ K(\/A).

Viceversa, se t € |J {K (a)|la € A}, allora t € K(a), per qualche a € A,
e quindi, poiché a < VA, t € K(\VA). Pertanto |J{K(a)la € A} =
K(\VA).

OSSERVAZIONE 5.3.8. Dal Lemma 5.3.7 segue che Vy € K(x),conz € L,

si ha y < z, infatti
y<\/K() <z
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PROPOSIZIONE 5.3.9. Se L é un reticolo completo, allora
L é completamente distributivo & \/ K(z) = x, Vx € L.

DIMOSTRAZIONE. “=” Se x € L, allora essendo L completamente
distributivo ed applicando il Lemma 5.3.3 si ha, indicando con M = {M C

LIM € R(L), z <\ M}

e < A{\V MM e M}
=V {As"M)ls: M~ L:s(M)eM, vMeM}

<V {MIMeRL) :z<\/ M} =\ K().

Inoltre, per il Lemma 5.3.7 (1) si ha che \/ K(z) < z, da cui per doppia
disuguaglianza segue la tesi.

“«<"” Poiché per ipotesi K(a) € R(L) e \| K(a) = a, Ya € L, allora la
funzione

f:R(L)y—>L, M— \/M

gia definita nella dimostrazione della Proposizione 5.3.4 e suriettiva, e, come
gia visto, € un morfismo di reticoli completi. Pertanto, poiché per il Lemma
5.3.2, R(L) & un sottoreticolo completo di 2L per la Proposizione 5.3.4 si
ha che L & un reticolo completamente distributivo.

Se L e un reticolo completo, consideriamo la relazione binaria p definita
da
zpy & x € K(y), Va,y€ L.

Allora p € Rel(L, L).
Dall’Osservazione 5.3.8 segue, evidentemente, che zpy = = <y, Vz,y €
L.

PROPOSIZIONE 5.3.10. Se L é un reticolo completo completamente dis-
tributivo, allora p € Rel(L, L) é idempotente e quindi é transitiva.

DIMOSTRAZIONE. Per la Proposizione 5.3.9 e per il Lemma 5.3.7 (3),
Vx € L si ha

K(z) =K (\/ K(m)) — | J{K(a)la € K()}.
Poiché risulta
zoy < z€ K(y) = J{K(a)lac K(y)}
SdacLl:xe€ K(a)eae K(y)
& da el :xpaeapy
< z(pop)y

allora risulta p = p o p, ovvero p e idempotente.
Inoltre, da xzpy e ypz segue z(p o p)z da cui zpz.
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Una catena che sia un reticolo completo si dira catena completa.

TEOREMA 5.3.11 (IT Teorema di Rappresentazione di Raney). Se L é
un reticolo completo allora sono equivalenti le sequentt affermazions

(i) L é completamente distributivo.
(ii) L é isomorfo ad un sottoreticolo completo del prodotto di una
famiglia di catene complete.

DIMOSTRAZIONE. “(7) = (#2)” Sia L un reticolo completo, completa-
mente distributivo. Indichiamo con I' la famiglia delle catene massimali
rispetto a p. Notiamo che ogni catena si estende ad almeno una catena

massimale, per il Lemma di Zorn. Se C € I" e a € L, poniamo
f(C,a) = {t €eCl3zeC :tpxe .I:pa}

Fo = {f(C‘ a)la € L}.

Proviamo che Va € L, |J{f(C,a)|C € T} = K(a): infatti, se t € K(a),
cioe tpa, allora, poiché per 5.3.10 p e idempotente, esiste x € L tale che
tpxr e xpa quindi {tE :1‘:?{1} e una catena . Se C D {t,::t:,a} e una catena
massimale, allora, ovviamente, t € f(C,a) C U {f(C,a)|C € T}.

Viceversa, se t € f(C,a) per qualche C € I', allora dr € C, tale che
te K(r)ex € K(a) quindiz <aete K(x) C K(a).

Se, ora, a,b € L e f(C,a) € f(C,b) allora esiste t € f(C,a) tale che
t ¢ f(C,b). Pertanto dz € C tale che tpxr e zpa ma Yy € C : —=(tpy) o
—(ypb). Considerato un qualsiasi s € f(C, b) esiste allora y € C tale che spy
e ypb deve essere quindi —(tpy). Poiché C & una catena si ha allora spy, ypt,
tpx, Tpa da cui, per la transitivita di p segue spy e ypa, cioe s € f(C,a).

Quindi f(C,b) C f(C,a). Cosi per ogni C € ', F¢ & una catena rispetto
alla relazione di inclusione in 2¢.

Inoltre, se C € T' ed A C L, allora |J{f(C,a)|a € A}l = f(C,V A):
infatti,

te f(C,\/A) & teCed3zeC : tpzeap\/ A
e dal Lemma 5.3.7 (3) segue che

mp\/fl < da€ A oxpa.

Quindi t € f(C,\VA) & Jda € A:t € f(C,a). Pertanto Fo & chiuso
rispetto all’unione per ogni C' € I'. Segue che, VC € I', F¢ & una catena
completa in cui se F' C F¢, \/ F = | J F ma l'inf non & 'intersezione, infatti,
AF =U{f(C,b)be L, f(C,b) C(F} ¢il pit grande elemento di F¢
contenuto in tutti gli elementi di F.

Inoltre osserviamo che se C € ' ed A C L, allora A {f(C,a)la € A} =
f(C,\NA). Infatti, se t € A{f(C,a)la € A}, allora esiste b € L tale
che t € f(C,b) ed f(C,b) C N{f(C,a)la € A}. Quindi t € C ed esiste
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s € C tale che tps ed spb. Poiché p e idempotente e poiché C e una catena
massimale rispetto a p, esistono u,y € C tale che tpu, upy, yps ed spb.
Pertanto y € f(C,b) e Va € A si ha che y € f(C,a), quindi y < a, Va € A,
da cui segue che y < A A. Dal Lemma 5.3.7 (2) si ha che tpu up A A ovvero
che t € f(C, A A) e quindi A {f(C,a)la € A} C f(C,\ A).

Viceversa, dal Lemma 5.3.7 (2) segue che Va < a’ si ha f(C,a)
f(C,a’) quindi f(C,AA) C N{f(C,a)la € A} da cui si ha f(C, \ A)
A{f(C,a)la € A}.

Sia D il prodotto della famiglia { Fc|C € T'}, ciog

D={9:F4U{FOICEF}[ VCEF:Q(C)EF&}.

M 1N

D é un reticolo completo in cui se Dy C D, allora VC € I’

(\/ D1)(©) =\ {6(C)8 € D1}, (A\D1)(C) = \{6(C)|6 € D1}.

Inoltre, poiché ognuna delle catene complete Fo € completamente dis-
tributiva anche il prodotto lo e, per la Proposizione 3.4.9.

Indichiamo con 6,, Va € L, tutte le funzioni di D tali che 6,(C) =
f(C,a). Poniamo L* = {6,]|a € L} e sia

d:L—L* a—0,.

Si verifica facilmente che L* € un sottoreticolo completo di D. Inoltre, ¢ e
chiaramente suriettiva ed e anche iniettiva: infatti se 8, = 0, allora VC € I
si ha f(C,a) = f(C,b), quindi

a=\/K(a)
= \/ (U {£(C,a)|C € r})
=\ (U{rc.pcer})
=\/ K(b) =b.

Se AC L, allora\/ ¢~ (A) = V{bsla € A} =0y 4 = ¢ (\V A): infatti,
se C' € I allora '

(V {0ala € 4}) (©) = \/ {(O)la € A}
= \/ {f(C,a)|la € A}
= U{f(C,a) a€ A}
~je\A
=6y a(C).

Cio basta per dire che ¢ € un isomorfismo di reticoli completi da L in
L*, per il Corollario 3.3.9.

“(12) = (¢)” Dalla Proposizione 3.4.7 segue che ogni catena completa & un
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reticolo completamente distributivo. Il prodotto di una famiglia di reti-
coli completamente distributivi € completamente distributivo. Inoltre, per
la Proposizione 3.4.8 s1 ha che L, in quanto sottoreticolo completo di un
reticolo completamente distributivo € anch’esso completamente distributivo.

Il seguente risultato riconduce il precedente teorema ad una situazione
particolare, quella cioe in cui tutte le catene complete di Cl.ll si fa il prodotto
sono isomorfe all’intervallo unitario [0, 1].

PROPOSIZIONE 5.3.12. Se (L, <) e un reticolo completo allora sono
equivalentt le sequenti affermazioni

(i) L é un reticolo completamente distributivo.
(’H) Esiste X € |Set|, tale che L ¢é isomorfo ad un sottoreticolo com-

pleto di I~ , dove I =[0,1].

DIMOSTRAZIONE. Si veda [5] Esercizio 2.30.

Da tale proposizione si evince quindi come l'insieme dei sottoreticoli
completi di 1%, VX € |Set|, rappresenta l'intera classe dei reticoli completi
completamente distributivi.

5.4. Elementi Generatori nei Locali Spaziali

L’equivalenza tra le categorie Sob e SpatLoc descritta nel paragrafo 4.5
comporta, oltre alle conseguenze gia considerate in precedenza, il seguente
risultato.

PROPOSIZIONE 5.4.1. Ogni frame spaziale é isomorfo alla topologia di
qualche spazio (sobrio). Dualmente ogni coframe spaziale é isomorfo al
coframe dei chiusi di qualche spazio (sobrio).

DIMOSTRAZIONE. Le equivalenze 7 e pt portano chiaramente un locale
spaziale S in pt(.S) che e sobrio ed al quale si associa

Dualmente, per ogni coframe L gli isomorfismi

L= (L) = (70 pt(L)) ™ 2 =(r o pt(L))

dove = : P(pt(L°P)) — ?(pt(L”p)) é la usuale complementazione.

PROPOSIZIONE 5.4.2. Se (X ,T(X )) é uno spazio topologico, ogni chiuso
e sup di chiust coprimi.
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DIMOSTRAZIONE. Abbiamo gia osservato che la chiusura di un punto e

un elemento coprimo del coframe dei chiusi. Se C' e un qualsiasi chiuso si
ha

=1z}

rel
da cuil

c c | dl).

zeC
Ma da z € C segue cl(z) C cl(C) = C, quindi

C = U cl(x)

xeC

e poiché C e chiuso si ha

C = cl (U cl(a::)) = \/ d(z).

TeC reC

Da questi risultati segue che i coframe spaziali sono generati tramite \/
dai loro elementi coprimi. Un risultato duale vale per i frame spaziali. Piu
precisamente si ha quanto segue.

COROLLARIO 5.4.3. Siano S un frame spaziale e T' un coframe spaziale.
AlloraVr € S eVy € T si ha

T = /\{ﬂ. € Sla primo, z < a}

Yy = v {b € T|b coprimo, b < y}

DIMOSTRAZIONE. Segue facilmente dalle proposizioni 5.4.1 e 5.4.2.

OSSERVAZIONE 5.4.4. Dal precedente corollario segue che condizione
necessaria perche un frame spaziale abbia una involuzione che inverte 1’or-
dine é che ogni suo elemento si possa ottenere come sup di elementi coprimi.

PROPOSIZIONE 5.4.5. Ogni catena completa (C, <) é un frame spaziale.

DiMOSTRAZIONE. Dalla Proposizione 3.4.7 segue che (C, <) & un frame.
Verifichiamo che (C, <) & spaziale: siano a,a’ € C tali che a £ a’. Sia

p:C — {_L, T}
una funzione definita V¢ € C da

pt)=Lset<d ept)=Tsea <t, a #t.
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p € un morfismo di frame: infatti, se z,y € C
plrAhy) =1L zAy<a
Sr<adoy<a
< p@)=1 o ply) =1
< p(z) Ap(y) = L.

Se SCC
p(\/S) =1 & \/Sﬂa"
& s<a, VseS
&S p(s)=1, VseS
& \/ {p(5)|3 € S} = 1.
Inoltre, ovviamente, p(a) = T e p(a’) = L. Da cio segue la tesi.

PROPOSIZIONE 5.4.6. Per ogni insieme non vuoto X e per ogni frame
spaziale L si ha che L é un frame spaziale.

DIMOSTRAZIONE. Come caso particolare della Proposizione 3.4.9 si ver-
ifica che L* & un frame. Per provare che & spaziale consideriamo f,g € L*
con f £ g. Sia ' € X tale che f(z') £ g(2’) e consideriamo un morfismo
di frame

p:L— 2
tale che p(f(z')) = T e p(g(z’)) = L e poniamo
p:L* — 2, h— p(h)=p(h(z')).
Allora si ha
p(h A ') = p(h(z') A K ()
= p(h(z")) Ap(R'(2))
= p(h) Ap(R)

e
|\ b | =p(V{hi)lieT})
Jjed
= \/ {p(hj(")lj € J}
= v {B(hj)|j€ J}.
Quindi p & un morfismo di frame e chiaramente p(f) = T, p(g) = L.

PROPOSIZIONE 5.4.7. Se (L, <) é un sottoreticolo completo di un frame
spaziale (X, <), allora (L, <) é un frame spaziale.
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DIMOSTRAZIONE. Poiché (L, <) e un sottoreticolo completo di (X, <),
allorainfxy A€ Lesupy A € L, VA C L. Pertanto, VA C L esiste inf;, A =
infx A ed esiste sup; A = supy A, ovvero (L, <) e un reticolo completo ed
inoltre, poiché (X, <) é un frame, allora anche (L, <) & un frame.

Siano, ora, a,a’ € L, tali che a £ a’. Poiché (X, <) & spaziale, esiste
p: X — {J_, T}
morfismo di frame tale che
p(a) =Tep(a) =L
allora esiste
p=pr:L— {.L,T}
morfismo di frame tale che
p(a) =p(a) =T e p(a’) = p(a’) = L,

ovvero (L, <) & un frame spaziale.

Dalla Proposizione 5.3.12, considerando anche le proposizioni 5.4.5,
5.4.6 e 5.4.7 segue che ogni reticolo completo completamente distributivo
e un frame spaziale e, poiché in un reticolo completamente distributivo val-
gono entrambe le leggi di distributivita infinita, € anche un coframe spaziale.
Pertanto segue la seguente proprieta.

PROPOSIZIONE 5.4.8. Se (L, <) e un reticolo completo completamente
distributivo, allora ogni a € X st puo esprimere come sup di elementi
coprimi e st puo anche esprimere come inf di elementi prims.

5.5. Famiglie Fini e Grossolane nei Reticoli Completi

DEFINIZIONE 5.5.1. Se (L, <) ¢é un reticolo completo, a € L e B C L,
allora B si dice famiglia fine di a in L se B # () e risulta

(1) VB =a.
(2) ACL,a<\/A=VzeBdyeA:rx<uy.

PROPOSIZIONE 5.5.2. Se L ¢é un reticolo completo ed a € L, allora
l'unione di famiglie fint di a é ancora una famiglia fine di a. |

DIMOSTRAZIONE. Banale.

*

L’unione di tutte le famiglie fini di a, se esiste, si indica con (#(a) ed e
ovviamente la piu grande tamiglia fine di @ in L.
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Esemp1o 5.5.3. (a) In (P(X),C ), con X € |Set|, VE € P(X), E # 0,
B(E) = {{e}|le € E} U {0} e B(0) = {0}.

(b) In (I,<), Va € (0,1], B(a) = [0,a) e B(0) = {0}. Ogni successione
{an|n € N} C [0, a) crescente costituisce una famiglia fine di @ in I.

(c) In (I¥,<), X € |Set|, Vh € I*: B(h) = {f e IX|f < h,|supp(f)| < l}
¢ la famiglia fiine massimale di A.

OSSERVAZIONE 5.5.4. Se B ¢ una famigliafinedi ae B’ = | J{| b|b € B}
allora B’ & una famiglia fine di a. Ne segue che la piu grande famiglia fine
di un qualsiasi elemento di L € un lower set.

PROPOSIZIONE 5.5.5. Se L é un reticolo completo, x € L e K(x) =
(UM|M € R(L) : x <\ M}, alloraVx € L :

K(x) é una famiglia fine di x in L & \/ K(z) = x.

DIMOSTRAZIONE. “=" E’ ovvio, perche se K(x) € una famiglia fine
deve soddisfare 5.5.1 (1)

“<" Per ipotesi K(x) verifica la proprieta 5.5.1 (1). Sia, ora, A C L, tale
che z <\/ A. Allora per il Lemma 5.3.7 (2) si ha K(xz) C K (\/ A). Pertanto
se k € K(z) allora per il Lemma 5.3.7 (3), k € K (\V A) = U{K(a)|a € A},
allora esiste @ € A tale che k € K (a) e per 'osservazione 5.3.8 risulta k& < @.

Quindi Vk € K(x) Ja € A tale che k < @, ovvero K(z) € una famiglia
fine di x.

PROPOSIZIONE 5.5.6. Siano L un reticolo completoed x € L. \| K(x) =
x se e solo se K(x) é la pit grande famiglia fine di x, cioé B(x) = K(z).

DIMOSTRAZIONE. La condizione € necessaria, infatti sia x € L. Per
la Proposizione 5.5.5 K(x) ¢ una famiglia fine di z, quindi K(z) C G(x).
Supponiamo per assurdo che esista A C L una famiglia fine di x tale che
A ¢ K(z); allora 3a € A\ K(z) e poiché K(z) & un lower set risulta @ £ k,
Vk € K(z). Pertanto K(z) C L, \/ K(z) = z, ma preso a € A, non esiste
alcun k € K (x) per cui @ < k, ovvero non e verificata per A la proprieta (2)
di 5.5.1, e quindi A non e una famiglia fine di X, che € un assurdo. Pertanto
A C K(z), VA C B(x), ovvero B(z) = K(x).

La sufficienza segue banalmente da 5.5.5.

TEOREMA 5.5.7. Se (L, <) € un reticolo completo, allora
L é completamente distributivo < Yz € L 33(x).

DIMOSTRAZIONE. La dimostrazione é conseguenza delle proposizioni
5.5.2,5.5.5, 5.56.6 e 5.3.9.

COROLLARIO 5.5.8. Se (L, <) e un reticolo completo, allora
L ¢ completamente distributivo & K(x) € una famiglia fine, Vx € L.
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DIMOSTRAZIONE. Segue da 5.3.9 e 5.5.6.

DEFINIZIONE 5.5.9. Se (L, <) ¢é un reticolo completo, a € L e B C L,

allora B si dice famaiglia fine standard di a se B € una famiglia fine di
a eb e coprimo, Vb € B.

OSSERVAZIONE 5.5.10. Siano (L, <) un reticolo completo completa-
mente distributivo ed a € L tale che 33(a). Se Vx € ((a) poniamo

[z] = {y € L]y coprimo e y < x} dalla Proposizione 5.4.8 segue che x = \/[z]
e cio consente di verificare che

B*(a) = | J{lz]lz € B(a)}

é una famiglia fine standard di a.

Dalla Osservazione 5.5.4 segue chiaramente che se indichiamo con M (L)
'insieme degli elementi coprimi di L allora

3*(a) = Bla) N M(L).
TEOREMA 5.5.11. Se (L, <) é un reticolo completo, allora

L é completamente distributivo < Va € L 3A C L, A famiglia fine
standard di a.

DIMOSTRAZIONE. Segue dal Teorema 5.5.7 e dalla Definizione 5.5.9.

ESEMPIO 5.5.12. (a) VA € P(X), con X € |Set|, si ha
B (A) = {{z}x € A}
infatti M (L) = {{z}|z € X}.

(b) E’ facile vedere che, per I = [0,1], M(I) = {a € Ila # 0} e M(I*) =

{f: X — I||supp(f)] = 1}. Quindi tenendo conto anche degli esempi (b) e
(¢) di 5.5.3 si ha

B5*(a) = (0,a), Vael
B*(h) = {f € I"|f < h,|supp(f)| =1}, VheI".

DEFINIZIONE 5.5.13. Se (L, <) é un reticolo completo, a € L e A C L,
allora A si dice famaiglia grossolana dia in L se A # 0 e risulta

(1) ANA=a.
(2) BCL AB<a=VreAdyeB:ry<uz.

PROPOSIZIONE 5.5.14. Se L e un reticolo completo ed a € L, allora
l'unione di famiglie grossolane di a é ancora una famiglia grossolana di a.

DIMOSTRAZIONE. Banale.

L’unione di tutte le famiglie grossolane di a, se esiste, si indica con a(a).
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EseMPIO 5.5.15. (a) In (P(X),C), con X € |Set|,VE € P(X), E # X,
a(E) ={X \{e}le ¢ E} U{X} & la pit grande famiglia grossolana di E e
a(X) = {X} e ’'unica famiglia grossolana di X.

(b) In (I,<), Ya € (0,1], a(a) = (a, 1] & la piu grande famiglia grossolana
di a e a(l) = {1} & l'unica famiglia grossolana di 1.

(¢) In (I*,<), con X € |Set|, Vh € I*, a(h) = {f e I"|h < f<1le
{z € X|f(xz) # 1}| < 1} & la pil grande famiglia grossolana di h.
TEOREMA 5.5.16. Se (L, <) é un reticolo completo allora

L ¢é un reticolo completamente distributivo < Ya € L A C L famiglia
grossolana di a.

DIMOSTRAZIONE. “=" Siano L un reticolo completamente distributivo
ed a € L.

Posto
poiché {a} € A allora risulta A # 0.
Consideriamo A come una famiglia di sottoinsiemi di L
A = {AEIE - H} e A; = {ﬂ-ijlj e Jg}, Vi e H.
Allora
i€H i€H

e una famiglia grossolana di a: infatti dalla definizione di A; e per la
completa distributivita segue che

Ka= A (Vo)

feI] J: \i€H

=\ aisiy | N\ @i

i€H 7€J;
=\ A4

1eH
= (1.

Inoltre, se B C L e tale che A\ B < a, allora per definizione di A, Jig € H
tale che B = A;,. Ora, fissato z € A, 3f € [[J; tale che x = /.y ais()-
Quindi, posto y = a4, 7(iy), risulta y € B e ovviamente y < z. Pertanto A &
una famiglia grossolana di a.

“<" Per dimostrare che L e un reticolo completamete distributivo proviamo
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la-condizione (CDII), ovvero, posto a = \/,_4 (Aje 7. l‘lij) si deve provare

che
a — /\ (\/ ar-if(-i)) .

fell Ji \ieH
Vie€ H eVf €[] J;risulta A;c; aij < aipe) e quindi a < V,cpy aip),

da cuil segue che
a E /\ (\/ ﬂif(i}) .

fE[l Ji \i€H
Consideriamo, ora, a(a), la pitl grande famiglia grossolana di a. Vi € H,
sia B; = {ai;]j € J;i} C L, allora A B; = A\, a; < a.

Dalla definizione di famiglia grossolana segue che Vi € H e Vx € afa)
3j7: € Ji : a;5, < x. Considerata f € [[,.y Ji definita Vi € H da f(i) = j;
allora Q; (i) <z, Vie H.

Pertanto Vz € a(a) 3f € [ ],y Ji tale che \/, .y aizi) < x da cui segue

che
/\ (\/ ﬂaif(ﬂ) E /\{I(ﬂ) = (.

f€llierJi \t€H

DEFINIZIONE 5.5.17. Sia L un reticolo completo.

A C L st dice famiglia grossolana standard di a € L se ¢ una
famaglia grossolana di a formata da elementi prima.

Osserviamo che se esiste a(a), famiglia grossolana massimale di a, al-
lora la piu grande famiglia grossolana standard € a*(a) = {m € Llx €

a(a),z primo}.
COROLLARIO 5.5.18. Se L e un reticolo completo allora
L completamente distributivo < Va € L Ja*(a).



