CAPITOLO 3

Completezza e Distributivita nei Reticoli

3.1. Reticoli Completi

DEFINIZIONE 3.1.1. Un insieme ordinato (X, <) con almeno due ele-
menti & un reticolo completo se VF C X esistono N\F € X e \| F €
X.

EseMPIO 3.1.2. (a) Il reticolo banale 2 € un reticolo completo. Piu in
generale ogni reticolo finito & completo.

(b) ([0, 1], <) & un reticolo completo.

(c) Se X # 0, (P(X), <) & un reticolo completo, infatti per ogni F famiglia
di sottoinsiemi di X esistono

VF=JF ¢ NF=F

(d) Il reticolo dei sottospazi di uno spazio vettoriale € un reticolo completo,
infatti comunque presa una famiglia di sottospazi esiste il sup della famiglia
dato dal sottospazio somma ovvero dal piu piccolo sottospazio che contiene
tutti questi sottospazi. L’intersezione insiemistica dei sottospazi e il loro
inf.

PROPOSIZIONE 3.1.3. Se (X, <) e un insieme ordinato allora sono equiv-
alent: le sequent: affermaziona:

(2) Ogni F C X ha sup.
(¢4) Ogni F' C X ha inf.

DIMOSTRAZIONE. “(i) = (i7)” Osserviamo che ’esistenza del sup ()
comporta l'esistenza del minimo 1 € X, cosi come l'esistenza del sup X
comporta ’esistenza del massimo T € X.

Sia H C X e proviamo che esiste inf H. Indichiamo con
F = {:IrEX|:c < h, per ngihGH}
'insieme dei minoranti di H. Poiché 1 € F, allora I # (). Per ipotesi,

inoltre, essendo F' C X, esiste h = sup F'. Proviamo che h € F. Sia
h € H, allora x < h, Vx € F, ovvero h &€ un maggiorante per F, quindi

h = sup F' < h, da cui segue, per 'arbitrarieta di h, che h € F'. Pertanto,
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h = maxF, ovvero h = inf H.

“(#7) = (¢)” Si ottiene per dualita dalla precedente.

Dalla proposizione precedente discende che non esistono semireticoli
completi che non siano anche reticoli completi.

DEFINIZIONE 3.1.4. Sia (X, <) un reticolo completo e H C X.
H si dice sottoreticolo completo di X se per ogni A C H si ha

inf A€ H, supA € H.
X X

H si dice sottosemaireticolo completo superiormente o anche \/-
completo (rispettivamente completo inferiormente o \-completo) se
per ognt A C H si ha

sup A € H (rispettivamente, i};}f Aec H).
X

E’ evidente che ogni sottosemireticolo V-completo (A-completo, rispet-
tivamente) contiene L (T, rispettivamente).

EseMPIO 3.1.5. Sia X un insieme e 7 una topologia su X. (7,C) € un
reticolo completo, infatti per ogni famiglia di aperti il sup e 1'unione usuale
fra insiemi e I'inf e 'interno dell’intersezione usuale fra insiemi.

(1,C) &, inoltre, un sottosemireticolo \/-completo di (P(X),C ) ed &
un sottoreticolo; possiamo, sinteticamente, dire che € un sottoreticolo \/-
completo di (P(X),C ). In generale, perd, (7,C) non & un sottoreticolo
completo.

PROPOSIZIONE 3.1.6. Sia (X, <) un reticolo completo e k una involu-
zione che inverte ordine in X.

Allora valgono le legge di De Morgan (infinite), cioe VA C X

f{.(\/A) = A& (4) = A\ {s(a)la € A}
H,(/\ A) =\/x~(4) =/ {r(a)la € A}.

DIMOSTRAZIONE. a < \/A,Vae A= k(VA) <k(a), Va € A.

m< k(a),Va€ A= a<k(m),Vae A=\ A<k(m)=m<k(VA).

Quindi k (\/ A) e il piti grande dei minoranti di K~ (A), ovvero x (\/ A) =
A{k(a)la € A}.

Analogamente si dimostra 1'altra legge di De Morgan.

Considerazioni analoghe a quelle fatte per dimostrare la Proposizione
2.3.15, portano ad affermare che la precedente proposizione, considerando
anche il caso A = (), esprime il fatto che k € un isomorfismo tra il reticolo
completo (X, <) e il suo opposto.
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Indichiamo con CLat la categoria dei reticoli completi (considerati
come oggetti) i cul morfismi sono le funzioni che conservano \/ e /\ cioe, se
(X, <) e (Y, <) sono reticoli completi, i morfismi di CLat((X, <), (Y, <))
sono le funzioni

f: X =Y
tali che, VA C X:

F(VA) =V e f(A4)=AF)
Indichiamo con CBool la categoria 1 cui oggetti sono le algebre di

Boole complete ed i cui morfismi sono le funzioni che conservano \/, A
e commutano con —.

Indichiamo con DMrg la categoria i cui oggetti, detti algebre div De
Morgan, sono reticoli completi muniti di una involuzione che inverte ’ordine
ed i cui morfismi da (X,V,A, L, T,k)a (Y,V,A, L, T, &) sono funzioni

f: X—=Y

che conservano \/, A e tali che
f(&(z)) = k(f(z)), Vo e X.

Evidentemente CBool € una sottocategoria piena di CLat ed e anche
una sottocategoria piena di DMrg, in virtu della Proposizione 2.4.10. In-
oltre, € ovvio che DMrg e (isomorfa a) una sottocategoria di CLat (tramite
il funtore che “dimentica”l’involuzione ) che pero non € una sottocategoria
piena. In effetti un morfismo di reticoli completi fra due algebre di De Mor-
gan non commuta necessariamente con l'involuzione che inverte l'ordine,
come mostra il seguente esempio.

ESEMPIO 3.1.7. Posto I = |0, 1] e considerata « : I — I tale che k(z) =
1 —z, Vx € I, si ha evidentemente che (I, <, k) & un’algebra di De Morgan.
La funzione f : I — I definita da

2% se[]ﬂmﬂ%
f(:"r’){ 1+.'1? SE‘%EI—‘EI

¢ un morfismo (anzi un isomorfismo) di CLat ma non commuta con l'in-
voluzione k.

OSSERVAZIONE 3.1.8. Se (X, <) e (Y, <) sono reticoli completi, le con-
dizioni

F(VA)=\/F(4), vAC X ed f(A\A) = \S"(4), vACX

non sono equivalenti.

Si consideri ad esempio l'insieme N deil numeri naturali ed 1 reticoli
(completi) (P, C), (F,C) ed (Z,C) dove

P=P(N), F={N}JU{FCN||F|<w}, T={ACN|N\ A€ F}.
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L’inclusione j : F — P conserva /\ ma non conserva \/, mentre l'inclu-
sione [ : Z — P conserva \/ ma non conserva A\.

Infatti se A C F allora Ar A=[)Aese|lJA =walloraVA=N.

Siha alloraVAC F: j(ArA) = (NA) =NA=Ar A=ApJi " (A)
mentre se || JA|=we | JA#FN: j (VA =iN)=N£ A=V, A=
Vp i~ (A).

Analogamente, osserviamo che se B C 7 allora \/; B =B e se | X \

N B| = w allora A, B = 0.

Di conseguenza VB C T : I(\/;B) =1(UB) = UB = VB =
V517 (B) mentre se (1B # 0 e | X \[B|] = w allora I (A7 B) = I(0) =
0#MB=ApB=N\pl™(B).

Per la precedente osservazione e per la Proposizione 3.1.3, risulta op-
portuno considerare le seguenti categorie.

\/ -CSLat ha come oggetti i reticoli completi e come morfismi le funzioni
che conservano /.

/\ -CSLat ha come oggetti i reticoli completi e come morfismi le funzioni
che conservano A.

3.2. Teorema del Funtore Aggiunto

Riprendiamo il concetto di aggiunzione fra funtori considerando in parti-
colare funtori fra categorie ordinate, cioe funzioni isotone fra classi ordinate,
gia introdotto nell’Esempio 1.8.11.

TEOREMA 3.2.1 (Teorema del Funtore Aggiunto). Siano (X, <) e (Y, <)
instemsi ordinati o equivalentemente categorie ordinate piccole.

(1) Se F: X =Y eG:Y — X sono funzioni isotone o equivalente-
mente funtori da (X, <) in (Y, <) ed

FAG

allora F' conserva i sup esistentt in X e G conserva gli int esistents
in Y.

(2) Se (X,<) é un reticolo completo ed F' : X — Y conserva sup
arbitrari, quindi in particolare é un funtore, allora la funzione

G:Y—- X
definita Vy € Y da
G(y) = \/{3: € X|F(z) <y}

e l'unico funtore aggiunto a destra di F.



Strutture Topologiche: Categorie, Reticoli e Topologia generale 61

(3) Se (Y,<) é un reticolo completo e G : Y — X conserva inf
arbitrari, quindi in particolare € un funtore, allora la funzione

F.X-Y
definita Vo € X da

F(z)= N{y e Y|z < Gy)}

e l'unico funtore aggiunto a sinistra di F.

DIMOSTRAZIONE. (1) Sia S C X, per il quale esista s = \/ S.

Si deve dimostrare che F(s) = F (\/S) =V F~(S) =V {F(z)|z € S},
ovvero che F'(s) & il pili piccolo dei maggioranti per { F(z)|z € S}. Infatti:
sex € 5, alloraz < s; poiché F ¢ isotona, allora F'(x) < F'(s), pertanto F'(s)
€ un maggiorante per {F(£)|3: cS } Inoltre, se ¥ € Y € un maggiorante
per {F(z)|z € S}, allora F(z) <7, Yz € S e poiché G & isotona G(F(z)) <
G(Y), quindi per per (ADI) si ha z < G(F(z)) < G(y), Vx € S. Pertanto
G(y) e un maggiorante di S, allora s = \/ S < G(7y) e dal fatto che F &
isotona e da (ADII) segue che F'(s) < F(G(7)) < 7.

Sia ora 1" C Y, per il quale esista ¢ = AT'. Si deve avere che G(t) =
G(AT) = NG~(T) = N{G(y)|ly € T}, ovvero che G(¢) & il pit grande
dei minoranti di {G(y)|y € T'}; infatti: se y € T, allora t < y ed essendo G
isotona, si ha che G(t) < G(y), cio¢ G(t) & un minorante di {G(y)|ly € T'}.
Inoltre, se T € X & un minorante per {G(y)|y € T}, allora® < G(y),Vy € T
e poiché F' e isotona, per (ADII) si ha che F(z) < F(G(y) <y, YWweT,
ovvero F'(T) € un minorante per 7. Infine essendo G isotona, per la (ADI),

siha T < G(F(Z)) < G(t).

(2) La funzione G dell’enunciato € ben definita poiché (X, <) € un reticolo
completo e quinsi esiste \/ {i’ﬂ € X|F(z) < y}, Vy € Y. Inoltre e chiaro che
G conserva l'ordine, quindi € un funtore. Per verificare che F' 4 (G, si deve
dimostrare che valgono le disuguaglianze di aggiunzione (ADI) e (ADII).
Sea€ X,a € {z e X|F(z) < F(a)}, pertanto a < \/ {z € X|F(z) <
F(a)} = F(a ). Sia ora b € Y; poiché F' conserva sup arbitrari, allora
F(G(b)) = F(\ {z € X|F(z) -c:b} V{F(z)|lz € X: F(z) <b} <b.

Per 'unicita, supposto che esista G’ : Y — X isotona tale che F 1 G,
alloraVz € X eVy € Y risultano verificate per F e G’ (ADI) e (ADII), cioe
r < G'(F(z)) ed F(G'(y)) <y. Ma, poiché F 4 G, allora valgono (ADI)
e (ADII) per F' e G, pertanto, essendo GG e G’ funzioni isotone, si ha che,
Vy €Y, G(y)) < G'(F(G(y) < G'(y) e G'(y) < G(F(G'(y)) < G(y). Per
doppia disuguaglianza segue che G = G’.

(3) La funzione F' dell’enunciato € ben definita poiché (Y, <) & un reticolo
completo, allora esiste A {y cYlr <G (y)}, Vx € X; e chiaro che F' con-
serva l’ordine, quindi € un funtore. Per dimostrare che F' 4 (G, si devono
verificare (ADI) ed (ADII). Sia a € X; poiché G conserva intersezioni arbi-
trarie, alloraa < A{G(y)|y€Y:a <Gy} =G(A{veY|a < G(y)}) =
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G(F(a)). Sebe Y, allora b € {y € Y/G(b) < G(y)}, quindi F(G(b)) =

Ay eY/G(b) <Gy} <b.
L’unicita della F' si dimostra analogamente a quella di G in (2).

OSSERVAZIONE 3.2.2. Dall’unicita nel Teorema del Funtore Aggiunto
e dall’Esempio 1.8.12 segue che gli operatori powerset classici associati ad
un’applicazione f : A — B sono esprimibili I’'uno in funzione dell’altro nel
modo seguente |

fFX)=AN{YCB|f(Y)2X}, VXCA

ed
fmY)=\/{X CA|f7(X)CY}, V¥ C B.

PROPOSIZIONE 3.2.3. La categoria opposta della categoria delle algebre
di De Morgan, DMrg, é (isomorfa ad) una categoria concreta.

DIMOSTRAZIONE. Indichiamo con DMOp la categoria avente come
oggetti algebre di De Morgan e come morfismi fra gli oggetti L ed L'
i morfismi di semireticoli superiori completi aventi aggiunta a destra che
commuta con l’involuzione che inverte 'ordine in L ed L’. Evidentemente,
DMOp e una categoria concreta, in quanto ogni oggetto L individua uni-
vocamente l'insieme L, ogni morfismo f € DMOp(L, L") individua uni-
vocamente la funzione f : L — L’. Osserviamo, innanzitutto, che se f €
DMrg°” (L, L"), cio equivale a dire che f°°? : L' — L & un morfismo di
algebre di De Morgan, avente, per il Teorema del Funtore Aggiunto, ag-
giunta a sinistra A : L — L' che € un morfismo di semireticoli superiori
completi e pertanto, h € DMOp(L,L’). Inoltre, sempre per il Teorema
del Funtore Aggiunto, ogni morfismo f € DMOp(L, L) ha aggiunta a de-
stra f” : L' — L che & un morfismo di semireticoli inferiori completi, che,
commutando per ipotesi con I'involuzione che inverte 'ordine in L ed L' e
anche un morfismo di semireticoli superiori completi, ovvero un morfismo di
reticoli completi; inoltre, f” poiché commuta con I’'involuzione che inverte
'ordine € un morfismo di algebre di De Morgan, quindi determina un mor-
fismo k € DMrg® (L, L"), tale che k°? = f”. Pertanto, le corrispondenze
che associano ad ogni

L € |DMrg?| +— F(L)=1L
e ad ogni
f e DMrg®(L,L") — F(f)=h
con h aggiunto a sinistra di f°P, definiscono un funtore
F:DMrg? — DMOp.
Analogamente, le corrispondenze che associano ad ogni

L€ | DMOp| — G(L)=1L
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e ad ogni
f e DMOp(L,L') — G(f) =k
con f" = kP aggiunto a destra di f, definiscono un funtore
G : DMOp — DMrg”.

Inoltre, dall’unicita del funtore aggiunto (a sinistra e a destra) segue
che

FoG=1pmop © GoF = lpmMrger.

Allora
F : DMrg — DMOp

& un isomorfismo, ovvero DMrg® e DMOp sono categorie isomorfe.

LEMMA 3.2.4. Siano Y, Z due reticoli completi ed f : Y — Z una
funzione.

Se f é suriettiva e conserva \/ (/\, rispettivamente), allora per l’ag-
giunta a destra (a sinistra, rispettivamente) di f, g : Z — Y, st ha che
vb,b' € Z

g(b) <g(t') &b V.

DIMOSTRAZIONE. Sia g(b) < g(b’) e sia b = f(a). Allora

b= f(a) < f(g(f(a)) < f(g(®) < f(g(¥")) < V.

Il viceversa vale banalmente essendo g un’applicazione isotona.

La dimostrazione e analoga nella versione alternativa indicata in par-
entesi.

PROPOSIZIONE 3.2.5. Siano Y e Z due reticoli completie sia f : Y — 2

una funzione che conserva \/. Allora, indicata con g : Z — Y [’aggiunta a
destra di f, st ha

(1) f é iniettiva & go f = 1iy.
(2) f € surettiva <= fog = tz.
(3) f é bigettiva & g= f~1.
DIMOSTRAZIONE. “«<" Tale implicazione & evidente in (1), (2) e (3).

“—” Per il Teorema del Funtore Aggiunto, Vb € Z, Ya € Y, risulta:

g(b) = \/ {a’ € Y|f(a') < b}

ed
fla) = N\ {¥' € Zla < g(v')}.



64 Anna Frascella - Cosimo Guido

(1) Dal Lemma 3.2.4 segue che Va € Y, si ha
go f(a) = g(f(a))
= \/{a' € Y|f(a') < f(a)}
= \/ {o €eY|d <a}
= a.

Quindi
go f(a) =a=1iy(a), Va €Y.

(2) Dal Lemma 3.2.4 segue che, Vb € Z, risulta
fog(b) = f(g(b))
= N\ {¥ € Z|g(b) < g(v')}

=N\{t ezp<t'}
= b.

Pertanto
fog(b) =b=1iz(b), Vbe Z.

(3) Poiché f e un’applicazione bigettiva, esiste ed & unica 1’'inversa di f,
f~teda (1) e (2) segue che f~! =g,

PROPOSIZIONE 3.2.6. Siano Y e Z due reticoli completie siag: Z — Y
una funzione che conserva N\. Allora, indicata con f :Y — Z l'aggiunta a
sinistra di g, si ha

(1) g é iniettiva < fog=1ig.
(2) g € suriettiva < go f = iy.
(3) g ¢ bigettiva < f =g 1.
DIMOSTRAZIONE. “<«=" Tale implicazione & evidente in (1), (2) e (3).
“=” (1) Dal Lemma 3.2.4 segue che Vb € Z si ha
fog(d) = flg(b))
= N\ {¥ € Z|g(b) < g(¥)}

= \{¥t' € Z]b<¥'}
= b

Quindi,
fogb) =b=1iz(b), Vbe Z.
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(2) Dal Lemma 3.2.4 segue che Va € Y, risulta
go f(a) = g(f(a))
=\/{d e YIf(d) < f(a)}

-=V{ﬂI€Yﬂr£ﬂ}
= a

Pertanto
go fla) =a=1iy(a), Va€eY.
(3) Poiché f € un’applicazione bigettiva, dall’unicita dell’inversa di f e da
(1) e (2) segue la tesi.

PROPOSIZIONE 3.2.7. Se Y e Z sono reticoli completi ed f :' Y — Z
& un morfismo di reticoli completi bigettivo, allora f~1 é un morfismo di
reticoli completi, quindi f e un isomorfismo di reticoli completa.

DIMOSTRAZIONE. Essendo f un morfismo di reticoli completi, f con-
serva \/ e A. Inoltre, poiché f & bigettiva, per 3.2.5 (3), f~! & I'aggiunta a
destra di f, quindi conserva A, e per 3.2.6 (3) f~! & I’aggiunta a sinistra di
f e pertanto conserva \/, ovvero ¢ un morfismo di reticoli completi.

PROPOSIZIONE 3.2.8. Se (Y,V,A, L, T,k) e (Z,V,A, L, T,K) sono al-
gebre di De Morgan ed
f:Y—-2

e un morfismo di algebre di De Morgan bigettivo, allora f~' & un morfismo
di algebre di De Morgan, quindi f e un isomorfismo di algebre di De Morgan.

DIMOSTRAZIONE. Poiché per la Proposizione 3.2.7 f~! & un morfismo
di reticoli completi, per ottenere la tesi basta verificare che f~! commuta
con le involuzioni che invertono l'ordine in Y e Z.

Se a € Z, si ha
k(a) = fo f~(k(a))
e posto b = f~!(a), essendo f un morfismo di algebre di De Morgan, risulta
f(b) =fof Ha)=a=r(fof ' (r(a) = f(k(f " (k(a))))
quindi, per l'iniettivita di f |
b= r(f""(k(a)))

e componendo a destra per s

k(b) = k(f71(a)) = 7 (k(a)).

PROPOSIZIONE 3.2.9.

(1) Una funzione isotona f : Y — Y é auto-aggiunta se e solo se é
autoinversa.
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2) Sef:Y > Zeg:Z —Y sono funzioni isotone e se f - g, allora
g L=
fog ego f sono idempotents.

DIMOSTRAZIONE. (1)

fAfevyeY :  f(fly) <y < f(fy)

& 2 =iy,
(2)VyeY
gofogofly)=g(fog(f(y))
< g(f(y))
=go f(y)
<go flgo f(y))
=go fogo f(y).

Analogamente, Vz € Z

fogofog(z)= fog(fog(z))

< flgo f(g(2)))
= fogo fog(2).

- 3.3. Algebre di Heyting Complete, Frames e Locales

DEFINIZIONE 3.3.1. Sia (X, <) un reticolo completo.
(X, <) verifica la prima legge di distributivita infinita, se soddisfa
la condizione

(ILDoo) an\/S=\/{anslse€S}, Vac X, VSC X.

(X, <) verifica la seconda legge di distributivita infinita, se sod-
disfa la condizione

(IILDoo) aV/\Sz /\{av,ﬂs S S}, Vae X, VS C X.

Un reticolo completo che verifica la (ILDoo) (la (IILDoo), rispettiva-
mente) si dice frame (coframe, rispettivamente).

EsemMPIO 3.3.2. (a) VX € |Set|, P(X) verifica entrambe le leggi di
distributivita infinita. Infatti VA C X, VF C P(X):

AU (ﬂ}“) = () (AUF)

FeF
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AH(UF) = | JANnF).

FeF

(b) Se (X, 7) € uno spazio topologico, come osservato in 3.1.5, 7 &€ un reticolo
completo. Si verifica inoltre che 7 soddisfa (ILDoo); infatti, V.F C 7 risulta

\/F=JF e \F=Int (ﬂ:ﬁ)

quindi in particolare, VP, Q) € T:
PAQ=PNQ.

Allora tenendo conto anche dell’Esempio 3.3.2 (a), si ha, evidentemente,
VAerT

an(\VF)=an(UF)=U{AnFIFe F} = \/{ANF|F € F}.

(¢) Analogamente si puo vedere che la famiglia dei chiusi di uno spazio
topologico verifica la (ITLDoo).

In generale un frame non e detto che sia un coframe e viceversa, come
mostra il seguente esempio.

EsempiO 3.3.3. Sia (N, 7) lo spazio topologico dato da N con la topolo-
gia cofinita 7. Posto

P, =N\{2t}, te Ny ed A=N\ {0}
allora risulta P, € 7, Vit € Ngped A € 7, ma

(/\ Pt)vA—A

teNg
mentre

A (PvA)=N

tENp
ovvero T non verifica (IILDoo), quindi non e un coframe, mentre da 3.3.2
(b) segue che 7 e un frame.

Analogamente, prendendo la famiglia dei chiusi di tale topologia si ha
un esempio di coframe che non e un frame.

PROPOSIZIONE 3.3.4. Ogni algebra di Heyting completa verifica la prima
legge di distributivita infinita (ILDoo).

DIMOSTRAZIONE. Sia (X,V,A, L, T,—)un’algebra di Heyting comple-
ta e sia a € X.
Consideriamo le funzioni

f: X—-X, 22— f(z)=aAzx

g: X —- X, zr— g(z) =a— z.
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Allora f e g sono funtori e risulta
fg
Infatti: Ve € X
flglz))=fla—z)=aN(a—>x)=ahz<=x

r<(a—z)=(a—a)A(a— 1)
=a — (aAx)

=g(a A z) = g(f(z)).

Pertanto, g conserva A e f conserva \/ e quindi

an\/5=f(\/8) =\ {fs)lse S} =\ {ans|se s}

PROPOSIZIONE 3.3.5. Un reticolo completo (X, <) che verifica la prima
legge di distributivita infinita (ILDoo) é un’algebra di Heyting.

DIMOSTRAZIONE. Sia, Va € X,
Jo: X = X

definita da
r— fo(x) =aAz.

Allora f, conserva /\, quindi per il Teorema del Funtore Aggiunto ha
aggiunta a destra g, : X — X e risulta

fa(9a(@)) <z, Yy < ga(fa(®)), Yo,y € X.

Posto
a—b=yg,0), Vbe X

segue che

r<a—b= x<g,(b)

= fo(z) < fa(ga(b)) <b
= aNANx<b

e viceversa
aNx<b= f,(x)<b

= z < ga(fa(z)) < ga(b)
= rz<a—b

ovvero X € un’algebra di Heyting.

PROPOSIZIONE 3.3.6.

(1) Se (X, <) é un’algebra di De Morgan, allora (X, <) € un frame se
e solo se (X, <) & un coframe.
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(2) Se (X, <) éun’algebra di Boole completa, allora (X, <) é un frame
ed un coframe.

DIMOSTRAZIONE. (1) “=" Siano b€ X e T C X, allora dalle ipotesi
segue che

|
A
Kl
o
o
>
<
—_—
&

l
g
N
N
~—
~—

5 (\/ {5(6) A5t € T})
— /\ {k(k(b) Ak(t))|t € T}
= N\ {pvifte T}

ovvero che X soddisfa (IILDoo), quindi X & un coframe.

“<" La tesi si dimostra analogamente.

(2) La tesi segue dalla parte (1) e dalla Proposizione 2.5.10, poiché ogni
algebra di Boole completa e un’algebra di De Morgan.

Indichiamo con Frm la categoria concreta avente per oggetti i frames e
per morfismi le funzioni che conservano A e \/.

Indichiamo con CoFrm la categoria concreta avente per oggetti i co-
frames e per morfismi le funzioni che conservano A e V.

OSSERVAZIONE 3.3.7. Secondo le definizioni date in precedenza e chiaro
che se X, Y sono due oggetti di \/-CLat o /A -CLat o Frm o CoFrm, o
CLat ese f : X — Y e un morfismo nella corrispondente categoria, f € un
isomorfismo in tale categoria se e solo se f & bigettivaed f~' : Y — X &
un morfismo della stessa categoria.

Evidentemente, con le notazioni del paragrafo 2.3 VX,Y € |CoFrm)| si
ha

Is(CLat(X,Y)) C Is(CoFrm(X,Y)) C Is(/\ -CLat(X,Y))
e VX,Y € |Frm)| |
Is(CLat(X,Y)) C Is(Frm(X,Y)) C Is(\/-CLat(X,Y)).

Possiamo verificare che tali inclusioni sono, in realta, delle uguaglianze.
Infatti, vale il seguente risultato.

PROPOSIZIONE 3.3.8. Se (X, <) ed (Y, <) sono reticoli completi ed f :
X — Y e bigettiva, allora sono equivalenti le sequenti condizions:

(i) f e\ -SLat(X,Y).
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(i) f € CLat(X,Y).
(ii3) f € \-SLat(X,Y).

DIMOSTRAZIONE. “(2) = (#2)” Per il Lemma 2.3.11 f conserva e riflette
I'ordine. Se allora S C X, verifichiamo che f (\/S) =V f~(95).

Infatti f(s) < f(VS),Vse€ S. Se f(s) <a, Vs €S, allora s < f~(a),
Vs € S, quindi VS < f~!(a) e pertanto f(\/S) < a. Analogamente si
verifica che f conserva A.

L’implicazione “(ii7) = (i2)” e analoga.

“(i1) = (1) e “(i1) = (414)” sono ovvie.

COROLLARIO 3.3.9. Se X,Y sono oggetti delle categorie considerate
come richiesto nei vari cast, allora

Is(CoFrm(X,Y)) = Is(CLat(X,Y)) = Is(Frm(X,Y))
Is(/\ -CLat(X,Y)) = Is(CLat(X,Y)) = Is(\/ -CLat(X,Y)).

DIMOSTRAZIONE. La precedente proposizione permette chiaramente di
verificare che I's(CLat(X,Y’)) contiene ciascuno degli altri insiemi elencati.

EsempIO 3.3.10. Sia f € Top((X,7), (X', 7")). Dall’Esempio 3.3.2 (b)
segue che 7,7 € |Frml| e risulta che ’operatore powerset inverso classico
associato ad f ristretto a 7’ e ridotto a 7, ovvero f~ : 7/ — 7 € un morfismo
da 7" in 7 in Frm; infatti se A C 7’ e B,C € 7/ allora risulta

- (\/A) _ f- (UA) = J{r-laea} =\/(f7)" )

e
FfT(BAC)=fT(BNC)=f"(B)Nf~(C)=f7(B)Af~(C).
OSSERVAZIONE 3.3.11. Dall’Esempio 3.3.10 segue che le corrispondenze
(X,7) e |Top| — —(X,7)=7
ed

f€Top((X,7),(T,8)) +— «(N)=f:6—7

definiscono un funtore controvariante

—: Top — Frm.

Osserviamo che ogni frame e un’algebra di Heyting ed € un reticolo
completo; tuttavia Frm non e sottocategoria né di Heyt né di CLat, come
mostrano 1 seguenti esempi.

EsSeMPIO 3.3.12. Siano (R, ) ed (R, 7) spazi topologici su R, con ¢ la
topologia discreta e 7 la topologia naturale. Allora A = {(—E, €)le € I[%.;.} C
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7 e ig € Top((R,d),(R,7)). Per 'Esempio 3.3.10 allora i~ € Frm(,J).
Ora

i (/\.A) =0# {0} = A {i~(4)|A € A}

ovvero ¢~ non € un morfismo di reticoli completi da 7 in 9.

Dalla Proposizione 2.5.3 si deduce che per una arbitraria topologia o
su S pensata come frame, si ha

A—,B=|J{X€edlAnX C B},
quindi, in particolare,
A—; B=(S\A)| JB.

Ora presi A = (—00,0) e B = (0, +o0) risulta
A—.B=B e A-—sB=][0,+00)
e risulta
i" (A —,;B)=B#[0,+) =17 (A) —s i (B)

ovvero ¢~ non € un morfismo di algebre di Heyting da 7 in 4.

OSSERVAZIONE 3.3.13. Se f € Top((X,7),(X’,7')) & un omeomorfis-
mo, allora f= € un morfismo di reticoli completi e di algebre di Heyting,
oltre che di frame.

Indichiamo con Loc la categoria opposta di Frm. Quando un’algebra
di Heyting completa si pensa come oggetto della categoria Loc essa si dice
anche locale. Da cio segue che 1 termini locale, frame o algebra di Heyting
completa denotano lo stesso tipo di struttura.

OSSERVAZIONE 3.3.14. Le corrispondenze
(X,7) € |Top| +— 7(X,7)=1
ed
fe Tﬂp((X, 7), (T, 5)) —  7(f)
tale che
(r()) " =Ff:6—>r

definiscono un funtore

T: Top — Loc.
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3.4. Reticoli Completamente Distributivi

DEFINIZIONE 3.4.1. Un reticolo (L, <) completo si dice completamen-
te distributivo se sono verificate le sequenti condizioni ¥(J;)ier, con I, J; €

|Set|, Vi € I,
(€D AV a;= \ Aaise
el jeJd; fell Ji iel
cpm) \/ Aaj= A Vasu
i€l jEJ; fell Jiiel

dove per ogni i € I e per ogni j € J;, a;j € L ed f € |]J; significa che
f:I—J;,c; Ji tale che per ognii € I, f(1) € J;.

LEMMA 3.4.2. Se (L, <) é un reticolo completo, allora sono equivalenti
le sequenti proprieta

() (L, <) verifica (CDI).
(1) (L, <) verifica la sequente condizione, VI, J € |Set|,

€DY) A Vaij=V Azire

iel jeJ feJliel
dove z;; € L,Viel eje J.

DIMOSTRAZIONE. “(i1) = (2)” V(J;)ier € Y(xij)ier.jet;, con ;5 € L,
Vi EIe‘w’jEJi,pDniamﬂJ:UiEfJi ex;j =L1lsejeJ\J.

Allora risulta
AV zii=\V =i

iel jeJ; icl jeJ
Inoltre, se f € J'\T],; Ji allora esiste i € I per cui f(i) ¢ J; e quindi
Tip() = allora si ha /\ie ; Tif(i) = L. Petanto, facendo il sup al variare di

f € J!, gli unici contributi non nulli sono forniti dalle funzioni f € [ Licr Y
quindi
\/ /\ Lif(i) = \/ /\ Lif (i)
feJliel fe€ll;e; Ji i€l
Quindi per la (CDI’) risulta

AV = AV

i€l jeJ; el jed

=V Az

Fe€llies Jit€l

“(1) = (i1)” E’ ovvio perche la condizione (CDT’) si ottiene dalla (CDI)
come caso particolare, quando J; = J, Vi € I.
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LEMMA 3.4.3. Se (L, <) ¢ un reticolo completo, allora sono equivalents
le sequenti proprieta

(1) (L, <) verifica (CDII).
(i2) (L, <) verifica la seguente condizione, VI, J € [Set|,

(CDIII) \/ A Lig = /\ \/ Lif(4)
icl jeJ feJiiel
dove x;; € L,Viel ejeJ.

DIMOSTRAZIONE. La dimostrazione si ottiene dualizzando quella del
Lemma 3.4.2.

PROPOSIZIONE 3.4.4. Se (L,<) é un reticolo completo, allora sono
equivalenti le sequenti proprieta
(¢) (L, <) verifica (CDI).
(17) (L, <) verifica (CDII).

DIMOSTRAZIONE. “(i) = (i7)” Per i lemmi 3.4.2 e 3.4.3 & sufliciente
dimostrare che “(CDT') = (CDII").

Sia quindi (z;;)ier jes una qualsiasi famiglia di elementi di L. Osservi-
amo intanto che \,.; Aic;Tij < Njegr Vier Tipey- Infatti, Aio;zi; <
Zif(i), Vi € I, Vf € JT, quindi V;c; Ay @i < Ve Tigay, Vf € J'.

Viceversa, Vi € I ed f € J! poniamo Yfi = Tif(), allora poiché per
ipotesi L verifica (CDI’) si ha

/\ vxif{.t.)'_'" /\ vyfi — \/ /\ Yo (f)-

feJiiel feJtiel velll feJ!

Inoltre per ogni ¥ € I’ esite i € I tale che (zij)jes sia una sotto-
famiglia della famiglia (ysy(f)) regr: infatti, Vip € I, jo € J, considerata
una funzione fy : I — J tale che fy(ig) = jo e una funzione vy : J I' s I
tale che 1y (fo) = o si ha

Liogo = Ligfo(io) = Yfoio = Yforvo(fo)-

Pertanto si ha che per ogni ¢ € [ J' esiste i € I tale che si abbia
A fegt Yro(h) < A\ ies Tij- In definitiva si ottiene la disugualgianza

V' A v <V A zi;
pell! fed! iel jeJ

che prova la tesi.

“(44) = (2)” Si dimostra per dualita.

ESEMPIO 3.4.5. (a) (P(X),C) & un reticolo completo e completamente
distributivo.

(b) ([0, 1], <) e un reticolo completo completamente distributivo.
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(c) Su una circonferenza considerati due punti o ed m, si orientino da o ad m
le semicirconferenze che insistono sul diametro om, indicate rispettivamente
con K ed H; sia inoltre mp un segmento orientato da m verso p giacente
sul prolungamento del diametro om dalla parte di m, denotato con N. Sia
L =HUKUN. Su L si definisca la relazione d’ordine:

a<b < a precedeb in K,H o N, oppure a € K UH ebe& N.

Se a, b sono due elementi non confrontabili allora si ha

aVb=meaAb=o.

La coppia (L, <) e un reticolo, con minimo o e massimo p. Si vede
facilmente che L & un reticolo completo, in quanto ogni sottoinsieme di L
ha sup e inf, ma L non e un reticolo distributivo, in quanto, se prendiamo
a,be K, con a <b, a#b, non confrontabili con ¢ € H, si ha

aV(bAc)=aVo=a

mentre
(aVb)A(aVec)=bAm=1»b
e quindi (L, <) non & un reticolo completamente distributivo.

(d) Dall’Esempio 3.3.3 segue che se 7 e la topologia cofinita su N, poiché
essa non verifica la (IILDoo), allora essa non pud soddisfare neanche la
completa distributivita.

DEFINIZIONE 3.4.6. Se (L, <) é un reticolo ed x,y € L allora si dice
che y coprex se x <y, x # y e non esiste z € L tale che x < z <y, con

T #F 2 Fy.

PROPOSIZIONE 3.4.7. Ognt catena completa € completamente distribu-
tiva.

DIMOSTRAZIONE. Se (L, <) € una catena completa, per il Lemma 3.4.2
basta che verifichiamo la condizione (CDI’).

Sia (%ij)ic1,jes una famiglia di elementi di L e sia A;.; V,c;Zij =,
allora resta da provare che y =\ (. ;1 \i&; Zif(i)-

y & un maggiorante per { \,.; Z; 75| f € J?} in quanto, per come & stato

. . _ 21
definito y risulta A;c; Tifi) < Nier Vjes Tig =y, Vf € J°.

Consideriamo, ora, un altro maggiorante, u, cioé sia M\, ; Tifu) < u,
VfeJl.

Se fosse u < y, u # y, allora sarebbe u < V,;zij e u # V. c; Tij,
Vi € I, quindi, Vi € I esisterebbe un elemento z;;,, con j; € J, tale che
u < Tij,, U # ;. Associando ad ogni ¢ € I un tale indice, j;, si otterrebbe
una funzione

fu:I"—}J: ?"“__}fu(i)z.}'z
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tale che u < x;¢, (i), U # Tif, (i), V¢ € I. Si avrebbe allora

u< N\ zira) <,
el

cioe u = N\,;c; Tif, (i)-

Inoltre si verificherebbe che y copre u. Infatti considerato un elemento
u' € L tale che u < u' <y con v’ # y, allora per i medesimi argomenti usati
per u esisterebbe f,, € J! tale che ' = Nicr Tif.. i)-

Inoltre, poiché A\, ; zifi) < u, Vf e J I seguirebbe che u’ < u, ovvero
u' =u. Oradau < z;5, (i), U # Tif, (i), VI € I, poiché y copre u si avrebbe
Y < Tif, i), Vi € 1.

In definitiva si otterrebbe y < Aie 7 Tif. (i) = u < y e questo e assurdo
avendo supposto u # v.

Indichiamo con CDLat la sottocategoria piena di CLat i cui oggetti
sono 1 reticoli completi e completamente distributivi.

PROPOSIZIONE 3.4.8. Se (L, <) é un reticolo completamente distributi-
vo, allora ogni sottoreticolo completo di (L, <) é completamente distributivo.

DIMOSTRAZIONE. Sia (5, <) un sottoreticolo completo di L; poiché per
ogni F' C S esiste supg F' = sup; F' € S ed esiste infg F' = inf; F' € S,
segue che (5, <) € completamente distributivo.

Data una famiglia di insiemi ordinati (L;, <);ecr e considerato il prodotto
el
si puo definire una relazione d’ordine su er ; Li ponendo, Vs, € l_L: L;

s<t & s(i) <t(i), Viel.

L’eventuale esistenza di strutture reticolari di un qualche tipo su cias-
cun L; comporta che la relazione d’ordine su definita induca un’analoga
struttura di reticolo sul prodotto. In particolare formuliamo esplicitamente
il seguente risultato

PROPOSIZIONE 3.4.9. Se ogni L; e un reticolo completo e completamente
distributivo, allora anche il prodotto (Hie 1 Li, < ) e un reticolo completo
completamente distributivo.

DIMOSTRAZIONE. VS C ﬂiE ; L si ha

(\/ s) (i) = \/ {s(5)|s € S} e (/\ ,5') (i) = N\ {s(@)|s €S}, Viel
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Se poi § = ((saB)seB, Jaca € una famiglia di famiglie di elementi del
prodotto, allora dalla completa distributivita in ogni L; segue che Vi € [

V A sas| @)=V N sas®

acA BeB, acA BeB,

/\ \/ S&w(&) (E)

MEH&EA Bﬂ’ CEEA

/\ \/ Saw(ﬂ) (E)

WEHHEA B(H €A




