
CAPITOLO 3

Completezza e Distributività nei Reticoli

3.1. Reticoli Completi

DEFINIZIONE 3.1.1. Un insieme ordinato (X, <) con almeno due ele­
menti è un reticolo completo se VF C X esistono 1\ F E X e VF E
X.

ESEMPIO 3.1.2. (a) Il reticolo banale 2 è un reticolo completo. Più in
generale ogni reticolo finito è completo.

(b) ([O, l], <) è un reticolo completo.

(c) Se X '" 0, (P(X), Cl è un reticolo completo, infatti per ogni :F famiglia
di sottoinsiemi di X esistono

(d) Il reticolo dei sottospazi di uno spazio vettoriale è un reticolo completo,
infatti comunque presa una famiglia di sottospazi esiste il sup della famiglia
dato dal sottospazio somma ovvero dal più piccolo sottospazio che contiene
tutti questi sottospazi. L'intersezione insiemistica dei sottospazi è il loro
inf.

PROPOSIZIONE 3.1.3. Se (X, <) è un insieme ordinato allora sono equiv-
alenti le seguenti affermazioni:

(i) Ogni F C X ha sup.
(ii) Ogni F C X ha inf.

DIMOSTRAZIONE. "(i) =} (ii)" Osserviamo che l'esistenza del sup0
comporta l'esistenza del minimo 1- E X, così come l'esistenza del supX
comporta l'esistenza del massimo T E X.

Sia H C X e proviamo che esiste inf H. Indichiamo con

F = {x E Xix < h, per ogni h E H}

l'insieme dei minoranti di H. Poiché 1. E F, allora F '" 0. Per ipotesi,- -
inoltre, essendo F C X, esiste h = sup F. Proviamo che h E F. Sia
h E H, allora x < h, \Ix E F, ovvero h è un maggiorante per F, quindi- -
h = supF < h, da cui segue, per l'arbitrarietà di h, che h E F. Pertanto,
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e

- -
h = maxF, ovvero h = illf H.

"(ii) =} (i)" Si ottiene per dualità dalla precedente. D

Dalla proposizione precedente discende che non esistono semireticoli
completi che non siano anche reticoli completi.

DEFINIZIONE 3.1.4. Sia (X, <) un reticolo completo e H C X.
H si dice sottoreticolo completo di X se per ogni A C H si ha

inf A E H, sup A E H.
X x

H si dice sottosemireticolo completo superiormente o anche V­
completo (rispettivamente completo inferiormente o Il-completo) se
per ogni A C H si ha

sup A E H (rispettivamente, inf A E H).
x x

E' evidente che ogni sottosemireticolo V-completo (A-completo, rispet­
tivamente) contiene .l (T, rispettivamente).

ESEMPIO 3.1.5. Sia X un insieme e T una topologia sU X. (7, C) è un
reticolo completo, infatti per ogni famiglia di aperti il sup è l'unione usuale
fra insiemi e Finf è l'interno dell'intersezione usuale fra insiemi.

(r, Cl è, inoltre, un sottosemireticolo V-completo di (P(X), C ) ed è
un sottoreticolo; possiamo, sinteticamente, dire che è un sottoreticolo V­
completo di (P(X), C ). In generale, però, (T, Cl non è un sottoreticolo
completo.

PROPOSIZIONE 3.1.6. Sia (X, <) un reticolo completo e " una involu­
zione che inverte l'ordine in X.

Allora valgono le leggi di De M organ (infinite), cioè ifA C X

"(VA) = I\,,~(A) = 1\ Ha)laE A}

"(I\A) = V,,~(A) = V{,,(a) la E A}

DIMOSTRAZIONE. a < VA, Ifa E A=} " (V A) < ,,(a), Ifa E A.
m < ,,(a), Ifa E A =} a < ,,(m), Ifa E A =} VA < ,,(m) =} m < ,,(V A).
Quindi" (V A) è il più grande dei minoranti di ,,- (A), ovvero" (V A) =

Il {,,(a)la E A}.
Analogamente si dimostra l'altra legge di De Morgan.

D

Considerazioni analoghe a quelle fatte per dimostrare la Proposizione
2.3.15, portano ad affermare che la precedente proposizione, considerando
anche il caso A = 0, esprime il fatto che K, è un isomorfismo tra il reticolo
completo (X, <) e il suo opposto.
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Indichiamo con CLat la categoria dei reticoli completi (considerati
come oggetti) i cui morfismi sono le funzioni che conservano V e /\ cioè, se
(X, <) e (Y, <) sono reticoli completi, i morfismi di CLat((X, <l, (Y, <l)
sono le funzioni

tali che, \lA C X:

f(VA)=Vr(A) e f(I\A)=l\r(A)

Indichiamo con CBool la categoria i cni oggetti sono le algebre di
Boole complete ed i cui morfismi sono le funzioni che conservano V, /\
e commutano con '.

Indichiamo con DMrg la categoria i cui oggetti, det.ti algebre di De
Morgan, sono reticoli completi muniti di una involuzione che inverte l'ordine
ed i cui morfismi da (X, V,I\, -i, T, K) a (Y, V,I\, -i, T, K) sono funzioni

f:X--->Y

che conservano V, 1\ e tali che

J(I«x)) = I<(J(x)), \Ix E X.

Evidentemente CBool è nna sottocategoria piena di CLat ed è anche
una sottocategoria piena di DMrg, in virtù della Proposizione 2.4.10. In­
oltre, è ovvio che DMrg è (isomorfa a) una sottocategoria di CLat (tramite
il funtore che "dimentica'Tinvoluzione K) che però non è una sottocategoria
piena. In effetti un morfismo di reticoli completi fra due algebre di De Mor­
gan non commuta necessariamente con l'involuzione che inverte Jlordine,
come mostra il seguente esempio.

ESEMPIO 3.1.7. Posto I = [O, Il e considerata 1<: I ---> I tale che I«x) =

1- x, 'rtx E I, si ha evidentemente che (I, <, K) è un'algebra di De Morgan.
La funzione f : I ---> I definita da

{
2X seO<x<j

f(x) 1+x se l < x < 1
2 3 - -

è un morfismo (anzi un isomorfismo) di CLat ma non commuta con }'in­
voluzione K.

OSSERVAZIONE 3.1.8. Se (X, <) e (Y, <) sono reticoli completi, le con­
dizioni

non sono equivalenti.
Si consideri ad esempio l'insieme N dei numeri naturali ed i reticoli

(completi) (P, C), (:F, C) ed (I, C) dove

P=P(N), :F= {N} U {FC NIWI < w}, I= {A C NIN\A E:F}.
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L'inclusione j::F ---+ p conserva /\ ma non conserva V, mentre l'inclu­
sione l : I ---+ p conserva Vma non conserva /\.

Infatti se A C:F allora I\FA = nA e se IUAI = w allora VFA = N.
Si ha allora It'A C :F: j (I\FA) = j (n A) = nA = I\p A = I\pr(A)

mentre se IUAI = w e UA l' N: j (VFA) = j(N) = N l' UA = VP A =
Vpr(A).

Analogamente, osserviamo che se B C I allora VI B = UB e se IX \
nBI = w allora I\I B = 0.

Di conseguenza It'B C I: l (VI B) = l (UB) = UB = VP B
Vp 1- (B) mentre se nB l' 0 e IX \ nBI = w allora l (I\I B) = 1(0)
01' nB = I\p B = I\p l-(B).

Per la precedente osservazione e per la Proposizione 3.1.3, risulta op­
portuno considerare le seguenti categorie.

V-CSLat ha come oggetti i reticoli completi e come morfismi le funzioni
che conservano V.

1\ -CSLat ha come oggetti i reticoli completi e come morfismi le funzioni
che conservano /\.

3.2. Teorema del Funtore Aggiunto

Riprendiamo il concetto di aggiunzione fra funtori considerando in parti­
colare funtori fra categorie ordinate, cioè funzioni isotone fra classi ordinate,
già introdotto nell'Esempio l.8.1l.

TEOREMA 3.2.1 (Teorema del Funtore Aggiunto). Siano (X, <) e (Y, <)
insiemi ordinati o equivalentemente categorie ordinate piccole.

(1) Se F : X --; Y e G : Y --; X sono funzioni isotone o equivalente­
mente funtori da (X, <) in (Y, <) ed

F-jG

allora F conserva i sup esistenti in X e G conserva gli inf esistenti
in Y.

(2) Se (X, <) è un reticolo completo ed F : X --; Y conserva sup
arbitrari, quindi in particolare è un funtore, allora la funzione

G:Y--;X

definita It'y E Y da

G(y) = V{x E XIF(x) < y}

è l'unico funtore aggiunto a destra di F.
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(3) Se (Y, <) è un reticolo completo e G : Y -> X conserva inf
arbitrari, quindi in particolare è un funtore J allora la funzione

F:X->Y

definita 'Ix E X da

F(x) = 1\ {y E Ylx < G(y)}

è l'unico funtore aggiunto a sinistra di F.

DIMOSTRAZIONE. (1) Sia S C X, per il quale esista s = VS.
Si deve dimostrare che F(s) = F (V S) = V F~(S) = V {F(x)lx ES},

ovvero che F(s) è il più piccolo dei maggioranti per {F(x)lx E S}. Infatti:
sex E S, allora x < s; poichéFèisotona,alloraF(x) < F(s), pertantoF(s)
è un maggiorante per {F(x)lx E S}. Inoltre, se y E Y è un maggiorante
per {F(x) Ix E S}, allora F(x) < y, 'Ix E S e poiché G è isotona G(F(x)) <
G(y), quindi per per (ADI) si ha x < G(F(x)) < G(y), 'Ix E S. Pertanto
G(y) è un maggiorante di S, allora s = VS < G(y) e dal fatto che F è
isotona e da (ADII) segue che F(s) < F(G(y)) < y.

Sia ora T C Y, per il quale esista t = /\ T. Si deve avere che G(t) =
G (/\ T) = /\ G~(T) = /\ {G(y)ly E T}, ovvero che G(t) è il più grande
dei minoranti di {G(y)ly E T}; infatti: se y E T, allora t < Y ed essendo G

isotona, si ha che G(t) < G(y), cioè G(t) è un minorante di {G(y)ly E T}.
Inoltre, se x E X è un minorante per {G(y)ly E T}, allora x < G(y), Vy E T
e poiché F è isotona, per (ADII) si ha che F(x) < F(G(y)) < y, Vy E T,
ovvero F(x) è un minorante per T. Infine essendo G isotona, per la (ADI),
si ha x < G(F(x)) < G(t).

(2) La funzione G dell'enunciato è ben definita poiché (X, <) è un reticolo
completo e quinsi esiste V {x E XIF(x) < y}, Vy E Y. Inoltre è chiaro che
G conserva l'ordine, quindi è un funtore. Per verificare che F ., G, si deve
dimostrare che valgono le disuguaglianze di aggiunzione (ADI) e (ADII).
Se a E X, a E {x E XIF(x) < F(a)}, pertanto a < V {x E XIF(x) <
F(a)} = G(F(a)). Sia ora bE Y; poiché F conserva sup arbitrari, allora
F(G(b)) = F(V {x E XIF(x) < b} = V{F(x)lx E X: F(x) < b} < b.

Per l'unicìtà, supposto che esista G f
: Y ~ X isotona tale che F ., G f

,

allora 'Ix E X e Vy E Y risultano verificate per F e G' (ADI) e (ADII), cioè
x < G'(F(x)) ed F(G'(y)) < y. Ma, poiché F -I G, allora valgono (ADI)
e (ADII) per F e G, pertanto, essendo G e G' funzioni isotone, si ha che,
Vy E Y, G(y)) < G'(F(G(y)) < G'(y) e G'(y) < G(F(G'(y))) < G(y). Per
doppia disuguaglianza segue che G = G'.

(3) La funzione F dell'enunciato è ben definita poiché (Y, <) è un reticolo
completo, allora esiste /\ {y E Ylx < G(y)}, 'Ix E X; è chiaro che F con­
serva l'ordine, quindi è un funtore. Per dimostrare che F ., G, si devono
verificare (ADI) ed (ADII). Sia a E X; poiché G conserva intersezioni arbi­
trarie, allora a < /\ {G(y)ly E Y: a < G(y)} = G (/\ {y E Yla < G(y)}) =
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G(F(a)). Se b E Y, allora bE {y E Y/G(b) < G(y)}, quindi F(G(b))
1\ {y E Y/G(b) < G(y)} < b. .

L'unicità della F si dimostra analogamente a quella di G in (2). D

OSSERVAZIONE 3.2.2. Dall'unieità nel Teorema del Funtore Aggiunto
e dall'Esempio 1.8.12 segue che gli operatori powerset classici a~ociati ad
un'applicazione f : A ---+ B sono esprimibili l'uno in funzione dell'altro IleI
modo seguente

r(X) = 1\ {Y C Blr(y) =:> X}, 'IX C A

ed
r(y) = V{X C Alr(X) C Y}, VY C B.

PROPOSIZIONE 3.2.3. La categoria opposta della categoria delle algebre
di De Morgan, DMrgOP , è (isomorfa ad) una categoTia concreta.

DIMOSTRAZIONE. Indichiamo con DMOp la categoria avente come
oggetti algebre di De Morgan e come morfismi fra gli oggetti L ed L'
i morfismi di semireticoli superiori completi aventi aggiunta a destra che
commuta con l'involuzione che inverte l'ordine in L ed L'. Evidentemente,
DMOp è una categoria concreta, in quanto ogni oggetto L individua uni­
vocamente l'insieme L, ogni morfismo f E DMOp(L, L') individua uni­
vocamente la funzione f : L ----lo L'. Osserviamo, innanzitutto, che se f E
DMrgOP(L, L'), ciò equivale a dire che fOP : L' --; L è un morfismo di
algebre di De Morgan, avente, per il Teorema del Funtore Aggiunto, ag­
giunta a sinistra h : L ---t L' che è un morfismo di semireticoli superiori
completi e pertanto, h E DMOp(L, L'). Inoltre, sempre per il Teorema
del Funtore Aggiunto, ogni morfismo f E DMOp(L, L') ha aggiunta a de­
stra f" : L' ---t L che è un morfismo di semireticoli inferiori completi, che,
commutando per ipotesi con l'involuzione che inverte l'ordine in L ed L' è
anche un morfismo di semireticoli superiori completi, ovvero un morfismo di
reticoli completi; inoltre, f" poiché commuta con l'involuzione che inverte
l'ordine è un morfismo di algebre di De Morgan, quindi determina un mor­
fismo k E DMrgOP(L, L'), tale che kOP = f". Pertanto, le corrispondenze
che associano ad ogni

L E IDMrgOPI e---; F(L) = L

e ad ogni

f E DMrgOP(L, L') >---> F(f) = h

con h aggiunto a sinistra di f OP , definiscono un funtore

F : DMrgOP --; DMOp.

Analogamente, le corrispondenze che associano ad ogni

L E IDMOpl >---> G(L) = L
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e ad ogni

f E DMOp(L, L') >-----> G(f) = k

con f" = k"" aggiunto a destra di f, definiscono un funtore

G : DMOp -> DMrgOP
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Inoltre, dall'unicità del funtore aggiunto (a sinistra e a destra) segue
che

F o G = lDMOp e Go F = lDMrg"P'

Allora

F : DMrgOP -> DMOp

è un isomorfismo, ovvero DMrgOP e DMOp sono categorie isomorfe. D

LEMMA 3.2.4. Siano Y, Z due reticoli completi ed f : Y -> Z una
funzione.

Se f è suriettiva e conserva V (/\, rispettivamente), allora per l'ag­
giunta a destra (a sinistra, rispettivamente) di f, 9 : Z -> Y, si ha che
Vb, b' E Z

g(b) < g(b') <* b < b'.

DIMOSTRAZIONE. Sia g(b) < g(b') e sia b = f(a). Allora

b = fra) < f(g(f(a))) < f(g(b)) < f(g(b')) < b'.

Il viceversa vale banalmente essendo 9 un'applicazione isotona.
La dimostrazione è analoga nella versione alternativa indicata in par-

entesi. D

PROPOSIZIONE 3.2.5. Siano Y e Z due reticoli completi e sia f : Y -> Z
una funzione che conserva V. Allora, indicata con 9 : Z ---+ Y l'aggiunta a
destra di f, si ha

(1) f è iniettiva <* go f = iy.
(2} f esund(,ita # fO!J = iz·
(3) f è bigettiva <* 9 = f-l.

DIMOSTRAZIONE. "",," Tale implicazione è evidente in (1), (2) e (3).

",*" Per il Teorema del Funtore Aggiunto, Vb E Z, 'la E Y, risulta:

g(b) = V {a' E Ylf(a') < b}

ed

fra) = 1\ {b' E Zia < g(b')}
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(l) Dal Lemma 3.2.4 segue che Va E Y, si ha

go fra) = g(J(a))

= V{a' E Ylf(a') < f(a)}

= V{a' E Yla' < a}

= a.

Quindi

go f(a) = a = iy(a), Va E Y.

(2) Dal Lemma 3.2.4 segue che, Vb E Z, risulta

f o g(b) = f(g(b))

= 1\ {b' E Zlg(b) < g(b')}

= 1\ {b' E Zlb< b'}

= b.

Pertanto

f o g(b) = b = iz(b), Vb E Z.

(3) Poiché f è un'applicazione bigettiva, esiste ed è unica l'inversa di j,
f-l e da (l) e (2) segue che r ' = g. O

PROPOSIZIONE 3.2.6. Siano Y e Z due reticoli completi e sia 9 : Z --> Y
una funzione che conserva f\. Allora, indicata con f : Y --> Z l'aggiunta a
sinistra di g, si ha

(l) 9 è iniettiva {? f og = iz·
(2) 9 è suriettiva {? go f = iy.
(3) 9 è bigettiva {? f = g-l.

DIMOSTRAZIONE. "ç," Tale implicazione è evidente in (l), (2) e (3).

"=}" (l) Dal Lemma 3.2.4 segue che Vb E Z si ha

f o g(b) = f(g(b))

= 1\ {b' E Zlg(b) < g(b'l}

=1\ {b' E Zlb < b'}

= b.

Quindi,

f o g(b) = b = iz(b), Vb E Z.
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(2) Dal Lemma 3.2.4 segue che Va E Y, risulta

go fra) = g(J(a))

= V{a' E Ylf(a' ) < f(a)}

= V{a' E Yla' < a}

= a.

Pertanto
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go fra) = a = iy(a), Va E Y.

(3) Poiché f è un'applicazione bigettiva, dall'unicità dell'inversa di f e da
(1) e (2) segue la tesi. O

PROPOSIZIONE 3.2.7. Se Y e Z sono reticoli completi ed f : Y --> Z
è un morfismo di reticoli completi bigettivo, allora 1-1 è un morfismo di
reticoli completi, quindi f è un isomorfismo di reticoli completi.

DIMOSTRAZIONE. Essendo f un morfismo di reticoli completi, f con­
serva V e f\. Inoltre, poiché f è bigettiva, per 3.2.5 (3), f-l è l'aggiunta a
destra di f, quindi conserva /\, e per 3.2.6 (3) f-l è l'aggiunta a sinistra di
1 e pertanto conserva Vl ovvero è un morfismo di reticoli completi. D

PROPOSIZIONE 3.2.8. Se (Y, V, /\,.L, T,I<) e (Z, V, /\,.L, T,I<) sono al­
gebre di De M organ ed

f:Y-->Z

è un morfismo di algebre di De Morgan bigettivo, allora f-I è un morfismo
di algebre di De Morgan, quindi f è un isomorfismo di algebre di De Morgan.

DIMOSTRAZIONE. Poiché per la Proposizione 3.2.7 f-l è un morfismo
di reticoli completi, per ottenere la tesi basta verificare che f-l commuta
con le involuzioni che invertono Pordine in Y e Z.

Se a E Z, si ha
I«a) = f o rl(I«a))

e posto b = f-I (a), essendo f un morfismo di algebre di De Morgan, risulta

f(b) = f o rl(a) = a = I<(J o rl(I«a))) = f(I«r ' (I«a))))

quindi) per Piniettività di f
b = I«rl(I«a)))

e componendo a destra per ti,

I«b) = I«rl(a)) = rl(I«a)).

O

PROPOSIZIONE 3.2.9.

(1) Una funzione isotona f : Y --> Y è auto-aggiunta se e solo se è
autoinversa.
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(2) Se f : Y ~ Z e 9 : Z ~ Y sono funzioni isotone e se f -I g, allora
f o 9 e 9 o f sono idempotenti.

DIMOSTRAZIONE. (1)

f -I f <* 'fy E Y : f(J(y)) < Y < f(J(y))

f 2 .
{::> =Zy.

(2) 'fy E Y

go f o 9 o f(y) = g(J o g(J(y)))

< g(J(y))

=gof(y)

<gof(gof(y))

=gofogof(y)·

Analogamente, 'fz E"Z

fogofog(z) = fog(Jog(z))

< fog(z)

= f(g(z))

< f(g o f(g(z)))

= f o 9 o f o g(z).

o

" 3.3. Algebre di Heyting Complete, Frames e Locales

DEFINIZIONE 3.3.1. Sia (X, <) un reticolo completo.

(X, <) verifica la prima legge di distributività infinita, se soddisfa
la condizione

(ILDoo) a/\VS=V{a/\slsES}, 'fa E X, 'fSCx.

(X, <) verifica la seconda legge di distributività infinita, se sod­
disfa la condizione

(IILDoo) a V /\ S = /\ {a V sls E S}, 'fa E X, 'fS C X.

Un reticolo completo che verifica la (ILDoo) (la (IILDoo), rispettiva­
mente) si dice frame (coframe, rispettivamente).

ESEMPIO 3.3.2. (a) 'fX E ISetl, P(X) verifica entrambe le leggi di
distributività infinita. Infatti 'fA C X, 'fF C P(X):

AU(nF)= n(AUF)
FEF
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An (UF) = U(AnF).
FE:F
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(b) Se (X, T) è uno spazio topologico, come osservato in 3.1.5, T è un reticolo
completo. Si verifica inoltre che T soddisfa (ILDoo); infatti, VF C T risulta

VF=UF e !\F=Int(n F)
quindi in particolare, tiP, Q E T:

PAQ=pnQ.

Allora tenendo conto anche dell'Esempio 3.3.2 (a), si ha, evidentemente,
VA E T

AA (V F) =An (UF) =U{AnFIFE F} =V{AAFIFE F}.

(c) Analogamente si può vedere che la famiglia dei chiusi di uno ·spazio
topologico verifica la (IILDoo).

In generale un frame non è detto che sia un coframe e viceversa, come
mostra il seguente esempio.

ESEMPIO 3.3.3. Sia (N, T) lo spazio topologico dato da N con la topolo­
gia cofinita T. Posto

P, = N \ {2t}, t E No ed A = N \ {O}

allora risulta P, ET, Vt ENo ed A ET, ma

(~oPt)VA=A
mentre

!\ (P, V A) = N
t.ENo

ovvero T non verifica (IILDoo), quindi Don è un coframe, mentre da 3.3.2
(b) segue che T è un frame.

Analogamente, prendendo la famiglia dei chiusi di tale topologia si ha
un esempio di coframe che non è un frame.

PROPOSIZIONE 3.3.4. Ogni algebra di Heyting completa verifica la prima
legge di distributività infinita (ILDoo).

DIMOSTRAZIONE. Sia (X, V, A, -.L, T, --» un'algebra di Heyting compIe­
taesiaaEX.

Consideriamo le funzioni

f : X --> X, x>----> f(x) = a A x

g: X --> X, X >----> g(x) = a --> x.
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Allora f e 9 sono funtori e risulta

f -1 g.

Infatti: 'Ix E X

f(g(x)) = f(a~ x) =all (a~x) =allx < x

x < (a ~ x) = (a ~ a) Il (a ~ x)

=a~(allx)

= g(a Il x) = g(f(x)).

Pertanto, 9 conserva /\ e f conserva V e quindi

ali VS= f(VS) = V{I(s)ls E S} = V{allslsE S}.

D

PROPOSIZIONE 3.3.5. Un reticolo compteto (X, <) che verifica la prima
legge di distributività infinita (ILDoo) è un'algebra di Heyting.

DIMOSTRAZIONE. Sia, Va E X,

fa: X ~ X

definita da
x>---> fa(x) = a Il x.

Allora fa conserva /\, quindi per il Teorema del Funtore Aggiunto ha
aggiunta a destra ga : X ~ X e risulta

fa(ga(x)) < x, y < g,,(!a(Y)) , vx,y E X.

Posto
a ~ b = g,,(b), Vb E X

segue che

x < a ~ b'* x < ga(b)

'* fa(x) < fa(ga(b)) < b

'* allx<b

e VIceversa

a Il x < b'* fa(x) < b

'* x < ga (fa (x)) < ga(b)
::::} x < a ---t b

ovvero X è un'algebra di Heyting. D

PROPOSIZIONE 3.3.6.

(1) Se (X, <) è un'algebra di De Morgan, allora (X, <) è un frame se
e solo se (X, <) è un coframe.
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(2) Se (X, <) è un'algebra di Boole completa, allora (X, <) è un lrame
ed un eoframe.

DIMOSTRAZIONE. (1) ",*" Siano b E X e T C X, allora dalle ipotesi
segue che

bv (/\T) = I«+V (/\T)))
= 1« I«b) i\ (I< (/\ T) ))
= 1« I«b) i\ (V (I<-(T))) )

= I< (V {I«b) i\ l«t)lt E T})

= /\ {I< (I«b) i\ 1« t)) It E T}

= /\ {b V tlt E T}

ovvero che X soddisfa (IILDoo), quindi X è un coframe.

"{::::" La tesi si dimostra analogamente.
(2) La tesi segue dalla parte (1) e dalla Proposizione 2.5.10, poiché ogni

algebra di Boole completa è un'algebra di De Morgan. D

Indichiamo con Frm la categoria concreta avente per oggetti i frames e
per morfismi le funzioni che conservano 1\ e V.

Indichiamo con CoFrm la categoria concreta avente per oggetti i co­
frames e per morfismi Je funzioni che conservano /\ e V.

OSSERVAZIONE 3.3.7. Secondo le definizioni date in precedenza è chiaro
che se X, Y sono due oggetti di V-CLat o i\ -CLat o Frm o CoFrm, o
CLat e se f : X ---+ Y è un morfismo nelia corrispondente categoria, f è un
isomorfismo in tale categoria se e solo se I è bigettiva ed l-l : Y ~ X è
un morfismo della stessa categoria.

Evidentemente, con le notazioni del paragrafo 2.3 'IX, Y E ICoFrml si
ha

1s(CLat(X, Y)) C 1s(CoFrm(X, Y)) C 1s(/\ -CLat(X, Y))

e 'IX, Y E IFrml

1s(CLat(X, Y)) C 1s(Frm(X, Y)) C 1s(V -CLat(X, Y)).

Possiamo verificare che tali inclusioni sono, in realtà, delle uguaglianze.
Infatti, vale il seguente risultato.

PROPOSIZIONE 3.3.8. Se (X, <) ed (Y, <) sono reticoli completi ed I :
X ---+ Y è bigettiva, allora sono equivalenti le seguenti condizioni:

(i) I E V -SLat(X, Y).
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(ii) i E CLat(X, Y).
(iii) i E /\ -SLat(X, Y).

DIMOSTRAZIONE. "(i) =} (ii)" Per il Lemma 2.3.11 i conserva e riflette
l'ordine. Se allora S C X, verifichiamo che i (V S) = Vi-(S).

Infatti i(8) < i (V S), '18 E S. Se i(8) < a, '18 E S, allora 8 < i-'(a),
'18 E S, quindi VS < i-' (a) e pertanto i (V S) < a. Analogamente si
verifica che i conserva l\.

L'implicazione "(iii) =} (ii)" è analoga.

"(ii) =} (i)" e "(ii) =} (iii)" sono ovvie. D

COROLLARIO 3.3.9. Se X, Y 8ono oggetti delle categorie considerate
come richiesto nei vari casi, allora

18(CoFrm(X, Y)) = 18(CLat(X, Y)) = 18(Frm(X, Y))

18(/\ -CLat(X, Y)) = 18(CLat(X, Y)) = Is(V -CLat(X, Y)).

DIMOSTRAZIONE. La precedente proposizione permette chiaramente di
verificare che 18(CLat(X, Y)) contiene ciascuno degli altri insiemi elencati.

D

ESEMPIO 3.3.10. Sia i E Top((X, T), (X', T')). Dall'Esempio 3.3.2 (b)
segue che T, T' E IFrml e risulta che l'operatore powerset inverso classico
associato ad f ristretto a T' e ridotto a T, ovvero j- : T' -t T è un morfismo
da T'in T in Frm; infatti se A C T' e B: C E T' allora risulta

e

r(B 1\ C) = r(B nc) = r(B) n r(C) = r(B) 1\ r(C).

OSSERVAZIONE 3.3.11. Dall'Esempio 3.3.10 segue che le corrispondenze

(X, T) E ITopl >-> ~ (X, T) = T

ed

i E Top((X,T), (T,b)) f---> ~ (I) = r: b --> T

definiscono un funtore controvariante

+-: Top -t Frm.

Osserviamo che ogni frame è un'algebra di Heyting ed è un reticolo
completo; tuttavia Frm non è sottocategoria né di Heyt né di CLat, come
mostrano i seguenti esempi.

ESEMPIO 3.3.12. Siano (IR, b) ed (IR, T) spazi topologici su IR, con b la
topologia discreta e T la topologia naturale. Allora A = {(-<, <)1< E R+} C
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T e '1< E Top((IR, o), (IR, T)). Per l'Esempio 3.3.10 allora i~ E Frm(T, o).
Ora

ovvero i- non è un morfismo di reticoli completi da T in o.
Dalla Proposizione 2.5.3 si deduce che per una arbitraria topologia u

su S pensata come frame, si ha

A --+u B = U{X E ulAnX CB},

quindi, in particolare,

A --+. B = (S \ A) UB.

Ora presi A = (-00, O) e B = (O, +00) risulta

A --+T B = B e A --+. B = [O, +00)

e risulta

ovvero i- non è un morfismo di algebre di Heyting da T in o.

OSSERVAZIONE 3.3.13. Se f E Top ((X, T), (X', T')) è un omeomorfis­
mo, allora f~ è un morfismo di reticoli completi e di algebre di Heyting,
oltre che di frame.

Indichiamo con Loc la categoria opposta di Frm. Quando un'algebra
di Heyting completa si pensa come oggetto della categoria Loc essa si dice
anche locale. Da ciò segue che i termini locale, frame o algebra di Heyting
completa denotano lo stesso tipo di struttura.

OSSERVAZIONE 3.3.14. Le corrispondenze

(X, T) E ITopl >--> T(X, T) = T

ed

fETop((X,T),(T,o)) >--> TU)

tale che

(TU))"P = r :o --+ T

definiscono un funtore

T : Top ---jo Loc.
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3.4. Reticoli Completamente Distributivi

DEFINIZIONE 3.4.1. Un reticolo (L, <) completo si dice completamen­
te distributivo se sono verificate le seguenti condizioni V(Ji)iEI, con I, Ji E
ISetl, Vi E I,

(CDI) 1\ Vai; = V 1\ ai!(i)
iE! jE), ierI li iEI

(CDII) V 1\ ai; = 1\ Vai!(i)
iEI jEJi ierI J i iEI

dove per ogni i E I e per ogni j E Ji , ai; E L ed I E n J i significa che
I: I ~ UiEI J i tale che per ogni i E I, I(i) E 1;.

LEMMA 3.4.2. Se (L, <) è un reticolo eompleto, allora sono equivalenti
le seguenti proprietà

(i) (L, <) verifica (CDI).
(ii) (L, <) verifica la seguente condizione, VI, J E ISetl,

(CDI') 1\ V Xi; = V 1\ Xi!(i)
iEljE.! fEJ'iE/

dove Xij E L, Vi E I e j E J.

DIMOSTRAZIONE. "(ii) ~ (i)" V(Ji)iEl e V(Xi;)'E/,;EJ" con Xi; E L,
Vi E I e Vj E J i , poniamo J = U'EI Ji e Xi; = -l se j E J \ Ji .

Allora risulta

1\ V Xi; = 1\ V Xi;
iEI jE.h iEI jEJ

Inoltre, .e I E JI \ n iEI Ji allora esiste, E I per cui 1(') fj Ji e quindi
xi!(i) = -l allora si ha AiEI Xi!U) = -l. Petanto, facendo il sup al variare di

I E JI, gli unici contributi non nulli sono forniti dalle funzioni I E niEI Ji ,
quindi

V 1\ Xi!(i) = V 1\ Xif(i)·
lE)] iEI fEfLEl Ji iEI

Quindi per la (CDI') risulta

1\ V Xi; = 1\ V Xi;
iEi lE'}i iEI jE)

= V 1\ Xif(i)
feJl iEI

V 1\ Xi!(i)·
fETI iE ! li iEI

•

"(i) ~ (ii)" E' ovvio perchè la condizione (CD!') si ottiene dalla (CDI)
come caso particolare, quando Ji = J, Vi E I. D
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LEMMA 3.4.3. Se (L, <) è un reticolo completo, allora sono equivalenti
le seguenti proprietà

(i) (L, <) verifica (CDII).
(ii) (L, <) verifica la seguente condizione, VI, J E ISetl,

(CDII') V1\ Xij = 1\ VXif(i)

iEljEJ IEJ] iEl

dove Xij E L, Vi E I e i E J.

DIMOSTRAZIONE.
Lemma 3.4.2.

La dimostrazione SI ottiene dualizzando quella del
O

PROPOSIZIONE 3.4.4. Se (L, <) è un reticolo completo, allora sono
equivalenti le seguenti proprietà

(i) (L, <) verifica (CDI).
(ii) (L,<) verifica (CDII).

DIMOSTRAZIONE. "(i) =? (ii)" Per i lemmi 3.4.2 e 3.4.3 è sufficiente
dimostrare che "(CDI') =? (CDIf).

Sia quindi (Xij )iE/ ,jEJ una qualsiasi famiglia di elementi di L. Osservi­
amo intanto che V iEl AjEJ Xij < AfEl' V iEl xif(i)' Infatti, A jEJ Xij <
xif(i), Vi E I, 'IfE Jl, quindi ViElAjEJXij < ViE/Xif(i), Vf E JJ

Viceversa, Vi E I ed f E Jl poniamo Yfi = xif(i), allora poiché per
ipotesi L verifica (CDI') si ha

1\ Vxif(i) = 1\ VYfi = V 1\ Yf"U)'
IEJ! iEl IEJ] iEl t/JEIJ1 IEJ]

Inoltre per ogni 7/J E IJ' esite i E I tale che (Xij)jEJ sia una sotto­
famiglia della famiglia (YN(f))fEJl: infatti, Vio E I, io E J, considerata
una funzione fo : I ~ J tale che fo(io) = io e una funzione 7/Jo : Jl ~ I

tale che 7/Jo Uo) = io si ha

Xiojo = xiofo(io) = YJo'io = Y/o1JJo(fo)'

Pertanto si ha che per ogni 7/J E I J1 esiste i E I tale che si abbia
A fE Jl YNU) < A jEJ Xij' In definitiva si ottiene la disugualgianza

V 1\ YNU) < V1\ Xij
'l/JE[J] lE.!] iEl JEJ

che prova la tesi.

"(ii) =? (i)" Si dimostra per dualità. O

ESEMPIO 3.4.5. (a) (P(X), C) è un reticolo completo e completamente
distributivo.

(b) ([0,1], <) è un reticolo completo completamente distributivo.
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(c) Su una circonferenza considerati due punti o ed m, si orientino da o ad m
le semicirconferenze che insistono sul diametro Dm, indicate rispettivamente
con K ed H j sia inoltre mp un segmento orientato da m verso p giacente
sul prolungamento del diametro om dalla parte di m, denotato con N. Sia
L = H U K U N. Su L si definisca la relazione d'ordine:

a <b ç} a precede b in K, H o N, oppure a E K u H e b E N.

Se a, b sono due elementi non confrontabili allora si ha

a V b = m e a /\ b = o.

La coppia (L, <) è un reticolo, con minimo o e massimo p. Si vede
facilmente che L è un reticolo completo, in quanto ogni sottoinsieme di L
ha sup e inf, ma L non è un reticolo distributivo, in quanto, se prendiamo
a, b E 1(, con a < b, a :I b, non confrontabili con c E H, si ha

a V (b /\ c) = a V o = a

mentre

(a V b) /\ (a V c) = b /\ m = b

e quindi (L, <) non è un reticolo completamente distributivo.

(d) Dall'Esempio 3.3.3 segue che se T è la topologia cofinita su N, poiché
essa non verifica la (IILDoo), allora essa non può soddisfare neanche la
completa distributività.

DEFINIZIONE 3.4.6. Se (L, <) è un reticolo ed x, y E L allora si dice
che y copre x se x < y, x :j:. y e non esiste z E L tale che x < z < y, con
xf'zf'y.

PROPOSIZIONE 3.4.7. Ogni catena completa è completamente distribu­
tiva.

DIMOSTRAZIONE. Se (L, <) è una catena completa, per il Lemma 3.4.2
basta che verifichiamo la condizione (CDI').

Sia (Xij)iEI,jEJ una famiglia di elementi di L e sia AiE! VjE.J Xij = y,

allora resta da provare che y = VfEJI !\;Èr Xif(i)'

y è un maggiorante per {AiE! xif(i) If E J I} in quanto, per come è stato
definito y risulta AiE! Xif(i) < AiE! VjEJ Xij = y, 'IfE J'.

Consideriamo, ora, un altro maggiorante, u, cioè sia AiEI Xif(i) < U,

Vf E JI

Se fosse u < y, u f' y, allora sarebbe u < VjEJ Xi, e u f' VjEJ Xij,

Vi E I, quindi, 'rii E I esisterebbe un elemento Xijp con ji E J, tale che
u < Xijp U :I Xiji· Associando ad ogni i E I un tale indice, ii, si otterrebbe
una funzione

fu : I ~ J, i r---> fu(i) = ji
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tale che u < Xi!.(i), U i Xi!. (i) , 'Ii E I. Si avrebbe allora

u < /\ Xifu(i) < 'lL,

iEl

75

cioè ti. = !\iE! xifu(i)·

Inoltre si verificherebbe che y copre 'lL. Infatti considerato un elemento
u' E L tale che u < u' < y con u' =F y, allora per i medesimi argomenti usati
per u esisterebbe fu, E JI tale che u' = !'IiEl Xi!.,(i)'

Inoltre, poiché !\iE! x';,j(i) < u, 'tif E J/, seguirebbe che u' < u, ovvero
u' = u. Ora da u < xifu(i), U =F Xifu(i) , 'Vi E I, poiché y copre u si avrebbe
y < Xi!.(i), 'Ii E I.

In definitiva si otterrebbe y < !'IiEl Xi!,,(i) = U < Y e questo è assurdo
avendo supposto u i y.

D

Indichiamo con CDLat la sottocategoria piena di CLat i cui oggetti
sono i reticoli completi e completamente distributivi.

PROPOSIZIONE 3.4.8. Se (L, <) è un reticolo completamente distributi­
vo, allora ogni sottoreticolo completo di (L, <) è completamente distributivo.

DIMOSTRAZIONE. Sia (S, <) un sottoreticolo completo di L; poiché per
ogni F C S esiste sUPs F = sUPL F E S ed esiste infs F = infL F E S,
segue che (S, <) è completamente distributivo. D

Data una famiglia di insiemi ordinati (Li, <)iE! e considerato il prodotto

II Li = { s : I -; ULi Is(i) E Li} ,

iE!

si può definire una relazione d'ordine su ITiEI Li ponendo, 'Vs, t E fL Li

s < t .,. s(i) < t(i), 'Ii E I.

L'eventuale esistenza di strutture reticolari di un qualche tipo su cias­
cun Li comporta che la relazione d'ordine su definita induca un'analoga
struttura di reticolo sul prodotto. In particolare formuliamo esplicitamente
il seguente risultato

PROPOSIZIONE 3.4.9. Se ogni Li. è un reticolo completo e completamente
distributivo, allora anche il prodotto (ITiEI Li, < ) è un reticolo completo
completamente distributivo.

DIMOSTRAZIONE. 'IS C niEI Li si ha

(V S) (i) = V{s(i)ls E S} e (I\S) (i) = 1\ {s(i)ls E S}, 'Ii E I.
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Se poi S = ((S.")"E8. ).EA è una famiglia di famiglie di elementi del
prodotto, allora dalla completa distributività in ogni Li segue che Vi E I

(i) = V /\ s." (i)
aEA I3EBn

/\ V S.w(.)(i)

wE[J oEA Bo< aEA

/\ VS.w(.) (i).
wEn ne A Bu aEA

D


