CAPITOLO 1

- Categorie e Funtori

1.1. Categﬁrie

DEFINIZIONE 1.1.1. Una categoria, C, ¢ definita dai sequenti dati:

- Una classe Ob(C) (o |C|), i cui elementi sono detti oggetti del-
la categoria C e sono, di solito, indicati con le lettere maiuscole
dell’alfabeto, A, B,C,--- € |C|.

- Una classe Mor(C), i cui elementi sono detti morfismi ed una
funzione

C:|C| x |C| — P(Mor(C))

che associa ad ogni coppia di oggetti (A, B), un insieme C(A, B)
contenuto nella classe dei morfismz, 1 cut elementi sono detti mor-
fismi dall’oggetto A (detto dominio) nell’oggetto B (detto codo-

minio) e si indicano con
f:A— B oppure VN
St richiede, inoltre, che
{C(A,B)|A,B € |C|, C(A,B) # 0}

sta una partizione di Mor(C). C(A, B) é anche, a volte, denotato
con Morc(A, B).
- Una legge di composizione parziale
o: Mor(C) x Mor(C) — Mor(C)

che soddisfa le sequenti condizioni: se f € C(A,B), g € C(B,(C),

esiste

o(f,g) =go f e C(AC)

Inoltre “o” ¢ associativa, ovvero se f € C(A, B), g € C(B,C),
h € C(C, D), allora

ho(gof)=(hog)of.
- Per ogni A € |C|, esiste
14 € C(AA)
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detto morfismo identico (o identita) di A, tale che Vf € C(A, B)
e Vg € C(C, A) risulta

fola=fedlypog=yg.

OSSERVAZIONE 1.1.2. Sia C una categoria. VA € |C|, d|14 € C(A4, A),
morfismo identico di A. Infatti,se iqg € C(A, A) & un altro morfismo identico
di A, per le proprieta dei morfismi identici si ha

?:AZ?:AC'lA:lA.

EsSeMPIO 1.1.3. (a) Set ¢ la categoria degli insiemi, i cui oggetti sono
gli insiemi ed i cui morfismi sono le funzioni fra insiemi che si compongono
secondo la usuale composizione di funzioni. Le identita sono le funzioni
identiche.

Indichiamo con FSet la categoria avente per oggetti gli insiemi finiti
e per morfismi le funzioni fra di essi. Composizione ed identita, in questo
come negli esempi dei successivi punti (b)-(i) ed (m), sono le stesse che in
Set.

(b) SGrp ¢ la categoria dei semigruppi, in cui gli oggetti sono i semigruppi
ed i morfismi sono gli omomorfismi tra semigruppi.

(c) Mon e la categoria dei monoidi, in cui gli oggetti sono i monoidi ed i
morfismi sono gli omomorfismi tra monoidi.

(d) Grp e la categoria dei gruppi in cui gli oggetti sono i gruppi ed i mor-
fismi sono gli omomorfismi tra gruppi.

(e) Rng & la categoria degli anelli in cui gli oggetti sono gli anelli ed i
morfismi sono gli omomorfismi tra anelli, cioe le funzioni che conservano la
somma e il prodotto.

(f) Field e la categoria avente per oggetti i campi e per morfismi gli omo-
morfismi di campi, ovvero le funzioni che conservano le due leggi di compo-
sizione.

(g) Vec e la categoria degli spazi vettoriali 1 cui oggetti sono gli spazi vet-
toriali su un qualsiasi campo ed i cui morfismi sono le applicazioni lineari
(si noti il punto 3. dell’Osservazione 1.1.4).

(h) Top ¢ la categoria degli spazi topologici in cui gli oggetti sono gli spazi
topologici ed i morfismi fra gli oggetti (5, o), (I, 7) sono le applicazioni

f:85->T
che soddisfano la seguente condizione
fT(A)={zeS|f(z) e A} €0, VAET,
ovvero sono le applicazioni continue da (S, o) in (7, 7).

(i) pTop ¢ la categoria avente per oggetti gli spazi topologici puntati, ovvero
le coppie formate da uno spazio topologico e da un punto fissato nel sostegno
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dello spazio; i morfismi sono le funzioni continue che portano il punto fissato
nel primo oggetto nel punto fissato nel secondo.

(1) hTop e la categoria avente per oggetti gli spazi topologici e per morfismi
le classi di omotopia di funzioni continue.

(m) Altri esempi di categorie si ottengono considerando Set e selezionando
la classe deil morfismi; si indicano ad esempio con:

- << Set la categoria avente per oggetti tutti gli insiemi e per
morfismi solo le funzioni iniettive.

- >> Set la categoria avente per oggetti tutti gli insiemi e per
morfismi solo le funzioni suriettive.

- = Set la categoria avente per oggetti tutti gli insiemi e per mor-
fismi solo le funzioni bigettive.

(n) O & la categoria vuota, in cui |0 = () e Mor(0) = 0.

1 ¢ la categoria avente un solo oggetto, |1| = {A}, ed un solo morfismo.
Mor(1) = {14}.

2 ¢ la categoria avente due soli oggetti, |2| = {A, B } e due soli morfismi,
Mor(2) = {14,1p} e cosi via- - -

Tali categorie sono dette categorie discrete.

(0) Ogni classe X puo essere rivista come categoria, che indichiamo con X
in cuil

0 se T # Y

(2} sex=y ° l, =2 ed xox ==,

X| = X, X(z,) = {
ovvero, in esse i soli morfismi sono le identita. Se X e un insieme finito, tale
categoria rientra nell’esempio precedente.

(p) Se (M, e) € un monoide, con e elemento neutro, (M, e) € una categoria
M con un solo oggetto

M| ={M}, M(M,M)=M, 1y =e ed yoz=yeuz.

(q) Matg e la categoria avente per oggetti tutti i numeri naturali e per
morfismi fra gli oggetti m ed n, l'insieme di tutte le matrici m X n in un
fissato campo K, le identita 1,, : n — n, n € N, sono le matrici diagonali
unitarie n X n e la composizione “o” e il prodotto righe per colonne. Si
noti che, a differenza dell’Esempio (g), non si puo considerare K arbitrario,

altrimenti Mat g (m, n) non sarebbe un insieme.

(r) Rel ¢ la categoria avente per oggetti gli insiemi e per morfismi le relazioni
binarie fra insiemi. In Rel, per ogni R C X XY ed § C Y X Z, con
X,Y,Z € |Rel|, la composizione fra morfismi & ’'usuale composizione fra
relazioni SoR C X x Z, definita da

(r,z) € SoR & dyeY : xRy e ySz
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che & una legge di composizione associativa; il morfismo identita di ogni
oggetto, cioe di ogni insieme, e la relazione di uguaglianza nell’insieme stes-
SO.

(s) Un insieme pre-ordinato, (X, <), € una categoria, indicata con X, in
cui la classe degli oggetti € X stesso ed in cui 'insieme dei morfismi da un
oggetto x € X ad un oggetto y € X e

X(;E ,y) _ { {(.E,?;)} sex <Y

0 altrimenti ’ l, = (z,2) e (y,2)0(x,y) = (z,2).

OSSERVAZIONE 1.1.4. 1. Se C ¢ una categoria, VA € |C|, I'insieme di
tutti i morfismi da A in se stesso, C(A, A), con la legge di composizione “o”
e una struttura algebrica; precisamente (C(A, A), r:n) e un monoide.

2. Per le categorie (b)-(i) ed (m) dell’Esempio 1.1.3, i morfismi fra due
oggetti nella categoria costituiscono un sottoinsieme dell’insieme dei mor-
fismi fra i sostegni delle due strutture nella categoria Set. Inoltre, la com-
posizione in tali categorie ¢ data dalla composizione in Set, ed 1 morfismi
identita sono le identita in Set.

3. Se(V,+,:)e (W,+,") sono due spazi vettoriali su campi diversi, allora
VEC((K +, ')3 (VV'.! +f1 IIr)) = @

e c10 accade anche se 1 sostegni del due spazi coincidono, cioe V = W. Vec,
pertanto, fornisce un esempio di categoria in cui l'insieme dei morfismi fra
due oggetti fissati puo essere vuoto. Altri esempi di questo tipo sono (n),
(0) ed (s).

DEFINIZIONE 1.1.5. Sta C una categoria.

C st dice piccola se la classe degli oggetti di C € un insieme.

C si dice connessa se C(A,B) # 0, VA, B € |C|.

C st dice disereta se gli unici morfismi sono 1 morfismi identics.
C si dice monoide se ha un solo oggetto, ovvero |C| = {A}.

OSSERVAZIONE 1.1.6. 1. In particolare, una categoria discreta si puo
identificare con la sua classe degli oggetti (si veda 1’Esempio 1.1.3 (0)); se
una categoria e discreta e piccola, allora essa puo essere identificata con
'insieme che costituisce la sua classe degli oggetti.

2. Il termine categoria monoide trova giustificazione nel fatto che una tale
categoria, C, si puo identificare col monoide dei morfismi dell’unico oggetto
A in se stesso (C(A4, A),-) (si veda I’Esempio 1.1.3 (p) e ’Osservazione
1.1.4).

3. Affinché un insieme munito di una relazione (X, <) sia una categoria,
nel senso dell’Esempio 1.1.3 (s), € necessario e sufficiente che la relazione
sia, di pre-ordine; infatti la transitivita della relazione equivale all’esistenza
della composizione dei morfismi, mentre la riflessivita equivale all’esistenza
delle identita.
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La seguente definizione descrive formalmente tale situazione.

DEFINIZIONE 1.1.7. Una categoria C e detta quast ordinata o pre-
ordinata se verifica la sequente proprieta:

IC(X,Y)| <1, VX,Y €|C]|.

In tal caso, nella classe degli oggetti di C, |C|, resta definita la seguente
relazione <:

X<Y & CWX,Y)#£0, VX,Y € |C|.

Dall’esistenza della composizione fra morfismi in C, segue che < e una
relazione transitiva; inoltre, poiché per ogni X € |C| esiste il morfismo
identico su X, 1x, allora la relazione < e riflessiva. Quindi < € una relazione
di pre-ordine e la classe degli oggetti di C con tale relazione é pre-ordinata.

Affinche questa relazione definita su |C| sia una relazione d’ordine, oc-
corre e basta che C verifichi una condizione un po piu forte della precedente,
cioe:

IC(X,Y)UC(Y,X)| <1, VX,Y € |C|.

In tal caso la categoria si dice ordinata. Se nella disuguaglianza prece-
dente si verifica, in particolare, 'uguaglianza, per ogni X,Y € |C]|, allora
< e una relazione d’ordine totale. Se C e una categoria ordinata, la classe
degli oggetti di C & ordinata e si indica con (|C|, <).

DEFINIZIONE 1.1.8. Una categoria C st dice concreta se ogni oggetto
A di C individua univocamente un insieme u(A) ed ogni morfismo f €
C(A, B) individua univocamente una funzione

u(f) : u(A) — u(B)

dall’insteme corrispondente ad A nellinsieme corrispondente a B, in modo

tale che Vf € C(A, B), Vg € C(B,C), si abbia

u(go f) =ulg) ou(f)
e VA € |C| risulti
u(la) = 1ya) : u(A) — u(A).

Spesso il morfismo f e la funzione u(f) si indicano con lo stesso simbolo.

La maggior parte delle categorie analizzate nell’Esempio 1.1.3 sono cat-
egorie concrete. Ad esempio, la categoria dei gruppi, Grp, ¢ una catego-
ria concreta: infatti ad ogni gruppo (G, *) si pud associare il sostegno G
ed ogni omomorfismo di gruppi &€ un’applicazione tra i sostegni dei gruppi
considerati.

DEFINIZIONE 1.1.9. Sia C una categoria.
Una sottocategoria D di C, indicata con D C C, € una categoria in cui:

ID|C|C| e D(A,B)C C(A,B), VA,Be|D

la composizione € la restrizione a Mor(D) della composizione in Mor(C)
ed © morfismi tdentici in D sono i morfismi identict in C.
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D e una sottocategoria piena di C se
D(A,B)=C(A,B), VA,Be€|D|.

OSSERVAZIONE 1.1.10. Se D & una sottocategoria (piena) di C ed E &
una sottocategoria (piena) di D, allora evidentemente E € una sottocatego-
ria (piena) di C.

ESEMPIO 1.1.11. Alcuni esempi di sottocategoria sono:
(a) FSet C Set, ed e piena.

(b) Mon C SGrp: infatti, ogni monoide ¢ un semigruppo ed ogni omo-
morfismo di monoidi € un omomorfismo di semigruppi che porta 1’elemento
neutro della prima struttura nell’elemento neutro della seconda. Mon, pero,
non e una sottocategoria piena di SGrp, infatti si ha che un’applicazione
fra 1 sostegni di due monoidi che sia un omomorfismo di semigruppi € un
omomorfismo di monoidi solo se verifica 1'ulteriore condizione relativa al-
I’elemento neutro, non automaticamente realizzata.

(¢) Grp C Mon ed é piena.
(d) Grp C SGrp ed & piena.

OSSERVAZIONE 1.1.12. Se E C D C C ed E e piena sia in C che in D
cio non implica che D sia piena in C, come mostra facilmente 1’esempio in

cul C = SGrp, D = Mon ed E = Grp.

DEFINIZIONE 1.1.13. Sia C una categoria. Se esiste una relazione
d’equivalenza ~ in Mor(C) tale che

fE€C(A,B) geC(B,C)efr~f, gn~g
Y
f'€C(A,B) ¢ €C(B,C) egof~gof

allora si definisce categoria quoziente di C relativamente alla relazione
~, denotata con C/ ~, la categoria avente per oggetti i medesimi oggetti di
C e per morfismi le classi di equivalenza dei morfismi di C.

ESEMPIO 1.1.14. hTop e la categoria quoziente di Top relativamente
alla relazione di omotopia definita da:

f,g: S —T continue, f~qg & AH : S x I — T continua t.c.
H(s,0) = f(s), H(s,1) =g(s), Vse€&s.

DEFINIZIONE 1.1.15. Siano C; e Co due categorie. Si definisce cate-
goria prodotto di C; per Cs, tndicata con C, X Cs, la categoria avente
come classe degli oggetti il prodotto cartesiano delle classi degli oggetti di
Cl € Cg,

|C1 X Ca| = |Cy X |Cof

e come morfismi fra gli oggetti (A, X), (B,Y), le coppie (f,g), tali che
f € Cl(A'.rB) e g e CZ(X'; Y)
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Se (f,h) € C1 xCa((A, X), (B,Y)) e(g,k) € C1 xCs((B,Y), (C, Z)),

allora la composizione in Cy X Gy € data da

(9:k) o (f,h) = (g0 f,koh).

L’ associativita della composizione delle singole componenti garantisce
l’associativita della composizione tra le coppie.

Il morfismo identico di un oggetto (A, X ) é la coppia dei singoli morfismi
identict di A in Cq e di X in Co, cioé

Lea,xy = (La, 1x).

1.2. Proprieta dei Morfismi

DEFINIZIONE 1.2.1. Sia C una categoria e siano A,B € |C| ed f €
C(A, B). Si dice che:

(a) f e una sezione se é invertibile a sinistra, cioé
f' € C(B, A) tale che f'o f =14.
(b) f é una retrazione se é invertibile a destra, cioé
3f" € C(B, A) tale che fo f' =1pg.
(c) f € un tsomorfismo se é invertibile a sinistra e a destra.
OSSERVAZIONE 1.2.2. 1. Dall’associativita della composizione di mor-
fismi segue subito che se f & un isomorfismo allora ogni inversa a destra
coincide con ogni inversa a sinistra. Infatti, se f € C(A, B) ed
fl € C(B,A) e taleche f/of =14
ed
f" € C(B,A) e tale che fo f” =15,
allora
ff=Ffo(fof"y=(fof)of"=f"
(Quindi ¢’e¢ un’unica inversa a destra che coincide con l'unica inversa a
sinistra.
In tal caso il morfismo f’ = f” : B — A si indica con f~! ed & detto
I'inverso di f.
egue facilmente che se f e invertibile, allora f~" e invertibile e
Segue facil te cl f tibile, allora f~! tibile ed
—-1y~1
(f7) =1
2. In una categoria concreta si ha evidentemente:

f sezione = f iniettiva.
f retrazione = f suriettiva.
f isomorfismo = f bigettiva.
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Le implicazioni inverse sono vere in alcune categorie, come Set e Vec, e
sono false in altre, come Top; infatti, se X e un insieme, | X| > 2, ¢ la
topologia discreta e ¥ la topologia caotica su X, ix : (X,d) — (X,9) e
continua, quindi € un morfismo in Top, ma la sua unica possibile inversa (a
sinistra e a destra) ix : (X,d) — (X, ) non & un morfismo in Top.

DEFINIZIONE 1.2.3. Sia C una categoria e siano A,B € |C| ed f €
C(A, B). Si dice che:

(a) f é un monomorfismo se ¢ cancellabile (semplificabile) a sinis-
tra, ovvero se Vg,g' € C(A’, A),

fog=fod = g=4g.
e un eprmorfismo se ¢ cancellabile (semplificabile) a destra,
b) f é ) fi : llabil lificabil dest
ovvero se Vh, h' € C(B, B’),
hof=hof = h="n.

(c) f € un bimorfismo se ¢ cancellabile (semplificabile) sia a destra
che a sinistra.

PROPOSIZIONE 1.2.4. In ogni categoria C, Vf € C(A, B), si hanno le
sequenti implicaziona:
(1) f sezione = f monomorfismo.

(2) f retrazione = f epimorfismo.
(3) f isomorfismo = f bimorfismo.

DIMOSTRAZIONE. (1) Sia f una sezione. Se g,g’ € C(A’, A) sono tali
che fog= fog' ese f' € C(B, A) ¢ inversa a sinistra di f, allora f'o fog =
flfofog = 1409g=140¢ = g=¢, ovvero f € un monomorfismo.

Le verifiche di (2) e (3) sono analoghe.

OSSERVAZIONE 1.2.5. In una categoria concreta, Vf € C(A, B), si
hanno le seguenti implicazioni:

f iniettiva = f monomorfismo.
f suriettiva = f epimorfismo.
f bigettiva = f bimorfismo.

DEFINIZIONE 1.2.6. Una categoria C si dice bilanciata se per ogni
f € Mor(C), st ha
f isomorfismo & f bimorfismo.
ESEMPIO 1.2.7. (a) Set e Vec sono categorie bilanciate; infatti, nella

teoria degli insiemi e nella teoria degli spazi vettoriali si dimostra che, per
ogni morfismo f:

f € invertibile a sinistra < f € iniettivo & f e semplificabile a sinistra.
f € invertibile a destra < f e suriettivo < f e semplificabile a destra.

f & invertibile & f e bigettivo & f € semplificabile a sinistra e a destra.
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(b) Top non e bilanciata; infatti, se (X,7) e (X, 7’) sono due spazi topo-
logici e 7 C 7/, 'applicazione identica di X, ix : X — X, € un’applicazione
continua da (X,7') in (X, 7). Inoltre, ix € bigettiva ed essendo Top una
categoria concreta, quindi ¢x € un bimorfismo. Ma la funzione 7x ammette
un’unica inversa a sinistra

1x (-X T) — (X:' Tf)

che pero non e un’applicazione continua, ovvero ix non € invertibile a
sinistra in Top e quindi Top non e una categoria bilanciata.

C’e da osservare che in Top le implicazioni dell’Osservazione 1.2.5 sono
invertibili, quelle dell’Osservazione 1.2.2 (2.) evidentemente no.

(c) HComp, sottocategoria piena di Top degli spazi topologici compatti
di Hausdorff € una categoria bilanciata; la verifica non € banale e segue dal
fatto che uno spazio compatto di Hausdorff € compatto massimale ed e di
Hausdorff minimale.

(d) SGrp, Mon e Rng non sono categorie bilanciate, infatti, 1’inclusione
- Z— QQ ¢ un bimorfismo in Mon, SGrp e Rng, ma non € un isomorfismo.
Questo esempio mostra anche che almeno la seconda, quindi la terza delle
implicazioni dell’Osservazione 1.2.5 non sono invertibili.

PROPOSIZIONE 1.2.8. Sia C una categoria.
Se fe C(A,B) e g e C(B,C) allora

(1) f, g sezioni (retrazioni, isomorfismi, rispettivamente) = g o f
sezione (retrazione, isomorfismo, rispettivamente).

(2) f, g monomorfismi (epimorfismi, bimorfismi, rispettivamente) =
g o [ monomorfismo (epimorfismo, bimorfismo, rispettivamente).

(3) gof monomorfismo (sezione, rispettivamente) = f monomorfismo
(sezione, rispettivamente).

(4) g o f epimorfismo (retrazione, rispettivamente) = g epimorfismo
(retrazione, rispettivamente).

DIMOSTRAZIONE. (1) Se f e g sono sezioni, allora siano h : B — A e
k:C — Btaliche hof =14 e kog=1p; considerata hok :C — A si ha
che (hok)o(go f) =ho(kog)of =hof =14, ovvero go f & una sezione.

Analogamente si procede per retrazioni ed isomorfismi.

(2) Se f e g sono monomorfismi, siano h, k : D — A, con (gof)oh = (gof)ok;
sfruttando le ipotesi e 'associativita si ha go (foh) = go (f o k), da cui
foh= fokequindi h = k.

Si procede allo stesso modo per epimorfismi e bimorfismi.

(3) Sia g o f un monomorfismo; se h,k: D — A sono taliche foh= fok,
allora componendo a sinistra per g si ha go(foh) = go (f ok) e per
P’associativita (go f)oh = (go f) o k da cui dall’ipotesi discende che h = k.
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Se g o f € una sezione, sia h : C — A la sua inversa a sinistra, allora
ho(go f) = 14; per associativita risulta quindi (hog)o f = 14, ovvero f
e invertibile a sinistra ed ha inversa a sinistra h o g.

(4) La dimostrazione ¢ analoga a quella della parte (3). O

PROPOSIZIONE 1.2.9. Sia C una categoria. Se f € C(A, B) allora sono
equivalenti le sequenti affermazioni:

(i) f e un epimorfismo e una sezione.
(i) f € un isomorfismo.
(#42) f € un monomorfismo ed una retrazione.

DIMOSTRAZIONE. “(7) = (i2)” Affinche f sia un isomorfismo, occorre
verificare che f € una retrazione, ovvero e invertibile a destra. Poiché per
ipotesi f € invertibile a sinistra, esite g : B — A tale che go f = 14;
componendo a sinistra con f si ha fo(gof) = fola allora (fog)of = 1gof
ed essendo per ipotesi f un epimorfismo, quindi cancellabile a destra, si ha
fog=1pg, ovvero f & invertibile e il suo inverso f~! = g.

“(411) = (42)” Poiché per ipotesi f e invertibile a destra, esiste g : B — A
tale che f o g = 1. Componendo a destra con f ed usando ’associativita
siha (fog)of=1po f allora fo(go f) = fola e per la cancellabilita a
sinistra di f segue che go f = 14, ovvero f e invertibile a sinistra; pertanto
f risulta un isomorfismo con inverso f~! = g.

“(i1) = (1)” e “(41) = (4i1)” seguono dalle definizioni e dalla Proposizione
1.2.4.

PROPOSIZIONE 1.2.10. Sia C wuna categoria e sita D C C. Se f €
D(A, B) allora si ha:

(1) f sezione (retrazione, isomorfismo, rispettivamente).in D = f
sezione (retrazione, isomorfismo, rispettivamente) in C.

(2) f monomorfismo (epimorfismo, bimorfismo, rispettivamente) in C
= f monomorfismo (epimorfismo, bimorfismo, rispettivamente)

i D.

DIMOSTRAZIONE. (1) Se f € D(A, B) € una retrazione, allora dg €
D(B, A) tale che fog = 1. Poiché D(B,A) C C(B,A), allora f ha
inversa a destra in C, ovvero f € una retrazione in C.

Analogamente si dimostra la tesi per le sezioni e quindi per gli isomor-
fismi.

(2) Sia f € C(A, B) un monomorfismo. Siano h,k € D(C, A) tali che
foh = fok; poiché D e una sottocategoria di C, allora h,k : C' — A sono
morfismi in C tali che foh = go k ed essendo f un monomorfismo in C, si
ha h = k. Da cio segue che f & un monomorfismo in D.

La tesi si ottiene in modo analogo per gli epimorfismi e quindi per i
bimorfismi.
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1.3. Proprieta degli Oggetti

DEFINIZIONE 1.3.1. Sia C una categoria. Se A,B € |C|, A e B si
dicono tsomorfi in C, in simboli A =c B, o semplicemente A = B, se
esiste f : A — B che sia un isomorfismo.

La relazione di isomorfismo € una relazione di equivalenza nella classe
degli oggetti della categoria.

PROPOSIZIONE 1.3.2. Siano C una categoria e D C C una sua sotto-
categoria. Se A, B € |D|, allora

AgDB = A=¢ B.

DIMOSTRAZIONE. Segue, ovviamente, dalla Proposizione 1.2.10.

L’ implicazione inversa non e sempre verificata, come mostra il seguente
esempio.

ESEMPIO 1.3.3. Sia C la categoria pre-ordinata con oggetti { L,a,b, T}
e relazione tale che 1. <a <b<a < T, esiaD lasottocategoria (ordinata)
individuata dalla relazione L < a < b < T. a e b sono isomorfi in C ma
non in D.

DEFINIZIONE 1.3.4. Sia C una categoria e sia A € |C|. A si dice
oggetto iniziale in C se VX € |C|, |C(A, X)| = 1.

PROPOSIZIONE 1.3.5. Sia C una categoria.

(1) Se A e B sono oggetti iniziali allora A = B (ovviamente c’é un
unico tsomorfismo da A in B).
(2) Se A é un oggetto iniziale, alloraVA' € |C| tale che A" =2 A risulta

A’ oggetto iniziale.

DIMOSTRAZIONE. (1) Se A e B sono oggetti iniziali allora 3|/h: A — B
ed d|k : B — A e componendo si ottiene koh: A— Aehok: B — B, ma
poiché 14 e 1 sono per ipotesi gli unici morfismi da A in sé e da B in se,
sihakoh=14ehok =1pg, ovvero h & un isomorfismo da A in B.

(2) Sia A’ € |C| tale che A" = A, allora d|h : A’ — A isomorfismo. Per
ipotesi, VB € |C|, J|f : A — B; da cio segue che foh : A" — B € I'unico
morfismo da A’ in B, infatti preso g : A’ — Bsihagoh ™t : A —- Be
quindi go h™! = f ovvero g = f o h.

DEFINIZIONE 1.3.6. Sia C una categoria e sia A € |C|. A ¢é detto
oggetto finale o terminale se VX € |C|, |C(X,A)| = 1.

PROPOSIZIONE 1.3.7. Sia C una categoria.

(1) Se A e B sono oggetti finali allora A = B (owvviamente c’é¢ un
unico isomorfismo da A in B).

(2) Se A ¢ un oggetto finale, allora VB € |C| tale che B = A risulta
B oggetto finale.
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DIMOSTRAZIONE. Analoga alla dimostrazione della Proposizione 1.3.5.

DEFINIZIONE 1.3.8. Sia C una categoria e sia A € |C|. A si dice
oggetto zero se A é sia oggetto iniziale che finale.

PROPOSIZIONE 1.3.9. L’eventuale oggetto zero in una categoria € unico
a meno di isomorfismi.

DIMOSTRAZIONE. Segue dalle proposizioni 1.3.5 e 1.3.7.

EseMPIO 1.3.10. (a) In Set, () &€ I'unico oggetto iniziale ed i singoletti
sono gli unici oggetti finali, quindi non esiste oggetto zero.

(b) In SGrp 'unico oggetto iniziale & il semigruppo vuoto e i semigruppi
con un solo elemento (in realta si tratta di monoidi), sono gli unici oggetti
finali e pertanto non esiste oggetto zero.

(c) In Grp ogni gruppo avente per sostegno il singoletto formato dall’ele-
mento neutro & oggetto iniziale e finale, ovvero oggetto zero.

(d) In Top lo spazio topologico vuoto e 'unico oggetto iniziale, gli spazi
topologici con un solo punto sono gli unici oggetti finali e quindi Top non
ammette oggetto zero.

(e) In pTop ogni spazio topologico avente un solo punto, che ovviamente
e anche il punto particolare fissato nello spazio, & oggetto iniziale e finale e
quindi e oggetto zero.

(f) In Vec uno spazio vettoriale nullo & oggetto iniziale e oggetto finale,
quindi e oggetto zero.

(g) In Rng e in Field non esistono oggetto iniziale e finale e quindi neanche
oggetto zero. Infatti, da ogni oggetto in se stesso ci sono sempre gli omo-
morfismi identico e nullo che sono distinti tra loro.

DEFINIZIONE 1.3.11. Sia C una categoria. Se esiste Z € |C| che sia
oggetto zero in C, allora VA, B € |C|

Jf:A—Zed3g:Z— B
e l’applicazione composta
h=gof:A— B

e detta morfismo zero o nullo da A in B.

Dall’unicita di f e g segue che il morfismo nullo h & univocamente
determinato, una volta fissato 'oggetto zero.

Inoltre, esso non dipende dall’oggetto zero considerato. Infatti, se Z e
Z' sono due oggetti zero di C, allora Z e Z’ sono isomorfi; sia h : Z — Z’
I'isomorfismo. Poiché Z’ & oggetto zero 3|f' : A — Z' ed 3|¢' : Z' — B. In
questo modo si costruiscono i seguenti diagrammi commutativi:
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Al z4pB
"N 1h 79
Z‘f
da cui si ricava che go f = (¢’ oh)o f=¢g'o(ho f) =g o f.

1.4. Sottooggetti ed Oggetti Quoziente

DEFINIZIONE 1.4.1. Sia C una categoria. Se A € |C|, si dice sot-
tooggetto di A ogni coppia (X, ), con X € |C| e p: X — A monomorfis-
mao.

ESEMPIO 1.4.2. (a) In Set se A € un insieme, i sottooggetti di A sono
coppie (X, ¢), con ¢ : X — A funzione iniettiva.

Evidentemente, ogni sottoinsieme di A & un sottooggetto di A, accop-
piato con la funzione inclusione.

(b) In Vec, SGrp, Mon, Grp, Rng, i sottospazi lineari, i sottosemigruppi,
i sottomonoidi, 1 sottogruppi, 1 sottoanelli, con la corrispondente funzione
inclusione sono ovviamente sottooggetti della struttura che li contiene.

DEFINIZIONE 1.4.3. Sia C una categoria e stano (X, ) e (Y,1) sot-
tooggetti di un oggetto A di C. Si dice che:

(1) (X, ) e (Y,9) sono tsomorfi, e si indica con (X, p) = (Y, 1), se
df : X — Y isomorfismo tale che o =1 o f.

(2) (X, ) é pit piccolo di (Y,v)), e si denota con (X, ) < (Y, ),
se esiste un morfismo f: X — Y tale che p =1 o f.

I1 morfismo f considerato in (2) & chiaramente un monomorfismo, come
si deduce dalla Proposizione 1.2.8 (3).

Si ha allora la seguente caratterizzazione.

PROPOSIZIONE 1.4.4. Sia C una categoria ed A € |C|.
I sottooggetti (X, ), (Y,%) di A sono isomorfi sse (X,p) < (Y,¢) <
(X, ).

DIMOSTRAZIONE. “=" Qvvia.
“«” Poiché per ipotesi (X, ¢) < (Y, ) < (X, ¢) allora

df: X > Y tec.p=vof

dg:Y - X tec. ¥v=pog

da cui, essendo ¢ e 1 dei monomorfismi si ha

polx =p=v9of=(pog)of=¢po(gof) = lx=gof
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poly =¢p=pog=(poflog=vo(fog) = ly=fog
ovvero f & un isomorfismo e f~! = g.

(OSSERVAZIONE 1.4.5. 1. La relazione di isomorfismo = € una relazione
di equivalenza.

2. La relazione < e di pre-ordine, ma non e, in genere, antisimmetrica.
3. Se B & un insieme, sia P(B) l'insieme delle parti di B, ovvero 'insieme
di tutti i sottoinsiemi di B e sia S(B) la classe di tutti i sottooggetti di
B in Set. Ovviamente, poiché esiste almeno (B,ig) sottooggetto di B,
S(B) # 0. Sia

H :S8(B) — P(B)
’applicazione definita V(A, ¢) € S(B) da

H(A, ) =97 (A).

Allora si verificano facilmente le seguenti proprieta:

(1) (A,0) ~ (A, ) & H(A,p) = H(A',&).
(2) (A,p) = (A ¢') & H(A, ) C H(A', ¢').
Pertanto, da (1) segue che l'insieme quoziente S(B)/ & & in corrispon-

denza bigettiva con P(B), e da (2) discende che tale corrispondenza conserva
e riflette ’ordine.

DEFINIZIONE 1.4.6. Sia C una categoria e sia B € |C|. Un oggetto
quoziente di B ¢ una coppia (m,A), dove A € |[Clenm: B — A ¢ un
epimorfismo.

DEFINIZIONE 1.4.7. Se C é una categoria, B € |C| e (7, A), (x', A)
sono due oggetti quoziente di B, allora

(1) (m, A) e (', A") si dicono isomorfi se 3f : A — A’ isomorfismo
tale che ©' = fom.

(2) (m, A) é piu grande di (', A"), in simboli (w,A) > (n', A"), se
esiste un morfismo f: A — A’ tale che n' = fom.

Il morfismo f considerato in (2) & chiaramente un epimorfismo, come si
deduce dalla Proposizione 1.2.8 (4).

OSSERVAZIONE 1.4.8. Sia A un insieme e siano E(A) 'insieme di tutte
le relazioni di equivalenza su A e K(A) 'insieme di tutti gli oggetti quoziente
su A in Set. Sia, inoltre,

H:K(A) — E(A)
I’applicazione definita ¥(7, B) € K(A), da
H(m,B) ={(z,y) € Ax Aln(z) =(y)}.
Allora
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(1) (mw,B) e (7', B") sono isomorfi & H(m, B) = H(n', B’).
(2) (n,B) > (',B’) & H(x,B) C H(n",B’).
Quindi da (1) discende che ogni classe di equivalenza di oggetti quoziente

di A € univocamente associata ad una relazione di equivalenza su A con una,
corrispondenza bigettiva che, per (2), conserva e riflette ’ordine.

ESEMPIO 1.4.9. (a) In costruzioni algebriche come Vec, SGrp, Mon,
Grp, Rng, le classi di equivalenza rispetto alla relazione di isomorfismo
di oggetti quoziente di un oggetto A corrispondono bigettivamente alle re-
lazioni di congruenza su A, ovvero alle relazioni di equivalenza sull’insieme
sostegno di S che sono compatibili con le operazioni.

(b) In Top le classi di equivalenza rispetto alla relazione di isomorfismo di
oggetti quoziente di un oggetto sono poste in corrispondenza bigettiva con
I’'insieme di tutte le relazioni di equivalenza sul loro insieme sostegno.

1.5. Dualita

DEFINIZIONE 1.5.1. L’opposta, C°P, di una categoria C ha la stessa
classe di oggetti di C e la stessa classe di morfismi di C, ma in modo tale
che

C%(A, B) = C(B, A), VA, B € |C].

Per ogni morfismo ¢ € C°P(A, B), si indica con ¢ lo stesso morfismo
come elemento di C(A, B); si pone cioe

p€ CP(A,B) & ¢ ¢c C(B,A).
Ovviamente, la composizione in C° & definita da
p € C(A, B),) € C?(B,C) = (¥ 0@)” = ¢ o
ed il morfismo identico 14 di A in C e tale che

(14)°7 = 14.
EsEMPIO 1.5.2. (a) Sia C = (X, <) una categoria pre-ordinata, allora
Ve, y€ X, |CP(z,y)| =12 >v.
Quindi la categoria opposta di C e

C” = (X, >).

(b) Sia C = (M, e) una categoria monoide con oggetto A. Se a,b € M =

C(A,A) = CP(A, A), allorala composizione di a con b in C°P & determinata

da \
ae’ b=0b"ea? =bea.
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Osserviamo che per ogni categoria C si ha (C°?)? = C, quindi ogni
categoria € duale di un’altra categoria.

Piu esplicitamente si ha la seguente uguaglianza tra conglomerati (che
si tratti di conglomerati € anche ribadito nel paragrafo 1.7)

{C|C & una categoria} = {D|3C categoria : D = C°P}.

Di qualsiasi concetto, proprieta, proposizione, enunciato, P, in una cat-
egoria C si possono formulare concetto, proprieta, proposizione, enunciato
duale, P, ottenuti sostituendo ogni morfismo con il suo opposto, quindi
scambiando, per ogni morfismo, il dominio con il codominio.

Ad esempio il concetto di dominio di un morfismo (“A ¢ dominio di
un morfismo in C se 3B € |C| ed 3f € C(A, B)”) ha come concetto duale
quello di codominio (“A e codominio di un morfismo in C se dB € |C| ed
dg € C(B, A)”).

Un concetto P si dice autoduale se PP = P.

Il concetto di morfismo identita € autoduale.

I concetti duali di sezione e monomorfismo sono quelli di retrazione ed
epimorfismo. I concetti di isomorfismo e bimorfismo sono autoduali.

Il concetto duale di sottooggetto € quello di oggetto quoziente; il concet-
to duale di oggetto iniziale e quello di oggetto finale. Il concetto di oggetto
zero € quindi autoduale.

Spesso il concetto duale P°P di un concetto P si denota anche mediante
co-P.

Data una proprieta P in C, la proprieta duale PP e verificata in C se
e solo se la proprieta P e verificata in CP.

Si ha quindi il seguente

Principio di dualita per le categorie.
Se una proprieta P e verificata in ogni categoria, allora la proprieta duale
PP ¢ verificata in ogni categoria.

Le proprieta considerate nelle categorie hanno quindi due formulazioni
tra loro duali. Verificare una delle due in tutte le categorie, equivale a
verificare l'altra, sempre in tutte le categorie.

1.6. Funtori

DEFINIZIONE 1.6.1. Siano C e D due categorie.
Un funtore da C in D, indicato con

F
F:C—-DoC-=D
e una coppia di funzioni, generalmente indicate con lo stesso simbolo,

F=(F:|C|— |D|,F: Mor(C) — Mor(D))
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che verificht le sequenti proprieta :
(1) se A,A" € |C| ed f € C(A, A"), allora
F(f) € D(F(A),F(A")).
(2) se A,A", A" € |C|, fe C(A,A") ege C(A",A"), allora
F(go f) =F(g)o F(f).
(3) F(14) = 1p(a), VA € |C].

PROPOSIZIONE 1.6.2. Se FF: A — B ¢ G: B — C sono funtori allora
st ottiene un funtore

GoF:A—C
ponendo VA € |A| eVf e A(A, A)
(GoF)(A)=G(F(A))

(Go F)(f) = G(F(f)) € C(G(F(4)), G(F(A))).

ESEMPIO 1.6.3. (a) Per ogni categoria C si puo definire il funtore
rdentico di C

1c = (i), imor(C))-
(b) Se D C C, si definisce funtore inclusione di D in C, il funtore

J:D—C

che associa ad ogni oggetto di D il medesimo oggetto in C ed ad ogni
morfismo in D il medesimo morfismo in C.

(c) Se C e D sono due categorie e D € |D|, il funtore costante con valore
D é il funtore che ad ogni oggetto di C associa D ed ad ogni morfismo fra
due oggetti in C associa il morfismo identico dell’oggetto D.

(d) Se C é una categoria concreta, le corrispondenze gia descritte in 1.1.8,
che ad ogni oggetto A e ad ogni morfismo f di C associano rispettivamente
u(A) ed u(f), determinano un funtore

U:C — Set
detto funtore dimentico.

(e) Le corrispondenze che ad ogni spazio topologico puntato associano il suo
gruppo fondamentale e ad ogni funzione continua fra due spazi topologici
puntati associano I’omomorfismo indotto fra i rispettivi gruppi fondamen-
tali, definiscono un funtore II; : pTop — Ab detto funtore omotopia.

Un analogo funtore puo essere definito su hTop, poiché funzioni omo-
tope determinano lo stesso omomorfismo.

(f) Le corrispondenze che ad ogni spazio topologico (X, 7) associano il
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suo n-simo gruppo di omologia singolare H,(X,7), con n € N, e ad og-
ni tunzione continua fra due spazi topologici associano I’'omomorfismo in-
dotto fra i rispettivi gruppi di omologia singolare definiscono un funtore
H, : Top — Ab, detto n-simo funtore omologia, che puo anche essere
definito su h'Top.

(g) Le corrispondenze

X € |Set| — — (X) =P(X) = {4]AC X},

feSet(X,T) — — (f) =f7 : P(X) - P(T)
con f7(A) = {f(’r)\:r € A}, VA € P(X), definiscono un funtore
— : Set — Set

detto funtore powerset diretto.

DEFINIZIONE 1.6.4. Siano C e D due categorie. Una coppia di appli-
Cazion?
F=(F:|C|— |D|,F: Mor(C) — Mor(D))
che verifichi:
(1) se A, A’ € |C|, f € C(A, A"), allora
F(f) € D(F(A"), F(4))
(2) se A,A", A" € |C|, fe C(A,A") ege C(A", A”), allora
F(go f) = F(f) o F(g)
e (3), come in 1.6.1, é detto funtore controvariante.

ESEMPIO 1.6.5. (a) Le corrispondenze
X € [Set| — «— (X) =P(X),

feSet(X,T) s «— (f) =~ :P(T) — P(X)

con f~(B) = {z € X|f(z) € B}, VB € P(T), definiscono un funtore
controvariante

— : Set — Set

detto funtore powerset inverso.

(b) Le corrispondenze che associano ad ogni
VeVe — x(V)=V"
dove V* e lo spazio vettoriale duale di V, e ad ogni
f € Vee(V,W) +— *(f) = f* € Vec(W*,V*)
con f*(g) =go f, Vg € W*, definiscono un funtore controvariante
* : Vec — Vec

detto funtore dualita per gli spazi vettoriali.
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PROPOSIZIONE 1.6.6. Ognt funtore conserva sezioni, retrazioni e quindi
isomorfismi.

DIMOSTRAZIONE. Sia F' : C — D un funtore e sia f € C(A, B) una
sezione; per ipotesi esiste g € C(B, A) tale che go f = 14 e dalla compat-
ibilita dei funtori con la composizione segue che F(g) o F(f) = F(go f) =
F(14) = 1p(4), ovvero F(f) € D(F(A), F(B)) & una sezione.

La dimostrazione e analoga per retrazioni e quindi per isomorfismi.

(OSSERVAZIONE 1.6.7. 1. La proposizione 1.6.6 ha un’interessante con-
seguenza; essa, infatti, puo essere utilizzata per verificare che alcuni oggetti
in una categoria non sono isomorfi. Ad esempio, mediante il funtore omo-
topia si pud provare che due spazi topologici non sono omeomorfi (anzi
nemmeno omotopicamente equivalenti), mostrando che i loro gruppi fonda-
mentali non sono isomorfi.

2. Non e detto che un funtore F : C — D rifletta isomorfismi, ovvero
se F'(f) € un isomorfismo, non e detto che f lo sia. Ad esempio, sia
U : Top — Set il funtore dimentico. Se consideriamo ’applicazione identica
¢ : R — R essa e un’applicazione continua dallo spazio topologico dato da R
con la topologia discreta nello spazio topologico dato da R con la topologia
naturale, ma non € un omeomorfismo, ovvero non € un isomorfismo fra i due
spazi topologici pensati come oggetti di Top, ma, evidentemente, U(i) = i
e un isomorfismo in Set.

DEFINIZIONE 1.6.8. Sta F': C — D un funtore.

F' si dice pteno se, VA, B € |C|, Fic,p) : C(4,B) — D(F(A), F(B))
e suriettiva.

F' si dice fedele se, VA, B € |C|, Fic(a,p) : C(4, B) — D(F(A), F(B))
e inietliva.

F' si dice immersione se F' : Mor(C) — Mor(D) é iniettiva.

F' si dice rappresentativo (o denso) se VB € |D| 3A € |C]| tale che
F(A) = B.

OSSERVAZIONE 1.6.9. 1. Ovviamente, se un funtore & un’immersione
allora € anche fedele.

Il funtore dimentico U : Vec — Set ¢ fedele, ma non & né pieno, né
denso, né un’immersione.

Il funtore dimentico U : Grp — Sety ¢ fedele e denso ma non € né
pieno, né un’'immersione, avendo indicato con Setq la sottocategoria piena
1 det costituita dagli insiemi non vuoti.
di Set costituita dagl t

Il funtore dimentico U : Top — Set ¢ fedele e denso, ma non e né pieno,
né un’immersione.

Il1 funtore dimentico U : Field — Set e fedele ma non € né pieno, né
denso e non é un’immersione.
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2. I funtori inclusione sono immersioni. Inoltre, se la sottocategoria € piena
allora il funtore inclusione e pieno.

Il funtore inclusione J : Haus — Top della categoria degli spazi di
Hausdorff € un’immersione, quindi e fedele, ed inoltre € pieno, ma non e
denso.

PROPOSIZIONE 1.6.10. Se F' : C — D € un funtore, allora valgono le
sequenti proprieta:
(1) Se F' é fedele = F riflette monomorfismi, epimorfismi e bimorfis-

mi.

(2) Se F é fedele e pieno = F riflette sezioni, retrazioni ed tsomor-
fisma.

(3) Se F' é fedele, pieno e denso = F' conserva monomorfismi, epi-
morfismz, bimorfisma.

DIMOSTRAZIONE. (1) Verifichiamo che se F' &€ un funtore fedele allora
F' riflette epimorfismi.

Sia f € C(A, B), tale che F(f) € D(F(A), F(B)) sia un epimorfismo e
siano f', ¢’ € C(B,(C) tali che f'o f = g' o f. Allora applicando F, essendo
F(f) un epimorfismo, si ha

F(ffof)=F(g'of)= F(f)oF(f)=F(g')o F(f)
= F(f') = F(g')
da cui poiché F' e fedele si ricava f' = ¢’, ovvero f & un epimorfismo.
Le altre verifiche si eseguono analogamante.

(2) Se F' & fedele e pieno verifichiamo che esso riflette sezioni.

Sia f € C(A, B) tale che F(f) : F(A) — F(B) sia una sezione, allora
esiste ¢’ : F(B) — F(A) tale che ¢’ o F(f) = 1p(a). Poiché per ipotesi
F' & pieno allora esiste f' € C(B, A) tale che F(f') = ¢ esi ha F(l4) =
lpay =g oF(f) = F(f')oF(f) = F(f' o f) ed essendo F' fedele segue che
f'o f =14, ovvero f € una sezione.

La dimostrazione negli altri casi € analoga.

(3) Se F e fedele, pieno e denso, dimostriamo che F' conserva epimorfismi.

Siano f € C(A, B) un epimorfismo e h', g € D(F(B),C’) tali che
g o F(f) = h' o F(f). Poiché per ipotesi F' & denso allora 9C € |C| tale
che F(C) 2 C’ esia ¢ : C' — F(C) un isomorfismo; allora pog',poh’ €
D(F(B),F(C)) e poiché F' ¢ pieno esistono g,h € C(B, C) tali che F(g) =
woqg, F(h)=¢woh',dacuig =¢p toF(gq) e h =¢!oF(h). Pertanto
si ha g~ o F(g) o F(f) = ¢’ o F(f) = k' o F(f) = =1 o F(h)o F(f) =
F(g)oF(f) = F(h)oF(f) = F(go f) = F(ho f) ed essendo F' fedele
risulta g o f = h o f quindi essendo f un epimorfismo g = h da cui

F(g)=F(h) = gpog =poh’ =4 =h"

Quindi F'(f) & un epimorfismo.
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Le altre verifiche sono analoghe.

LEMMA 1.6.11. Sia F': C — D un funtore.
Se F': Mor(C) — Mor(D) é una bigezione allora F : |C| — |D| é una
bigezione.

DIMOSTRAZIONE. F' : |C| — |DJ| iniettiva: se A,B € |C| ed F(A) =
F(B), allora poiché F' : Mor(C) — Mor(D) & una bigezione si ha

]-F'(A)le(B} =3>-F(1A)=F(].B) =14=1p = A= B.

F : |C| — |D| suriettiva: se A’ € |D| allora 14 € Mor(D) quindi
if € Mor(C), f: A — B, tale che 14 = F(f) : F(A) — F(B) quindi
F(A)= A"

PROPOSIZIONE 1.6.12. Se F': C — D é un funtore allora sono equi-
valenti le sequenti affermaziona:

(i) F: Mor(C) —» Mor(D) é una bigezione.
(22) F :|C| — |D| é una bigezione ed il funtore F' ¢ fedele e pieno.

DIMOSTRAZIONE. “(i) = (i2)” Se F : Mor(C) — Mor(D) e una
bigezione, allora VA, B € |C|, Fica,B) : C(4,B) — D(F(A), F(B)) e una
bigezione, ovvero F' e fedele e pieno, e per 1.6.11 segue la tesi.

“(17) = (¢)” F : Mor(C) — Mor(D) iniettiva: siano f € C(A, B) e
g € C(C, D) tali che F(f) = F(g); allora F(A) = F(C) e F(B) = F(D)
quindi per 'ipotesi A = C e B = D. Allora f,g € C(A, B) con F(f) = F(g)
ed essendo per ipotesi il funtore F' fedele segue che f = g.

F : Mor(C) — Mor(D) suriettiva: Sia f' € Mor(D), f': A’ - B'.
Poiché F': |C| — |D| e una bigezione esistono A, B € |C| tali che F(A) = A’
ed F(B) = B' ed f/ € D(F(A),F(B)), quindi essendo F pieno esiste
f € C(A, B), tale che F(f) = f'.

DEFINIZIONE 1.6.13. Un funtore F : C — D ¢é un isomorfismo se
esiste un funtore G : D — C tale che

GoF=1c e FoG=I1p.

Due categorie C e D si dicono tsomorfe, in simboli C = D, se esiste
F: C — D isomorfismo.

OSSERVAZIONE 1.6.14. 1. Ovviamente il funtore G : D — C della
Definizione 1.6.13, univocamente determinato da F' e generalmente indicato
con F~ 1. & esso stesso un isomorfismo.

2. Nella classe di tutte le categorie la relazione di isomorfismo € una relazione
di equivalenza; categorie fra loro isomorfe sono considerate sostanzialmente
la stessa.
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3. Dalla Proposizione 1.6.12 segue che un funtore F' : C — D & un isomorfis-
mo se e solo se F' : Mor(C) — Mor(D) & una bigezione o equivalentemente
se e solo se ' : |C| — |D| e una bigezione ed il funtore F' & fedele e pieno.

ESEMPIO 1.6.15. Se K e un anello commutatiﬁrm unitario, indichiamo
con K-Mod la categoria concreta avente per oggetti i K moduli (sinistri) e
per morfismi omomorfismi di K-moduli. Osserviamo che se K & un campo
allora un K-modulo & uno spazio vettoriale su K; pertanto Vec C K-Mod.
Inoltre, se K = Z si ha Z-Mod =Ab. Infatti ogni gruppo abeliano G € uno
Z-modulo con 'operazione definita, Vk € Z, Vx € G, da

kle=xz+z---+z e (—k)xr = —(kx)
S —_
||
ed 1 morfismi tra due gruppi G ed H sono esattamente le funzioni che sono
anche morfismi di Z-moduli tra G ed H.

La precedente Osservazione 1.6.14 (3.) mostra che Z-Mod =Ab.

PROPOSIZIONE 1.6.16. Siano FF : C — D e G : D — E due funtort,
allora valgono le sequenti proprieta:

(1) Se F' e G sono isomorfismi (immersioni, fedeli, pieni, rispettiva-
mente) allora G o F' é un isomorfismo (immersione, fedele, pieno,
rispettivamente).

(2) Se G o F ¢é un’immersione (fedele, rispettivamente) allora F ¢
unimmerstone (fedele, rispettivamente).

(3) Se Go F ¢ pieno allora G ¢ pieno.

DIMOSTRAZIONE. Le verifiche di (1), (2) e (3) seguono immediate da
proprieta elementari delle funzioni tra classi.

1.7. Categorie di Categorie

Dalle proprieta dei funtori segue che essi agiscono come morfismi fra
categorie; infatti, tra essi ha senso fare la composizione che, come visto in
1.6.1, e ancora un funtore e tale operazione e associativa, ed inoltre i funtori
identici si comportano rispetto ad essa come le identita.

. Queste osservazioni suggeriscono 1’idea di considerare la “categoria delle
categorie” per definire la quale pero & necessario ovviare a due difficolta in-
trinseche in una costruzione di questo tipo: innanzitutto poiché le categorie
costituiscono un conglomerato, che contiene in effetti tutte le classi (si pensi
alle categorie dell’Esempio 1.1.3 (0)), non si puo realizzare una classe avente
per oggetti tutte le categorie; inoltre, date due categorie, non e affatto vero
che tutti 1 funtori dalla prima alla seconda categoria formino un insieme,
come esplicitamente richiesto nella definizione di categoria. Questi problemi
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sl superano se si restringe ’attenzione alle categorie piccole, nelle quali non
solo la classe degli oggetti, ma anche la classe dei morfismi sono insiemi.

DEFINIZIONE 1.7.1. La categoria Cat delle categorie piccole ha come
oggetti tutte le categorie piccole, come morfismi fra due oggetti tutti i funtor:
tra di essi, come identita ¢ funtori identici e come composizione ['usuale
composizione fra funtort.

OSSERVAZIONE 1.7.2. 1. Che Cat sia una categoria segue immediata-
mente dalle seguenti osservazioni:

(a) Poiché in ogni categoria piccola C si ha che Ob(C) e Mor(C) sono
insiemi, tutte le categorie piccole formano una classe, in quanto gli elementi
che costituiscono una generica categoria piccola si scelgono nella classe degli
insiemi.

(b) Per lo stesso motivo, per ogni coppia di categorie piccole tutti i funtori
dalla prima nella seconda categoria formano un insieme e 'unione di tutti
questi insiemi e evidentemente una classe.

2. Cat non ¢ una categoria piccola; infatti poiché ogni insieme € una cat-
egoria, come visto in 1.1.3 (0), si costruisce un’immersione piena da Set in
Cat, e Set non e piccola.

DEFINIZIONE 1.7.3. St chiama quast categoria una coppia
A= (0, M)
tale che

- O sia un conglomerato, i cui elementi sono chiamati oggetti.

- Per ogni coppia di oggetti (A, B), A(A, B) é una classe chiamata
la classe di tutts i morfismi da A mn B denotati con f : A — B, le
classi M(A, B) sono a due a due disgiunte e la loro unione da il
conglomerato M.

- Esiste una legge di composizione parziale

o MxM-—-M

che soddisfa le sequenti condizioni: se f € C(A,B), g € C(B,(C),
esiste

o(f,g) =go f € C(A4,C).

Inoltre “o” e associativa, ovvero se f € C(A, B), g € C(B,C),
h € C(C, D), allora

ho(gof)=(hog)of

- Per ogni A € O esiste 14 € A(A, A), detto morfismo identico (o
identita) di A, tale che per ogni f: A — B e g: C — A risulta

fola=fedlygog=yg.
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DEFINIZIONE 1.7.4. La quasi-categoria CAT di tutte le categorie ha
per oggetti tutte le categorie, per morfismi fra due oggetti tutti © funtor:
dalla prima nella seconda categoria, come identita i funtori identici e come

composizione ['usuale composizione fra funtor: che deriva dalla Proposizione
1.6.2.

OSSERVAZIONE 1.7.5. 1. Ogni categoria € una quasi-categoria.

2. Poiché CAT(Set,Set) non ¢ un insieme, allora CAT ¢ una quasi-
categoria ma non € una categoria. Peraltro |CAT| € un conglomerato ma
non una classe.

3. Virtualmente ogni concetto espresso per le categorie puo essere rifor-
mulato per le quasi-categorie cosi che ad esempio si puo parlare di funtori
fra quasi-categorie, quasi-categorie piccole, discrete ecc- - -. Molti di questi
concettl sono espressi per le categorie piuttosto che per le quasi-categorie,
in quanto oggetti di studio sono soprattutto le categorie; in alcuni casi tut-
tavia esprimere alcuni concettl in termini di quasi-categorie permette di
facilitarne la formulazione, come ad esempio nel caso degli isomorfismi fra
categorie che sono tutti e soli gli isomorfismi in CAT.

1.8. Trasformazioni Naturali

DEFINIZIONE 1.8.1. Siano F e G funtori da una categoria C in una
categoria D.

Una trasformazione naturale
n:F— G,
e una funzione
n: |C| — Mor(D),
ovvero, se st pone N(A) = na, una famiglia di morfismi

n= ('ﬁ’A)Aeim
che verifica le sequenti condizioni:
(1) YA € |C|, na € D(F(A),G(A)).
(2) Vf € C(A, B) é commutativo il sequente diagramma:
F(A) B8 G(A)
Fepy L L c)
F(B) 8 G(B)
Piu esplicitamente una trasformazione naturale la indicheremo con
C5D
L
cSD
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Si chiama trasformazione naturale identica del funtore F' : C — D
in se stesso la trasformazione naturale tp = (1pa)) Ac|C|-

Una trasformazione naturale n = (n A)AE|G| ¢ un tsomorfismo natu-
rale, se VA € |C|,
na: F(A) — G(A)

€ un 1somorfismo.

I funtori F' e G si dicono naturalmente isomorfi, e si scrive F' = G,
se esiste n : F' — G isomorfismo naturale.

In tal caso, © morfismi inversi ngl definiscono lisomorfismo naturale
inverso din, n~' : G — F.

DEFINIZIONE 1.8.2. Un funtore F' : C — D si dice equivalenza se
esiste G : D — C tale che FoG =2 1p eGo F = 1.

C e D si dicono equivalent: se esiste un’equivalenza F : C — D.

EseMPIO 1.8.3. (a) La trasformazione naturale identica di un funtore
F' in se stesso e un isomorfismo naturale.

(b) Le corrispondenze che associano ad ogni
V € |Vec| — *xx(V) =V
dove V** ¢ lo spazio vettoriale biduale di V', e ad ogni
feVec(V,W)— *x(f)=f": V"™ - W
doveV a € V**, f**(a) : W* — K & tale che V 9* € W™,
f*(e)(9%) = (o f*)(9") = a(f* (7)) =a(¥" o f) € K
definiscono un funtore

** : Vec — Vec

detto funtore biduale.
Si verifica che il funtore biduale ¢ naturalmente isomorfo al funtore
identico, ** = 1yee mediante I’isomorfismo naturale

Vec '¥8° Vec
Ln

Vec = Vec

definito YV € |Vec| da
Ny 1V = lvec(V) = V™ = xx(V)
che ad ogni ¥ € V associa ny (T) = ™ : V* — K tale che £**(9*) = ¥* (&),
Va*re V>
In effetti si verifica che ny € un isomorfismo, YV € |Vec| ed inoltre

VV,W € |Vec| e Vf € Vec(V,W) e commutativo il diagramma

"l‘_’; | x*

FL" L
W W
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Infatti, VZ € V, V9* € W* si ha
((f*™ onv)(@))(@") = (f* (nv(Z))) (")

= (v (&) o f)(97)
=nv(Z)(f(97))
=ny(Z)(V" o f)
= (9" o f)(Z)
= 9*(f(Z))
= (nw (f(Z))) (¥")
= ((nw o f)(&))(9").

DEFINIZIONE 1.84. Se F: C—-D,G: C—-D e H: C — D sono de:

funtori e

cEZD

Ln
c %D
| e
ciZp
sono trasformaziont naturali, si definisce composizione delle trasforma-
ziont naturali n ed €, la trasformazione naturale € on = ((E o n) A) A€|C)
definita VA € |C| da

(eom)a=ep0na: F(A) — H(A).

Che la famiglia di morfismi eon = ((€on) a) A€|C] sia una trasformazione

naturale si verifica osservando che Vf € C(A, A'), il diagramma esterno

F(A) =) FA)
na | " lﬂ.qf
G(f)
G(A) =" G(A)
EA l o i £ at
H(A) = H(A)
& commutativo poiché lo sono i diagrammi parziali.

OSSERVAZIONE 1.8.5. Si verificano facilmente le seguenti proprieta:
1. La composizione di trasformazioni naturali & associativa.

2. Ogni isomorfismo naturale identico e neutro rispetto alla composizione
di trasformazioni naturali.

Da tali proprieta segue che fissate due categorie A e B, si definisce
una quasi categoria avente per oggetti tutti i funtori da A in B, che costi-
tuiscono una classe, per morfismi fra due oggetti-funtori le trasformazioni
naturali fra i funtori considerati, che costituiscono anch’essi una classe per
ogni fissata coppia di funtori. La legge di composizione e la composizione di
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trasformazioni naturali e le identita sono gli isomorfismi naturali identici.
Tale quasi categoria e detta, impropriamente, categoria dei funtors.

DEFINIZIONE 1.8.6. Siano F,\G : A — B, H, K : B — C de: funtor: e
$1aM0
n:F—-G e 60:H—-K

trasformaziont naturali.

St dice prodotto o *-composizione delle trasformazioni naturali 0 ed n
la trasformazione naturale

definita VA € |A| da
(0%n)a = K(na) odpa) (1)

0 equivalentemente
(0 xn)a =dga) o H(na). (2)

L’equivalenza delle espressioni (1) e (2) discende dal fatto che VA €
|A|, 74 : F(A) — G(A) ¢ un morfismo in B ed essendo § : H — K una
trasformazione naturale si ha la commutativita del seguente diagramma:

OF(A)

H(F(A)) =5 K(F(A))
Hina) | """ | K=a)
H(G(A)) "% K(G(A)).

Per provare che § xn = ((§ * n) A) A€ A e una trasformazione natu-

rale, consideriamo un generico morfismo f € A(A, A’) e verifichiamo che il
seguente diagramma,

H(F(A)) "5 m(Far)
«mal " L@ xn)ar
K(G(4)) S K(G(4)
e commutativo. Infatti:
K(G(f)) o (6xm)a = K(G(f)) o K(na) o 6r(a)
= K(G(f)ona) o dpca) = (*)

e per la commutativita del seguente diagramma

FA) Y ran

TjA l o l UFEY

a(A) Y aa
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si ha
(%) = K(T}Af O F(f)) 0dpa) = K(nar) o K(F(f)) 0 dp(a) = (¥%)
per la commutativita del diagramma

a(Fw) ") b (e

EF(A} l Y

K(F(A)) <o) g (F'(A))

L dpcan

(%%) = K(nas) 0o dpcary o H(F(f)) = (6% n)ar o H(F(f))
ovvero la tesi.

PROPOSIZIONE 1.8.7. Se F' : A — B € un funtore allora sono equiv-
alentt le sequenti affermazioni:

(¢) F' € pieno, fedele e denso.
(i) F é un’equivalenza.
(222) Esiste un funtore G : B — A ed esistono due isomorfismi naturali
nN:1la —GoF,e: FoG — 1 talt che

F'Y"FoGoF ¥ F=F5F

G GoFoG 'S G=G"S

DIMOSTRAZIONE. “(ii1) = (i%)” Ovvio.

“(22) = (2)” Per ipotesi esistono un funtore G : B — A ed esistono due
isomorfismi naturalin: 15 - Go F,e: Fo(G — 1p.
Siano f,g € A(A, A’) tali che F(f) = F(g), allora, dalla commutativita

dei seguenti diagrammi
B G(F(A))

L7 L arg)
A G(F(A))

ed
A= G(F(A))
gl " | G(Fg)
A S G(F(AY)
segue che

F(f)=F(g) = naof=naocg = f=g
ovvero si ha che F' e fedele.
Analogamente si prova che G e fedele.
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Sia, ora, B € |B| e sia A = G(B). Poiché ¢ & un isomorfismo naturale
si ha che ep : F(A) = F(G(B)) — B & un isomorfismo, da cui segue che F
e denso.

Siano, A, A’ € |A| e g: F(A) — F(A"), allora

AMG(FA) “Qaru)™ A

Posto
f=n2'0G(g)ona: A— A’

poiché 1 € un isomorfismo naturale si ha

A" G(F(A))
17l GFEd)
AT G(F(A)

da cui poiché GG ¢ fedele si ha

G(F(f)) ona =mna onz' oG(g)ona= G(F(f)) =G(g)
= F(f)=g
ovvero F' e pieno.

“(1) = (422)” Sia E una classe rappresentativa degli oggetti di A.
Poiché F' e denso, VB € |B| JA € |A| tale che F'(A) & B. Sia G(B)
I'unico oggetto di E per il quale A = G(B), allora B = F(A) = F(G(B)).

Si ottiene cosi

G : JB‘ — |A‘

Scegliamo, inoltre, VB € |B|, un isomorfismo e : F/(G(B)) — B. Sia,
ora, g : B — B’ un morfismo in B; considerato

ez ogoep: F(G(B)) » F(G(B))

in B, poiché F & fedele e pieno, 3|f : G(B) — G(B’) tale che F(f) =

EE,} ogoep. Posto G(g) = f otteniamo

G : Mor(B) — Mor(A).

Osserviamo che Vg € B(B, B’) si ha F(G(g)) = 6;3,1 0cgoE€R.
G é un funtore da B in A, infatti:

- VB,B’' € |B|, Vg : B — B’ risulta G(g) : G(B) — G(B’).
- VB € |B|,

F(G(1p)) = €5’ olpoep = 1) = F(lam))

da cui, essendo F' fedele, si ottiene G(1g5) = 1g(B).



30 Anna Frascella - Cosimo Guido

- Yg € B(B,B’), V¢’ € B(B',B”) si ha
F(G(g'og)) =€gnog ogoeg

= (egnog o€ep)o(eg 0goep)
= F(G(g")) o F(G(9))
= F(G(¢9') o G(9))
da cui, poiché F' e fedele, si ottiene G(g' o g) = G(g') o G(g).

Inoltre € = (ep)BeB| € una trasformazione naturale da F' o G in 1g,
infatti Vg € B(B, B’) si ha che il diagramma, seguente

F(G(B)) =3 B
F(G) L " Ly
F(G(B)) & B

e commutativo in quanto, per definizione, F (G (g)) = EE;;I O goER.

Sia, ora, A € |A| Poiché ep(a) : F(G(F(A))) — F(A) & un isomorfis-
mo, allora si ha EF(A) F(A) — F(G(F(A))) ed essendo F fedele e pieno,
si ha che 3|na : A — G(F(A)) isomorfismo tale che F(n4) = E;,(IA).

Proviamo che n = (74) a¢|a| € un isomorfismo naturale da 1 in Go F.
Sia, quindi, f € A(A, A'); poiché ¢ € un isomorfismo naturale risulta

F(A) S F(G(F(4)))
Fipy L | F(GF(f)))

—1

F(A) "4 F(G(F(A))

da cui, essendo F'(n4) = E;(IA} risulta F(naof) = F(G(F(f))ona) e quindi,

essendo F' fedele si ha na o f = G(F(f)) o na, ovvero si ha il diagramma
commutativo

A" G(F(A)
17" a(Fy)
wwcwwm

cioe 1 e un isomorfismo naturale.
Infine si ha

ArA LB
n 1 L 1F
AGDFA%B

quindi si puo costruire 1p*n: F — FoGo F e in partu:ulale se A € |A|,
dal diagramma commutativo
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F(A) 5% F(A)
F(na) | " | F(na)

F(G(F(A))) "5 F(G(F(4))

si ha (IF *?})A — F(?’}‘A) o IF(A) . F(A) — F(G(F(A)))
D’altra parte si ha

ALB™B

]-F'l J, €
ALplEg

quindi si puo costruire e x 1p : FFoG o F — F e in particolare, se A € |A|,
dal diagramma commutativo

F(G(F(4))) = F(4)

1
1 1pea)
€EF(A)

F(G(F(4)) = F(A)

1F(G(F[A]]) l

si ha (€% 1p)a = 1p(a) © €r(a) = (€p(a) © Lr(a)) ™" = (F(na) 0 1p(a)) ™" da
cui F " FoGQoF* N F=FXEF
Analogamente ¢ T GoFoG 'S G =G5a.

EsemPIO 1.8.8. Fissato un campo K, la categoria degli spazi vettoriali
di dimensione finita su K € equivalente alla categoria delle matrici Matg
mediante il funtore

F': Vect — Matg

definito YV € |Vecf| e Vf € Vecf(V, W) ponendo, dopo aver fissato una
base in ogni spazio vettoriale,

F(V)=dim(V) ed F(f)= M(f)

dove M (f) e la matrice associata ad f rispetto a due basi fissate rispettiva-
mente in V e W.

OsSERVAZIONE 1.8.9. Una equivalenza F' tra due categorie A e B,
essendo un funtore fedele, pieno e denso conserva e riflette le principali
proprieta dei morfismi.

Per questo si considerano proprieta categoriali quelle che sono invarianti
per equivalenze.

DEFINIZIONE 1.8.10. Se FF: A — B e G : B — A sono due funtori, st
dice che F ¢é aggiunto a sinistra di G o che G € aggiunto a destra di
F o che F' e G formano un’aggiunzione, e si scrive

FAHG
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se esistono
n:1pa - GoF
e:FolG — 1p
trasformaziont naturali tali che

1 p*n

FE"FoGoF* N F=F%F

G GoFoG S o=c5a.

n e € sono dette, rispettivamente, unita e counita dell’aggiunzione.

ESEMPIO 1.8.11. Se (X, <) e (Y, <) sono categorie ordinate allora
F:(X,<)—(Y,<) e un funtore & F: X — Y e isotona.

“=” Siano (z,z') €< cioe z < z’. Poiché F & un funtore si ha che
(F(x), F(2") €<, ovvero F(z) < F(z') cioe F: X — Y e isotona.

“<” OQOvviamente F' : X — Y, essendo isotona, individua univoca-
mente una funzione F' :<—<' con cui costituisce una coppia di funzioni che
rappresenta un funtore F': (X, <) — (Y, <).

Se (X, <) e (Y, <) sono categorie ordinatee FF: X - Y eG: X =Y
sono funtori da (X, <) in (Y, <), allora affinche esista una trasformazione
naturale da F' in G é necessario e sufficiente che Vx € X esista un morfismo

in (Y, <) da F(z) in G(z), cioe risulti
F(z) < G(x).

Le condizioni della proprieta (2) delle trasformazioni naturali, infatti,
sono automaticamente verificate poiché pongono dei vincoli sui risultati
della composizione, che pero in questo caso sono univocamente determinati.

Se (X, <) e (Y, <) sono categorie ordinatee F': X - Y e(G:Y — X
sono funtori da (X, <) in (Y, <) eda (Y, <) in (X, <) rispettivamente, allora
la relazione F' - G equivale, semplicemente, al verificarsi delle seguenti
relazioni:

(ADI) z < G(F(z)), Vx € X
(ADII) F(G(y)) <y, VyeY
dette disuguaglianze di aggiunzione.

ESEMPIO 1.8.12. Siano A e B insiemi ed f : A — B un’applicazione da
A in B e siano

f~ :P(A) — P(B)
ed

f~ :P(B) — P(4)
rispettivamente gli operatori powerset diretto ed inverso associati ad f,
definiti rispettivamente negli esempi 1.6.3 (g) ed 1.6.5 (a).

f~ : P(A) — P(B) e un’applicazione isotona fra gli insiemi ordinati

(P(A),C ) e (P(B),C ), cosi come f~ : P(B) — P(A) & un’applicazione
isotona da (P(B),C ) in (P(A),C ).
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Inoltre, poiché
X C f(f7(X)), VX C A
ed
Y 2 f(f(Y), VY C B
ovvero si verificano (ADI) ed (ADII), allora

f7f.

Vedremo in seguito ulteriori proprieta di questi operatori che saranno
anche considerati in contesti molto piu generali.



