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INTRODUZIONE

Questo Quaderno vuole essere una introduzione agli aspetti piu formali
ed astratti della cosiddetta Topologia (Generale che, a partire dagli anni
‘30, con le ricerche di M. H. Stone, proseguendo poi negli anni ‘50, con la
nascita della cosiddetta topologia senza punti e poi negli anni ‘70, con lo
sviluppo della cosiddetta topologia fuzzy, ha trovato agganci sempre piu
profondi con la teoria dei reticoli.

La teoria delle categorie e uno strumento di grande efficacia per una
trattazione unitaria delle tematiche considerate e consente una descrizione
chiara e completa dei profondi legami che ci sono tra la topologia e la teoria
dei reticoli.

Lo scopo e quello di fornire, in modo sufficientemente dettagliato e con
una esposizione autocomprensiva, i concetti di base necessari e di far in-
travedere come questi strumenti possano essere utilizzati per nuove ricerche.

Cosi, da una parte si mostra come sia possibile affrontare in modo piu
semplice ed elegante argomenti, anche difficili, gia studiati in passato. Un
esempio € dato dai Teoremi di Rappresentazione di classi di reticoli ottenuti
negli anni ‘30 da M. H. Stone, che fu il primo a scoprire importanti legami
tra la topologia ed i reticoli completi.

Dall’altra, si accenna alla possibilita di affrontare problematiche di piu
recente sviluppo. Ne € un esempio la cosiddetta teoria degli insiema fuzzy
(pitt precisamente si dovrebbe parlare di insiemi costruiti su un reticolo
completo L, o, come attualmente si usa chiamarli, L-insiemi) le cui appli-
cazionl alla topologia hanno avuto un enorme sviluppo a partire dagli anni
70 ed hanno raggiunto attualmente un notevole livello di approfondimento
(si veda [7, 13]).

- I1 Quaderno raccoglie argomenti trattati ed utilizzati dagli autori in corsi
di insegnamento, seminari e nell’attivita di ricerca, presso il Dipartimento
di Matematica dell’Universita di Lecce.

In particolare, l'impostazione generale si basa sulla struttura del corso di
Topologia Generale per la Laurea Specialistica in Matematica, gia secondo
modulo di Topologia per il Corso di Laurea in Matematica del vecchio ordi-
namento svolti presso questo Dipartimento di Matematica a partire dall’a.a.
1995-1996. Gli argomenti esposti in tali corsi sono stati integrati con I’inser-
imento di approfondimenti e sviluppi, alcuni relativi a un ciclo di seminari
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tenuto, sempre presso questo Dipartimento, per gli studenti del Dottorato
in Matematica nell’a.a. 2001-2002, altri trattati da laureandi nelle loro Tesi
di Laurea (si veda [3, 9]), altri ancora oggetto di ricerche attualmente svolte
presso questo Dipartimento di Matematica.

Riteniamo che tale Quaderno possa essere proficuamente utilizzato sia
dagli studenti del Corso di Laurea Specialistica, che dagli studenti dei Corsi
di Dottorato in Matematica, anche indipendentemente dall’eventuale inter-
esse per gli argomenti specifici di topologia. L’introduzione alla Teoria delle
Categorie (Cap. 1), alla Teoria det Reticoli (Cap. 2) e dei Reticoli Com-
pleti (Cap. 3), alla Teoria degli Insiem: Fuzzy (Cap. 6) contengono infatti,
coordinati fra loro ed unificati nel linguaggio, alcuni concetti fondamentali,
sicuramente utili in vari campi della matematica. Tra gli altri citiamo 1
concetti di Funtore (Sez. 1.6), Trasformazione Naturale (Sez. 1.8), Algebra
di Boole (Sez. 2.4), Ideale e Filtro nei reticoli (Sez. 4.2), L-insieme (Sez.
6.1), Operatori Powerset e loro estensioni (Sez. 6.4).

A. Frascella
Lecce, 6 aprile 2005 C. Guido



Premessa

(Gli argomenti che tratteremo faranno costantemente riferimento alla
teoria intuitiva degli insiemi, nell’ambito della quale assumeremo di
poter operare tutte le costruzioni tradizionalmente considerate che portano
alla creazione di nuovi insiemi a partire da insiemi dati. In particolare,
terremo presente, come di consueto nell’ambito della “matematica classica”,
che si possono costruire i seguenti insiemi con le note modalita che non
descriviamo esplicitamente:

- Per ogni insieme X e per ogni proprieta P, si pud considerare
I'insieme {:1: c X )P(:I:)} In particolare, si puo considerre l'insieme
vuoto.

- Per ogni insieme X si puo considerare l'insieme P(X) dei suoi -
sottoinsiemi, detto powerset di X.

- Considerati due qualsiasi insiemi X e Y, si possono costruire:

I'insieme {X, Y}

I'insieme unione X U Y.

I'insieme intersezione X NY .

I'insieme prodotto cartesiano X X Y.
I'insieme differenza X \ Y.

I’insieme Y% delle funzioni da X in Y.

- Considerata una qualsiasi famiglia di insiemi, con indici in un in-
sieme I, (X;)ier, cioé una funzione che ad ogni i € I associa un
insieme X; sl possono considerare:

I’insieme degli insiemi della famiglia {Xz-ii cl }

l'unione degli insiemi della famiglia | J { X;|i € I}.
'intersezione degli insiemi della famiglia ) { Xili € 1 }, nel-
’ipotesi I # .

il prodotto cartesiano degli insiemi della famiglia

HX1-={f:I—~+U{Xi|’iEI}[f(£)GXE-, wef}.

1ed

- Si puo considerare 1'insieme di tutti i numeri naturali, ovvero esiste
un insieme con infiniti elementi.

Tale contesto della teoria degli insiemi risulta inadeguato, perche troppo
ristretto, per la teoria delle categorie in cui si ha anche ['esigenza di
considerare la totalita di enti matematici di qualche tipo come tutti gli
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insiemi, tutti 1 gruppi, tutte le funzioni e cosi via. La nota antinomia di
Russell spiega perche cio non € possibile restando nell’ambito della teoria
degli insiemi tradizionali.

Le esigenze sopra considerate riconducono tutte alla necessita di con-
siderare la totalita di tutti gli insiemi che, evidentemente, non € un insieme.

Chiamando classe ogni collezione di insiemi ed assumendo la possi-
bilita di considerare, per ogni proprieta P, la classe di tutti gli insiemi che
verificano tale proprieta P, si puo ottenere la classe U di tutti gli insiemi,
detta comunemente universo. |

Inoltre, si ha quanto segue:

- Ogni insieme € una classe ma ci sono classi che non sono insiemi e
che si chiamano classt proprie.

- Una classe € un insieme sse € elemento di qualche classe .

- Le costruzioni di nuovi insiemi a partire da insiemi di insiemi,
tra cuil quelle precedentemente descritte, si possono estendere alle
classi.

- Anche 'antinomia di Russell si estende alle classi cosicché non &
possibile considerare la classe di tutte le classi.

Le considerazioni che abbiamo fatto in merito alla necessita di intro-
durre 1l concetto di classe e il verificarsi, in teoria delle categorie, di situ-
azioni in cui € opportuno considerare la totalita di tutte le classi conducono
al concetto di conglomerato definito come una qualsiasi collezione di classi.

Le considerazioni fatte per le classi si estendono ai conglomerati e questo
processo di estensione potrebbe ulteriormente proseguire, ma non avremo
necessita di farlo.

Osserviamo che tra gli assiomi della teoria degli insiemi, estesi poi alle
classi e ai conglomerati, assumeremo, senza precisare in quali casi risulta
necessario, 1l tradizionale assioma della scelta; cosi ad esempio assumere-
mo che ogni funzione tra conglomerati (in particolare fra classi o fra insiemi)
ha una restrizione iniettiva.



CAPITOLO 1

- Categorie e Funtori

1.1. Categﬁrie

DEFINIZIONE 1.1.1. Una categoria, C, ¢ definita dai sequenti dati:

- Una classe Ob(C) (o |C|), i cui elementi sono detti oggetti del-
la categoria C e sono, di solito, indicati con le lettere maiuscole
dell’alfabeto, A, B,C,--- € |C|.

- Una classe Mor(C), i cui elementi sono detti morfismi ed una
funzione

C:|C| x |C| — P(Mor(C))

che associa ad ogni coppia di oggetti (A, B), un insieme C(A, B)
contenuto nella classe dei morfismz, 1 cut elementi sono detti mor-
fismi dall’oggetto A (detto dominio) nell’oggetto B (detto codo-

minio) e si indicano con
f:A— B oppure VN
St richiede, inoltre, che
{C(A,B)|A,B € |C|, C(A,B) # 0}

sta una partizione di Mor(C). C(A, B) é anche, a volte, denotato
con Morc(A, B).
- Una legge di composizione parziale
o: Mor(C) x Mor(C) — Mor(C)

che soddisfa le sequenti condizioni: se f € C(A,B), g € C(B,(C),

esiste

o(f,g) =go f e C(AC)

Inoltre “o” ¢ associativa, ovvero se f € C(A, B), g € C(B,C),
h € C(C, D), allora

ho(gof)=(hog)of.
- Per ogni A € |C|, esiste
14 € C(AA)
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detto morfismo identico (o identita) di A, tale che Vf € C(A, B)
e Vg € C(C, A) risulta

fola=fedlypog=yg.

OSSERVAZIONE 1.1.2. Sia C una categoria. VA € |C|, d|14 € C(A4, A),
morfismo identico di A. Infatti,se iqg € C(A, A) & un altro morfismo identico
di A, per le proprieta dei morfismi identici si ha

?:AZ?:AC'lA:lA.

EsSeMPIO 1.1.3. (a) Set ¢ la categoria degli insiemi, i cui oggetti sono
gli insiemi ed i cui morfismi sono le funzioni fra insiemi che si compongono
secondo la usuale composizione di funzioni. Le identita sono le funzioni
identiche.

Indichiamo con FSet la categoria avente per oggetti gli insiemi finiti
e per morfismi le funzioni fra di essi. Composizione ed identita, in questo
come negli esempi dei successivi punti (b)-(i) ed (m), sono le stesse che in
Set.

(b) SGrp ¢ la categoria dei semigruppi, in cui gli oggetti sono i semigruppi
ed i morfismi sono gli omomorfismi tra semigruppi.

(c) Mon e la categoria dei monoidi, in cui gli oggetti sono i monoidi ed i
morfismi sono gli omomorfismi tra monoidi.

(d) Grp e la categoria dei gruppi in cui gli oggetti sono i gruppi ed i mor-
fismi sono gli omomorfismi tra gruppi.

(e) Rng & la categoria degli anelli in cui gli oggetti sono gli anelli ed i
morfismi sono gli omomorfismi tra anelli, cioe le funzioni che conservano la
somma e il prodotto.

(f) Field e la categoria avente per oggetti i campi e per morfismi gli omo-
morfismi di campi, ovvero le funzioni che conservano le due leggi di compo-
sizione.

(g) Vec e la categoria degli spazi vettoriali 1 cui oggetti sono gli spazi vet-
toriali su un qualsiasi campo ed i cui morfismi sono le applicazioni lineari
(si noti il punto 3. dell’Osservazione 1.1.4).

(h) Top ¢ la categoria degli spazi topologici in cui gli oggetti sono gli spazi
topologici ed i morfismi fra gli oggetti (5, o), (I, 7) sono le applicazioni

f:85->T
che soddisfano la seguente condizione
fT(A)={zeS|f(z) e A} €0, VAET,
ovvero sono le applicazioni continue da (S, o) in (7, 7).

(i) pTop ¢ la categoria avente per oggetti gli spazi topologici puntati, ovvero
le coppie formate da uno spazio topologico e da un punto fissato nel sostegno
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dello spazio; i morfismi sono le funzioni continue che portano il punto fissato
nel primo oggetto nel punto fissato nel secondo.

(1) hTop e la categoria avente per oggetti gli spazi topologici e per morfismi
le classi di omotopia di funzioni continue.

(m) Altri esempi di categorie si ottengono considerando Set e selezionando
la classe deil morfismi; si indicano ad esempio con:

- << Set la categoria avente per oggetti tutti gli insiemi e per
morfismi solo le funzioni iniettive.

- >> Set la categoria avente per oggetti tutti gli insiemi e per
morfismi solo le funzioni suriettive.

- = Set la categoria avente per oggetti tutti gli insiemi e per mor-
fismi solo le funzioni bigettive.

(n) O & la categoria vuota, in cui |0 = () e Mor(0) = 0.

1 ¢ la categoria avente un solo oggetto, |1| = {A}, ed un solo morfismo.
Mor(1) = {14}.

2 ¢ la categoria avente due soli oggetti, |2| = {A, B } e due soli morfismi,
Mor(2) = {14,1p} e cosi via- - -

Tali categorie sono dette categorie discrete.

(0) Ogni classe X puo essere rivista come categoria, che indichiamo con X
in cuil

0 se T # Y

(2} sex=y ° l, =2 ed xox ==,

X| = X, X(z,) = {
ovvero, in esse i soli morfismi sono le identita. Se X e un insieme finito, tale
categoria rientra nell’esempio precedente.

(p) Se (M, e) € un monoide, con e elemento neutro, (M, e) € una categoria
M con un solo oggetto

M| ={M}, M(M,M)=M, 1y =e ed yoz=yeuz.

(q) Matg e la categoria avente per oggetti tutti i numeri naturali e per
morfismi fra gli oggetti m ed n, l'insieme di tutte le matrici m X n in un
fissato campo K, le identita 1,, : n — n, n € N, sono le matrici diagonali
unitarie n X n e la composizione “o” e il prodotto righe per colonne. Si
noti che, a differenza dell’Esempio (g), non si puo considerare K arbitrario,

altrimenti Mat g (m, n) non sarebbe un insieme.

(r) Rel ¢ la categoria avente per oggetti gli insiemi e per morfismi le relazioni
binarie fra insiemi. In Rel, per ogni R C X XY ed § C Y X Z, con
X,Y,Z € |Rel|, la composizione fra morfismi & ’'usuale composizione fra
relazioni SoR C X x Z, definita da

(r,z) € SoR & dyeY : xRy e ySz
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che & una legge di composizione associativa; il morfismo identita di ogni
oggetto, cioe di ogni insieme, e la relazione di uguaglianza nell’insieme stes-
SO.

(s) Un insieme pre-ordinato, (X, <), € una categoria, indicata con X, in
cui la classe degli oggetti € X stesso ed in cui 'insieme dei morfismi da un
oggetto x € X ad un oggetto y € X e

X(;E ,y) _ { {(.E,?;)} sex <Y

0 altrimenti ’ l, = (z,2) e (y,2)0(x,y) = (z,2).

OSSERVAZIONE 1.1.4. 1. Se C ¢ una categoria, VA € |C|, I'insieme di
tutti i morfismi da A in se stesso, C(A, A), con la legge di composizione “o”
e una struttura algebrica; precisamente (C(A, A), r:n) e un monoide.

2. Per le categorie (b)-(i) ed (m) dell’Esempio 1.1.3, i morfismi fra due
oggetti nella categoria costituiscono un sottoinsieme dell’insieme dei mor-
fismi fra i sostegni delle due strutture nella categoria Set. Inoltre, la com-
posizione in tali categorie ¢ data dalla composizione in Set, ed 1 morfismi
identita sono le identita in Set.

3. Se(V,+,:)e (W,+,") sono due spazi vettoriali su campi diversi, allora
VEC((K +, ')3 (VV'.! +f1 IIr)) = @

e c10 accade anche se 1 sostegni del due spazi coincidono, cioe V = W. Vec,
pertanto, fornisce un esempio di categoria in cui l'insieme dei morfismi fra
due oggetti fissati puo essere vuoto. Altri esempi di questo tipo sono (n),
(0) ed (s).

DEFINIZIONE 1.1.5. Sta C una categoria.

C st dice piccola se la classe degli oggetti di C € un insieme.

C si dice connessa se C(A,B) # 0, VA, B € |C|.

C st dice disereta se gli unici morfismi sono 1 morfismi identics.
C si dice monoide se ha un solo oggetto, ovvero |C| = {A}.

OSSERVAZIONE 1.1.6. 1. In particolare, una categoria discreta si puo
identificare con la sua classe degli oggetti (si veda 1’Esempio 1.1.3 (0)); se
una categoria e discreta e piccola, allora essa puo essere identificata con
'insieme che costituisce la sua classe degli oggetti.

2. Il termine categoria monoide trova giustificazione nel fatto che una tale
categoria, C, si puo identificare col monoide dei morfismi dell’unico oggetto
A in se stesso (C(A4, A),-) (si veda I’Esempio 1.1.3 (p) e ’Osservazione
1.1.4).

3. Affinché un insieme munito di una relazione (X, <) sia una categoria,
nel senso dell’Esempio 1.1.3 (s), € necessario e sufficiente che la relazione
sia, di pre-ordine; infatti la transitivita della relazione equivale all’esistenza
della composizione dei morfismi, mentre la riflessivita equivale all’esistenza
delle identita.
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La seguente definizione descrive formalmente tale situazione.

DEFINIZIONE 1.1.7. Una categoria C e detta quast ordinata o pre-
ordinata se verifica la sequente proprieta:

IC(X,Y)| <1, VX,Y €|C]|.

In tal caso, nella classe degli oggetti di C, |C|, resta definita la seguente
relazione <:

X<Y & CWX,Y)#£0, VX,Y € |C|.

Dall’esistenza della composizione fra morfismi in C, segue che < e una
relazione transitiva; inoltre, poiché per ogni X € |C| esiste il morfismo
identico su X, 1x, allora la relazione < e riflessiva. Quindi < € una relazione
di pre-ordine e la classe degli oggetti di C con tale relazione é pre-ordinata.

Affinche questa relazione definita su |C| sia una relazione d’ordine, oc-
corre e basta che C verifichi una condizione un po piu forte della precedente,
cioe:

IC(X,Y)UC(Y,X)| <1, VX,Y € |C|.

In tal caso la categoria si dice ordinata. Se nella disuguaglianza prece-
dente si verifica, in particolare, 'uguaglianza, per ogni X,Y € |C]|, allora
< e una relazione d’ordine totale. Se C e una categoria ordinata, la classe
degli oggetti di C & ordinata e si indica con (|C|, <).

DEFINIZIONE 1.1.8. Una categoria C st dice concreta se ogni oggetto
A di C individua univocamente un insieme u(A) ed ogni morfismo f €
C(A, B) individua univocamente una funzione

u(f) : u(A) — u(B)

dall’insteme corrispondente ad A nellinsieme corrispondente a B, in modo

tale che Vf € C(A, B), Vg € C(B,C), si abbia

u(go f) =ulg) ou(f)
e VA € |C| risulti
u(la) = 1ya) : u(A) — u(A).

Spesso il morfismo f e la funzione u(f) si indicano con lo stesso simbolo.

La maggior parte delle categorie analizzate nell’Esempio 1.1.3 sono cat-
egorie concrete. Ad esempio, la categoria dei gruppi, Grp, ¢ una catego-
ria concreta: infatti ad ogni gruppo (G, *) si pud associare il sostegno G
ed ogni omomorfismo di gruppi &€ un’applicazione tra i sostegni dei gruppi
considerati.

DEFINIZIONE 1.1.9. Sia C una categoria.
Una sottocategoria D di C, indicata con D C C, € una categoria in cui:

ID|C|C| e D(A,B)C C(A,B), VA,Be|D

la composizione € la restrizione a Mor(D) della composizione in Mor(C)
ed © morfismi tdentici in D sono i morfismi identict in C.
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D e una sottocategoria piena di C se
D(A,B)=C(A,B), VA,Be€|D|.

OSSERVAZIONE 1.1.10. Se D & una sottocategoria (piena) di C ed E &
una sottocategoria (piena) di D, allora evidentemente E € una sottocatego-
ria (piena) di C.

ESEMPIO 1.1.11. Alcuni esempi di sottocategoria sono:
(a) FSet C Set, ed e piena.

(b) Mon C SGrp: infatti, ogni monoide ¢ un semigruppo ed ogni omo-
morfismo di monoidi € un omomorfismo di semigruppi che porta 1’elemento
neutro della prima struttura nell’elemento neutro della seconda. Mon, pero,
non e una sottocategoria piena di SGrp, infatti si ha che un’applicazione
fra 1 sostegni di due monoidi che sia un omomorfismo di semigruppi € un
omomorfismo di monoidi solo se verifica 1'ulteriore condizione relativa al-
I’elemento neutro, non automaticamente realizzata.

(¢) Grp C Mon ed é piena.
(d) Grp C SGrp ed & piena.

OSSERVAZIONE 1.1.12. Se E C D C C ed E e piena sia in C che in D
cio non implica che D sia piena in C, come mostra facilmente 1’esempio in

cul C = SGrp, D = Mon ed E = Grp.

DEFINIZIONE 1.1.13. Sia C una categoria. Se esiste una relazione
d’equivalenza ~ in Mor(C) tale che

fE€C(A,B) geC(B,C)efr~f, gn~g
Y
f'€C(A,B) ¢ €C(B,C) egof~gof

allora si definisce categoria quoziente di C relativamente alla relazione
~, denotata con C/ ~, la categoria avente per oggetti i medesimi oggetti di
C e per morfismi le classi di equivalenza dei morfismi di C.

ESEMPIO 1.1.14. hTop e la categoria quoziente di Top relativamente
alla relazione di omotopia definita da:

f,g: S —T continue, f~qg & AH : S x I — T continua t.c.
H(s,0) = f(s), H(s,1) =g(s), Vse€&s.

DEFINIZIONE 1.1.15. Siano C; e Co due categorie. Si definisce cate-
goria prodotto di C; per Cs, tndicata con C, X Cs, la categoria avente
come classe degli oggetti il prodotto cartesiano delle classi degli oggetti di
Cl € Cg,

|C1 X Ca| = |Cy X |Cof

e come morfismi fra gli oggetti (A, X), (B,Y), le coppie (f,g), tali che
f € Cl(A'.rB) e g e CZ(X'; Y)
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Se (f,h) € C1 xCa((A, X), (B,Y)) e(g,k) € C1 xCs((B,Y), (C, Z)),

allora la composizione in Cy X Gy € data da

(9:k) o (f,h) = (g0 f,koh).

L’ associativita della composizione delle singole componenti garantisce
l’associativita della composizione tra le coppie.

Il morfismo identico di un oggetto (A, X ) é la coppia dei singoli morfismi
identict di A in Cq e di X in Co, cioé

Lea,xy = (La, 1x).

1.2. Proprieta dei Morfismi

DEFINIZIONE 1.2.1. Sia C una categoria e siano A,B € |C| ed f €
C(A, B). Si dice che:

(a) f e una sezione se é invertibile a sinistra, cioé
f' € C(B, A) tale che f'o f =14.
(b) f é una retrazione se é invertibile a destra, cioé
3f" € C(B, A) tale che fo f' =1pg.
(c) f € un tsomorfismo se é invertibile a sinistra e a destra.
OSSERVAZIONE 1.2.2. 1. Dall’associativita della composizione di mor-
fismi segue subito che se f & un isomorfismo allora ogni inversa a destra
coincide con ogni inversa a sinistra. Infatti, se f € C(A, B) ed
fl € C(B,A) e taleche f/of =14
ed
f" € C(B,A) e tale che fo f” =15,
allora
ff=Ffo(fof"y=(fof)of"=f"
(Quindi ¢’e¢ un’unica inversa a destra che coincide con l'unica inversa a
sinistra.
In tal caso il morfismo f’ = f” : B — A si indica con f~! ed & detto
I'inverso di f.
egue facilmente che se f e invertibile, allora f~" e invertibile e
Segue facil te cl f tibile, allora f~! tibile ed
—-1y~1
(f7) =1
2. In una categoria concreta si ha evidentemente:

f sezione = f iniettiva.
f retrazione = f suriettiva.
f isomorfismo = f bigettiva.
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Le implicazioni inverse sono vere in alcune categorie, come Set e Vec, e
sono false in altre, come Top; infatti, se X e un insieme, | X| > 2, ¢ la
topologia discreta e ¥ la topologia caotica su X, ix : (X,d) — (X,9) e
continua, quindi € un morfismo in Top, ma la sua unica possibile inversa (a
sinistra e a destra) ix : (X,d) — (X, ) non & un morfismo in Top.

DEFINIZIONE 1.2.3. Sia C una categoria e siano A,B € |C| ed f €
C(A, B). Si dice che:

(a) f é un monomorfismo se ¢ cancellabile (semplificabile) a sinis-
tra, ovvero se Vg,g' € C(A’, A),

fog=fod = g=4g.
e un eprmorfismo se ¢ cancellabile (semplificabile) a destra,
b) f é ) fi : llabil lificabil dest
ovvero se Vh, h' € C(B, B’),
hof=hof = h="n.

(c) f € un bimorfismo se ¢ cancellabile (semplificabile) sia a destra
che a sinistra.

PROPOSIZIONE 1.2.4. In ogni categoria C, Vf € C(A, B), si hanno le
sequenti implicaziona:
(1) f sezione = f monomorfismo.

(2) f retrazione = f epimorfismo.
(3) f isomorfismo = f bimorfismo.

DIMOSTRAZIONE. (1) Sia f una sezione. Se g,g’ € C(A’, A) sono tali
che fog= fog' ese f' € C(B, A) ¢ inversa a sinistra di f, allora f'o fog =
flfofog = 1409g=140¢ = g=¢, ovvero f € un monomorfismo.

Le verifiche di (2) e (3) sono analoghe.

OSSERVAZIONE 1.2.5. In una categoria concreta, Vf € C(A, B), si
hanno le seguenti implicazioni:

f iniettiva = f monomorfismo.
f suriettiva = f epimorfismo.
f bigettiva = f bimorfismo.

DEFINIZIONE 1.2.6. Una categoria C si dice bilanciata se per ogni
f € Mor(C), st ha
f isomorfismo & f bimorfismo.
ESEMPIO 1.2.7. (a) Set e Vec sono categorie bilanciate; infatti, nella

teoria degli insiemi e nella teoria degli spazi vettoriali si dimostra che, per
ogni morfismo f:

f € invertibile a sinistra < f € iniettivo & f e semplificabile a sinistra.
f € invertibile a destra < f e suriettivo < f e semplificabile a destra.

f & invertibile & f e bigettivo & f € semplificabile a sinistra e a destra.
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(b) Top non e bilanciata; infatti, se (X,7) e (X, 7’) sono due spazi topo-
logici e 7 C 7/, 'applicazione identica di X, ix : X — X, € un’applicazione
continua da (X,7') in (X, 7). Inoltre, ix € bigettiva ed essendo Top una
categoria concreta, quindi ¢x € un bimorfismo. Ma la funzione 7x ammette
un’unica inversa a sinistra

1x (-X T) — (X:' Tf)

che pero non e un’applicazione continua, ovvero ix non € invertibile a
sinistra in Top e quindi Top non e una categoria bilanciata.

C’e da osservare che in Top le implicazioni dell’Osservazione 1.2.5 sono
invertibili, quelle dell’Osservazione 1.2.2 (2.) evidentemente no.

(c) HComp, sottocategoria piena di Top degli spazi topologici compatti
di Hausdorff € una categoria bilanciata; la verifica non € banale e segue dal
fatto che uno spazio compatto di Hausdorff € compatto massimale ed e di
Hausdorff minimale.

(d) SGrp, Mon e Rng non sono categorie bilanciate, infatti, 1’inclusione
- Z— QQ ¢ un bimorfismo in Mon, SGrp e Rng, ma non € un isomorfismo.
Questo esempio mostra anche che almeno la seconda, quindi la terza delle
implicazioni dell’Osservazione 1.2.5 non sono invertibili.

PROPOSIZIONE 1.2.8. Sia C una categoria.
Se fe C(A,B) e g e C(B,C) allora

(1) f, g sezioni (retrazioni, isomorfismi, rispettivamente) = g o f
sezione (retrazione, isomorfismo, rispettivamente).

(2) f, g monomorfismi (epimorfismi, bimorfismi, rispettivamente) =
g o [ monomorfismo (epimorfismo, bimorfismo, rispettivamente).

(3) gof monomorfismo (sezione, rispettivamente) = f monomorfismo
(sezione, rispettivamente).

(4) g o f epimorfismo (retrazione, rispettivamente) = g epimorfismo
(retrazione, rispettivamente).

DIMOSTRAZIONE. (1) Se f e g sono sezioni, allora siano h : B — A e
k:C — Btaliche hof =14 e kog=1p; considerata hok :C — A si ha
che (hok)o(go f) =ho(kog)of =hof =14, ovvero go f & una sezione.

Analogamente si procede per retrazioni ed isomorfismi.

(2) Se f e g sono monomorfismi, siano h, k : D — A, con (gof)oh = (gof)ok;
sfruttando le ipotesi e 'associativita si ha go (foh) = go (f o k), da cui
foh= fokequindi h = k.

Si procede allo stesso modo per epimorfismi e bimorfismi.

(3) Sia g o f un monomorfismo; se h,k: D — A sono taliche foh= fok,
allora componendo a sinistra per g si ha go(foh) = go (f ok) e per
P’associativita (go f)oh = (go f) o k da cui dall’ipotesi discende che h = k.
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Se g o f € una sezione, sia h : C — A la sua inversa a sinistra, allora
ho(go f) = 14; per associativita risulta quindi (hog)o f = 14, ovvero f
e invertibile a sinistra ed ha inversa a sinistra h o g.

(4) La dimostrazione ¢ analoga a quella della parte (3). O

PROPOSIZIONE 1.2.9. Sia C una categoria. Se f € C(A, B) allora sono
equivalenti le sequenti affermazioni:

(i) f e un epimorfismo e una sezione.
(i) f € un isomorfismo.
(#42) f € un monomorfismo ed una retrazione.

DIMOSTRAZIONE. “(7) = (i2)” Affinche f sia un isomorfismo, occorre
verificare che f € una retrazione, ovvero e invertibile a destra. Poiché per
ipotesi f € invertibile a sinistra, esite g : B — A tale che go f = 14;
componendo a sinistra con f si ha fo(gof) = fola allora (fog)of = 1gof
ed essendo per ipotesi f un epimorfismo, quindi cancellabile a destra, si ha
fog=1pg, ovvero f & invertibile e il suo inverso f~! = g.

“(411) = (42)” Poiché per ipotesi f e invertibile a destra, esiste g : B — A
tale che f o g = 1. Componendo a destra con f ed usando ’associativita
siha (fog)of=1po f allora fo(go f) = fola e per la cancellabilita a
sinistra di f segue che go f = 14, ovvero f e invertibile a sinistra; pertanto
f risulta un isomorfismo con inverso f~! = g.

“(i1) = (1)” e “(41) = (4i1)” seguono dalle definizioni e dalla Proposizione
1.2.4.

PROPOSIZIONE 1.2.10. Sia C wuna categoria e sita D C C. Se f €
D(A, B) allora si ha:

(1) f sezione (retrazione, isomorfismo, rispettivamente).in D = f
sezione (retrazione, isomorfismo, rispettivamente) in C.

(2) f monomorfismo (epimorfismo, bimorfismo, rispettivamente) in C
= f monomorfismo (epimorfismo, bimorfismo, rispettivamente)

i D.

DIMOSTRAZIONE. (1) Se f € D(A, B) € una retrazione, allora dg €
D(B, A) tale che fog = 1. Poiché D(B,A) C C(B,A), allora f ha
inversa a destra in C, ovvero f € una retrazione in C.

Analogamente si dimostra la tesi per le sezioni e quindi per gli isomor-
fismi.

(2) Sia f € C(A, B) un monomorfismo. Siano h,k € D(C, A) tali che
foh = fok; poiché D e una sottocategoria di C, allora h,k : C' — A sono
morfismi in C tali che foh = go k ed essendo f un monomorfismo in C, si
ha h = k. Da cio segue che f & un monomorfismo in D.

La tesi si ottiene in modo analogo per gli epimorfismi e quindi per i
bimorfismi.
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1.3. Proprieta degli Oggetti

DEFINIZIONE 1.3.1. Sia C una categoria. Se A,B € |C|, A e B si
dicono tsomorfi in C, in simboli A =c B, o semplicemente A = B, se
esiste f : A — B che sia un isomorfismo.

La relazione di isomorfismo € una relazione di equivalenza nella classe
degli oggetti della categoria.

PROPOSIZIONE 1.3.2. Siano C una categoria e D C C una sua sotto-
categoria. Se A, B € |D|, allora

AgDB = A=¢ B.

DIMOSTRAZIONE. Segue, ovviamente, dalla Proposizione 1.2.10.

L’ implicazione inversa non e sempre verificata, come mostra il seguente
esempio.

ESEMPIO 1.3.3. Sia C la categoria pre-ordinata con oggetti { L,a,b, T}
e relazione tale che 1. <a <b<a < T, esiaD lasottocategoria (ordinata)
individuata dalla relazione L < a < b < T. a e b sono isomorfi in C ma
non in D.

DEFINIZIONE 1.3.4. Sia C una categoria e sia A € |C|. A si dice
oggetto iniziale in C se VX € |C|, |C(A, X)| = 1.

PROPOSIZIONE 1.3.5. Sia C una categoria.

(1) Se A e B sono oggetti iniziali allora A = B (ovviamente c’é un
unico tsomorfismo da A in B).
(2) Se A é un oggetto iniziale, alloraVA' € |C| tale che A" =2 A risulta

A’ oggetto iniziale.

DIMOSTRAZIONE. (1) Se A e B sono oggetti iniziali allora 3|/h: A — B
ed d|k : B — A e componendo si ottiene koh: A— Aehok: B — B, ma
poiché 14 e 1 sono per ipotesi gli unici morfismi da A in sé e da B in se,
sihakoh=14ehok =1pg, ovvero h & un isomorfismo da A in B.

(2) Sia A’ € |C| tale che A" = A, allora d|h : A’ — A isomorfismo. Per
ipotesi, VB € |C|, J|f : A — B; da cio segue che foh : A" — B € I'unico
morfismo da A’ in B, infatti preso g : A’ — Bsihagoh ™t : A —- Be
quindi go h™! = f ovvero g = f o h.

DEFINIZIONE 1.3.6. Sia C una categoria e sia A € |C|. A ¢é detto
oggetto finale o terminale se VX € |C|, |C(X,A)| = 1.

PROPOSIZIONE 1.3.7. Sia C una categoria.

(1) Se A e B sono oggetti finali allora A = B (owvviamente c’é¢ un
unico isomorfismo da A in B).

(2) Se A ¢ un oggetto finale, allora VB € |C| tale che B = A risulta
B oggetto finale.



12 Anna Frascella - Cosimo Guido

DIMOSTRAZIONE. Analoga alla dimostrazione della Proposizione 1.3.5.

DEFINIZIONE 1.3.8. Sia C una categoria e sia A € |C|. A si dice
oggetto zero se A é sia oggetto iniziale che finale.

PROPOSIZIONE 1.3.9. L’eventuale oggetto zero in una categoria € unico
a meno di isomorfismi.

DIMOSTRAZIONE. Segue dalle proposizioni 1.3.5 e 1.3.7.

EseMPIO 1.3.10. (a) In Set, () &€ I'unico oggetto iniziale ed i singoletti
sono gli unici oggetti finali, quindi non esiste oggetto zero.

(b) In SGrp 'unico oggetto iniziale & il semigruppo vuoto e i semigruppi
con un solo elemento (in realta si tratta di monoidi), sono gli unici oggetti
finali e pertanto non esiste oggetto zero.

(c) In Grp ogni gruppo avente per sostegno il singoletto formato dall’ele-
mento neutro & oggetto iniziale e finale, ovvero oggetto zero.

(d) In Top lo spazio topologico vuoto e 'unico oggetto iniziale, gli spazi
topologici con un solo punto sono gli unici oggetti finali e quindi Top non
ammette oggetto zero.

(e) In pTop ogni spazio topologico avente un solo punto, che ovviamente
e anche il punto particolare fissato nello spazio, & oggetto iniziale e finale e
quindi e oggetto zero.

(f) In Vec uno spazio vettoriale nullo & oggetto iniziale e oggetto finale,
quindi e oggetto zero.

(g) In Rng e in Field non esistono oggetto iniziale e finale e quindi neanche
oggetto zero. Infatti, da ogni oggetto in se stesso ci sono sempre gli omo-
morfismi identico e nullo che sono distinti tra loro.

DEFINIZIONE 1.3.11. Sia C una categoria. Se esiste Z € |C| che sia
oggetto zero in C, allora VA, B € |C|

Jf:A—Zed3g:Z— B
e l’applicazione composta
h=gof:A— B

e detta morfismo zero o nullo da A in B.

Dall’unicita di f e g segue che il morfismo nullo h & univocamente
determinato, una volta fissato 'oggetto zero.

Inoltre, esso non dipende dall’oggetto zero considerato. Infatti, se Z e
Z' sono due oggetti zero di C, allora Z e Z’ sono isomorfi; sia h : Z — Z’
I'isomorfismo. Poiché Z’ & oggetto zero 3|f' : A — Z' ed 3|¢' : Z' — B. In
questo modo si costruiscono i seguenti diagrammi commutativi:
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Al z4pB
"N 1h 79
Z‘f
da cui si ricava che go f = (¢’ oh)o f=¢g'o(ho f) =g o f.

1.4. Sottooggetti ed Oggetti Quoziente

DEFINIZIONE 1.4.1. Sia C una categoria. Se A € |C|, si dice sot-
tooggetto di A ogni coppia (X, ), con X € |C| e p: X — A monomorfis-
mao.

ESEMPIO 1.4.2. (a) In Set se A € un insieme, i sottooggetti di A sono
coppie (X, ¢), con ¢ : X — A funzione iniettiva.

Evidentemente, ogni sottoinsieme di A & un sottooggetto di A, accop-
piato con la funzione inclusione.

(b) In Vec, SGrp, Mon, Grp, Rng, i sottospazi lineari, i sottosemigruppi,
i sottomonoidi, 1 sottogruppi, 1 sottoanelli, con la corrispondente funzione
inclusione sono ovviamente sottooggetti della struttura che li contiene.

DEFINIZIONE 1.4.3. Sia C una categoria e stano (X, ) e (Y,1) sot-
tooggetti di un oggetto A di C. Si dice che:

(1) (X, ) e (Y,9) sono tsomorfi, e si indica con (X, p) = (Y, 1), se
df : X — Y isomorfismo tale che o =1 o f.

(2) (X, ) é pit piccolo di (Y,v)), e si denota con (X, ) < (Y, ),
se esiste un morfismo f: X — Y tale che p =1 o f.

I1 morfismo f considerato in (2) & chiaramente un monomorfismo, come
si deduce dalla Proposizione 1.2.8 (3).

Si ha allora la seguente caratterizzazione.

PROPOSIZIONE 1.4.4. Sia C una categoria ed A € |C|.
I sottooggetti (X, ), (Y,%) di A sono isomorfi sse (X,p) < (Y,¢) <
(X, ).

DIMOSTRAZIONE. “=" Qvvia.
“«” Poiché per ipotesi (X, ¢) < (Y, ) < (X, ¢) allora

df: X > Y tec.p=vof

dg:Y - X tec. ¥v=pog

da cui, essendo ¢ e 1 dei monomorfismi si ha

polx =p=v9of=(pog)of=¢po(gof) = lx=gof
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poly =¢p=pog=(poflog=vo(fog) = ly=fog
ovvero f & un isomorfismo e f~! = g.

(OSSERVAZIONE 1.4.5. 1. La relazione di isomorfismo = € una relazione
di equivalenza.

2. La relazione < e di pre-ordine, ma non e, in genere, antisimmetrica.
3. Se B & un insieme, sia P(B) l'insieme delle parti di B, ovvero 'insieme
di tutti i sottoinsiemi di B e sia S(B) la classe di tutti i sottooggetti di
B in Set. Ovviamente, poiché esiste almeno (B,ig) sottooggetto di B,
S(B) # 0. Sia

H :S8(B) — P(B)
’applicazione definita V(A, ¢) € S(B) da

H(A, ) =97 (A).

Allora si verificano facilmente le seguenti proprieta:

(1) (A,0) ~ (A, ) & H(A,p) = H(A',&).
(2) (A,p) = (A ¢') & H(A, ) C H(A', ¢').
Pertanto, da (1) segue che l'insieme quoziente S(B)/ & & in corrispon-

denza bigettiva con P(B), e da (2) discende che tale corrispondenza conserva
e riflette ’ordine.

DEFINIZIONE 1.4.6. Sia C una categoria e sia B € |C|. Un oggetto
quoziente di B ¢ una coppia (m,A), dove A € |[Clenm: B — A ¢ un
epimorfismo.

DEFINIZIONE 1.4.7. Se C é una categoria, B € |C| e (7, A), (x', A)
sono due oggetti quoziente di B, allora

(1) (m, A) e (', A") si dicono isomorfi se 3f : A — A’ isomorfismo
tale che ©' = fom.

(2) (m, A) é piu grande di (', A"), in simboli (w,A) > (n', A"), se
esiste un morfismo f: A — A’ tale che n' = fom.

Il morfismo f considerato in (2) & chiaramente un epimorfismo, come si
deduce dalla Proposizione 1.2.8 (4).

OSSERVAZIONE 1.4.8. Sia A un insieme e siano E(A) 'insieme di tutte
le relazioni di equivalenza su A e K(A) 'insieme di tutti gli oggetti quoziente
su A in Set. Sia, inoltre,

H:K(A) — E(A)
I’applicazione definita ¥(7, B) € K(A), da
H(m,B) ={(z,y) € Ax Aln(z) =(y)}.
Allora
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(1) (mw,B) e (7', B") sono isomorfi & H(m, B) = H(n', B’).
(2) (n,B) > (',B’) & H(x,B) C H(n",B’).
Quindi da (1) discende che ogni classe di equivalenza di oggetti quoziente

di A € univocamente associata ad una relazione di equivalenza su A con una,
corrispondenza bigettiva che, per (2), conserva e riflette ’ordine.

ESEMPIO 1.4.9. (a) In costruzioni algebriche come Vec, SGrp, Mon,
Grp, Rng, le classi di equivalenza rispetto alla relazione di isomorfismo
di oggetti quoziente di un oggetto A corrispondono bigettivamente alle re-
lazioni di congruenza su A, ovvero alle relazioni di equivalenza sull’insieme
sostegno di S che sono compatibili con le operazioni.

(b) In Top le classi di equivalenza rispetto alla relazione di isomorfismo di
oggetti quoziente di un oggetto sono poste in corrispondenza bigettiva con
I’'insieme di tutte le relazioni di equivalenza sul loro insieme sostegno.

1.5. Dualita

DEFINIZIONE 1.5.1. L’opposta, C°P, di una categoria C ha la stessa
classe di oggetti di C e la stessa classe di morfismi di C, ma in modo tale
che

C%(A, B) = C(B, A), VA, B € |C].

Per ogni morfismo ¢ € C°P(A, B), si indica con ¢ lo stesso morfismo
come elemento di C(A, B); si pone cioe

p€ CP(A,B) & ¢ ¢c C(B,A).
Ovviamente, la composizione in C° & definita da
p € C(A, B),) € C?(B,C) = (¥ 0@)” = ¢ o
ed il morfismo identico 14 di A in C e tale che

(14)°7 = 14.
EsEMPIO 1.5.2. (a) Sia C = (X, <) una categoria pre-ordinata, allora
Ve, y€ X, |CP(z,y)| =12 >v.
Quindi la categoria opposta di C e

C” = (X, >).

(b) Sia C = (M, e) una categoria monoide con oggetto A. Se a,b € M =

C(A,A) = CP(A, A), allorala composizione di a con b in C°P & determinata

da \
ae’ b=0b"ea? =bea.
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Osserviamo che per ogni categoria C si ha (C°?)? = C, quindi ogni
categoria € duale di un’altra categoria.

Piu esplicitamente si ha la seguente uguaglianza tra conglomerati (che
si tratti di conglomerati € anche ribadito nel paragrafo 1.7)

{C|C & una categoria} = {D|3C categoria : D = C°P}.

Di qualsiasi concetto, proprieta, proposizione, enunciato, P, in una cat-
egoria C si possono formulare concetto, proprieta, proposizione, enunciato
duale, P, ottenuti sostituendo ogni morfismo con il suo opposto, quindi
scambiando, per ogni morfismo, il dominio con il codominio.

Ad esempio il concetto di dominio di un morfismo (“A ¢ dominio di
un morfismo in C se 3B € |C| ed 3f € C(A, B)”) ha come concetto duale
quello di codominio (“A e codominio di un morfismo in C se dB € |C| ed
dg € C(B, A)”).

Un concetto P si dice autoduale se PP = P.

Il concetto di morfismo identita € autoduale.

I concetti duali di sezione e monomorfismo sono quelli di retrazione ed
epimorfismo. I concetti di isomorfismo e bimorfismo sono autoduali.

Il concetto duale di sottooggetto € quello di oggetto quoziente; il concet-
to duale di oggetto iniziale e quello di oggetto finale. Il concetto di oggetto
zero € quindi autoduale.

Spesso il concetto duale P°P di un concetto P si denota anche mediante
co-P.

Data una proprieta P in C, la proprieta duale PP e verificata in C se
e solo se la proprieta P e verificata in CP.

Si ha quindi il seguente

Principio di dualita per le categorie.
Se una proprieta P e verificata in ogni categoria, allora la proprieta duale
PP ¢ verificata in ogni categoria.

Le proprieta considerate nelle categorie hanno quindi due formulazioni
tra loro duali. Verificare una delle due in tutte le categorie, equivale a
verificare l'altra, sempre in tutte le categorie.

1.6. Funtori

DEFINIZIONE 1.6.1. Siano C e D due categorie.
Un funtore da C in D, indicato con

F
F:C—-DoC-=D
e una coppia di funzioni, generalmente indicate con lo stesso simbolo,

F=(F:|C|— |D|,F: Mor(C) — Mor(D))



Strutture Topologiche: Categorie, Reticoli e Topologia generale 17

che verificht le sequenti proprieta :
(1) se A,A" € |C| ed f € C(A, A"), allora
F(f) € D(F(A),F(A")).
(2) se A,A", A" € |C|, fe C(A,A") ege C(A",A"), allora
F(go f) =F(g)o F(f).
(3) F(14) = 1p(a), VA € |C].

PROPOSIZIONE 1.6.2. Se FF: A — B ¢ G: B — C sono funtori allora
st ottiene un funtore

GoF:A—C
ponendo VA € |A| eVf e A(A, A)
(GoF)(A)=G(F(A))

(Go F)(f) = G(F(f)) € C(G(F(4)), G(F(A))).

ESEMPIO 1.6.3. (a) Per ogni categoria C si puo definire il funtore
rdentico di C

1c = (i), imor(C))-
(b) Se D C C, si definisce funtore inclusione di D in C, il funtore

J:D—C

che associa ad ogni oggetto di D il medesimo oggetto in C ed ad ogni
morfismo in D il medesimo morfismo in C.

(c) Se C e D sono due categorie e D € |D|, il funtore costante con valore
D é il funtore che ad ogni oggetto di C associa D ed ad ogni morfismo fra
due oggetti in C associa il morfismo identico dell’oggetto D.

(d) Se C é una categoria concreta, le corrispondenze gia descritte in 1.1.8,
che ad ogni oggetto A e ad ogni morfismo f di C associano rispettivamente
u(A) ed u(f), determinano un funtore

U:C — Set
detto funtore dimentico.

(e) Le corrispondenze che ad ogni spazio topologico puntato associano il suo
gruppo fondamentale e ad ogni funzione continua fra due spazi topologici
puntati associano I’omomorfismo indotto fra i rispettivi gruppi fondamen-
tali, definiscono un funtore II; : pTop — Ab detto funtore omotopia.

Un analogo funtore puo essere definito su hTop, poiché funzioni omo-
tope determinano lo stesso omomorfismo.

(f) Le corrispondenze che ad ogni spazio topologico (X, 7) associano il
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suo n-simo gruppo di omologia singolare H,(X,7), con n € N, e ad og-
ni tunzione continua fra due spazi topologici associano I’'omomorfismo in-
dotto fra i rispettivi gruppi di omologia singolare definiscono un funtore
H, : Top — Ab, detto n-simo funtore omologia, che puo anche essere
definito su h'Top.

(g) Le corrispondenze

X € |Set| — — (X) =P(X) = {4]AC X},

feSet(X,T) — — (f) =f7 : P(X) - P(T)
con f7(A) = {f(’r)\:r € A}, VA € P(X), definiscono un funtore
— : Set — Set

detto funtore powerset diretto.

DEFINIZIONE 1.6.4. Siano C e D due categorie. Una coppia di appli-
Cazion?
F=(F:|C|— |D|,F: Mor(C) — Mor(D))
che verifichi:
(1) se A, A’ € |C|, f € C(A, A"), allora
F(f) € D(F(A"), F(4))
(2) se A,A", A" € |C|, fe C(A,A") ege C(A", A”), allora
F(go f) = F(f) o F(g)
e (3), come in 1.6.1, é detto funtore controvariante.

ESEMPIO 1.6.5. (a) Le corrispondenze
X € [Set| — «— (X) =P(X),

feSet(X,T) s «— (f) =~ :P(T) — P(X)

con f~(B) = {z € X|f(z) € B}, VB € P(T), definiscono un funtore
controvariante

— : Set — Set

detto funtore powerset inverso.

(b) Le corrispondenze che associano ad ogni
VeVe — x(V)=V"
dove V* e lo spazio vettoriale duale di V, e ad ogni
f € Vee(V,W) +— *(f) = f* € Vec(W*,V*)
con f*(g) =go f, Vg € W*, definiscono un funtore controvariante
* : Vec — Vec

detto funtore dualita per gli spazi vettoriali.
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PROPOSIZIONE 1.6.6. Ognt funtore conserva sezioni, retrazioni e quindi
isomorfismi.

DIMOSTRAZIONE. Sia F' : C — D un funtore e sia f € C(A, B) una
sezione; per ipotesi esiste g € C(B, A) tale che go f = 14 e dalla compat-
ibilita dei funtori con la composizione segue che F(g) o F(f) = F(go f) =
F(14) = 1p(4), ovvero F(f) € D(F(A), F(B)) & una sezione.

La dimostrazione e analoga per retrazioni e quindi per isomorfismi.

(OSSERVAZIONE 1.6.7. 1. La proposizione 1.6.6 ha un’interessante con-
seguenza; essa, infatti, puo essere utilizzata per verificare che alcuni oggetti
in una categoria non sono isomorfi. Ad esempio, mediante il funtore omo-
topia si pud provare che due spazi topologici non sono omeomorfi (anzi
nemmeno omotopicamente equivalenti), mostrando che i loro gruppi fonda-
mentali non sono isomorfi.

2. Non e detto che un funtore F : C — D rifletta isomorfismi, ovvero
se F'(f) € un isomorfismo, non e detto che f lo sia. Ad esempio, sia
U : Top — Set il funtore dimentico. Se consideriamo ’applicazione identica
¢ : R — R essa e un’applicazione continua dallo spazio topologico dato da R
con la topologia discreta nello spazio topologico dato da R con la topologia
naturale, ma non € un omeomorfismo, ovvero non € un isomorfismo fra i due
spazi topologici pensati come oggetti di Top, ma, evidentemente, U(i) = i
e un isomorfismo in Set.

DEFINIZIONE 1.6.8. Sta F': C — D un funtore.

F' si dice pteno se, VA, B € |C|, Fic,p) : C(4,B) — D(F(A), F(B))
e suriettiva.

F' si dice fedele se, VA, B € |C|, Fic(a,p) : C(4, B) — D(F(A), F(B))
e inietliva.

F' si dice immersione se F' : Mor(C) — Mor(D) é iniettiva.

F' si dice rappresentativo (o denso) se VB € |D| 3A € |C]| tale che
F(A) = B.

OSSERVAZIONE 1.6.9. 1. Ovviamente, se un funtore & un’immersione
allora € anche fedele.

Il funtore dimentico U : Vec — Set ¢ fedele, ma non & né pieno, né
denso, né un’immersione.

Il funtore dimentico U : Grp — Sety ¢ fedele e denso ma non € né
pieno, né un’'immersione, avendo indicato con Setq la sottocategoria piena
1 det costituita dagli insiemi non vuoti.
di Set costituita dagl t

Il funtore dimentico U : Top — Set ¢ fedele e denso, ma non e né pieno,
né un’immersione.

Il1 funtore dimentico U : Field — Set e fedele ma non € né pieno, né
denso e non é un’immersione.
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2. I funtori inclusione sono immersioni. Inoltre, se la sottocategoria € piena
allora il funtore inclusione e pieno.

Il funtore inclusione J : Haus — Top della categoria degli spazi di
Hausdorff € un’immersione, quindi e fedele, ed inoltre € pieno, ma non e
denso.

PROPOSIZIONE 1.6.10. Se F' : C — D € un funtore, allora valgono le
sequenti proprieta:
(1) Se F' é fedele = F riflette monomorfismi, epimorfismi e bimorfis-

mi.

(2) Se F é fedele e pieno = F riflette sezioni, retrazioni ed tsomor-
fisma.

(3) Se F' é fedele, pieno e denso = F' conserva monomorfismi, epi-
morfismz, bimorfisma.

DIMOSTRAZIONE. (1) Verifichiamo che se F' &€ un funtore fedele allora
F' riflette epimorfismi.

Sia f € C(A, B), tale che F(f) € D(F(A), F(B)) sia un epimorfismo e
siano f', ¢’ € C(B,(C) tali che f'o f = g' o f. Allora applicando F, essendo
F(f) un epimorfismo, si ha

F(ffof)=F(g'of)= F(f)oF(f)=F(g')o F(f)
= F(f') = F(g')
da cui poiché F' e fedele si ricava f' = ¢’, ovvero f & un epimorfismo.
Le altre verifiche si eseguono analogamante.

(2) Se F' & fedele e pieno verifichiamo che esso riflette sezioni.

Sia f € C(A, B) tale che F(f) : F(A) — F(B) sia una sezione, allora
esiste ¢’ : F(B) — F(A) tale che ¢’ o F(f) = 1p(a). Poiché per ipotesi
F' & pieno allora esiste f' € C(B, A) tale che F(f') = ¢ esi ha F(l4) =
lpay =g oF(f) = F(f')oF(f) = F(f' o f) ed essendo F' fedele segue che
f'o f =14, ovvero f € una sezione.

La dimostrazione negli altri casi € analoga.

(3) Se F e fedele, pieno e denso, dimostriamo che F' conserva epimorfismi.

Siano f € C(A, B) un epimorfismo e h', g € D(F(B),C’) tali che
g o F(f) = h' o F(f). Poiché per ipotesi F' & denso allora 9C € |C| tale
che F(C) 2 C’ esia ¢ : C' — F(C) un isomorfismo; allora pog',poh’ €
D(F(B),F(C)) e poiché F' ¢ pieno esistono g,h € C(B, C) tali che F(g) =
woqg, F(h)=¢woh',dacuig =¢p toF(gq) e h =¢!oF(h). Pertanto
si ha g~ o F(g) o F(f) = ¢’ o F(f) = k' o F(f) = =1 o F(h)o F(f) =
F(g)oF(f) = F(h)oF(f) = F(go f) = F(ho f) ed essendo F' fedele
risulta g o f = h o f quindi essendo f un epimorfismo g = h da cui

F(g)=F(h) = gpog =poh’ =4 =h"

Quindi F'(f) & un epimorfismo.
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Le altre verifiche sono analoghe.

LEMMA 1.6.11. Sia F': C — D un funtore.
Se F': Mor(C) — Mor(D) é una bigezione allora F : |C| — |D| é una
bigezione.

DIMOSTRAZIONE. F' : |C| — |DJ| iniettiva: se A,B € |C| ed F(A) =
F(B), allora poiché F' : Mor(C) — Mor(D) & una bigezione si ha

]-F'(A)le(B} =3>-F(1A)=F(].B) =14=1p = A= B.

F : |C| — |D| suriettiva: se A’ € |D| allora 14 € Mor(D) quindi
if € Mor(C), f: A — B, tale che 14 = F(f) : F(A) — F(B) quindi
F(A)= A"

PROPOSIZIONE 1.6.12. Se F': C — D é un funtore allora sono equi-
valenti le sequenti affermaziona:

(i) F: Mor(C) —» Mor(D) é una bigezione.
(22) F :|C| — |D| é una bigezione ed il funtore F' ¢ fedele e pieno.

DIMOSTRAZIONE. “(i) = (i2)” Se F : Mor(C) — Mor(D) e una
bigezione, allora VA, B € |C|, Fica,B) : C(4,B) — D(F(A), F(B)) e una
bigezione, ovvero F' e fedele e pieno, e per 1.6.11 segue la tesi.

“(17) = (¢)” F : Mor(C) — Mor(D) iniettiva: siano f € C(A, B) e
g € C(C, D) tali che F(f) = F(g); allora F(A) = F(C) e F(B) = F(D)
quindi per 'ipotesi A = C e B = D. Allora f,g € C(A, B) con F(f) = F(g)
ed essendo per ipotesi il funtore F' fedele segue che f = g.

F : Mor(C) — Mor(D) suriettiva: Sia f' € Mor(D), f': A’ - B'.
Poiché F': |C| — |D| e una bigezione esistono A, B € |C| tali che F(A) = A’
ed F(B) = B' ed f/ € D(F(A),F(B)), quindi essendo F pieno esiste
f € C(A, B), tale che F(f) = f'.

DEFINIZIONE 1.6.13. Un funtore F : C — D ¢é un isomorfismo se
esiste un funtore G : D — C tale che

GoF=1c e FoG=I1p.

Due categorie C e D si dicono tsomorfe, in simboli C = D, se esiste
F: C — D isomorfismo.

OSSERVAZIONE 1.6.14. 1. Ovviamente il funtore G : D — C della
Definizione 1.6.13, univocamente determinato da F' e generalmente indicato
con F~ 1. & esso stesso un isomorfismo.

2. Nella classe di tutte le categorie la relazione di isomorfismo € una relazione
di equivalenza; categorie fra loro isomorfe sono considerate sostanzialmente
la stessa.
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3. Dalla Proposizione 1.6.12 segue che un funtore F' : C — D & un isomorfis-
mo se e solo se F' : Mor(C) — Mor(D) & una bigezione o equivalentemente
se e solo se ' : |C| — |D| e una bigezione ed il funtore F' & fedele e pieno.

ESEMPIO 1.6.15. Se K e un anello commutatiﬁrm unitario, indichiamo
con K-Mod la categoria concreta avente per oggetti i K moduli (sinistri) e
per morfismi omomorfismi di K-moduli. Osserviamo che se K & un campo
allora un K-modulo & uno spazio vettoriale su K; pertanto Vec C K-Mod.
Inoltre, se K = Z si ha Z-Mod =Ab. Infatti ogni gruppo abeliano G € uno
Z-modulo con 'operazione definita, Vk € Z, Vx € G, da

kle=xz+z---+z e (—k)xr = —(kx)
S —_
||
ed 1 morfismi tra due gruppi G ed H sono esattamente le funzioni che sono
anche morfismi di Z-moduli tra G ed H.

La precedente Osservazione 1.6.14 (3.) mostra che Z-Mod =Ab.

PROPOSIZIONE 1.6.16. Siano FF : C — D e G : D — E due funtort,
allora valgono le sequenti proprieta:

(1) Se F' e G sono isomorfismi (immersioni, fedeli, pieni, rispettiva-
mente) allora G o F' é un isomorfismo (immersione, fedele, pieno,
rispettivamente).

(2) Se G o F ¢é un’immersione (fedele, rispettivamente) allora F ¢
unimmerstone (fedele, rispettivamente).

(3) Se Go F ¢ pieno allora G ¢ pieno.

DIMOSTRAZIONE. Le verifiche di (1), (2) e (3) seguono immediate da
proprieta elementari delle funzioni tra classi.

1.7. Categorie di Categorie

Dalle proprieta dei funtori segue che essi agiscono come morfismi fra
categorie; infatti, tra essi ha senso fare la composizione che, come visto in
1.6.1, e ancora un funtore e tale operazione e associativa, ed inoltre i funtori
identici si comportano rispetto ad essa come le identita.

. Queste osservazioni suggeriscono 1’idea di considerare la “categoria delle
categorie” per definire la quale pero & necessario ovviare a due difficolta in-
trinseche in una costruzione di questo tipo: innanzitutto poiché le categorie
costituiscono un conglomerato, che contiene in effetti tutte le classi (si pensi
alle categorie dell’Esempio 1.1.3 (0)), non si puo realizzare una classe avente
per oggetti tutte le categorie; inoltre, date due categorie, non e affatto vero
che tutti 1 funtori dalla prima alla seconda categoria formino un insieme,
come esplicitamente richiesto nella definizione di categoria. Questi problemi
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sl superano se si restringe ’attenzione alle categorie piccole, nelle quali non
solo la classe degli oggetti, ma anche la classe dei morfismi sono insiemi.

DEFINIZIONE 1.7.1. La categoria Cat delle categorie piccole ha come
oggetti tutte le categorie piccole, come morfismi fra due oggetti tutti i funtor:
tra di essi, come identita ¢ funtori identici e come composizione ['usuale
composizione fra funtort.

OSSERVAZIONE 1.7.2. 1. Che Cat sia una categoria segue immediata-
mente dalle seguenti osservazioni:

(a) Poiché in ogni categoria piccola C si ha che Ob(C) e Mor(C) sono
insiemi, tutte le categorie piccole formano una classe, in quanto gli elementi
che costituiscono una generica categoria piccola si scelgono nella classe degli
insiemi.

(b) Per lo stesso motivo, per ogni coppia di categorie piccole tutti i funtori
dalla prima nella seconda categoria formano un insieme e 'unione di tutti
questi insiemi e evidentemente una classe.

2. Cat non ¢ una categoria piccola; infatti poiché ogni insieme € una cat-
egoria, come visto in 1.1.3 (0), si costruisce un’immersione piena da Set in
Cat, e Set non e piccola.

DEFINIZIONE 1.7.3. St chiama quast categoria una coppia
A= (0, M)
tale che

- O sia un conglomerato, i cui elementi sono chiamati oggetti.

- Per ogni coppia di oggetti (A, B), A(A, B) é una classe chiamata
la classe di tutts i morfismi da A mn B denotati con f : A — B, le
classi M(A, B) sono a due a due disgiunte e la loro unione da il
conglomerato M.

- Esiste una legge di composizione parziale

o MxM-—-M

che soddisfa le sequenti condizioni: se f € C(A,B), g € C(B,(C),
esiste

o(f,g) =go f € C(A4,C).

Inoltre “o” e associativa, ovvero se f € C(A, B), g € C(B,C),
h € C(C, D), allora

ho(gof)=(hog)of

- Per ogni A € O esiste 14 € A(A, A), detto morfismo identico (o
identita) di A, tale che per ogni f: A — B e g: C — A risulta

fola=fedlygog=yg.
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DEFINIZIONE 1.7.4. La quasi-categoria CAT di tutte le categorie ha
per oggetti tutte le categorie, per morfismi fra due oggetti tutti © funtor:
dalla prima nella seconda categoria, come identita i funtori identici e come

composizione ['usuale composizione fra funtor: che deriva dalla Proposizione
1.6.2.

OSSERVAZIONE 1.7.5. 1. Ogni categoria € una quasi-categoria.

2. Poiché CAT(Set,Set) non ¢ un insieme, allora CAT ¢ una quasi-
categoria ma non € una categoria. Peraltro |CAT| € un conglomerato ma
non una classe.

3. Virtualmente ogni concetto espresso per le categorie puo essere rifor-
mulato per le quasi-categorie cosi che ad esempio si puo parlare di funtori
fra quasi-categorie, quasi-categorie piccole, discrete ecc- - -. Molti di questi
concettl sono espressi per le categorie piuttosto che per le quasi-categorie,
in quanto oggetti di studio sono soprattutto le categorie; in alcuni casi tut-
tavia esprimere alcuni concettl in termini di quasi-categorie permette di
facilitarne la formulazione, come ad esempio nel caso degli isomorfismi fra
categorie che sono tutti e soli gli isomorfismi in CAT.

1.8. Trasformazioni Naturali

DEFINIZIONE 1.8.1. Siano F e G funtori da una categoria C in una
categoria D.

Una trasformazione naturale
n:F— G,
e una funzione
n: |C| — Mor(D),
ovvero, se st pone N(A) = na, una famiglia di morfismi

n= ('ﬁ’A)Aeim
che verifica le sequenti condizioni:
(1) YA € |C|, na € D(F(A),G(A)).
(2) Vf € C(A, B) é commutativo il sequente diagramma:
F(A) B8 G(A)
Fepy L L c)
F(B) 8 G(B)
Piu esplicitamente una trasformazione naturale la indicheremo con
C5D
L
cSD
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Si chiama trasformazione naturale identica del funtore F' : C — D
in se stesso la trasformazione naturale tp = (1pa)) Ac|C|-

Una trasformazione naturale n = (n A)AE|G| ¢ un tsomorfismo natu-
rale, se VA € |C|,
na: F(A) — G(A)

€ un 1somorfismo.

I funtori F' e G si dicono naturalmente isomorfi, e si scrive F' = G,
se esiste n : F' — G isomorfismo naturale.

In tal caso, © morfismi inversi ngl definiscono lisomorfismo naturale
inverso din, n~' : G — F.

DEFINIZIONE 1.8.2. Un funtore F' : C — D si dice equivalenza se
esiste G : D — C tale che FoG =2 1p eGo F = 1.

C e D si dicono equivalent: se esiste un’equivalenza F : C — D.

EseMPIO 1.8.3. (a) La trasformazione naturale identica di un funtore
F' in se stesso e un isomorfismo naturale.

(b) Le corrispondenze che associano ad ogni
V € |Vec| — *xx(V) =V
dove V** ¢ lo spazio vettoriale biduale di V', e ad ogni
feVec(V,W)— *x(f)=f": V"™ - W
doveV a € V**, f**(a) : W* — K & tale che V 9* € W™,
f*(e)(9%) = (o f*)(9") = a(f* (7)) =a(¥" o f) € K
definiscono un funtore

** : Vec — Vec

detto funtore biduale.
Si verifica che il funtore biduale ¢ naturalmente isomorfo al funtore
identico, ** = 1yee mediante I’isomorfismo naturale

Vec '¥8° Vec
Ln

Vec = Vec

definito YV € |Vec| da
Ny 1V = lvec(V) = V™ = xx(V)
che ad ogni ¥ € V associa ny (T) = ™ : V* — K tale che £**(9*) = ¥* (&),
Va*re V>
In effetti si verifica che ny € un isomorfismo, YV € |Vec| ed inoltre

VV,W € |Vec| e Vf € Vec(V,W) e commutativo il diagramma

"l‘_’; | x*

FL" L
W W
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Infatti, VZ € V, V9* € W* si ha
((f*™ onv)(@))(@") = (f* (nv(Z))) (")

= (v (&) o f)(97)
=nv(Z)(f(97))
=ny(Z)(V" o f)
= (9" o f)(Z)
= 9*(f(Z))
= (nw (f(Z))) (¥")
= ((nw o f)(&))(9").

DEFINIZIONE 1.84. Se F: C—-D,G: C—-D e H: C — D sono de:

funtori e

cEZD

Ln
c %D
| e
ciZp
sono trasformaziont naturali, si definisce composizione delle trasforma-
ziont naturali n ed €, la trasformazione naturale € on = ((E o n) A) A€|C)
definita VA € |C| da

(eom)a=ep0na: F(A) — H(A).

Che la famiglia di morfismi eon = ((€on) a) A€|C] sia una trasformazione

naturale si verifica osservando che Vf € C(A, A'), il diagramma esterno

F(A) =) FA)
na | " lﬂ.qf
G(f)
G(A) =" G(A)
EA l o i £ at
H(A) = H(A)
& commutativo poiché lo sono i diagrammi parziali.

OSSERVAZIONE 1.8.5. Si verificano facilmente le seguenti proprieta:
1. La composizione di trasformazioni naturali & associativa.

2. Ogni isomorfismo naturale identico e neutro rispetto alla composizione
di trasformazioni naturali.

Da tali proprieta segue che fissate due categorie A e B, si definisce
una quasi categoria avente per oggetti tutti i funtori da A in B, che costi-
tuiscono una classe, per morfismi fra due oggetti-funtori le trasformazioni
naturali fra i funtori considerati, che costituiscono anch’essi una classe per
ogni fissata coppia di funtori. La legge di composizione e la composizione di
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trasformazioni naturali e le identita sono gli isomorfismi naturali identici.
Tale quasi categoria e detta, impropriamente, categoria dei funtors.

DEFINIZIONE 1.8.6. Siano F,\G : A — B, H, K : B — C de: funtor: e
$1aM0
n:F—-G e 60:H—-K

trasformaziont naturali.

St dice prodotto o *-composizione delle trasformazioni naturali 0 ed n
la trasformazione naturale

definita VA € |A| da
(0%n)a = K(na) odpa) (1)

0 equivalentemente
(0 xn)a =dga) o H(na). (2)

L’equivalenza delle espressioni (1) e (2) discende dal fatto che VA €
|A|, 74 : F(A) — G(A) ¢ un morfismo in B ed essendo § : H — K una
trasformazione naturale si ha la commutativita del seguente diagramma:

OF(A)

H(F(A)) =5 K(F(A))
Hina) | """ | K=a)
H(G(A)) "% K(G(A)).

Per provare che § xn = ((§ * n) A) A€ A e una trasformazione natu-

rale, consideriamo un generico morfismo f € A(A, A’) e verifichiamo che il
seguente diagramma,

H(F(A)) "5 m(Far)
«mal " L@ xn)ar
K(G(4)) S K(G(4)
e commutativo. Infatti:
K(G(f)) o (6xm)a = K(G(f)) o K(na) o 6r(a)
= K(G(f)ona) o dpca) = (*)

e per la commutativita del seguente diagramma

FA) Y ran

TjA l o l UFEY

a(A) Y aa
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si ha
(%) = K(T}Af O F(f)) 0dpa) = K(nar) o K(F(f)) 0 dp(a) = (¥%)
per la commutativita del diagramma

a(Fw) ") b (e

EF(A} l Y

K(F(A)) <o) g (F'(A))

L dpcan

(%%) = K(nas) 0o dpcary o H(F(f)) = (6% n)ar o H(F(f))
ovvero la tesi.

PROPOSIZIONE 1.8.7. Se F' : A — B € un funtore allora sono equiv-
alentt le sequenti affermazioni:

(¢) F' € pieno, fedele e denso.
(i) F é un’equivalenza.
(222) Esiste un funtore G : B — A ed esistono due isomorfismi naturali
nN:1la —GoF,e: FoG — 1 talt che

F'Y"FoGoF ¥ F=F5F

G GoFoG 'S G=G"S

DIMOSTRAZIONE. “(ii1) = (i%)” Ovvio.

“(22) = (2)” Per ipotesi esistono un funtore G : B — A ed esistono due
isomorfismi naturalin: 15 - Go F,e: Fo(G — 1p.
Siano f,g € A(A, A’) tali che F(f) = F(g), allora, dalla commutativita

dei seguenti diagrammi
B G(F(A))

L7 L arg)
A G(F(A))

ed
A= G(F(A))
gl " | G(Fg)
A S G(F(AY)
segue che

F(f)=F(g) = naof=naocg = f=g
ovvero si ha che F' e fedele.
Analogamente si prova che G e fedele.
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Sia, ora, B € |B| e sia A = G(B). Poiché ¢ & un isomorfismo naturale
si ha che ep : F(A) = F(G(B)) — B & un isomorfismo, da cui segue che F
e denso.

Siano, A, A’ € |A| e g: F(A) — F(A"), allora

AMG(FA) “Qaru)™ A

Posto
f=n2'0G(g)ona: A— A’

poiché 1 € un isomorfismo naturale si ha

A" G(F(A))
17l GFEd)
AT G(F(A)

da cui poiché GG ¢ fedele si ha

G(F(f)) ona =mna onz' oG(g)ona= G(F(f)) =G(g)
= F(f)=g
ovvero F' e pieno.

“(1) = (422)” Sia E una classe rappresentativa degli oggetti di A.
Poiché F' e denso, VB € |B| JA € |A| tale che F'(A) & B. Sia G(B)
I'unico oggetto di E per il quale A = G(B), allora B = F(A) = F(G(B)).

Si ottiene cosi

G : JB‘ — |A‘

Scegliamo, inoltre, VB € |B|, un isomorfismo e : F/(G(B)) — B. Sia,
ora, g : B — B’ un morfismo in B; considerato

ez ogoep: F(G(B)) » F(G(B))

in B, poiché F & fedele e pieno, 3|f : G(B) — G(B’) tale che F(f) =

EE,} ogoep. Posto G(g) = f otteniamo

G : Mor(B) — Mor(A).

Osserviamo che Vg € B(B, B’) si ha F(G(g)) = 6;3,1 0cgoE€R.
G é un funtore da B in A, infatti:

- VB,B’' € |B|, Vg : B — B’ risulta G(g) : G(B) — G(B’).
- VB € |B|,

F(G(1p)) = €5’ olpoep = 1) = F(lam))

da cui, essendo F' fedele, si ottiene G(1g5) = 1g(B).
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- Yg € B(B,B’), V¢’ € B(B',B”) si ha
F(G(g'og)) =€gnog ogoeg

= (egnog o€ep)o(eg 0goep)
= F(G(g")) o F(G(9))
= F(G(¢9') o G(9))
da cui, poiché F' e fedele, si ottiene G(g' o g) = G(g') o G(g).

Inoltre € = (ep)BeB| € una trasformazione naturale da F' o G in 1g,
infatti Vg € B(B, B’) si ha che il diagramma, seguente

F(G(B)) =3 B
F(G) L " Ly
F(G(B)) & B

e commutativo in quanto, per definizione, F (G (g)) = EE;;I O goER.

Sia, ora, A € |A| Poiché ep(a) : F(G(F(A))) — F(A) & un isomorfis-
mo, allora si ha EF(A) F(A) — F(G(F(A))) ed essendo F fedele e pieno,
si ha che 3|na : A — G(F(A)) isomorfismo tale che F(n4) = E;,(IA).

Proviamo che n = (74) a¢|a| € un isomorfismo naturale da 1 in Go F.
Sia, quindi, f € A(A, A'); poiché ¢ € un isomorfismo naturale risulta

F(A) S F(G(F(4)))
Fipy L | F(GF(f)))

—1

F(A) "4 F(G(F(A))

da cui, essendo F'(n4) = E;(IA} risulta F(naof) = F(G(F(f))ona) e quindi,

essendo F' fedele si ha na o f = G(F(f)) o na, ovvero si ha il diagramma
commutativo

A" G(F(A)
17" a(Fy)
wwcwwm

cioe 1 e un isomorfismo naturale.
Infine si ha

ArA LB
n 1 L 1F
AGDFA%B

quindi si puo costruire 1p*n: F — FoGo F e in partu:ulale se A € |A|,
dal diagramma commutativo
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F(A) 5% F(A)
F(na) | " | F(na)

F(G(F(A))) "5 F(G(F(4))

si ha (IF *?})A — F(?’}‘A) o IF(A) . F(A) — F(G(F(A)))
D’altra parte si ha

ALB™B

]-F'l J, €
ALplEg

quindi si puo costruire e x 1p : FFoG o F — F e in particolare, se A € |A|,
dal diagramma commutativo

F(G(F(4))) = F(4)

1
1 1pea)
€EF(A)

F(G(F(4)) = F(A)

1F(G(F[A]]) l

si ha (€% 1p)a = 1p(a) © €r(a) = (€p(a) © Lr(a)) ™" = (F(na) 0 1p(a)) ™" da
cui F " FoGQoF* N F=FXEF
Analogamente ¢ T GoFoG 'S G =G5a.

EsemPIO 1.8.8. Fissato un campo K, la categoria degli spazi vettoriali
di dimensione finita su K € equivalente alla categoria delle matrici Matg
mediante il funtore

F': Vect — Matg

definito YV € |Vecf| e Vf € Vecf(V, W) ponendo, dopo aver fissato una
base in ogni spazio vettoriale,

F(V)=dim(V) ed F(f)= M(f)

dove M (f) e la matrice associata ad f rispetto a due basi fissate rispettiva-
mente in V e W.

OsSERVAZIONE 1.8.9. Una equivalenza F' tra due categorie A e B,
essendo un funtore fedele, pieno e denso conserva e riflette le principali
proprieta dei morfismi.

Per questo si considerano proprieta categoriali quelle che sono invarianti
per equivalenze.

DEFINIZIONE 1.8.10. Se FF: A — B e G : B — A sono due funtori, st
dice che F ¢é aggiunto a sinistra di G o che G € aggiunto a destra di
F o che F' e G formano un’aggiunzione, e si scrive

FAHG
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se esistono
n:1pa - GoF
e:FolG — 1p
trasformaziont naturali tali che

1 p*n

FE"FoGoF* N F=F%F

G GoFoG S o=c5a.

n e € sono dette, rispettivamente, unita e counita dell’aggiunzione.

ESEMPIO 1.8.11. Se (X, <) e (Y, <) sono categorie ordinate allora
F:(X,<)—(Y,<) e un funtore & F: X — Y e isotona.

“=” Siano (z,z') €< cioe z < z’. Poiché F & un funtore si ha che
(F(x), F(2") €<, ovvero F(z) < F(z') cioe F: X — Y e isotona.

“<” OQOvviamente F' : X — Y, essendo isotona, individua univoca-
mente una funzione F' :<—<' con cui costituisce una coppia di funzioni che
rappresenta un funtore F': (X, <) — (Y, <).

Se (X, <) e (Y, <) sono categorie ordinatee FF: X - Y eG: X =Y
sono funtori da (X, <) in (Y, <), allora affinche esista una trasformazione
naturale da F' in G é necessario e sufficiente che Vx € X esista un morfismo

in (Y, <) da F(z) in G(z), cioe risulti
F(z) < G(x).

Le condizioni della proprieta (2) delle trasformazioni naturali, infatti,
sono automaticamente verificate poiché pongono dei vincoli sui risultati
della composizione, che pero in questo caso sono univocamente determinati.

Se (X, <) e (Y, <) sono categorie ordinatee F': X - Y e(G:Y — X
sono funtori da (X, <) in (Y, <) eda (Y, <) in (X, <) rispettivamente, allora
la relazione F' - G equivale, semplicemente, al verificarsi delle seguenti
relazioni:

(ADI) z < G(F(z)), Vx € X
(ADII) F(G(y)) <y, VyeY
dette disuguaglianze di aggiunzione.

ESEMPIO 1.8.12. Siano A e B insiemi ed f : A — B un’applicazione da
A in B e siano

f~ :P(A) — P(B)
ed

f~ :P(B) — P(4)
rispettivamente gli operatori powerset diretto ed inverso associati ad f,
definiti rispettivamente negli esempi 1.6.3 (g) ed 1.6.5 (a).

f~ : P(A) — P(B) e un’applicazione isotona fra gli insiemi ordinati

(P(A),C ) e (P(B),C ), cosi come f~ : P(B) — P(A) & un’applicazione
isotona da (P(B),C ) in (P(A),C ).
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Inoltre, poiché
X C f(f7(X)), VX C A
ed
Y 2 f(f(Y), VY C B
ovvero si verificano (ADI) ed (ADII), allora

f7f.

Vedremo in seguito ulteriori proprieta di questi operatori che saranno
anche considerati in contesti molto piu generali.



CAPITOLO 2

Reticoli e Semireticoli

2.1. Insiemi Ordinati

DEFINIZIONE 2.1.1. Sia X un insieme.

Una relazione di pre-ordine (o di quast ordine) su X ¢ una relazione
binaria <C X X X che sia riflessiva e transitiva.

Un insieme X munito di una relazione di pre-ordine, <, e detto insieme
pre-ordinato, ed € indicato con (X, <).

Una relazione d’ordine < su X e una relazione div pre-ordine che sia
anche antisimmetrica.

(X, <) é detto insieme ordinato quando < ¢ una relazione d’ordine.

Se (X,<) & un insieme ordinato, due elementi a,b € X si dicono
confrontabili se a < b o b < a.

Un insieme ordinato (X, <) in cui due qualsiasi elementi sono con-
frontabili, si definisce totalmente ordinato o catena e < é detta relazione

d’ordine totale.

DEFINIZIONE 2.1.2. Sia (X, <) un insieme ordinato.
Se A C X, un elemento m € X st dice un maggiorante di A se

a€eA = a<m.
Indichiamo con M (A) I'insieme dei maggioranti di A.

DEFINIZIONE 2.1.3. Sia (X, <) un insieme ordinato.
Se A C X, un elemento m' € X si dice un minorante di A se

acA = m <a.

Indichiamo con m(A) I'insieme dei minoranti di A.

DEFINIZIONE 2.1.4. Stano (X, <) un insieme ordinato ed A C X.
Un elemento ag € A st dice massimo di A, in simboli ap = max A, se

a€A = a<ayg.
Un elemento by € A si dice minimo di A, in simboli by = minA, se

a€A = by <a.
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OSSERVAZIONE 2.1.5. Il massimo e il minimo di un insieme, se esistono,
sono unici. Infatti, se si suppone che ci siano due massimi m,m’ € A,
allora per definizione di massimo si ha m’ < m ed m < m’ da cui segue che
m' = m.

La verifica € analoga per 1’unicita del minimo.

DEFINIZIONE 2.1.6. Siano (X, <) un insteme ordinato ed A C X.
Un elemento s € X e detto estremo supertore di A ed e indicato con
s=\A os=supA, se:
(1) s€ M(A).
(2) Sebe Aea<b,Vac A, allora s <b.

Un elemento t € X e detto estremo wnferiore di A ed e denotato con
t=/NAot=infA, se

(1) t € m(A).

(2) Seb e X eb <a,VaeA, alorad’ <t.

OSSERVAZIONE 2.1.7. Dalla definizione 2.1.6 segue che

s=supA & s =min(M(A4))
t =inf A & t = max(m(A)).

Da tali proprieta e dall’Osservazione 2.1.5 segue che se un insieme ha
sup o inf, allora esso € unico.

DEFINIZIONE 2.1.8. Sia (X, <) un insteme ordinato.

D C X st dice insteme diretto se VF C D, F finito, 3m € D tale che
m e un maggiorante per F'.

H C X si dice insieme filtrante se VF' C H, F' finito, 3n € H tale
che n € un minorante per H.

EseMPIO 2.1.9. (a) Siano X = R con la relazione d’ordine usuale

ed A = N. Poiché in R non esistono maggioranti per N allora non esiste
I’estremo superiore di N.

(b) Sia X =R\ {¢} con la relazione d’ordine indotta da quella usuale e sia
A = (—o0,t), allora M(A) = (t,+00) non ha minimo. Pertanto, anche se
M(A) # () non esiste sup A.

(c) Si considerino due rette r ed s verticali, parallele e, successivamente, si
prenda X = r U s e si consideri su X la seguente relazione d’ordine:

Va,be X, a < b < a e bappartengono alla stessa retta
ed a sta sotto b.

Pertanto, tale relazione d’ordine non € una relazione d’ordine totale. Se
si prende 'insieme formato da due soli punti, uno appartenente ad r e ’altro
appartenente ad s, sicuramente non esiste il sup di tale insieme, perche per
esso non esistono maggioranti.

(d) Si considerino tre semirette aperte verticali e parallele r, s e t, r ed s
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illimitate inferiormente, ¢ illimitata superiormente. Si prenda X =rUsUt
e si definisca la seguente relazione d’ordine:

Ve,ye X, <y & |z,y appartengono alla stessa
semiretta e x sta sotto y| oppure
|x appartiene ad r U s
e y appartiene a t|.

Sia, poi, A = {a,b}, dove a e b appartengono rispettivamente alla
semiretta r e alla semiretta s, allora 'insieme dei maggioranti di A, M(A),
risulta essere l'insieme dei punti della semiretta {. Pertanto, non esiste il
sup A poiché M(A) non ha minimo, essendo la semiretta ¢ aperta.

OSSERVAZIONE 2.1.10. Sia (X, <) un insieme ordinato. L’insieme dei
maggioranti di § C X & M () = X; pertanto segue che sup ) esiste se e solo
se esiste minX e risulta sup 0 = minX.

Analogamente, m()) = X e quindi inf () esiste se e solo se esiste max X
e in particolare, inf ) = max X.

2.2. V-semireticoli ed N-semireticoli

DEFINIZIONE 2.2.1. Sia (X, <) un insieme ordinato, non vuoto.
(X, <) si dice semareticolo superiore o V-semireticolo se VF C X, F
fintto, esiste il sup F', brevemente denotato anche con VF'.

In particolare, poiché I’insieme vuoto € un insieme finito, esiste il sup ()
e quindi esiste il minX, che indicheremo con L.

Inoltre, Va,b € X, esiste sup {a,b}. L’esistenza del sup tra due elementi
si trasferisce facilmente all’esistenza del sup di un numero finito di elementi e
questo perche il sup e associativo, ossia dati tre elementi a, b, ¢ € X, risulta:

sup { sup {a, b}, f:} = sup {{1} sup {b, c}}
Da cio discende la seguente

CARATTERIZZAZIONE 2.2.2. Un insteme ordinato (X, <) € un semireti-
colo superiore se e solo se

(1) X ha minimo.
(2) Per ogni a,b € X, esiste sup {a, b}.

Dalla Caratterizzazione 2.2.2 si capisce come in un semireticolo su-
periore si ha la possibilita di definire una legge di composizione interna
binaria:

VXXX —-X
ponendo per ogni a,b € X

V(a,b) =aVb=sup{a,b}
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detta unione.
Inoltre, si vede subito che:

(a) V e associativa.

(b) V & commutativa.

(¢) Esiste ’elemento neutro L rispetto a V.

(e) Ogni elemento e idempotente rispetto a V, cioé Va € X,

aV a=a.

Da tali proprieta discende che se (X, <) € un V-semireticolo, allora la
terna (X, V, 1) & un monoide commutativo.

L’implicazione inversa vale solo sotto ulteriori condizioni, come mostra
la seguente proprieta.

PROPOSIZIONE 2.2.3. Se (X,V, 1) é un monoide commutativo in cui
ogni elemento € idempotente, allora esiste un’unica relazione d’ordine < su
X tale che (X, <) e un V-semireticolo, avente V per unione.

DIMOSTRAZIONE. Se per ogni a,b € X poniamo
a<b & aVb=0>
allora risulta

- dalla proprieta di idempotenza soddisfatta da ogni elemento di X
segue che < e riflessiva.
- < e antisimmetrica: infatti se a,b € X sono tali che a < be b < a,
allora si ha
aVb=b e bVa=a

e poiché V e commutativa risulta
b=aVb=bVa=a.

- < e transitiva: infatti, se a,b,c € X sono tali che a < be b < ¢,
allora
aVb=b e bVc=c

pertanto,
aVe=aV((bVec)=(aVb)Ve=bVec=c
ovvero a < c.

L’elemento neutro L € un minimo per X rispetto a tale relazione, infatti

Va € X si ha che
1lVa=a = 1 <a.

Inoltre, Va,b € X si ha sup{a, b} = a V b; infatti risulta
aV(avb)=(aVa)Vb=aVb = a<aVb

e analogamente si ha b < a V b, ovvero a V b € un maggiorante per {a, b}.
Se, inoltre, k£ € X & un maggiorante di {a, b}._. allora si ha

kV(avb)=(kVa)Vb=kVb=k = (aVd)<k.
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Pertanto, (X, <) & un semireticolo superiore.
Se infine <’ & un’altra relazione d’ordine su X che induce 'operazione
V, cioe tale che
EJEP {m?y} =xzVy, Ve, ye X

allora Vz,y € X risulta
:::<_i’y < y:sup{x?y}zilr\/y S <y
{J‘

cioe <'=<

DEFINIZIONE 2.2.4. Un insieme ordinato (X, <) si dice semireticolo
inferiore o N-semireticolo se VF C X, F finito, esiste inf F', brevemente
denotato con AF.

In particolare, in un semireticolo inferiore (X, <), poiché esiste inf ()
allora esiste max X che indicheremo con T. Inoltre, Va,b € X esiste
inf {a, b}.

Cosi come visto per il sup, anche 'esistenza dell’inf fra due elementi si
trasferisce facilmente all’esistenza dell’inf di un numero finito di elementi.

Da cio discende la seguente

CARATTERIZZAZIONE 2.2.5. Un insieme ordinato (X, <) & un semireti-
colo inferiore se e solo se

(1) X ha massimo.
(2) Per ogni a,be X, esiste inf {u, b}.

Anche in questo caso si ha la possibilita di definire una legge di compo-
sizione interna binaria
AN: XXX —=X

tale che per ogni a,b € X si ha |
A(a,b) = a Ab=inf {a,b}

detta intersezione.
Anche in questo caso € evidente che:
(a) A & associativa.
(b) A & commutativa.

(c) Esiste ’elemento neutro T rispetto a A.
(e) Ogni elemento e idempotente rispetto a A, cioe per ogni a € X,

a/\Na=a.

Da tali proprieta discende che se (X, <) € un A-semireticolo, allora la
terna (X, A, T) € un monoide commutativo.

Vale inoltre la seguente proprieta.
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PROPOSIZIONE 2.2.6. Se (X, A, T) € un monoide commutativo in cui
ognt elemento e idempotente, allora esiste un’unica relazione d’ordine < su
X tale che (X, <) € un A-semireticolo, avente N\ per intersezione.

DIMOSTRAZIONE. Se per ogni a,b € X poniamo
a<b & aANb=a

allora con una dimostrazione analoga a quella della Proposizione 2.2.3 segue
la tesi.

OSSERVAZIONE 2.2.7. 1. (X, <) & un semireticolo inferiore allora X
con la relazione d’ordine duale di <, >, & un semireticolo superiore (X, >).

Analogamente, se (X, <) & un semireticolo superiore, allora (X, >) & un
semireticolo inferiore. Pertanto, possiamo affermare che ogni semireticolo
inferiore individua univocamente un semireticolo superiore e viceversa.

2. Inoltre osserviamo che dal punto di vista algebrico non vi € alcuna dis-
tinzione fra semireticoli inferiori e superiori: entrambi infatti sono monoidi
commutativi in cui ogni elemento € idempotente. Tuttavia un semireti-
colo superiore non sempre puo essere considerato simultaneamente anche
come semireticolo inferiore, poiché la relazione d’ordine indotta dalla legge
di composizione secondo la Proposizione 2.2.3 e quella indotta secondo la

Proposizione 2.2.6 in generale non coincidono, come vedremo piu avanti
(Esempio 2.3.3).

2.3. Reticoli

DEFINIZIONE 2.3.1. Un insieme ordinato, (L,<), con |L| > 2, é un
reticolo se VF C L, F finito, esistono VF ed ANF', in L.

Ovviamente, dalla definizione segue che ogni reticolo ha un minimo,
1 =V, e un massimo, T = A, e ovviamente T # L.

In un reticolo (X, <) si definiscono entrambe le leggi di composizione
binarie: I'unione, V, e I'intersezione A, rispetto alle quali gli elementi neutri
sono rispettivamente L e T. Pertanto, un reticolo da una struttura algebrica
(X,V,A, L, T) con le seguenti proprieta

(a) V e A sono commutative e associative.
(b) Esiste I’elemento neutro, L rispetto a V e T rispetto a A.

(c) Ogni elemento € idempotente per entrambe le leggi di compo-
sizione.
Ma si verificano anche ulteriori proprieta, dette leggi di assorbimento
ovvero Va,b € X si ha

(A1) aV(aAb)=a
(Az) {lﬁ(ﬂ\fb):ﬂ.
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Infatti, Va, b € X risulta:
aNb<a = aV(aNb)=a

e
a<aVb = aA(aVbd)=a.
PROPOSIZIONE 2.3.2. Sia (X, V,A) una struttura algebrica.
(X, V, A) verifica le due leggi di assorbimento se e solo se posto
a<b & avb=bVa,be X
€

a<'b & aAb=aVa,bec X
risulta che < e <’ sono riflessive e

<= <

DIMOSTRAZIONE. Supponiamo che (X, V, A) soddisfi (AI) ed (AII).
“C” Sianoa,b e X taliche a < b; alloraaVvb =bequindi aA(aVbd) = aAb.
Per la (AII) segue che a = a A b ovvero a<’b.

“D” Siano a,b € X taliche a <’ b, alloraaAb = a e quindi (aAb)Vb = aVb.
Per la (AI) segue che b = a V b ovvero che a <b.

Inoltre dalla (AI) ed (AII) segue cheVa € X: aVa =aV(aA(aVa))=a
quindi a < a. Analogamente a <’ a.

Viceversa se supponiamo che <=<' siano riflessive, allora
aA(anb)=aAb= arnb<a
= aAb<a
= aV(aNb)=a

aV(iavb)=aVb= a<aVb
= a<'aVb
= aA(aVb)=a.

Da 2.3.2 segue che in una struttura algebrica (X, V, A, L, T) in cui val-
gono (a), (b), (¢), (AI) ed (AII) si puo definire una relazione d’ordine
usando equivalentemente V e A, come indicato dalle proposizioni 2.2.3 e
2.2.6, rispettivamente.

In particolare, se (X, V, A, L, T) & una struttura algebrica che soddisfa
le proprieta (a), (b), (c¢), (AI) ed (AII), allora segue che la coppia (X, <),
con < definita come in 2.2.3, o equivalentemente come in 2.2.6, & un reticolo.

EseEMmPpiO 2.3.3. Sia X =ALFABETO e definiamo su X le seguenti leggi
di composizione interne binarie commutative, indicate con V e A:
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V: (lettera) V (stessa lettera) = (stessa lettera)
(vocale) V (altra vocale) = II vocale in ordine alfabetico
(vocale) V (consonante) = consonante
(consonante) V (altra consonante) = z.
A: (lettera) A (stessa lettera) = stessa lettera
(vocale) A (altra vocale) = a
(vocale) A (consonante) = vocale
(consonante) A (altra consonante) = I consonante in ordine alfa-
betico.

L’elemento neutro rispetto a V € la vocale a, mentre I’elemento neutro
rispetto a A € la consonante z.

Si tratta di due leggi di composizione che danno entrambe una strut-
tura di semireticolo su X. Pero, si vede subito che non valgono le leggi di
assorbimento, infatti, ad esempio:

eN(eVi)=a e cV(cAb) =z

In effetti, coerentemente con la Proposizione 2.3.2, le due relazioni
d’ordine < e <’, definite in 2.2.3 e 2.2.6 sono diverse, infatti

e <1 (poiché eVi=1), ma e £’ i (poiché e Ai= a)
mentre

r £ s (poiché rV s =2z), ma r < s (poiché rAs=r).

EseMPIO 2.3.4. (a) Un insieme costituito da due soli elementi {1, T}

con la relazione d’ordine 1 < T e un reticolo, detto reticolo banale, che si
indica anche con 2= ({1, T}, <).

(b) Un insieme totalmente ordinato (X <) e un reticolo se e solo se ha
massimo T e minimo L. Infatti, Vz,y € X se x < y allora dJx Ay = x ed
dzVy =y; inoltre, IVl =1L € X ed IAD =T € X & X ha massimo
T e minimo L. In particolare, I'insieme totalmente ordinato ([0, 1], <) € un
reticolo, mentre, evidentemente, ((0,1), <) non lo é.

(¢) Se X # () & un insieme, I’insieme ordinato (P(X),C) e un reticolo.
Infatti, VA C P(X), A finito si ha

VA=UA € P(X)

ed
N =NA € P(X).

DEFINIZIONE 2.3.5. Sia L un V-semireticolo (A-semireticolo, rispetti-
vamente) e sia X C L.

X st dice sottosemireticolo superiore oppure V-sottosemireticolo
(sottosemireticolo inferiore o A-sottosemireticolo, rispettivamente)
se VF' C X, F finito, l’estremo superiore (l’estremo inferiore, rispettiva-
mente) di F' in L appartiene ad X.
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Ovviamente tale definizione si applica anche al caso in cui L € un
reticolo.

DEFINIZIONE 2.3.6. Sia L un reticolo e sia X C L.

X si dice sottoreticolo di L se VF C X, F finito, ['estremo superiore
e l’estremo inferiore di F' in L appartengono ad X.

OSSERVAZIONE 2.3.7. Evidentemente, ogni sottosemireticolo superiore
deve contenere L ed ogni sottosemireticolo inferiore deve contenere T.

Un V-sottosemireticolo (A-sottosemireticolo o sottoreticolo, rispettiva-
mente) X di un reticolo L & esso stesso un V-semireticolo (A-semireticolo
o reticolo, rispettivamente) con la relazione d’ordine, quindi con 'unione e
I’intersezione indotte in esso da quelle di L.

ESEMPIO 2.3.8. Se L e un reticolo, l'insieme { 1, T} con la relazione
d’ordine indotta da quella su L & un sottoreticolo.

Un sottoinsieme di un reticolo L con la relazione indotta da L puo essere
esso stesso un reticolo senza essere un sottoreticolo di L.

EsemMPIO 2.3.9. (a) Se L é un reticolo ed a,b € L con a < bed a # b,
allora denotiamo con

[a,b] = {z € L|a < z < b}.

la, b] pur essendo con la relazione indotta da L un reticolo, ovviamente
non ¢ un V-sottosemireticolo se a # 1 e non e un A-sottosemireticolo se
b# T. E’ un sottoreticolo sse a = 1 e b= T, cioe sse |a,b] = L.

(b) Sia G un gruppo. Poniamo § = {H|H < G}; S con la relazione
d’ordine di inclusione fra insiemi & un reticolo (S,C), incui VH, K € &

HANK=HNKeHVK=<HUK >

dove < HUK > e il piu piccolo sottogruppo in § contenente H e K. Quindi
(S, C) & un reticolo ma non & un sottoreticolo di (P(G), Q).

Indichiamo con POSet la categoria concreta i cui oggetti sono gli
insiemi ordinati ed i cui morfismi sono le funzioni isotone.

V-SLat (A-SLat, rispettivamente) e la categoria concreta che ha come
oggetti 1 semireticoli superiori (semireticoli inferiori, rispettivamente). I
morfismi da un oggetto (X, <) in un oggetto (Y, <) sono le funzioni

f: X—-Y
che conservano V (A, rispettivamente) cioe tali che VF' C X, F' finito si ha

f(VF)=Vf(F) (f(NF)=Nf"(F), rispettivamente).

Tali morfismi si caratterizzano evidentemente anche come omomorfismi
di monoidi.
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Lat e la categoria concreta avente per oggetti i reticoli e per morfismi
tra due reticoli (X, <) ed (Y, <), nell’ordine, le funzioni

f: X->Y
che conservano V e A, cioe tali che
F CX, F finito = f(VF)=Vf7(F)e f(NF)=NANf"(F).

OSSERVAZIONE 2.3.10. Un isomorfismo fra due reticoli, cioe un isomor-
fismo di Lat, € un morfismo di reticoli bigettivo la cui funzione inversa &
ancora un morfismo di reticoli.

LEMMA 2.3.11. Siano X,Y € |V -SLat| (X,Y € | A -SLat|, rispettiva-
mente) e sia f € V-SLat(X,Y) (f € A-SLat(X,Y), rispettivamente). Si
ha allora

(1) f é isotona.
(2) f imettiva = f riflette ['ordine.
(3) f bigettiva e X € |Lat| = f isomorfismo di Lat.

DIMOSTRAZIONE. Consideriamo solo il caso della categoria V-SLat.
() z<a'inX = f(@)V (@) = fl@Va) = f(a') = f(z) < f(2).

(2) Da f(z) < f(2') segue f(zVva') = f(x)V f(z') = f(2') dacuizVva =2’
cioe z < z'.

(3) f conserva A infatti Vy € Y da f~1(y) < T segue y < f(T) quindi
f(T)=T.

Siano, poi, z,z’ € X. Allora f(zAz’) & un minorante di { f(z), f(z')} e
per ogni altro minorante a < f(z), a < f(z') siha f~!(a) <z, f~1(a) < 2’
dacui f7*(a) < zAz’ equindia < f(xzAz’). Dunque f(zAz’') = f(z)Af(x").
Dalla suriettivita di f segue evidentemente che Y € chiuso per A quindi €
un reticolo. Per concludere la dimostrazione basta verificare che la funzione
inversa conserva V. Infatti da f(L) = L segue L = f~ (L) e considerati
v,y €Y, cony = f(z)ey = f(z')siha f~ (yVvy') = f~(f(x)V f(z')) =
fTHf@va))=zva' =~y Vv 1Y)

E’ evidente, tenendo anche conto del Lemma 2.3.11 (1), che per le
categorie su definite si hanno le seguenti inclusioni

Lat C Vv-SLat C POSet
Lat C A-SLat C POSet.

Nessuna delle suddette inclusioni pero e piena, come mostra il seguente
esempio.

EsSEMPIO 2.3.12. Dato un qualsiasi reticolo X e considerata la funzione
costante £ : X — X che ad ogni x € X associa un fissato £ € X, e evidente
che:

- k & isotona, Vk € X.
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- k conserva V sse k= 1.
- k conserva A sse k=T.

Indicato con Is(C(A, B)) I'insieme degli isomorfismi tra gli oggetti A e
B di una generica categoria C, si ha il seguente risultato.

PROPOSIZIONE 2.3.13. VX,Y € |Lat| st ha
Is(V-SLat(X,Y)) = Is(Lat(X,Y)) = Is(A-SLat(X,Y)).

DIMOSTRAZIONE. E’ conseguenza del Lemma 2.3.11.

Osserviamo che una bigezione isotona non € necessariamente un 1somor-
fismo in POSet. Si pensi ad esempio al morfismo identico

ix 1 (X, <) = (X, <), con <C<’, ma <#<'.

DEFINIZIONE 2.3.14. Una involuzione che inverte ['ordine in un reticolo
(X, <) é una funzione
kX — X

tale che

k2P=ix eVe,yec X: z<y = r(y) < &(x).

PROPOSIZIONE 2.3.15. Una tnvoluzione che inverte ['ordine in un reti-
colo (X, <) é un isomorfismo fra (X, <) ed il suo opposto (nel senso delle
categorie ordinate) (X, >).

DIMOSTRAZIONE. Intanto x & bigettiva, anzi da k% = ix segue che k &
autoinversa. Peraltro e chiaro che « : (X, <) — (X, >), € un morfismo di
reticoli sse k : (X, >) — (X, <) loe.

Infatti, tenuto conto che i sup e gli inf in (X, >) coincidono, rispettiva-
mente, con gli inf e i sup in (X, <), si tratta in entrambi i casi di provare
che Vzx,y € X

k(z Vy) = k(z) A K(y)
o equivalentemente
k(z ANy) = k() V K(Y),

ed inoltre che

k(L) =T o equivalentemente, «(T) = L.

Verifichiamo quindi che x(z V y) & 'estremo inferiore di {x(z), k(y)}.

Dazxz<zxzVy, ey<xzVy, segue che k(zVy) < k(z)e k(xzVy) < k(y).

Per ogni altro minorante a < k(z), a < k(y) si ha z < k(a) e y < k(a),
quindi z Vy < k(a) da cui a < k(z V y).

Analogamente si puo verificare che x(x A y) € l’estremo superiore di
{k(z),k(y)} il che, peraltro, & equivalente a quanto gia provato.

Infine notiamo che da L < x, Vx € X, segue y < x(L), Vy € X, quindi
k(L)=Texr(T)= L.
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Le relazioni che esprimono esplicitamente 1’enunciato precedente, verifi-
cate nel corso della dimostrazione, sono le note Leggi di De Morgan, che
riformuliamo nuovamente e che valgono, ribadiamo, in un qualsiasi reticolo
e rispetto ad una qualsiasi involuzione che inverte 1’ordine

k(zVy) =k(@) Ae(y) e w(zAy) =k(z)VK(Y).
Tali relazioni verranno estese al caso di unioni e intersezioni arbitrarie

(si veda la Proposizione 3.1.6).

Inoltre, notiamo esplicitamente che per ogni involuzione k che inverte
’ordine in un reticolo (X, <)siha k(L) =T e »(T) = L.

2.4. Reticoli Distributivi ed Algebre di Boole

PROPOSIZIONE 2.4.1. Se (X,V,A, L, T) é un reticolo allora valgono le
sequenti disuquaglianze distributive:

(1) (@nz)V(aAny) <aAN(zVy), Vx,y,a€ X.
(2) aV(xAy) <(aVz)A(aVy), Vo,y,a € X.

DIMOSTRAZIONE. Siano a,x,y € X.

(1) Poiché z < zVy alloraagAzx < aA (zVy). Analogamente risulta
aANy < aAN(xVy). Pertanto a A (x Vy) € un maggiorante per aAx ed a Ay
e da cio segue che (aAzx)V (aAy) <aA(xVy).

(2) Poiché zAhny<zexAy<yalloraaV(xAy)<aVzeaV(xAy)<
aV y; quindi a V (x A y) € un minorante per aV z ed a V y e percio risulta
aV(zAhy) <(aVx)A(aVy).

DEFINIZIONE 2.4.2. Un reticolo (X, <) si dice distributivo se verifica
le sequenti uguaglianze distributive:

(DI) an(zVy) =(aAz)V(aAy), Vz,y,a€ X.
(DII) aV(zAy)=(aVz)A(aVy), Vr,y,a€ X.
TEOREMA 2.4.3. In ogni reticolo (X, <) le uguaglianze distributive (DI)

e (DII) sono equivalents.

DIMOSTRAZIONE. Siano a,z,y € X.
“(DI) = (DII)”

(avVz)A(aVy) =[(aVz)Aa]V](aVz)Ay
=aV[(any) V(zAy)]
=[aV(aAy)]V(zAy)
=aV (zAy).
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“(DII) = (DI)” Si dimostra analogamente.

Si noti che la dimostrazione del Teorema 2.4.3 utilizza le due leggi di
assorbimento.

PROPOSIZIONE 2.4.4. Se (X, <) é un reticolo che soddisfa (DI) o (DII),
allora le leggi di assorbimento sono equivalentt, ovvero Va,b € X si ha

aN(aVb)=a & aV(aAb)=a.
DIMOSTRAZIONE. Se (X, <) e un reticolo che soddisfa (DI), allora
Va,b € X si ha
aN(aVb)=(aNa)V(aNb)=aV (aADb)

da cui segue la tesi.
La verifica ¢ analoga se (X, <) soddisfa (DII).

OSSERVAZIONE 2.4.5. 1. Un sottoreticolo di un reticolo distributivo e
ancora distributivo.

2. Alternativamente alla definizione 2.4.2 si puo definire reticolo distribu-
tivo un reticolo che soddisfa una fra le due leggi di assorbimento ed una fra
le proprieta distributive. Questo segue da 2.4.3 e 2.4.4.

ESEMPIO 2.4.6. (a) L’insieme delle parti di un insieme non vuoto X,
con la relazione di inclusione, (P(X), C) & un reticolo distributivo.

(b) L’intervallo unitario [0,1] con la relazione d’ordine < indotta dalla
relazione d’ordine naturale su R e un reticolo distributivo ([0, 1], <).

(¢) Se V e uno spazio vettoriale ed S(V) € 'insieme dei sottospazi vettoriali
di V, allora S(V') con la relazione d’ordine d’inclusione C & un reticolo, in cui
1] sottospazio nullo O e il minimo, l'intero spazio vettoriale V' e il massimo
e comunque presi X, Y sottospazi di V si ha

XANY=XNY e XVY=X+Y.

Le uguaglianze distributive non valgono per dimV > 2.
Verifichiamo, ad esempio, cosa succede per n = 3, considerando lo
spazio del vettor1 geometrici.

Siano X,Y, Z tre rette di un piano 7w passanti per l'origine e a due a
due distinte. Allora risulta:.

XANYVvZD)=XnNnY+2)=Xnr=X
mentre
(XAY)V(XANZ)=(XNY)+(XNZ)=0+0=0

quindi il reticolo non e distributivo.

Analogamente si dimostra che il reticolo dei sottogruppi di un dato
gruppo non e necessariamente distributivo.
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OSSERVAZIONE 2.4.7. Ogni insieme totalmente ordinato (X, <) avente
massimo e minimo e un reticolo distributivo. Infatti, per ogni z,y, z € X si
ha

3 < <
mh(y‘v’z)z{ yVz sey<z e z<uzx

£z sexr <Yy O r<z }:(xﬁy)\f(mf\z)

Vedremo, anzi, piu avanti (Proposizione 3.4.7) che un tale reticolo
verifica una ben piu forte condizione di distributivita.

Indichiamo con DLat la sottocategoria piena di Lat avente per oggetti
1 reticoli distributivi.

PROPOSIZIONE 2.4.8. Sia X un reticolo distributivo. Fissati h,k,a € X
se il sistema

xVa=%k

ammette soluzione, essa e unica.

{:x:f\azh

DIMOSTRAZIONE. Siano z,y € X, soluzioni del sistema, allora per la
distributivita del reticolo si ha

y=yV(yAa)
=yV(xAa)
=(yVz)A(yVa)
=(xVy) A(zVa)
=zV(yAa)
=z V(zAa)

=T

DEFINIZIONE 2.4.9. Un reticolo distributivo (X, V, A, L, T) in cui esiste
una funzione

—: X - X

che ad ogni elemento a € X associa —a tale che
aNa=_L1
aVa=1T

st dice algebra di Boole e si indica con (X,V,A, L, T,).

La funzione — si chiama complementazione e ['immagine tramite —
di un elemento a € X, —a, si chiama il complementare d: a.

Dalla Proposizione 2.4.8 segue che in un’algebra di Boole vi € una sola
possibile complementazione, la quale € univocamente determinata dalla re-
lazione d’ordine, tramite le operazioni V e A. Pertanto un’algebra di Boole
puo anche essere indicata con una notazione del tipo (X, <).
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PROPOSIZIONE 2.4.10. Se f € DLat(X,Y) e X ed Y sono algebre di
Boole allora Va € X st ha

~(f(a)) = f(—a)

ovvero f commuta con la complementazione del reticolo.

DIMOSTRAZIONE. Sia a € X. Per ottenere la tesi occorre provare che

{ f(=a) A f(a) = L

f(ma)V fla) =T

infatti:

o f(-a)A f(a) = f(rana) = f(L) =
o f(-a)V f(a) = f(naVa) = f(°

|
\"—-l—"’
|
|

(Questa proposizione giustifica la seguente affermazione.
La sottocategoria piena di DLat avente per oggetti le algebre di Boole
la indichiamo con Bool.

Ricordando la Proposizione 2.3.13 notiamo che se X e Y sono algebre
di Boole ed f : X — Y e una bigezione, allora

f conserva V < f e isomorfismo in Bool < f conserva A.

PROPOSIZIONE 2.4.11. Se (X,V, A, L, T,—) é un’algebra di Boole, allora

(1) = e un’involuzione.
(2) — inverte l'ordine.
(3) — wverifica le leggi di De Morgan.

DIMOSTRAZIONE. (1) Dire che — & un’involuzione significa che Va € X
risulta
1] = ;]j

infatti si ha che

aN-a=1, aV-a=1 = -—a=a.

(2) Siano, a,b € X, a <b. Allora —b A —a = —b, infatti
(=bA=a)Ab=(-bAb)A—-a=1LA-a=1

T=TAT=TA(=aVa)<(=bVb)A(=aVb)=(-bA-a)Vb,

da cui si ottiene —b < —a.

(3) Segue da (2) e dalla Proposizione 2.3.15.

Un’involuzione che inverte l’ordine in un reticolo distributivo non e
necessariamente una complementazione, come mostra 1’esempio seguente.
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ESEMPIO 2.4.12. Sia ([0, 1], <) il reticolo distributivo dell’Esempio 2.4.6
(b). L’applicazione
k:[0,1] — [0, 1]
che ad ogni x € [0, 1] associa
kr)=1—=x

¢ un’involuzione che inverte l’ordine ma non & una complementazione. In
effetti (|0, 1], <) non e un’algebra di Boole.

ESEMPIO 2.4.13. 1l reticolo delle parti di un insieme non vuoto X.
(P(X),C) dell’Esempio 2.4.6 (a) & un’algebra di Boole, in cui la comple-
mentazione e data VA € P(X) da ~A = X\ A, ovvero —A ¢ il complementare
insiemistico di A.

2.5. Algebre di Heyting

DEFINIZIONE 2.5.1. Un reticolo (X, <) si dice un’algebra di Heyting
se per ognt a,b € X esiste

max {z € X|z Aa < b}.

(OSSERVAZIONE 2.5.2. L’insieme {.SL‘ € XlxAha< b} non e vuoto, infatti

1 e {:1: € X|lzNa < b}. Ovviamente, L e il minimo dell’insieme, il quale,
In genere, non € affatto detto che abbia massimo.

Dalla definizione si evince che nelle algebre di Heyting si puo considerare
una nuova legge di composizione binaria

-%:XXX—>X, (a,b)Huﬁrb:mam{$6X|$ﬂu£b}

detta implicazione.

Per tale motivo indicheremo in generale un’algebra di Heyting con la
notazione (X, V,A, L, T, —).

Considereremo ora alcune proprieta di tipo algebrico che, come poi
vedremo, caratterizzano 'operazione “—"”.

PROPOSIZIONE 2.5.3. Se (X, <) é un reticolo, Va, b,y € X si ha [’equiv-
alenza

fy:maw{;reXmﬂaﬂb}

0

v verifica la condizione, Vre X : 2 <~y & zAa<b

DIMOSTRAZIONE. Poniamo, per praticita,
A={z e X|zNa <D}
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“J)” Poiché per ipotesi v = mazA, se x € X allora
r<y = zAha<yAa<b
e viceversa
rANa<b = zrzeA = <.

“ft” Verifichiamo che v = maxA.
y<y=>vAa<b=vy€ A
rEA=>xNa<b= <.

OSSERVAZIONE 2.5.4. In generale si preferisce dare la definizione di
algebra di Heyting usando la condizione assunta nella Proposizione 2.5.3.

Infatti usando la notazione su introdotta per l’operazione di impli-
cazione si ha una nuova formulazione della Definizione 2.5.1.

Con tale notazione si dice che
(X,V, A, L, T,—) éun’algebra di Heyting se (X,V, A, L, T) é un reticolo
e [’operazione binaria “— 7 verifica la condizione

r<a—b & zANa<b Vr,a bec X.

C’e da notare che 'operazione di implicazione in un’algebra di Heyting
e univocamente determinata dalla relazione d’ordine, in virtu della Propo-
sizione 2.5.3. Pertanto un’algebra di Heyting puo anche essere indicata con
la semplice notazione (X, <), almeno fin quando non si considerano morfismi
fra tali strutture.

Verifichiamo, ora, quattro proprieta che, come vedremo dopo, sono nec-
essarie e sufficienti per caratterizzare l’operazione “—” di un’algebra di
Heyting.

PROPOSIZIONE 2.5.5. Se (X, <) (equivalentemente (X,V, A, L, T, —))
e un’algebra di Heyting allora l'implicazione “— 7 wverifica le sequenti pro-
prieta:

) .
(2) an(a—b)=aAb
(3) bA(a— b) =0.
(4) a— (bAc)=(a—b)A(a— c).

DIMOSTRAZIONE. (1) a —» a=maz{z € X|zAa<a}=mazX =T.
(2) “<” Ovviamente a A (@ — b) < a. Inoltre,

aA(a—b)<a—b = (aAN(a—b)ANa<b = aA(a—b) <hb.

“>” Ovviamente a A b < a. Inoltre,

(aAb)ANa=aANb<b = aAnb<a—b.
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(3) DabAa<bsegue che b<a—b. Quindi bA (a — b) =b.
(4) Proviamo che a — (bAc¢) e 'inf di (a — b) e di (a — ¢).
a — (b A c¢) & un minorante di {a — b,a — c}.
Infatti dalla proprieta (2) e dalla Proposizione 2.5.3 segue che
aN(a—(bAc))=aA(DbANc)<b= a— (bAc)<(a—D).
Analogamente
a— (bAc) <(a— c).
Se, infine, y € X € un minorante di a — b e a — ¢ allora
y<a—bey<a—c= yha<be yAha<ece
= yNa<bAc
= y<a— (bAc).

PROPOSIZIONE 2.5.6. Se (X,V,A, L, T) e un reticolo con un’operazione
—: X XX —- X
che verifica le proprieta (1), (2), (3), (4) di 2.5.5 allora valgono

(1) b<bV =2a—-b<a—bV,Vae X
(2) b<a—b.

DIMOSTRAZIONE. (1) Per la proprieta (4) di 2.5.5 si ha che
b<bt = (a—=bA(a—=b)=a— (bAbY)=a—b
= a—b<a—V.

(2) Per la proprieta (3) di 2.5.5 si ha

bA(a—b)=b=b<a—b.

La seguente Proposizione caratterizza le algebre di Heyting.

PROPOSIZIONE 2.5.7. Un reticolo (X,V, A, L, T) con un’operazione bi-

naria “— 7 € un’algebra di Heyting se e solo se l'operazione “— 7 wverifica le

condizioni (1), (2), (3), (4) di 2.5.5.

DIMOSTRAZIONE. “=" Se (X,V,A, 1, T,—) e un’algebra di Heyting,
allora la tesi segue da 2.5.5.

“<” Siano a,be€ X esiax € X.
Se x < a — b allora per (2) si ha

(zNa)Ab=zA(aAb)=xANaAN(a—b)=xAa

ovvero z A a < b.
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Viceversa, sia x € X, tale che x Aa < b. Per 2.5.6 (1), 2.5.5 (4), (1) e
(3) risulta
r=xA(a— x)
=z A((a —z)A(a— a))
=z A(a— (zANa))
<z A(a—b)
<a—b.

PROPOSIZIONE 2.5.8. Ogni algebra di Heyting e un reticolo distributivo.

DIMOSTRAZIONE. Poiché in ogni reticolo (X, <) vale
(aAnb)V(aNnc)<aA(bVe), Va,bce X

per ottenere la tesi, per il Teorema 2.4.3, basta verificare che Va,b,c € X
vale

aN(bVe)<(aAb)V(aAec).
In effetti per 2.5.6 (1) e (2) € 2.5.5 (1) e (4) si ha

bvci(aﬁb)V(a—}C)
=(a— (aAb)) V(a— (aAc))
iaﬁl(ﬂf\b)\f(ﬂ,ﬁﬂ)

da cui segue che
(bVe)Aha <(aAb)V(aAc).

COROLLARIO 2.5.9. Se (X,V,A, L, T,—) é un’algebra di Heyting allora
valgono le sequenti proprieta

(1) (avad') =b=(a—b)A(a — D).
(2) a<a =d —b<a—hb.

DIMOSTRAZIONE. (1) Siano a,a’,be X. Per 2.5.6 (2) e 2.5.5 (2) si ha
((avad)—=bAa<((avd)—=bdA(avd)=(avd)Ab<b

pertanto
(aVa')—b<(a—b).

Analogamente si verifica che

(aVa)—b<(a —b).
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Inoltre, per la Proposizione 2.5.8 si ha che Vy € X
y<a—b y<ad —-b= yAa<b yrd <b
= (yAha)V(ynad)<b
= yAlava)<b
= y<(aVvad)—b.

(2) Siano a,a’,b€ X. Se a < a’ allora

avVa' =ad = d —-b=(avad)—=b=(a - b A(a—0D)

=a —-b<a—b.

PROPOSIZIONE 2.5.10. Ognt algebra di Boole e un’algebra di Heyting.

DIMOSTRAZIONE. Sia (X,V,A, L, T,-)un’algebra di BooleeVa,be X
sia
a— b= -aVb.
Allora Vo € X si ha
r<(a—b)=—-aVb = zAha<(-aVb)Aha=bAa<b

e viceversa se £ A a < b allora

r<zV-a=(xAa)V-a<-aVb=a—b.

OSSERVAZIONE 2.5.11. In un’algebra di Boole, posto a — b= —a V b si
ha ovviamente —a = a — 1.

In un’algebra di Heyting si puo generalizzare 1’operazione unaria di
complementazione che caratterizza le algebre di Boole.

L’operazione unaria definita in un’algebra di Heyting (X, V, A, L, T, —)
X=X, ar— a=a— L
si dice pseudo-complementazione o negazione.

PROPOSIZIONE 2.5.12. In un’algebra di Heyting la negazione verifica le
sequent: proprieta:

(1) aA—-a= 1.

(2) — dnverte l’ordine.
(3) =(aVb) =-aA —b.
(4) "L =T e~T = 1.
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DIMOSTRAZIONE. (1) Va € X risulta
aN-a=aN(a— Ll)=aANl=1.
(2) Va,be X,sea <balloraper2592 -b=bb— 1 <a— L =-a.
(3) Va,b € X si ha per 2.5.9 (1)
—(aVb)=(aVb) - L=(a— L)A(b— L)=—aA-b.
(4) Per 255 1., -1 =1 — 1L =T; =T = L infatti
Al < AT =TT — 1
= (T)AT <L
— (=T) = L.

PROPOSIZIONE 2.5.13. Sia (X,V,A, L, T,—) un’algebra di Heyting e
sia — la negazione in essa definita. Allora

(X,V,A, L, T,) é un’algebra di Boole < — e idempotente.

DIMOSTRAZIONE. “=" Segue dalla Proposizione 2.4.11.

“«<" Poiché X e un’algebra di Heyting, da 2.5.8 segue che X ¢ un reticolo
distributivo.
Inoltre, per 2.5.12 (1) e (3), poiché — e idempotente si ha

T =1 = —l(aﬂ —la;) — —1(—l—lﬂ,,-""\. _I{I) — —|—1(—|a\a’ ﬂ-) = —a V a.

Da cio e dalla 2.5.12 (1) segue la tesi.

Indichiamo con Heyt la sottocategoria di DLat avente per oggetti le
algebre di Heyting e per morfismi le applicazioni che sono compatibili con
I’operazione “—”.

PROPOSIZIONE 2.5.14. Bool ¢ isomorfa ad una sottocategoria piena di
Heyt.

DIMOSTRAZIONE. Le funzioni definite da
(X,V,A, L, T,m)€|Bool| — (X,V,A, L, T,—)€ |Heyt|
dovea — b= —-aVb, Va,be X ed
f: X—>Y — f: XY

determinano una immersione piena di Bool in Heyt.

Tenendo infatti conto della Proposizione 2.5.10 ed osservando che con-
siderate due algebre di Boole X ed Y, se una funzione f : X — Y e un
morfismo di Heyt e quindi di Lat, allora dalla 2.4.10 segue che f e anche
un morfismo di Bool; viceversa se f ¢ un morfismo di Bool, alloraVa,b € X
risulta f(a — b) = f(maVb) = ~f(a)V f(b) = f(a) — f(b), cioe f & un
morfismo in Heyt.
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Notiamo, che, a differenza di Bool, Heyt non e una -sottocategoria
piena di DLat. Cio risultera chiaro nell’Esempio 3.3.12.



CAPITOLO 2

Reticoli e Semireticoli

2.1. Insiemi Ordinati

DEFINIZIONE 2.1.1. Sia X un insieme.

Una relazione di pre-ordine (o di quast ordine) su X ¢ una relazione
binaria <C X X X che sia riflessiva e transitiva.

Un insieme X munito di una relazione di pre-ordine, <, e detto insieme
pre-ordinato, ed € indicato con (X, <).

Una relazione d’ordine < su X e una relazione div pre-ordine che sia
anche antisimmetrica.

(X, <) é detto insieme ordinato quando < ¢ una relazione d’ordine.

Se (X,<) & un insieme ordinato, due elementi a,b € X si dicono
confrontabili se a < b o b < a.

Un insieme ordinato (X, <) in cui due qualsiasi elementi sono con-
frontabili, si definisce totalmente ordinato o catena e < é detta relazione

d’ordine totale.

DEFINIZIONE 2.1.2. Sia (X, <) un insieme ordinato.
Se A C X, un elemento m € X st dice un maggiorante di A se

a€eA = a<m.
Indichiamo con M (A) I'insieme dei maggioranti di A.

DEFINIZIONE 2.1.3. Sia (X, <) un insieme ordinato.
Se A C X, un elemento m' € X si dice un minorante di A se

acA = m <a.

Indichiamo con m(A) I'insieme dei minoranti di A.

DEFINIZIONE 2.1.4. Stano (X, <) un insieme ordinato ed A C X.
Un elemento ag € A st dice massimo di A, in simboli ap = max A, se

a€A = a<ayg.
Un elemento by € A si dice minimo di A, in simboli by = minA, se

a€A = by <a.
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OSSERVAZIONE 2.1.5. Il massimo e il minimo di un insieme, se esistono,
sono unici. Infatti, se si suppone che ci siano due massimi m,m’ € A,
allora per definizione di massimo si ha m’ < m ed m < m’ da cui segue che
m' = m.

La verifica € analoga per 1’unicita del minimo.

DEFINIZIONE 2.1.6. Siano (X, <) un insteme ordinato ed A C X.
Un elemento s € X e detto estremo supertore di A ed e indicato con
s=\A os=supA, se:
(1) s€ M(A).
(2) Sebe Aea<b,Vac A, allora s <b.

Un elemento t € X e detto estremo wnferiore di A ed e denotato con
t=/NAot=infA, se

(1) t € m(A).

(2) Seb e X eb <a,VaeA, alorad’ <t.

OSSERVAZIONE 2.1.7. Dalla definizione 2.1.6 segue che

s=supA & s =min(M(A4))
t =inf A & t = max(m(A)).

Da tali proprieta e dall’Osservazione 2.1.5 segue che se un insieme ha
sup o inf, allora esso € unico.

DEFINIZIONE 2.1.8. Sia (X, <) un insteme ordinato.

D C X st dice insteme diretto se VF C D, F finito, 3m € D tale che
m e un maggiorante per F'.

H C X si dice insieme filtrante se VF' C H, F' finito, 3n € H tale
che n € un minorante per H.

EseMPIO 2.1.9. (a) Siano X = R con la relazione d’ordine usuale

ed A = N. Poiché in R non esistono maggioranti per N allora non esiste
I’estremo superiore di N.

(b) Sia X =R\ {¢} con la relazione d’ordine indotta da quella usuale e sia
A = (—o0,t), allora M(A) = (t,+00) non ha minimo. Pertanto, anche se
M(A) # () non esiste sup A.

(c) Si considerino due rette r ed s verticali, parallele e, successivamente, si
prenda X = r U s e si consideri su X la seguente relazione d’ordine:

Va,be X, a < b < a e bappartengono alla stessa retta
ed a sta sotto b.

Pertanto, tale relazione d’ordine non € una relazione d’ordine totale. Se
si prende 'insieme formato da due soli punti, uno appartenente ad r e ’altro
appartenente ad s, sicuramente non esiste il sup di tale insieme, perche per
esso non esistono maggioranti.

(d) Si considerino tre semirette aperte verticali e parallele r, s e t, r ed s
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illimitate inferiormente, ¢ illimitata superiormente. Si prenda X =rUsUt
e si definisca la seguente relazione d’ordine:

Ve,ye X, <y & |z,y appartengono alla stessa
semiretta e x sta sotto y| oppure
|x appartiene ad r U s
e y appartiene a t|.

Sia, poi, A = {a,b}, dove a e b appartengono rispettivamente alla
semiretta r e alla semiretta s, allora 'insieme dei maggioranti di A, M(A),
risulta essere l'insieme dei punti della semiretta {. Pertanto, non esiste il
sup A poiché M(A) non ha minimo, essendo la semiretta ¢ aperta.

OSSERVAZIONE 2.1.10. Sia (X, <) un insieme ordinato. L’insieme dei
maggioranti di § C X & M () = X; pertanto segue che sup ) esiste se e solo
se esiste minX e risulta sup 0 = minX.

Analogamente, m()) = X e quindi inf () esiste se e solo se esiste max X
e in particolare, inf ) = max X.

2.2. V-semireticoli ed N-semireticoli

DEFINIZIONE 2.2.1. Sia (X, <) un insieme ordinato, non vuoto.
(X, <) si dice semareticolo superiore o V-semireticolo se VF C X, F
fintto, esiste il sup F', brevemente denotato anche con VF'.

In particolare, poiché I’insieme vuoto € un insieme finito, esiste il sup ()
e quindi esiste il minX, che indicheremo con L.

Inoltre, Va,b € X, esiste sup {a,b}. L’esistenza del sup tra due elementi
si trasferisce facilmente all’esistenza del sup di un numero finito di elementi e
questo perche il sup e associativo, ossia dati tre elementi a, b, ¢ € X, risulta:

sup { sup {a, b}, f:} = sup {{1} sup {b, c}}
Da cio discende la seguente

CARATTERIZZAZIONE 2.2.2. Un insteme ordinato (X, <) € un semireti-
colo superiore se e solo se

(1) X ha minimo.
(2) Per ogni a,b € X, esiste sup {a, b}.

Dalla Caratterizzazione 2.2.2 si capisce come in un semireticolo su-
periore si ha la possibilita di definire una legge di composizione interna
binaria:

VXXX —-X
ponendo per ogni a,b € X

V(a,b) =aVb=sup{a,b}
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detta unione.
Inoltre, si vede subito che:

(a) V e associativa.

(b) V & commutativa.

(¢) Esiste ’elemento neutro L rispetto a V.

(e) Ogni elemento e idempotente rispetto a V, cioé Va € X,

aV a=a.

Da tali proprieta discende che se (X, <) € un V-semireticolo, allora la
terna (X, V, 1) & un monoide commutativo.

L’implicazione inversa vale solo sotto ulteriori condizioni, come mostra
la seguente proprieta.

PROPOSIZIONE 2.2.3. Se (X,V, 1) é un monoide commutativo in cui
ogni elemento € idempotente, allora esiste un’unica relazione d’ordine < su
X tale che (X, <) e un V-semireticolo, avente V per unione.

DIMOSTRAZIONE. Se per ogni a,b € X poniamo
a<b & aVb=0>
allora risulta

- dalla proprieta di idempotenza soddisfatta da ogni elemento di X
segue che < e riflessiva.
- < e antisimmetrica: infatti se a,b € X sono tali che a < be b < a,
allora si ha
aVb=b e bVa=a

e poiché V e commutativa risulta
b=aVb=bVa=a.

- < e transitiva: infatti, se a,b,c € X sono tali che a < be b < ¢,
allora
aVb=b e bVc=c

pertanto,
aVe=aV((bVec)=(aVb)Ve=bVec=c
ovvero a < c.

L’elemento neutro L € un minimo per X rispetto a tale relazione, infatti

Va € X si ha che
1lVa=a = 1 <a.

Inoltre, Va,b € X si ha sup{a, b} = a V b; infatti risulta
aV(avb)=(aVa)Vb=aVb = a<aVb

e analogamente si ha b < a V b, ovvero a V b € un maggiorante per {a, b}.
Se, inoltre, k£ € X & un maggiorante di {a, b}._. allora si ha

kV(avb)=(kVa)Vb=kVb=k = (aVd)<k.
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Pertanto, (X, <) & un semireticolo superiore.
Se infine <’ & un’altra relazione d’ordine su X che induce 'operazione
V, cioe tale che
EJEP {m?y} =xzVy, Ve, ye X

allora Vz,y € X risulta
:::<_i’y < y:sup{x?y}zilr\/y S <y
{J‘

cioe <'=<

DEFINIZIONE 2.2.4. Un insieme ordinato (X, <) si dice semireticolo
inferiore o N-semireticolo se VF C X, F finito, esiste inf F', brevemente
denotato con AF.

In particolare, in un semireticolo inferiore (X, <), poiché esiste inf ()
allora esiste max X che indicheremo con T. Inoltre, Va,b € X esiste
inf {a, b}.

Cosi come visto per il sup, anche 'esistenza dell’inf fra due elementi si
trasferisce facilmente all’esistenza dell’inf di un numero finito di elementi.

Da cio discende la seguente

CARATTERIZZAZIONE 2.2.5. Un insieme ordinato (X, <) & un semireti-
colo inferiore se e solo se

(1) X ha massimo.
(2) Per ogni a,be X, esiste inf {u, b}.

Anche in questo caso si ha la possibilita di definire una legge di compo-
sizione interna binaria
AN: XXX —=X

tale che per ogni a,b € X si ha |
A(a,b) = a Ab=inf {a,b}

detta intersezione.
Anche in questo caso € evidente che:
(a) A & associativa.
(b) A & commutativa.

(c) Esiste ’elemento neutro T rispetto a A.
(e) Ogni elemento e idempotente rispetto a A, cioe per ogni a € X,

a/\Na=a.

Da tali proprieta discende che se (X, <) € un A-semireticolo, allora la
terna (X, A, T) € un monoide commutativo.

Vale inoltre la seguente proprieta.
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PROPOSIZIONE 2.2.6. Se (X, A, T) € un monoide commutativo in cui
ognt elemento e idempotente, allora esiste un’unica relazione d’ordine < su
X tale che (X, <) € un A-semireticolo, avente N\ per intersezione.

DIMOSTRAZIONE. Se per ogni a,b € X poniamo
a<b & aANb=a

allora con una dimostrazione analoga a quella della Proposizione 2.2.3 segue
la tesi.

OSSERVAZIONE 2.2.7. 1. (X, <) & un semireticolo inferiore allora X
con la relazione d’ordine duale di <, >, & un semireticolo superiore (X, >).

Analogamente, se (X, <) & un semireticolo superiore, allora (X, >) & un
semireticolo inferiore. Pertanto, possiamo affermare che ogni semireticolo
inferiore individua univocamente un semireticolo superiore e viceversa.

2. Inoltre osserviamo che dal punto di vista algebrico non vi € alcuna dis-
tinzione fra semireticoli inferiori e superiori: entrambi infatti sono monoidi
commutativi in cui ogni elemento € idempotente. Tuttavia un semireti-
colo superiore non sempre puo essere considerato simultaneamente anche
come semireticolo inferiore, poiché la relazione d’ordine indotta dalla legge
di composizione secondo la Proposizione 2.2.3 e quella indotta secondo la

Proposizione 2.2.6 in generale non coincidono, come vedremo piu avanti
(Esempio 2.3.3).

2.3. Reticoli

DEFINIZIONE 2.3.1. Un insieme ordinato, (L,<), con |L| > 2, é un
reticolo se VF C L, F finito, esistono VF ed ANF', in L.

Ovviamente, dalla definizione segue che ogni reticolo ha un minimo,
1 =V, e un massimo, T = A, e ovviamente T # L.

In un reticolo (X, <) si definiscono entrambe le leggi di composizione
binarie: I'unione, V, e I'intersezione A, rispetto alle quali gli elementi neutri
sono rispettivamente L e T. Pertanto, un reticolo da una struttura algebrica
(X,V,A, L, T) con le seguenti proprieta

(a) V e A sono commutative e associative.
(b) Esiste I’elemento neutro, L rispetto a V e T rispetto a A.

(c) Ogni elemento € idempotente per entrambe le leggi di compo-
sizione.
Ma si verificano anche ulteriori proprieta, dette leggi di assorbimento
ovvero Va,b € X si ha

(A1) aV(aAb)=a
(Az) {lﬁ(ﬂ\fb):ﬂ.
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Infatti, Va, b € X risulta:
aNb<a = aV(aNb)=a

e
a<aVb = aA(aVbd)=a.
PROPOSIZIONE 2.3.2. Sia (X, V,A) una struttura algebrica.
(X, V, A) verifica le due leggi di assorbimento se e solo se posto
a<b & avb=bVa,be X
€

a<'b & aAb=aVa,bec X
risulta che < e <’ sono riflessive e

<= <

DIMOSTRAZIONE. Supponiamo che (X, V, A) soddisfi (AI) ed (AII).
“C” Sianoa,b e X taliche a < b; alloraaVvb =bequindi aA(aVbd) = aAb.
Per la (AII) segue che a = a A b ovvero a<’b.

“D” Siano a,b € X taliche a <’ b, alloraaAb = a e quindi (aAb)Vb = aVb.
Per la (AI) segue che b = a V b ovvero che a <b.

Inoltre dalla (AI) ed (AII) segue cheVa € X: aVa =aV(aA(aVa))=a
quindi a < a. Analogamente a <’ a.

Viceversa se supponiamo che <=<' siano riflessive, allora
aA(anb)=aAb= arnb<a
= aAb<a
= aV(aNb)=a

aV(iavb)=aVb= a<aVb
= a<'aVb
= aA(aVb)=a.

Da 2.3.2 segue che in una struttura algebrica (X, V, A, L, T) in cui val-
gono (a), (b), (¢), (AI) ed (AII) si puo definire una relazione d’ordine
usando equivalentemente V e A, come indicato dalle proposizioni 2.2.3 e
2.2.6, rispettivamente.

In particolare, se (X, V, A, L, T) & una struttura algebrica che soddisfa
le proprieta (a), (b), (c¢), (AI) ed (AII), allora segue che la coppia (X, <),
con < definita come in 2.2.3, o equivalentemente come in 2.2.6, & un reticolo.

EseEMmPpiO 2.3.3. Sia X =ALFABETO e definiamo su X le seguenti leggi
di composizione interne binarie commutative, indicate con V e A:
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V: (lettera) V (stessa lettera) = (stessa lettera)
(vocale) V (altra vocale) = II vocale in ordine alfabetico
(vocale) V (consonante) = consonante
(consonante) V (altra consonante) = z.
A: (lettera) A (stessa lettera) = stessa lettera
(vocale) A (altra vocale) = a
(vocale) A (consonante) = vocale
(consonante) A (altra consonante) = I consonante in ordine alfa-
betico.

L’elemento neutro rispetto a V € la vocale a, mentre I’elemento neutro
rispetto a A € la consonante z.

Si tratta di due leggi di composizione che danno entrambe una strut-
tura di semireticolo su X. Pero, si vede subito che non valgono le leggi di
assorbimento, infatti, ad esempio:

eN(eVi)=a e cV(cAb) =z

In effetti, coerentemente con la Proposizione 2.3.2, le due relazioni
d’ordine < e <’, definite in 2.2.3 e 2.2.6 sono diverse, infatti

e <1 (poiché eVi=1), ma e £’ i (poiché e Ai= a)
mentre

r £ s (poiché rV s =2z), ma r < s (poiché rAs=r).

EseMPIO 2.3.4. (a) Un insieme costituito da due soli elementi {1, T}

con la relazione d’ordine 1 < T e un reticolo, detto reticolo banale, che si
indica anche con 2= ({1, T}, <).

(b) Un insieme totalmente ordinato (X <) e un reticolo se e solo se ha
massimo T e minimo L. Infatti, Vz,y € X se x < y allora dJx Ay = x ed
dzVy =y; inoltre, IVl =1L € X ed IAD =T € X & X ha massimo
T e minimo L. In particolare, I'insieme totalmente ordinato ([0, 1], <) € un
reticolo, mentre, evidentemente, ((0,1), <) non lo é.

(¢) Se X # () & un insieme, I’insieme ordinato (P(X),C) e un reticolo.
Infatti, VA C P(X), A finito si ha

VA=UA € P(X)

ed
N =NA € P(X).

DEFINIZIONE 2.3.5. Sia L un V-semireticolo (A-semireticolo, rispetti-
vamente) e sia X C L.

X st dice sottosemireticolo superiore oppure V-sottosemireticolo
(sottosemireticolo inferiore o A-sottosemireticolo, rispettivamente)
se VF' C X, F finito, l’estremo superiore (l’estremo inferiore, rispettiva-
mente) di F' in L appartiene ad X.
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Ovviamente tale definizione si applica anche al caso in cui L € un
reticolo.

DEFINIZIONE 2.3.6. Sia L un reticolo e sia X C L.

X si dice sottoreticolo di L se VF C X, F finito, ['estremo superiore
e l’estremo inferiore di F' in L appartengono ad X.

OSSERVAZIONE 2.3.7. Evidentemente, ogni sottosemireticolo superiore
deve contenere L ed ogni sottosemireticolo inferiore deve contenere T.

Un V-sottosemireticolo (A-sottosemireticolo o sottoreticolo, rispettiva-
mente) X di un reticolo L & esso stesso un V-semireticolo (A-semireticolo
o reticolo, rispettivamente) con la relazione d’ordine, quindi con 'unione e
I’intersezione indotte in esso da quelle di L.

ESEMPIO 2.3.8. Se L e un reticolo, l'insieme { 1, T} con la relazione
d’ordine indotta da quella su L & un sottoreticolo.

Un sottoinsieme di un reticolo L con la relazione indotta da L puo essere
esso stesso un reticolo senza essere un sottoreticolo di L.

EsemMPIO 2.3.9. (a) Se L é un reticolo ed a,b € L con a < bed a # b,
allora denotiamo con

[a,b] = {z € L|a < z < b}.

la, b] pur essendo con la relazione indotta da L un reticolo, ovviamente
non ¢ un V-sottosemireticolo se a # 1 e non e un A-sottosemireticolo se
b# T. E’ un sottoreticolo sse a = 1 e b= T, cioe sse |a,b] = L.

(b) Sia G un gruppo. Poniamo § = {H|H < G}; S con la relazione
d’ordine di inclusione fra insiemi & un reticolo (S,C), incui VH, K € &

HANK=HNKeHVK=<HUK >

dove < HUK > e il piu piccolo sottogruppo in § contenente H e K. Quindi
(S, C) & un reticolo ma non & un sottoreticolo di (P(G), Q).

Indichiamo con POSet la categoria concreta i cui oggetti sono gli
insiemi ordinati ed i cui morfismi sono le funzioni isotone.

V-SLat (A-SLat, rispettivamente) e la categoria concreta che ha come
oggetti 1 semireticoli superiori (semireticoli inferiori, rispettivamente). I
morfismi da un oggetto (X, <) in un oggetto (Y, <) sono le funzioni

f: X—-Y
che conservano V (A, rispettivamente) cioe tali che VF' C X, F' finito si ha

f(VF)=Vf(F) (f(NF)=Nf"(F), rispettivamente).

Tali morfismi si caratterizzano evidentemente anche come omomorfismi
di monoidi.
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Lat e la categoria concreta avente per oggetti i reticoli e per morfismi
tra due reticoli (X, <) ed (Y, <), nell’ordine, le funzioni

f: X->Y
che conservano V e A, cioe tali che
F CX, F finito = f(VF)=Vf7(F)e f(NF)=NANf"(F).

OSSERVAZIONE 2.3.10. Un isomorfismo fra due reticoli, cioe un isomor-
fismo di Lat, € un morfismo di reticoli bigettivo la cui funzione inversa &
ancora un morfismo di reticoli.

LEMMA 2.3.11. Siano X,Y € |V -SLat| (X,Y € | A -SLat|, rispettiva-
mente) e sia f € V-SLat(X,Y) (f € A-SLat(X,Y), rispettivamente). Si
ha allora

(1) f é isotona.
(2) f imettiva = f riflette ['ordine.
(3) f bigettiva e X € |Lat| = f isomorfismo di Lat.

DIMOSTRAZIONE. Consideriamo solo il caso della categoria V-SLat.
() z<a'inX = f(@)V (@) = fl@Va) = f(a') = f(z) < f(2).

(2) Da f(z) < f(2') segue f(zVva') = f(x)V f(z') = f(2') dacuizVva =2’
cioe z < z'.

(3) f conserva A infatti Vy € Y da f~1(y) < T segue y < f(T) quindi
f(T)=T.

Siano, poi, z,z’ € X. Allora f(zAz’) & un minorante di { f(z), f(z')} e
per ogni altro minorante a < f(z), a < f(z') siha f~!(a) <z, f~1(a) < 2’
dacui f7*(a) < zAz’ equindia < f(xzAz’). Dunque f(zAz’') = f(z)Af(x").
Dalla suriettivita di f segue evidentemente che Y € chiuso per A quindi €
un reticolo. Per concludere la dimostrazione basta verificare che la funzione
inversa conserva V. Infatti da f(L) = L segue L = f~ (L) e considerati
v,y €Y, cony = f(z)ey = f(z')siha f~ (yVvy') = f~(f(x)V f(z')) =
fTHf@va))=zva' =~y Vv 1Y)

E’ evidente, tenendo anche conto del Lemma 2.3.11 (1), che per le
categorie su definite si hanno le seguenti inclusioni

Lat C Vv-SLat C POSet
Lat C A-SLat C POSet.

Nessuna delle suddette inclusioni pero e piena, come mostra il seguente
esempio.

EsSEMPIO 2.3.12. Dato un qualsiasi reticolo X e considerata la funzione
costante £ : X — X che ad ogni x € X associa un fissato £ € X, e evidente
che:

- k & isotona, Vk € X.
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- k conserva V sse k= 1.
- k conserva A sse k=T.

Indicato con Is(C(A, B)) I'insieme degli isomorfismi tra gli oggetti A e
B di una generica categoria C, si ha il seguente risultato.

PROPOSIZIONE 2.3.13. VX,Y € |Lat| st ha
Is(V-SLat(X,Y)) = Is(Lat(X,Y)) = Is(A-SLat(X,Y)).

DIMOSTRAZIONE. E’ conseguenza del Lemma 2.3.11.

Osserviamo che una bigezione isotona non € necessariamente un 1somor-
fismo in POSet. Si pensi ad esempio al morfismo identico

ix 1 (X, <) = (X, <), con <C<’, ma <#<'.

DEFINIZIONE 2.3.14. Una involuzione che inverte ['ordine in un reticolo
(X, <) é una funzione
kX — X

tale che

k2P=ix eVe,yec X: z<y = r(y) < &(x).

PROPOSIZIONE 2.3.15. Una tnvoluzione che inverte ['ordine in un reti-
colo (X, <) é un isomorfismo fra (X, <) ed il suo opposto (nel senso delle
categorie ordinate) (X, >).

DIMOSTRAZIONE. Intanto x & bigettiva, anzi da k% = ix segue che k &
autoinversa. Peraltro e chiaro che « : (X, <) — (X, >), € un morfismo di
reticoli sse k : (X, >) — (X, <) loe.

Infatti, tenuto conto che i sup e gli inf in (X, >) coincidono, rispettiva-
mente, con gli inf e i sup in (X, <), si tratta in entrambi i casi di provare
che Vzx,y € X

k(z Vy) = k(z) A K(y)
o equivalentemente
k(z ANy) = k() V K(Y),

ed inoltre che

k(L) =T o equivalentemente, «(T) = L.

Verifichiamo quindi che x(z V y) & 'estremo inferiore di {x(z), k(y)}.

Dazxz<zxzVy, ey<xzVy, segue che k(zVy) < k(z)e k(xzVy) < k(y).

Per ogni altro minorante a < k(z), a < k(y) si ha z < k(a) e y < k(a),
quindi z Vy < k(a) da cui a < k(z V y).

Analogamente si puo verificare che x(x A y) € l’estremo superiore di
{k(z),k(y)} il che, peraltro, & equivalente a quanto gia provato.

Infine notiamo che da L < x, Vx € X, segue y < x(L), Vy € X, quindi
k(L)=Texr(T)= L.
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Le relazioni che esprimono esplicitamente 1’enunciato precedente, verifi-
cate nel corso della dimostrazione, sono le note Leggi di De Morgan, che
riformuliamo nuovamente e che valgono, ribadiamo, in un qualsiasi reticolo
e rispetto ad una qualsiasi involuzione che inverte 1’ordine

k(zVy) =k(@) Ae(y) e w(zAy) =k(z)VK(Y).
Tali relazioni verranno estese al caso di unioni e intersezioni arbitrarie

(si veda la Proposizione 3.1.6).

Inoltre, notiamo esplicitamente che per ogni involuzione k che inverte
’ordine in un reticolo (X, <)siha k(L) =T e »(T) = L.

2.4. Reticoli Distributivi ed Algebre di Boole

PROPOSIZIONE 2.4.1. Se (X,V,A, L, T) é un reticolo allora valgono le
sequenti disuquaglianze distributive:

(1) (@nz)V(aAny) <aAN(zVy), Vx,y,a€ X.
(2) aV(xAy) <(aVz)A(aVy), Vo,y,a € X.

DIMOSTRAZIONE. Siano a,x,y € X.

(1) Poiché z < zVy alloraagAzx < aA (zVy). Analogamente risulta
aANy < aAN(xVy). Pertanto a A (x Vy) € un maggiorante per aAx ed a Ay
e da cio segue che (aAzx)V (aAy) <aA(xVy).

(2) Poiché zAhny<zexAy<yalloraaV(xAy)<aVzeaV(xAy)<
aV y; quindi a V (x A y) € un minorante per aV z ed a V y e percio risulta
aV(zAhy) <(aVx)A(aVy).

DEFINIZIONE 2.4.2. Un reticolo (X, <) si dice distributivo se verifica
le sequenti uguaglianze distributive:

(DI) an(zVy) =(aAz)V(aAy), Vz,y,a€ X.
(DII) aV(zAy)=(aVz)A(aVy), Vr,y,a€ X.
TEOREMA 2.4.3. In ogni reticolo (X, <) le uguaglianze distributive (DI)

e (DII) sono equivalents.

DIMOSTRAZIONE. Siano a,z,y € X.
“(DI) = (DII)”

(avVz)A(aVy) =[(aVz)Aa]V](aVz)Ay
=aV[(any) V(zAy)]
=[aV(aAy)]V(zAy)
=aV (zAy).
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“(DII) = (DI)” Si dimostra analogamente.

Si noti che la dimostrazione del Teorema 2.4.3 utilizza le due leggi di
assorbimento.

PROPOSIZIONE 2.4.4. Se (X, <) é un reticolo che soddisfa (DI) o (DII),
allora le leggi di assorbimento sono equivalentt, ovvero Va,b € X si ha

aN(aVb)=a & aV(aAb)=a.
DIMOSTRAZIONE. Se (X, <) e un reticolo che soddisfa (DI), allora
Va,b € X si ha
aN(aVb)=(aNa)V(aNb)=aV (aADb)

da cui segue la tesi.
La verifica ¢ analoga se (X, <) soddisfa (DII).

OSSERVAZIONE 2.4.5. 1. Un sottoreticolo di un reticolo distributivo e
ancora distributivo.

2. Alternativamente alla definizione 2.4.2 si puo definire reticolo distribu-
tivo un reticolo che soddisfa una fra le due leggi di assorbimento ed una fra
le proprieta distributive. Questo segue da 2.4.3 e 2.4.4.

ESEMPIO 2.4.6. (a) L’insieme delle parti di un insieme non vuoto X,
con la relazione di inclusione, (P(X), C) & un reticolo distributivo.

(b) L’intervallo unitario [0,1] con la relazione d’ordine < indotta dalla
relazione d’ordine naturale su R e un reticolo distributivo ([0, 1], <).

(¢) Se V e uno spazio vettoriale ed S(V) € 'insieme dei sottospazi vettoriali
di V, allora S(V') con la relazione d’ordine d’inclusione C & un reticolo, in cui
1] sottospazio nullo O e il minimo, l'intero spazio vettoriale V' e il massimo
e comunque presi X, Y sottospazi di V si ha

XANY=XNY e XVY=X+Y.

Le uguaglianze distributive non valgono per dimV > 2.
Verifichiamo, ad esempio, cosa succede per n = 3, considerando lo
spazio del vettor1 geometrici.

Siano X,Y, Z tre rette di un piano 7w passanti per l'origine e a due a
due distinte. Allora risulta:.

XANYVvZD)=XnNnY+2)=Xnr=X
mentre
(XAY)V(XANZ)=(XNY)+(XNZ)=0+0=0

quindi il reticolo non e distributivo.

Analogamente si dimostra che il reticolo dei sottogruppi di un dato
gruppo non e necessariamente distributivo.
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OSSERVAZIONE 2.4.7. Ogni insieme totalmente ordinato (X, <) avente
massimo e minimo e un reticolo distributivo. Infatti, per ogni z,y, z € X si
ha

3 < <
mh(y‘v’z)z{ yVz sey<z e z<uzx

£z sexr <Yy O r<z }:(xﬁy)\f(mf\z)

Vedremo, anzi, piu avanti (Proposizione 3.4.7) che un tale reticolo
verifica una ben piu forte condizione di distributivita.

Indichiamo con DLat la sottocategoria piena di Lat avente per oggetti
1 reticoli distributivi.

PROPOSIZIONE 2.4.8. Sia X un reticolo distributivo. Fissati h,k,a € X
se il sistema

xVa=%k

ammette soluzione, essa e unica.

{:x:f\azh

DIMOSTRAZIONE. Siano z,y € X, soluzioni del sistema, allora per la
distributivita del reticolo si ha

y=yV(yAa)
=yV(xAa)
=(yVz)A(yVa)
=(xVy) A(zVa)
=zV(yAa)
=z V(zAa)

=T

DEFINIZIONE 2.4.9. Un reticolo distributivo (X, V, A, L, T) in cui esiste
una funzione

—: X - X

che ad ogni elemento a € X associa —a tale che
aNa=_L1
aVa=1T

st dice algebra di Boole e si indica con (X,V,A, L, T,).

La funzione — si chiama complementazione e ['immagine tramite —
di un elemento a € X, —a, si chiama il complementare d: a.

Dalla Proposizione 2.4.8 segue che in un’algebra di Boole vi € una sola
possibile complementazione, la quale € univocamente determinata dalla re-
lazione d’ordine, tramite le operazioni V e A. Pertanto un’algebra di Boole
puo anche essere indicata con una notazione del tipo (X, <).
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PROPOSIZIONE 2.4.10. Se f € DLat(X,Y) e X ed Y sono algebre di
Boole allora Va € X st ha

~(f(a)) = f(—a)

ovvero f commuta con la complementazione del reticolo.

DIMOSTRAZIONE. Sia a € X. Per ottenere la tesi occorre provare che

{ f(=a) A f(a) = L

f(ma)V fla) =T

infatti:

o f(-a)A f(a) = f(rana) = f(L) =
o f(-a)V f(a) = f(naVa) = f(°

|
\"—-l—"’
|
|

(Questa proposizione giustifica la seguente affermazione.
La sottocategoria piena di DLat avente per oggetti le algebre di Boole
la indichiamo con Bool.

Ricordando la Proposizione 2.3.13 notiamo che se X e Y sono algebre
di Boole ed f : X — Y e una bigezione, allora

f conserva V < f e isomorfismo in Bool < f conserva A.

PROPOSIZIONE 2.4.11. Se (X,V, A, L, T,—) é un’algebra di Boole, allora

(1) = e un’involuzione.
(2) — inverte l'ordine.
(3) — wverifica le leggi di De Morgan.

DIMOSTRAZIONE. (1) Dire che — & un’involuzione significa che Va € X
risulta
1] = ;]j

infatti si ha che

aN-a=1, aV-a=1 = -—a=a.

(2) Siano, a,b € X, a <b. Allora —b A —a = —b, infatti
(=bA=a)Ab=(-bAb)A—-a=1LA-a=1

T=TAT=TA(=aVa)<(=bVb)A(=aVb)=(-bA-a)Vb,

da cui si ottiene —b < —a.

(3) Segue da (2) e dalla Proposizione 2.3.15.

Un’involuzione che inverte l’ordine in un reticolo distributivo non e
necessariamente una complementazione, come mostra 1’esempio seguente.
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ESEMPIO 2.4.12. Sia ([0, 1], <) il reticolo distributivo dell’Esempio 2.4.6
(b). L’applicazione
k:[0,1] — [0, 1]
che ad ogni x € [0, 1] associa
kr)=1—=x

¢ un’involuzione che inverte l’ordine ma non & una complementazione. In
effetti (|0, 1], <) non e un’algebra di Boole.

ESEMPIO 2.4.13. 1l reticolo delle parti di un insieme non vuoto X.
(P(X),C) dell’Esempio 2.4.6 (a) & un’algebra di Boole, in cui la comple-
mentazione e data VA € P(X) da ~A = X\ A, ovvero —A ¢ il complementare
insiemistico di A.

2.5. Algebre di Heyting

DEFINIZIONE 2.5.1. Un reticolo (X, <) si dice un’algebra di Heyting
se per ognt a,b € X esiste

max {z € X|z Aa < b}.

(OSSERVAZIONE 2.5.2. L’insieme {.SL‘ € XlxAha< b} non e vuoto, infatti

1 e {:1: € X|lzNa < b}. Ovviamente, L e il minimo dell’insieme, il quale,
In genere, non € affatto detto che abbia massimo.

Dalla definizione si evince che nelle algebre di Heyting si puo considerare
una nuova legge di composizione binaria

-%:XXX—>X, (a,b)Huﬁrb:mam{$6X|$ﬂu£b}

detta implicazione.

Per tale motivo indicheremo in generale un’algebra di Heyting con la
notazione (X, V,A, L, T, —).

Considereremo ora alcune proprieta di tipo algebrico che, come poi
vedremo, caratterizzano 'operazione “—"”.

PROPOSIZIONE 2.5.3. Se (X, <) é un reticolo, Va, b,y € X si ha [’equiv-
alenza

fy:maw{;reXmﬂaﬂb}

0

v verifica la condizione, Vre X : 2 <~y & zAa<b

DIMOSTRAZIONE. Poniamo, per praticita,
A={z e X|zNa <D}
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“J)” Poiché per ipotesi v = mazA, se x € X allora
r<y = zAha<yAa<b
e viceversa
rANa<b = zrzeA = <.

“ft” Verifichiamo che v = maxA.
y<y=>vAa<b=vy€ A
rEA=>xNa<b= <.

OSSERVAZIONE 2.5.4. In generale si preferisce dare la definizione di
algebra di Heyting usando la condizione assunta nella Proposizione 2.5.3.

Infatti usando la notazione su introdotta per l’operazione di impli-
cazione si ha una nuova formulazione della Definizione 2.5.1.

Con tale notazione si dice che
(X,V, A, L, T,—) éun’algebra di Heyting se (X,V, A, L, T) é un reticolo
e [’operazione binaria “— 7 verifica la condizione

r<a—b & zANa<b Vr,a bec X.

C’e da notare che 'operazione di implicazione in un’algebra di Heyting
e univocamente determinata dalla relazione d’ordine, in virtu della Propo-
sizione 2.5.3. Pertanto un’algebra di Heyting puo anche essere indicata con
la semplice notazione (X, <), almeno fin quando non si considerano morfismi
fra tali strutture.

Verifichiamo, ora, quattro proprieta che, come vedremo dopo, sono nec-
essarie e sufficienti per caratterizzare l’operazione “—” di un’algebra di
Heyting.

PROPOSIZIONE 2.5.5. Se (X, <) (equivalentemente (X,V, A, L, T, —))
e un’algebra di Heyting allora l'implicazione “— 7 wverifica le sequenti pro-
prieta:

) .
(2) an(a—b)=aAb
(3) bA(a— b) =0.
(4) a— (bAc)=(a—b)A(a— c).

DIMOSTRAZIONE. (1) a —» a=maz{z € X|zAa<a}=mazX =T.
(2) “<” Ovviamente a A (@ — b) < a. Inoltre,

aA(a—b)<a—b = (aAN(a—b)ANa<b = aA(a—b) <hb.

“>” Ovviamente a A b < a. Inoltre,

(aAb)ANa=aANb<b = aAnb<a—b.
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(3) DabAa<bsegue che b<a—b. Quindi bA (a — b) =b.
(4) Proviamo che a — (bAc¢) e 'inf di (a — b) e di (a — ¢).
a — (b A c¢) & un minorante di {a — b,a — c}.
Infatti dalla proprieta (2) e dalla Proposizione 2.5.3 segue che
aN(a—(bAc))=aA(DbANc)<b= a— (bAc)<(a—D).
Analogamente
a— (bAc) <(a— c).
Se, infine, y € X € un minorante di a — b e a — ¢ allora
y<a—bey<a—c= yha<be yAha<ece
= yNa<bAc
= y<a— (bAc).

PROPOSIZIONE 2.5.6. Se (X,V,A, L, T) e un reticolo con un’operazione
—: X XX —- X
che verifica le proprieta (1), (2), (3), (4) di 2.5.5 allora valgono

(1) b<bV =2a—-b<a—bV,Vae X
(2) b<a—b.

DIMOSTRAZIONE. (1) Per la proprieta (4) di 2.5.5 si ha che
b<bt = (a—=bA(a—=b)=a— (bAbY)=a—b
= a—b<a—V.

(2) Per la proprieta (3) di 2.5.5 si ha

bA(a—b)=b=b<a—b.

La seguente Proposizione caratterizza le algebre di Heyting.

PROPOSIZIONE 2.5.7. Un reticolo (X,V, A, L, T) con un’operazione bi-

naria “— 7 € un’algebra di Heyting se e solo se l'operazione “— 7 wverifica le

condizioni (1), (2), (3), (4) di 2.5.5.

DIMOSTRAZIONE. “=" Se (X,V,A, 1, T,—) e un’algebra di Heyting,
allora la tesi segue da 2.5.5.

“<” Siano a,be€ X esiax € X.
Se x < a — b allora per (2) si ha

(zNa)Ab=zA(aAb)=xANaAN(a—b)=xAa

ovvero z A a < b.
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Viceversa, sia x € X, tale che x Aa < b. Per 2.5.6 (1), 2.5.5 (4), (1) e
(3) risulta
r=xA(a— x)
=z A((a —z)A(a— a))
=z A(a— (zANa))
<z A(a—b)
<a—b.

PROPOSIZIONE 2.5.8. Ogni algebra di Heyting e un reticolo distributivo.

DIMOSTRAZIONE. Poiché in ogni reticolo (X, <) vale
(aAnb)V(aNnc)<aA(bVe), Va,bce X

per ottenere la tesi, per il Teorema 2.4.3, basta verificare che Va,b,c € X
vale

aN(bVe)<(aAb)V(aAec).
In effetti per 2.5.6 (1) e (2) € 2.5.5 (1) e (4) si ha

bvci(aﬁb)V(a—}C)
=(a— (aAb)) V(a— (aAc))
iaﬁl(ﬂf\b)\f(ﬂ,ﬁﬂ)

da cui segue che
(bVe)Aha <(aAb)V(aAc).

COROLLARIO 2.5.9. Se (X,V,A, L, T,—) é un’algebra di Heyting allora
valgono le sequenti proprieta

(1) (avad') =b=(a—b)A(a — D).
(2) a<a =d —b<a—hb.

DIMOSTRAZIONE. (1) Siano a,a’,be X. Per 2.5.6 (2) e 2.5.5 (2) si ha
((avad)—=bAa<((avd)—=bdA(avd)=(avd)Ab<b

pertanto
(aVa')—b<(a—b).

Analogamente si verifica che

(aVa)—b<(a —b).
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Inoltre, per la Proposizione 2.5.8 si ha che Vy € X
y<a—b y<ad —-b= yAa<b yrd <b
= (yAha)V(ynad)<b
= yAlava)<b
= y<(aVvad)—b.

(2) Siano a,a’,b€ X. Se a < a’ allora

avVa' =ad = d —-b=(avad)—=b=(a - b A(a—0D)

=a —-b<a—b.

PROPOSIZIONE 2.5.10. Ognt algebra di Boole e un’algebra di Heyting.

DIMOSTRAZIONE. Sia (X,V,A, L, T,-)un’algebra di BooleeVa,be X
sia
a— b= -aVb.
Allora Vo € X si ha
r<(a—b)=—-aVb = zAha<(-aVb)Aha=bAa<b

e viceversa se £ A a < b allora

r<zV-a=(xAa)V-a<-aVb=a—b.

OSSERVAZIONE 2.5.11. In un’algebra di Boole, posto a — b= —a V b si
ha ovviamente —a = a — 1.

In un’algebra di Heyting si puo generalizzare 1’operazione unaria di
complementazione che caratterizza le algebre di Boole.

L’operazione unaria definita in un’algebra di Heyting (X, V, A, L, T, —)
X=X, ar— a=a— L
si dice pseudo-complementazione o negazione.

PROPOSIZIONE 2.5.12. In un’algebra di Heyting la negazione verifica le
sequent: proprieta:

(1) aA—-a= 1.

(2) — dnverte l’ordine.
(3) =(aVb) =-aA —b.
(4) "L =T e~T = 1.
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DIMOSTRAZIONE. (1) Va € X risulta
aN-a=aN(a— Ll)=aANl=1.
(2) Va,be X,sea <balloraper2592 -b=bb— 1 <a— L =-a.
(3) Va,b € X si ha per 2.5.9 (1)
—(aVb)=(aVb) - L=(a— L)A(b— L)=—aA-b.
(4) Per 255 1., -1 =1 — 1L =T; =T = L infatti
Al < AT =TT — 1
= (T)AT <L
— (=T) = L.

PROPOSIZIONE 2.5.13. Sia (X,V,A, L, T,—) un’algebra di Heyting e
sia — la negazione in essa definita. Allora

(X,V,A, L, T,) é un’algebra di Boole < — e idempotente.

DIMOSTRAZIONE. “=" Segue dalla Proposizione 2.4.11.

“«<" Poiché X e un’algebra di Heyting, da 2.5.8 segue che X ¢ un reticolo
distributivo.
Inoltre, per 2.5.12 (1) e (3), poiché — e idempotente si ha

T =1 = —l(aﬂ —la;) — —1(—l—lﬂ,,-""\. _I{I) — —|—1(—|a\a’ ﬂ-) = —a V a.

Da cio e dalla 2.5.12 (1) segue la tesi.

Indichiamo con Heyt la sottocategoria di DLat avente per oggetti le
algebre di Heyting e per morfismi le applicazioni che sono compatibili con
I’operazione “—”.

PROPOSIZIONE 2.5.14. Bool ¢ isomorfa ad una sottocategoria piena di
Heyt.

DIMOSTRAZIONE. Le funzioni definite da
(X,V,A, L, T,m)€|Bool| — (X,V,A, L, T,—)€ |Heyt|
dovea — b= —-aVb, Va,be X ed
f: X—>Y — f: XY

determinano una immersione piena di Bool in Heyt.

Tenendo infatti conto della Proposizione 2.5.10 ed osservando che con-
siderate due algebre di Boole X ed Y, se una funzione f : X — Y e un
morfismo di Heyt e quindi di Lat, allora dalla 2.4.10 segue che f e anche
un morfismo di Bool; viceversa se f ¢ un morfismo di Bool, alloraVa,b € X
risulta f(a — b) = f(maVb) = ~f(a)V f(b) = f(a) — f(b), cioe f & un
morfismo in Heyt.
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Notiamo, che, a differenza di Bool, Heyt non e una -sottocategoria
piena di DLat. Cio risultera chiaro nell’Esempio 3.3.12.



CAPITOLO 3

Completezza e Distributivita nei Reticoli

3.1. Reticoli Completi

DEFINIZIONE 3.1.1. Un insieme ordinato (X, <) con almeno due ele-
menti & un reticolo completo se VF C X esistono N\F € X e \| F €
X.

EseMPIO 3.1.2. (a) Il reticolo banale 2 € un reticolo completo. Piu in
generale ogni reticolo finito & completo.

(b) ([0, 1], <) & un reticolo completo.

(c) Se X # 0, (P(X), <) & un reticolo completo, infatti per ogni F famiglia
di sottoinsiemi di X esistono

VF=JF ¢ NF=F

(d) Il reticolo dei sottospazi di uno spazio vettoriale € un reticolo completo,
infatti comunque presa una famiglia di sottospazi esiste il sup della famiglia
dato dal sottospazio somma ovvero dal piu piccolo sottospazio che contiene
tutti questi sottospazi. L’intersezione insiemistica dei sottospazi e il loro
inf.

PROPOSIZIONE 3.1.3. Se (X, <) e un insieme ordinato allora sono equiv-
alent: le sequent: affermaziona:

(2) Ogni F C X ha sup.
(¢4) Ogni F' C X ha inf.

DIMOSTRAZIONE. “(i) = (i7)” Osserviamo che ’esistenza del sup ()
comporta l'esistenza del minimo 1 € X, cosi come l'esistenza del sup X
comporta ’esistenza del massimo T € X.

Sia H C X e proviamo che esiste inf H. Indichiamo con
F = {:IrEX|:c < h, per ngihGH}
'insieme dei minoranti di H. Poiché 1 € F, allora I # (). Per ipotesi,

inoltre, essendo F' C X, esiste h = sup F'. Proviamo che h € F. Sia
h € H, allora x < h, Vx € F, ovvero h &€ un maggiorante per F, quindi

h = sup F' < h, da cui segue, per 'arbitrarieta di h, che h € F'. Pertanto,
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h = maxF, ovvero h = inf H.

“(#7) = (¢)” Si ottiene per dualita dalla precedente.

Dalla proposizione precedente discende che non esistono semireticoli
completi che non siano anche reticoli completi.

DEFINIZIONE 3.1.4. Sia (X, <) un reticolo completo e H C X.
H si dice sottoreticolo completo di X se per ogni A C H si ha

inf A€ H, supA € H.
X X

H si dice sottosemaireticolo completo superiormente o anche \/-
completo (rispettivamente completo inferiormente o \-completo) se
per ognt A C H si ha

sup A € H (rispettivamente, i};}f Aec H).
X

E’ evidente che ogni sottosemireticolo V-completo (A-completo, rispet-
tivamente) contiene L (T, rispettivamente).

EseMPIO 3.1.5. Sia X un insieme e 7 una topologia su X. (7,C) € un
reticolo completo, infatti per ogni famiglia di aperti il sup e 1'unione usuale
fra insiemi e I'inf e 'interno dell’intersezione usuale fra insiemi.

(1,C) &, inoltre, un sottosemireticolo \/-completo di (P(X),C ) ed &
un sottoreticolo; possiamo, sinteticamente, dire che € un sottoreticolo \/-
completo di (P(X),C ). In generale, perd, (7,C) non & un sottoreticolo
completo.

PROPOSIZIONE 3.1.6. Sia (X, <) un reticolo completo e k una involu-
zione che inverte ordine in X.

Allora valgono le legge di De Morgan (infinite), cioe VA C X

f{.(\/A) = A& (4) = A\ {s(a)la € A}
H,(/\ A) =\/x~(4) =/ {r(a)la € A}.

DIMOSTRAZIONE. a < \/A,Vae A= k(VA) <k(a), Va € A.

m< k(a),Va€ A= a<k(m),Vae A=\ A<k(m)=m<k(VA).

Quindi k (\/ A) e il piti grande dei minoranti di K~ (A), ovvero x (\/ A) =
A{k(a)la € A}.

Analogamente si dimostra 1'altra legge di De Morgan.

Considerazioni analoghe a quelle fatte per dimostrare la Proposizione
2.3.15, portano ad affermare che la precedente proposizione, considerando
anche il caso A = (), esprime il fatto che k € un isomorfismo tra il reticolo
completo (X, <) e il suo opposto.
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Indichiamo con CLat la categoria dei reticoli completi (considerati
come oggetti) i cul morfismi sono le funzioni che conservano \/ e /\ cioe, se
(X, <) e (Y, <) sono reticoli completi, i morfismi di CLat((X, <), (Y, <))
sono le funzioni

f: X =Y
tali che, VA C X:

F(VA) =V e f(A4)=AF)
Indichiamo con CBool la categoria 1 cui oggetti sono le algebre di

Boole complete ed i cui morfismi sono le funzioni che conservano \/, A
e commutano con —.

Indichiamo con DMrg la categoria i cui oggetti, detti algebre div De
Morgan, sono reticoli completi muniti di una involuzione che inverte ’ordine
ed i cui morfismi da (X,V,A, L, T,k)a (Y,V,A, L, T, &) sono funzioni

f: X—=Y

che conservano \/, A e tali che
f(&(z)) = k(f(z)), Vo e X.

Evidentemente CBool € una sottocategoria piena di CLat ed e anche
una sottocategoria piena di DMrg, in virtu della Proposizione 2.4.10. In-
oltre, € ovvio che DMrg e (isomorfa a) una sottocategoria di CLat (tramite
il funtore che “dimentica”l’involuzione ) che pero non € una sottocategoria
piena. In effetti un morfismo di reticoli completi fra due algebre di De Mor-
gan non commuta necessariamente con l'involuzione che inverte l'ordine,
come mostra il seguente esempio.

ESEMPIO 3.1.7. Posto I = |0, 1] e considerata « : I — I tale che k(z) =
1 —z, Vx € I, si ha evidentemente che (I, <, k) & un’algebra di De Morgan.
La funzione f : I — I definita da

2% se[]ﬂmﬂ%
f(:"r’){ 1+.'1? SE‘%EI—‘EI

¢ un morfismo (anzi un isomorfismo) di CLat ma non commuta con l'in-
voluzione k.

OSSERVAZIONE 3.1.8. Se (X, <) e (Y, <) sono reticoli completi, le con-
dizioni

F(VA)=\/F(4), vAC X ed f(A\A) = \S"(4), vACX

non sono equivalenti.

Si consideri ad esempio l'insieme N deil numeri naturali ed 1 reticoli
(completi) (P, C), (F,C) ed (Z,C) dove

P=P(N), F={N}JU{FCN||F|<w}, T={ACN|N\ A€ F}.
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L’inclusione j : F — P conserva /\ ma non conserva \/, mentre l'inclu-
sione [ : Z — P conserva \/ ma non conserva A\.

Infatti se A C F allora Ar A=[)Aese|lJA =walloraVA=N.

Siha alloraVAC F: j(ArA) = (NA) =NA=Ar A=ApJi " (A)
mentre se || JA|=we | JA#FN: j (VA =iN)=N£ A=V, A=
Vp i~ (A).

Analogamente, osserviamo che se B C 7 allora \/; B =B e se | X \

N B| = w allora A, B = 0.

Di conseguenza VB C T : I(\/;B) =1(UB) = UB = VB =
V517 (B) mentre se (1B # 0 e | X \[B|] = w allora I (A7 B) = I(0) =
0#MB=ApB=N\pl™(B).

Per la precedente osservazione e per la Proposizione 3.1.3, risulta op-
portuno considerare le seguenti categorie.

\/ -CSLat ha come oggetti i reticoli completi e come morfismi le funzioni
che conservano /.

/\ -CSLat ha come oggetti i reticoli completi e come morfismi le funzioni
che conservano A.

3.2. Teorema del Funtore Aggiunto

Riprendiamo il concetto di aggiunzione fra funtori considerando in parti-
colare funtori fra categorie ordinate, cioe funzioni isotone fra classi ordinate,
gia introdotto nell’Esempio 1.8.11.

TEOREMA 3.2.1 (Teorema del Funtore Aggiunto). Siano (X, <) e (Y, <)
instemsi ordinati o equivalentemente categorie ordinate piccole.

(1) Se F: X =Y eG:Y — X sono funzioni isotone o equivalente-
mente funtori da (X, <) in (Y, <) ed

FAG

allora F' conserva i sup esistentt in X e G conserva gli int esistents
in Y.

(2) Se (X,<) é un reticolo completo ed F' : X — Y conserva sup
arbitrari, quindi in particolare é un funtore, allora la funzione

G:Y—- X
definita Vy € Y da
G(y) = \/{3: € X|F(z) <y}

e l'unico funtore aggiunto a destra di F.
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(3) Se (Y,<) é un reticolo completo e G : Y — X conserva inf
arbitrari, quindi in particolare € un funtore, allora la funzione

F.X-Y
definita Vo € X da

F(z)= N{y e Y|z < Gy)}

e l'unico funtore aggiunto a sinistra di F.

DIMOSTRAZIONE. (1) Sia S C X, per il quale esista s = \/ S.

Si deve dimostrare che F(s) = F (\/S) =V F~(S) =V {F(z)|z € S},
ovvero che F'(s) & il pili piccolo dei maggioranti per { F(z)|z € S}. Infatti:
sex € 5, alloraz < s; poiché F ¢ isotona, allora F'(x) < F'(s), pertanto F'(s)
€ un maggiorante per {F(£)|3: cS } Inoltre, se ¥ € Y € un maggiorante
per {F(z)|z € S}, allora F(z) <7, Yz € S e poiché G & isotona G(F(z)) <
G(Y), quindi per per (ADI) si ha z < G(F(z)) < G(y), Vx € S. Pertanto
G(y) e un maggiorante di S, allora s = \/ S < G(7y) e dal fatto che F &
isotona e da (ADII) segue che F'(s) < F(G(7)) < 7.

Sia ora 1" C Y, per il quale esista ¢ = AT'. Si deve avere che G(t) =
G(AT) = NG~(T) = N{G(y)|ly € T}, ovvero che G(¢) & il pit grande
dei minoranti di {G(y)|y € T'}; infatti: se y € T, allora t < y ed essendo G
isotona, si ha che G(t) < G(y), cio¢ G(t) & un minorante di {G(y)|ly € T'}.
Inoltre, se T € X & un minorante per {G(y)|y € T}, allora® < G(y),Vy € T
e poiché F' e isotona, per (ADII) si ha che F(z) < F(G(y) <y, YWweT,
ovvero F'(T) € un minorante per 7. Infine essendo G isotona, per la (ADI),

siha T < G(F(Z)) < G(t).

(2) La funzione G dell’enunciato € ben definita poiché (X, <) € un reticolo
completo e quinsi esiste \/ {i’ﬂ € X|F(z) < y}, Vy € Y. Inoltre e chiaro che
G conserva l'ordine, quindi € un funtore. Per verificare che F' 4 (G, si deve
dimostrare che valgono le disuguaglianze di aggiunzione (ADI) e (ADII).
Sea€ X,a € {z e X|F(z) < F(a)}, pertanto a < \/ {z € X|F(z) <
F(a)} = F(a ). Sia ora b € Y; poiché F' conserva sup arbitrari, allora
F(G(b)) = F(\ {z € X|F(z) -c:b} V{F(z)|lz € X: F(z) <b} <b.

Per 'unicita, supposto che esista G’ : Y — X isotona tale che F 1 G,
alloraVz € X eVy € Y risultano verificate per F e G’ (ADI) e (ADII), cioe
r < G'(F(z)) ed F(G'(y)) <y. Ma, poiché F 4 G, allora valgono (ADI)
e (ADII) per F' e G, pertanto, essendo GG e G’ funzioni isotone, si ha che,
Vy €Y, G(y)) < G'(F(G(y) < G'(y) e G'(y) < G(F(G'(y)) < G(y). Per
doppia disuguaglianza segue che G = G’.

(3) La funzione F' dell’enunciato € ben definita poiché (Y, <) & un reticolo
completo, allora esiste A {y cYlr <G (y)}, Vx € X; e chiaro che F' con-
serva l’ordine, quindi € un funtore. Per dimostrare che F' 4 (G, si devono
verificare (ADI) ed (ADII). Sia a € X; poiché G conserva intersezioni arbi-
trarie, alloraa < A{G(y)|y€Y:a <Gy} =G(A{veY|a < G(y)}) =
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G(F(a)). Sebe Y, allora b € {y € Y/G(b) < G(y)}, quindi F(G(b)) =

Ay eY/G(b) <Gy} <b.
L’unicita della F' si dimostra analogamente a quella di G in (2).

OSSERVAZIONE 3.2.2. Dall’unicita nel Teorema del Funtore Aggiunto
e dall’Esempio 1.8.12 segue che gli operatori powerset classici associati ad
un’applicazione f : A — B sono esprimibili I’'uno in funzione dell’altro nel
modo seguente |

fFX)=AN{YCB|f(Y)2X}, VXCA

ed
fmY)=\/{X CA|f7(X)CY}, V¥ C B.

PROPOSIZIONE 3.2.3. La categoria opposta della categoria delle algebre
di De Morgan, DMrg, é (isomorfa ad) una categoria concreta.

DIMOSTRAZIONE. Indichiamo con DMOp la categoria avente come
oggetti algebre di De Morgan e come morfismi fra gli oggetti L ed L'
i morfismi di semireticoli superiori completi aventi aggiunta a destra che
commuta con l’involuzione che inverte 'ordine in L ed L’. Evidentemente,
DMOp e una categoria concreta, in quanto ogni oggetto L individua uni-
vocamente l'insieme L, ogni morfismo f € DMOp(L, L") individua uni-
vocamente la funzione f : L — L’. Osserviamo, innanzitutto, che se f €
DMrg°” (L, L"), cio equivale a dire che f°°? : L' — L & un morfismo di
algebre di De Morgan, avente, per il Teorema del Funtore Aggiunto, ag-
giunta a sinistra A : L — L' che € un morfismo di semireticoli superiori
completi e pertanto, h € DMOp(L,L’). Inoltre, sempre per il Teorema
del Funtore Aggiunto, ogni morfismo f € DMOp(L, L) ha aggiunta a de-
stra f” : L' — L che & un morfismo di semireticoli inferiori completi, che,
commutando per ipotesi con I'involuzione che inverte 'ordine in L ed L' e
anche un morfismo di semireticoli superiori completi, ovvero un morfismo di
reticoli completi; inoltre, f” poiché commuta con I’'involuzione che inverte
'ordine € un morfismo di algebre di De Morgan, quindi determina un mor-
fismo k € DMrg® (L, L"), tale che k°? = f”. Pertanto, le corrispondenze
che associano ad ogni

L € |DMrg?| +— F(L)=1L
e ad ogni
f e DMrg®(L,L") — F(f)=h
con h aggiunto a sinistra di f°P, definiscono un funtore
F:DMrg? — DMOp.
Analogamente, le corrispondenze che associano ad ogni

L€ | DMOp| — G(L)=1L
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e ad ogni
f e DMOp(L,L') — G(f) =k
con f" = kP aggiunto a destra di f, definiscono un funtore
G : DMOp — DMrg”.

Inoltre, dall’unicita del funtore aggiunto (a sinistra e a destra) segue
che

FoG=1pmop © GoF = lpmMrger.

Allora
F : DMrg — DMOp

& un isomorfismo, ovvero DMrg® e DMOp sono categorie isomorfe.

LEMMA 3.2.4. Siano Y, Z due reticoli completi ed f : Y — Z una
funzione.

Se f é suriettiva e conserva \/ (/\, rispettivamente), allora per l’ag-
giunta a destra (a sinistra, rispettivamente) di f, g : Z — Y, st ha che
vb,b' € Z

g(b) <g(t') &b V.

DIMOSTRAZIONE. Sia g(b) < g(b’) e sia b = f(a). Allora

b= f(a) < f(g(f(a)) < f(g(®) < f(g(¥")) < V.

Il viceversa vale banalmente essendo g un’applicazione isotona.

La dimostrazione e analoga nella versione alternativa indicata in par-
entesi.

PROPOSIZIONE 3.2.5. Siano Y e Z due reticoli completie sia f : Y — 2

una funzione che conserva \/. Allora, indicata con g : Z — Y [’aggiunta a
destra di f, st ha

(1) f é iniettiva & go f = 1iy.
(2) f € surettiva <= fog = tz.
(3) f é bigettiva & g= f~1.
DIMOSTRAZIONE. “«<" Tale implicazione & evidente in (1), (2) e (3).

“—” Per il Teorema del Funtore Aggiunto, Vb € Z, Ya € Y, risulta:

g(b) = \/ {a’ € Y|f(a') < b}

ed
fla) = N\ {¥' € Zla < g(v')}.
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(1) Dal Lemma 3.2.4 segue che Va € Y, si ha
go f(a) = g(f(a))
= \/{a' € Y|f(a') < f(a)}
= \/ {o €eY|d <a}
= a.

Quindi
go f(a) =a=1iy(a), Va €Y.

(2) Dal Lemma 3.2.4 segue che, Vb € Z, risulta
fog(b) = f(g(b))
= N\ {¥ € Z|g(b) < g(v')}

=N\{t ezp<t'}
= b.

Pertanto
fog(b) =b=1iz(b), Vbe Z.

(3) Poiché f e un’applicazione bigettiva, esiste ed & unica 1’'inversa di f,
f~teda (1) e (2) segue che f~! =g,

PROPOSIZIONE 3.2.6. Siano Y e Z due reticoli completie siag: Z — Y
una funzione che conserva N\. Allora, indicata con f :Y — Z l'aggiunta a
sinistra di g, si ha

(1) g é iniettiva < fog=1ig.
(2) g € suriettiva < go f = iy.
(3) g ¢ bigettiva < f =g 1.
DIMOSTRAZIONE. “<«=" Tale implicazione & evidente in (1), (2) e (3).
“=” (1) Dal Lemma 3.2.4 segue che Vb € Z si ha
fog(d) = flg(b))
= N\ {¥ € Z|g(b) < g(¥)}

= \{¥t' € Z]b<¥'}
= b

Quindi,
fogb) =b=1iz(b), Vbe Z.
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(2) Dal Lemma 3.2.4 segue che Va € Y, risulta
go f(a) = g(f(a))
=\/{d e YIf(d) < f(a)}

-=V{ﬂI€Yﬂr£ﬂ}
= a

Pertanto
go fla) =a=1iy(a), Va€eY.
(3) Poiché f € un’applicazione bigettiva, dall’unicita dell’inversa di f e da
(1) e (2) segue la tesi.

PROPOSIZIONE 3.2.7. Se Y e Z sono reticoli completi ed f :' Y — Z
& un morfismo di reticoli completi bigettivo, allora f~1 é un morfismo di
reticoli completi, quindi f e un isomorfismo di reticoli completa.

DIMOSTRAZIONE. Essendo f un morfismo di reticoli completi, f con-
serva \/ e A. Inoltre, poiché f & bigettiva, per 3.2.5 (3), f~! & I'aggiunta a
destra di f, quindi conserva A, e per 3.2.6 (3) f~! & I’aggiunta a sinistra di
f e pertanto conserva \/, ovvero ¢ un morfismo di reticoli completi.

PROPOSIZIONE 3.2.8. Se (Y,V,A, L, T,k) e (Z,V,A, L, T,K) sono al-
gebre di De Morgan ed
f:Y—-2

e un morfismo di algebre di De Morgan bigettivo, allora f~' & un morfismo
di algebre di De Morgan, quindi f e un isomorfismo di algebre di De Morgan.

DIMOSTRAZIONE. Poiché per la Proposizione 3.2.7 f~! & un morfismo
di reticoli completi, per ottenere la tesi basta verificare che f~! commuta
con le involuzioni che invertono l'ordine in Y e Z.

Se a € Z, si ha
k(a) = fo f~(k(a))
e posto b = f~!(a), essendo f un morfismo di algebre di De Morgan, risulta
f(b) =fof Ha)=a=r(fof ' (r(a) = f(k(f " (k(a))))
quindi, per l'iniettivita di f |
b= r(f""(k(a)))

e componendo a destra per s

k(b) = k(f71(a)) = 7 (k(a)).

PROPOSIZIONE 3.2.9.

(1) Una funzione isotona f : Y — Y é auto-aggiunta se e solo se é
autoinversa.
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2) Sef:Y > Zeg:Z —Y sono funzioni isotone e se f - g, allora
g L=
fog ego f sono idempotents.

DIMOSTRAZIONE. (1)

fAfevyeY :  f(fly) <y < f(fy)

& 2 =iy,
(2)VyeY
gofogofly)=g(fog(f(y))
< g(f(y))
=go f(y)
<go flgo f(y))
=go fogo f(y).

Analogamente, Vz € Z

fogofog(z)= fog(fog(z))

< flgo f(g(2)))
= fogo fog(2).

- 3.3. Algebre di Heyting Complete, Frames e Locales

DEFINIZIONE 3.3.1. Sia (X, <) un reticolo completo.
(X, <) verifica la prima legge di distributivita infinita, se soddisfa
la condizione

(ILDoo) an\/S=\/{anslse€S}, Vac X, VSC X.

(X, <) verifica la seconda legge di distributivita infinita, se sod-
disfa la condizione

(IILDoo) aV/\Sz /\{av,ﬂs S S}, Vae X, VS C X.

Un reticolo completo che verifica la (ILDoo) (la (IILDoo), rispettiva-
mente) si dice frame (coframe, rispettivamente).

EsemMPIO 3.3.2. (a) VX € |Set|, P(X) verifica entrambe le leggi di
distributivita infinita. Infatti VA C X, VF C P(X):

AU (ﬂ}“) = () (AUF)

FeF
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AH(UF) = | JANnF).

FeF

(b) Se (X, 7) € uno spazio topologico, come osservato in 3.1.5, 7 &€ un reticolo
completo. Si verifica inoltre che 7 soddisfa (ILDoo); infatti, V.F C 7 risulta

\/F=JF e \F=Int (ﬂ:ﬁ)

quindi in particolare, VP, Q) € T:
PAQ=PNQ.

Allora tenendo conto anche dell’Esempio 3.3.2 (a), si ha, evidentemente,
VAerT

an(\VF)=an(UF)=U{AnFIFe F} = \/{ANF|F € F}.

(¢) Analogamente si puo vedere che la famiglia dei chiusi di uno spazio
topologico verifica la (ITLDoo).

In generale un frame non e detto che sia un coframe e viceversa, come
mostra il seguente esempio.

EsempiO 3.3.3. Sia (N, 7) lo spazio topologico dato da N con la topolo-
gia cofinita 7. Posto

P, =N\{2t}, te Ny ed A=N\ {0}
allora risulta P, € 7, Vit € Ngped A € 7, ma

(/\ Pt)vA—A

teNg
mentre

A (PvA)=N

tENp
ovvero T non verifica (IILDoo), quindi non e un coframe, mentre da 3.3.2
(b) segue che 7 e un frame.

Analogamente, prendendo la famiglia dei chiusi di tale topologia si ha
un esempio di coframe che non e un frame.

PROPOSIZIONE 3.3.4. Ogni algebra di Heyting completa verifica la prima
legge di distributivita infinita (ILDoo).

DIMOSTRAZIONE. Sia (X,V,A, L, T,—)un’algebra di Heyting comple-
ta e sia a € X.
Consideriamo le funzioni

f: X—-X, 22— f(z)=aAzx

g: X —- X, zr— g(z) =a— z.
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Allora f e g sono funtori e risulta
fg
Infatti: Ve € X
flglz))=fla—z)=aN(a—>x)=ahz<=x

r<(a—z)=(a—a)A(a— 1)
=a — (aAx)

=g(a A z) = g(f(z)).

Pertanto, g conserva A e f conserva \/ e quindi

an\/5=f(\/8) =\ {fs)lse S} =\ {ans|se s}

PROPOSIZIONE 3.3.5. Un reticolo completo (X, <) che verifica la prima
legge di distributivita infinita (ILDoo) é un’algebra di Heyting.

DIMOSTRAZIONE. Sia, Va € X,
Jo: X = X

definita da
r— fo(x) =aAz.

Allora f, conserva /\, quindi per il Teorema del Funtore Aggiunto ha
aggiunta a destra g, : X — X e risulta

fa(9a(@)) <z, Yy < ga(fa(®)), Yo,y € X.

Posto
a—b=yg,0), Vbe X

segue che

r<a—b= x<g,(b)

= fo(z) < fa(ga(b)) <b
= aNANx<b

e viceversa
aNx<b= f,(x)<b

= z < ga(fa(z)) < ga(b)
= rz<a—b

ovvero X € un’algebra di Heyting.

PROPOSIZIONE 3.3.6.

(1) Se (X, <) é un’algebra di De Morgan, allora (X, <) € un frame se
e solo se (X, <) & un coframe.
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(2) Se (X, <) éun’algebra di Boole completa, allora (X, <) é un frame
ed un coframe.

DIMOSTRAZIONE. (1) “=" Siano b€ X e T C X, allora dalle ipotesi
segue che

|
A
Kl
o
o
>
<
—_—
&

l
g
N
N
~—
~—

5 (\/ {5(6) A5t € T})
— /\ {k(k(b) Ak(t))|t € T}
= N\ {pvifte T}

ovvero che X soddisfa (IILDoo), quindi X & un coframe.

“<" La tesi si dimostra analogamente.

(2) La tesi segue dalla parte (1) e dalla Proposizione 2.5.10, poiché ogni
algebra di Boole completa e un’algebra di De Morgan.

Indichiamo con Frm la categoria concreta avente per oggetti i frames e
per morfismi le funzioni che conservano A e \/.

Indichiamo con CoFrm la categoria concreta avente per oggetti i co-
frames e per morfismi le funzioni che conservano A e V.

OSSERVAZIONE 3.3.7. Secondo le definizioni date in precedenza e chiaro
che se X, Y sono due oggetti di \/-CLat o /A -CLat o Frm o CoFrm, o
CLat ese f : X — Y e un morfismo nella corrispondente categoria, f € un
isomorfismo in tale categoria se e solo se f & bigettivaed f~' : Y — X &
un morfismo della stessa categoria.

Evidentemente, con le notazioni del paragrafo 2.3 VX,Y € |CoFrm)| si
ha

Is(CLat(X,Y)) C Is(CoFrm(X,Y)) C Is(/\ -CLat(X,Y))
e VX,Y € |Frm)| |
Is(CLat(X,Y)) C Is(Frm(X,Y)) C Is(\/-CLat(X,Y)).

Possiamo verificare che tali inclusioni sono, in realta, delle uguaglianze.
Infatti, vale il seguente risultato.

PROPOSIZIONE 3.3.8. Se (X, <) ed (Y, <) sono reticoli completi ed f :
X — Y e bigettiva, allora sono equivalenti le sequenti condizions:

(i) f e\ -SLat(X,Y).
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(i) f € CLat(X,Y).
(ii3) f € \-SLat(X,Y).

DIMOSTRAZIONE. “(2) = (#2)” Per il Lemma 2.3.11 f conserva e riflette
I'ordine. Se allora S C X, verifichiamo che f (\/S) =V f~(95).

Infatti f(s) < f(VS),Vse€ S. Se f(s) <a, Vs €S, allora s < f~(a),
Vs € S, quindi VS < f~!(a) e pertanto f(\/S) < a. Analogamente si
verifica che f conserva A.

L’implicazione “(ii7) = (i2)” e analoga.

“(i1) = (1) e “(i1) = (414)” sono ovvie.

COROLLARIO 3.3.9. Se X,Y sono oggetti delle categorie considerate
come richiesto nei vari cast, allora

Is(CoFrm(X,Y)) = Is(CLat(X,Y)) = Is(Frm(X,Y))
Is(/\ -CLat(X,Y)) = Is(CLat(X,Y)) = Is(\/ -CLat(X,Y)).

DIMOSTRAZIONE. La precedente proposizione permette chiaramente di
verificare che I's(CLat(X,Y’)) contiene ciascuno degli altri insiemi elencati.

EsempIO 3.3.10. Sia f € Top((X,7), (X', 7")). Dall’Esempio 3.3.2 (b)
segue che 7,7 € |Frml| e risulta che ’operatore powerset inverso classico
associato ad f ristretto a 7’ e ridotto a 7, ovvero f~ : 7/ — 7 € un morfismo
da 7" in 7 in Frm; infatti se A C 7’ e B,C € 7/ allora risulta

- (\/A) _ f- (UA) = J{r-laea} =\/(f7)" )

e
FfT(BAC)=fT(BNC)=f"(B)Nf~(C)=f7(B)Af~(C).
OSSERVAZIONE 3.3.11. Dall’Esempio 3.3.10 segue che le corrispondenze
(X,7) e |Top| — —(X,7)=7
ed

f€Top((X,7),(T,8)) +— «(N)=f:6—7

definiscono un funtore controvariante

—: Top — Frm.

Osserviamo che ogni frame e un’algebra di Heyting ed € un reticolo
completo; tuttavia Frm non e sottocategoria né di Heyt né di CLat, come
mostrano 1 seguenti esempi.

EsSeMPIO 3.3.12. Siano (R, ) ed (R, 7) spazi topologici su R, con ¢ la
topologia discreta e 7 la topologia naturale. Allora A = {(—E, €)le € I[%.;.} C
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7 e ig € Top((R,d),(R,7)). Per 'Esempio 3.3.10 allora i~ € Frm(,J).
Ora

i (/\.A) =0# {0} = A {i~(4)|A € A}

ovvero ¢~ non € un morfismo di reticoli completi da 7 in 9.

Dalla Proposizione 2.5.3 si deduce che per una arbitraria topologia o
su S pensata come frame, si ha

A—,B=|J{X€edlAnX C B},
quindi, in particolare,
A—; B=(S\A)| JB.

Ora presi A = (—00,0) e B = (0, +o0) risulta
A—.B=B e A-—sB=][0,+00)
e risulta
i" (A —,;B)=B#[0,+) =17 (A) —s i (B)

ovvero ¢~ non € un morfismo di algebre di Heyting da 7 in 4.

OSSERVAZIONE 3.3.13. Se f € Top((X,7),(X’,7')) & un omeomorfis-
mo, allora f= € un morfismo di reticoli completi e di algebre di Heyting,
oltre che di frame.

Indichiamo con Loc la categoria opposta di Frm. Quando un’algebra
di Heyting completa si pensa come oggetto della categoria Loc essa si dice
anche locale. Da cio segue che 1 termini locale, frame o algebra di Heyting
completa denotano lo stesso tipo di struttura.

OSSERVAZIONE 3.3.14. Le corrispondenze
(X,7) € |Top| +— 7(X,7)=1
ed
fe Tﬂp((X, 7), (T, 5)) —  7(f)
tale che
(r()) " =Ff:6—>r

definiscono un funtore

T: Top — Loc.
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3.4. Reticoli Completamente Distributivi

DEFINIZIONE 3.4.1. Un reticolo (L, <) completo si dice completamen-
te distributivo se sono verificate le sequenti condizioni ¥(J;)ier, con I, J; €

|Set|, Vi € I,
(€D AV a;= \ Aaise
el jeJd; fell Ji iel
cpm) \/ Aaj= A Vasu
i€l jEJ; fell Jiiel

dove per ogni i € I e per ogni j € J;, a;j € L ed f € |]J; significa che
f:I—J;,c; Ji tale che per ognii € I, f(1) € J;.

LEMMA 3.4.2. Se (L, <) é un reticolo completo, allora sono equivalenti
le sequenti proprieta

() (L, <) verifica (CDI).
(1) (L, <) verifica la sequente condizione, VI, J € |Set|,

€DY) A Vaij=V Azire

iel jeJ feJliel
dove z;; € L,Viel eje J.

DIMOSTRAZIONE. “(i1) = (2)” V(J;)ier € Y(xij)ier.jet;, con ;5 € L,
Vi EIe‘w’jEJi,pDniamﬂJ:UiEfJi ex;j =L1lsejeJ\J.

Allora risulta
AV zii=\V =i

iel jeJ; icl jeJ
Inoltre, se f € J'\T],; Ji allora esiste i € I per cui f(i) ¢ J; e quindi
Tip() = allora si ha /\ie ; Tif(i) = L. Petanto, facendo il sup al variare di

f € J!, gli unici contributi non nulli sono forniti dalle funzioni f € [ Licr Y
quindi
\/ /\ Lif(i) = \/ /\ Lif (i)
feJliel fe€ll;e; Ji i€l
Quindi per la (CDI’) risulta

AV = AV

i€l jeJ; el jed

=V Az

Fe€llies Jit€l

“(1) = (i1)” E’ ovvio perche la condizione (CDT’) si ottiene dalla (CDI)
come caso particolare, quando J; = J, Vi € I.
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LEMMA 3.4.3. Se (L, <) ¢ un reticolo completo, allora sono equivalents
le sequenti proprieta

(1) (L, <) verifica (CDII).
(i2) (L, <) verifica la seguente condizione, VI, J € [Set|,

(CDIII) \/ A Lig = /\ \/ Lif(4)
icl jeJ feJiiel
dove x;; € L,Viel ejeJ.

DIMOSTRAZIONE. La dimostrazione si ottiene dualizzando quella del
Lemma 3.4.2.

PROPOSIZIONE 3.4.4. Se (L,<) é un reticolo completo, allora sono
equivalenti le sequenti proprieta
(¢) (L, <) verifica (CDI).
(17) (L, <) verifica (CDII).

DIMOSTRAZIONE. “(i) = (i7)” Per i lemmi 3.4.2 e 3.4.3 & sufliciente
dimostrare che “(CDT') = (CDII").

Sia quindi (z;;)ier jes una qualsiasi famiglia di elementi di L. Osservi-
amo intanto che \,.; Aic;Tij < Njegr Vier Tipey- Infatti, Aio;zi; <
Zif(i), Vi € I, Vf € JT, quindi V;c; Ay @i < Ve Tigay, Vf € J'.

Viceversa, Vi € I ed f € J! poniamo Yfi = Tif(), allora poiché per
ipotesi L verifica (CDI’) si ha

/\ vxif{.t.)'_'" /\ vyfi — \/ /\ Yo (f)-

feJiiel feJtiel velll feJ!

Inoltre per ogni ¥ € I’ esite i € I tale che (zij)jes sia una sotto-
famiglia della famiglia (ysy(f)) regr: infatti, Vip € I, jo € J, considerata
una funzione fy : I — J tale che fy(ig) = jo e una funzione vy : J I' s I
tale che 1y (fo) = o si ha

Liogo = Ligfo(io) = Yfoio = Yforvo(fo)-

Pertanto si ha che per ogni ¢ € [ J' esiste i € I tale che si abbia
A fegt Yro(h) < A\ ies Tij- In definitiva si ottiene la disugualgianza

V' A v <V A zi;
pell! fed! iel jeJ

che prova la tesi.

“(44) = (2)” Si dimostra per dualita.

ESEMPIO 3.4.5. (a) (P(X),C) & un reticolo completo e completamente
distributivo.

(b) ([0, 1], <) e un reticolo completo completamente distributivo.
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(c) Su una circonferenza considerati due punti o ed m, si orientino da o ad m
le semicirconferenze che insistono sul diametro om, indicate rispettivamente
con K ed H; sia inoltre mp un segmento orientato da m verso p giacente
sul prolungamento del diametro om dalla parte di m, denotato con N. Sia
L =HUKUN. Su L si definisca la relazione d’ordine:

a<b < a precedeb in K,H o N, oppure a € K UH ebe& N.

Se a, b sono due elementi non confrontabili allora si ha

aVb=meaAb=o.

La coppia (L, <) e un reticolo, con minimo o e massimo p. Si vede
facilmente che L & un reticolo completo, in quanto ogni sottoinsieme di L
ha sup e inf, ma L non e un reticolo distributivo, in quanto, se prendiamo
a,be K, con a <b, a#b, non confrontabili con ¢ € H, si ha

aV(bAc)=aVo=a

mentre
(aVb)A(aVec)=bAm=1»b
e quindi (L, <) non & un reticolo completamente distributivo.

(d) Dall’Esempio 3.3.3 segue che se 7 e la topologia cofinita su N, poiché
essa non verifica la (IILDoo), allora essa non pud soddisfare neanche la
completa distributivita.

DEFINIZIONE 3.4.6. Se (L, <) é un reticolo ed x,y € L allora si dice
che y coprex se x <y, x # y e non esiste z € L tale che x < z <y, con

T #F 2 Fy.

PROPOSIZIONE 3.4.7. Ognt catena completa € completamente distribu-
tiva.

DIMOSTRAZIONE. Se (L, <) € una catena completa, per il Lemma 3.4.2
basta che verifichiamo la condizione (CDI’).

Sia (%ij)ic1,jes una famiglia di elementi di L e sia A;.; V,c;Zij =,
allora resta da provare che y =\ (. ;1 \i&; Zif(i)-

y & un maggiorante per { \,.; Z; 75| f € J?} in quanto, per come & stato

. . _ 21
definito y risulta A;c; Tifi) < Nier Vjes Tig =y, Vf € J°.

Consideriamo, ora, un altro maggiorante, u, cioé sia M\, ; Tifu) < u,
VfeJl.

Se fosse u < y, u # y, allora sarebbe u < V,;zij e u # V. c; Tij,
Vi € I, quindi, Vi € I esisterebbe un elemento z;;,, con j; € J, tale che
u < Tij,, U # ;. Associando ad ogni ¢ € I un tale indice, j;, si otterrebbe
una funzione

fu:I"—}J: ?"“__}fu(i)z.}'z
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tale che u < x;¢, (i), U # Tif, (i), V¢ € I. Si avrebbe allora

u< N\ zira) <,
el

cioe u = N\,;c; Tif, (i)-

Inoltre si verificherebbe che y copre u. Infatti considerato un elemento
u' € L tale che u < u' <y con v’ # y, allora per i medesimi argomenti usati
per u esisterebbe f,, € J! tale che ' = Nicr Tif.. i)-

Inoltre, poiché A\, ; zifi) < u, Vf e J I seguirebbe che u’ < u, ovvero
u' =u. Oradau < z;5, (i), U # Tif, (i), VI € I, poiché y copre u si avrebbe
Y < Tif, i), Vi € 1.

In definitiva si otterrebbe y < Aie 7 Tif. (i) = u < y e questo e assurdo
avendo supposto u # v.

Indichiamo con CDLat la sottocategoria piena di CLat i cui oggetti
sono 1 reticoli completi e completamente distributivi.

PROPOSIZIONE 3.4.8. Se (L, <) é un reticolo completamente distributi-
vo, allora ogni sottoreticolo completo di (L, <) é completamente distributivo.

DIMOSTRAZIONE. Sia (5, <) un sottoreticolo completo di L; poiché per
ogni F' C S esiste supg F' = sup; F' € S ed esiste infg F' = inf; F' € S,
segue che (5, <) € completamente distributivo.

Data una famiglia di insiemi ordinati (L;, <);ecr e considerato il prodotto
el
si puo definire una relazione d’ordine su er ; Li ponendo, Vs, € l_L: L;

s<t & s(i) <t(i), Viel.

L’eventuale esistenza di strutture reticolari di un qualche tipo su cias-
cun L; comporta che la relazione d’ordine su definita induca un’analoga
struttura di reticolo sul prodotto. In particolare formuliamo esplicitamente
il seguente risultato

PROPOSIZIONE 3.4.9. Se ogni L; e un reticolo completo e completamente
distributivo, allora anche il prodotto (Hie 1 Li, < ) e un reticolo completo
completamente distributivo.

DIMOSTRAZIONE. VS C ﬂiE ; L si ha

(\/ s) (i) = \/ {s(5)|s € S} e (/\ ,5') (i) = N\ {s(@)|s €S}, Viel
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Se poi § = ((saB)seB, Jaca € una famiglia di famiglie di elementi del
prodotto, allora dalla completa distributivita in ogni L; segue che Vi € [

V A sas| @)=V N sas®

acA BeB, acA BeB,

/\ \/ S&w(&) (E)

MEH&EA Bﬂ’ CEEA

/\ \/ Saw(ﬂ) (E)

WEHHEA B(H €A




CAPITOLO 4

Topologia Senza Punti

4.1. Caratterizzazione dei Powerset

DEFINIZIONE 4.1.1. Siano (X, <) un reticolo ed a € X.
a si dice un atomo (di (X,<)) sea# 1L eseVr e X

l#zxz<a = z=a.
a si dice un antiatomo (di (X, <)) sea# T eseVre X
a<z#T = x=a.

DEFINIZIONE 4.1.2. Un reticolo (X, <) si dice atomico se Vr € X,
x # 1, esiste a € X, a atomo tale che a < .

DEFINIZIONE 4.1.3. Siano (X, <) un reticolo e k € X.
k st dice V-trriducibile (0o coprimo o molecola) (in (X, <)) sek # L

k<zVy, conz,ye X ek Lz = k<uy.

k si dice completamente V-irriducibile (o completamente copri-
mo) (in (X, <)) se VK C P(X) tale che k < \V K esiste y € K per cui
risulta k < y.

h si dice A-irriducibile (o primo) (in (X, <)) seh# T e

ztAy<h,conz,yc X ex £ h=y<h.

h si dice completamente N-irriducibile (o completamente primo)
(in (X, <)) se VH C P(X) tale che N H < h esiste y € H per cui risulta
y < h.

Ovviamente ogni elemento completamente coprimo (completamente pri-
mo, rispettivamente) € coprimo (primo, rispettivamente).

Inoltre la nozione di antiatomicita e quella di A-irriducibilita di un ele-
mento sono duali di quelle di atomicita e di \/-irriducibilita di un elemento.

In particolare si ha quindi che un antiisomorfismo tra reticoli, eventual-
mente completi, cioé una bigezione che sia un isomorfismo dal primo reticolo
all’opposto del secondo (ad esempio un’involuzione che inverte 1’ordine in
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X € un antiisomorfismo da X in se stesso), trasforma atomi in antiatomi,
elementi \/-irriducibili in elementi /-irriducibili e viceversa.

PROPOSIZIONE 4.1.4. Sia (X, <) un reticolo distributivo e sia k € X.
Allora
(1) kE coprimo<= k# 1L e(k=xzVy, conx,ye X ek #*zx =k =y).
(2) kprimo s k4T e(k=xANy, conz,ye X ek #x = k=y).

DIMOSTRAZIONE. (1) “=" Se k & elemento coprimo, allora k # L.
Siak=zxzVy conzxz,yc€ X ek+#uzx allorax < k ey < k. Poiché e
k &« x segue che k <y e quindi y = k.

“<”Siak # 1 taleche k <z Vy,conz,y € X ek £ z. Poiché, per ipotesi,
il reticolo X & distributivo si ha

k=kn(xVy =(kAx)V(kAy).

Da k £ x segue che k A x # k, quindi per I'ipotesi, si ha che k = k Ay,
ovvero che k < y.

(2) La dimostrazione si ottiene dualizzando quella del punto (1).

PROPOSIZIONE 4.1.5. Sia (X, <) un frame (coframe, rispettivamente).
Allora, Vk € X, si ha

k completamente coprimo (completamente primo, rispettivamente)

)
k# L (k# T, rispettivamente)
e

k=\VA (k= A\A, rispettivamente), con AC X = de € A : k==x.

DIMOSTRAZIONE. “|}” Sia k € X, k completamente coprimo. Allora
k#1lek=VA con ACX, =>a<k Vac A,ed 3z e Ataleche k<z
= dx € A tale che k£ = x.

““" Siak <V H, con HC X. Allora

k=kn(\VH)=\/{kAhlheH}.

Per 'ipotesi, esiste y € H tale che k = k Ay e quindi £ < y. Cio prova
che k & completamente coprimo.

La dimostrazione si completa per dualita.

Il seguente esempio mostra che senza le ipotesi di ditributivita le con-
dizioni poste nelle due precedenti proposizioni, sempre necessarie, non risul-
tano essere sufficienti, quindi non caratterizzano i concetti introdotti nella
definizione 4.1.3.

ESEMPIO 4.1.6. Sia (S, <) il reticolo (completo ma non distributivo) dei
sottospazi di uno spazio vettoriale di dimensione 2. Chiaramente ogni retta
vettoriale K verifica le condizioni poste nelle proposizioni 4.1.4 e 4.1.5, ma



Strutture Topologiche: Categorie, Reticoli e Topologia generale 79

non ¢ un elemento coprimo. Siano, infatti, X e Y altre due rette vettoriali
distinte tra loro e da K. Chiaramente, K < X VY ma K £ Xe K £Y.

PROPOSIZIONE 4.1.7. Se (X, <) & un reticolo distributivo e a € X allora

a atomo (antiatomo, rispettivamente) = a coprimo (primo,
rispettivamente).

DIMOSTRAZIONE. Sia a € X, a atomo. Per ipotesi si ha a # L1; se
a=xVy,conz,yc X ea#x, poiché a € un atomo risulta z = | e quindi
Yy=xViy=a.

La dimostrazione si completa per dualita.

PROPOSIZIONE 4.1.8. In un frame ogni atomo e completamente copri-
mo. In un coframe ogni antiatomo € completamente primo.

DIMOSTRAZIONE. E’ analoga a quella della proposizione precedente
utilizzando la Proposizione 4.1.5.

ESEMPIO 4.1.9. (a) Se S € |Set|, Vz € S, {x} € un atomo di (P(S), C),
infatti {x} # 0 e VA € P(S), A # 0,

AC{z} = A={zx}.

Inoltre, (P(S), C) e un reticolo atomico, in quanto VA € P(S), A # 0,
esiste almeno un x € A per cui {z} & un atomo di (P(S),C) e {z} C A.

(b) Se (X, <) & un reticolo totalmente ordinato, ogni z € X, = # T, &
primo ed ogni z € X, x # L, e coprimo. Se (X, <) ha un atomo a, allora
esso € unico, in quanto se esiste a’ € X, a’ atomo, allora per la totalita
dell’ordinamento risulta a < a’ 0 @’ < a, da cui in ogni caso segue che
a = a.

(¢) Il reticolo ([0,1],<) non ha atomi, in quanto, comunque prendo un
elemento in [0, 1] diverso da zero ne esiste sempre uno piu piccolo di esso e
diverso da zero. Analogamente si vede che non ha antiatomi.

(d) 11 sottoreticolo L = {0} U[3,1] di ([0, 1], <) ha 5 come atomo che, come
si € osservato in (c), € anche unico.

(e) Ogni reticolo (X, <) finito & atomico, in quanto Va € X, a # 1, o a &
un atomo, o detto A = {:r c X|L#x< a} esiste @ elemento minimale per
A che ¢ un atomo ed e @ < a.

DEFINIZIONE 4.1.10. Un reticolo (X, <) si dice powerset (insieme
potenza) se esiste S € |Set| tale che

(X, =) = (P(S5), 9).

Ovviamente, € necessario che (X, <) sia un’algebra di Boole, in quanto
e isomorfo ad un’algebra di Boole.
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TEOREMA 4.1.11 (A. Lindenbaum, A. Tarski, 1935). Se (X,<) é un
reticolo allora

(X, <) € powerset & (X, <) é algebra di Boole completa e atomica.

DIMOSTRAZIONE. “=" Qvvio.

“<” Osserviamo intanto che dalle proposizioni 2.5.10, 3.3.4 e 3.3.6 (2)
segue che (X, <) verifica le leggi di distributivita infinita.

Sia, ora, S = {a € X|a atomo}.
Vh € X sia
H = {a € Sla < h},

allora risulta h = \/ H. Infatti ovviamente, per come & stato costruito H, h
e un maggiorante per H. Inoltre, se h € un maggiorante per H allora risulta

-hAh=1

In quanto se cosi non fosse allora poiché per ipotesi X € un reticolo atomico,
esisterebbe a € S, tale che a < -h A h e quindi a < -h e a < h da cui
seguirebbe che a € H e quindi @ < h, ma cid conduce all’assurdo a <
hA(-h)= 1.

Pertanto si ha

-hAh=1 = hV(-hAh)=hVLl = hVh=h = h<h

IA

ovvero h e il piu piccolo maggiorante di H.
La seguente funzione, chiaramente isotona,

f:X—>P(S), h — f(h)=H={ae Sla<h}
¢ un isomorfismo fra algebre di Boole. Infatti

- f iniettiva:
Se h,k € X sono tali che f(h) = H = K = f(k), allora
h=VH=VK=k.
- [ suriettiva:
Se L C S, poiché (X, <) e completo allora esiste [ = \/ L e
risulta f({) = L. Infatti
“C”7 Per 2.5.10, 3.3.4 vale in X la (ILDo), quindi per 4.1.5¢ 4.1.8

si ha

acf(l)= L#a<l=\/L
= Jel:L#a<b
= a=0b¢€ L.
“OD"a€eLl = a<\/L = ac f(l).

Siano z, 2’ € X

- fleve) = f(z) U f(@'):



Strutture Topologiche: Categorie, Reticoli e Topologia generale 81

“C” Per 4.1.7
a€ fleva')=a€eS alzVvz
= a € S, a-*‘i_i:x: o a<z
= a € f(xr) o a€ f(z)
= a € f(x)U f(z).
“2O” Ovvio, perche f e isotona.
- Ovviamente f(L1) = L.

Quindi per le proposizioni 3.3.8 e 2.4.10 f & un isomorfismo di algebre
di Boole.

Dalle proprieta su dimostrate segue che (X, <) = (P(S), C), cioe che X
e powerset.

COROLLARIO 4.1.12. Ogni algebra di Boole completa e atomica € com-
pletamente distributiva.

DIMOSTRAZIONE. Infatti, € ben noto (si veda I’Esempio 3.4.5 (a)) che
il powerset P(X) di un qualsiasi insieme & completamente distributivo.

4.2. Ideali e Filtri

DEFINIZIONE 4.2.1. Siano (X, <) un semireticolo superiore ed I C X.
I si dice ideale in (X, <) se

I. L el.
Iy, z,yel = xVyel.
Is. ze€eley<x=yel.

DEFINIZIONE 4.2.2. Siano (X, <) un semireticolo inferiore ed F' C X.
F' si dice filtro in (X, <) se

Fiy. T eF.
Fy. z,yec F = xANycF.
Fs. reFex<y=ye€ekF.

OSSERVAZIONE 4.2.3. 1. Le proprieta I; e Is sono equivalenti alla
seguente proprieta:

ACI, Afinito = VAeT
cioe¢ I € un V-sottosemireticolo di X.
2. Le proprieta F; ed Fs sono equivalenti alla seguente proprieta:

B C F, B finito = ABe€F

cioe F' e un N-sottosemireticolo di X.



82 Anna Frascella - Cosimo Guido

3. La condizione I3 si esprime dicendo che [ € un lower-set. La condizione
F5 si esprime dicendo che F' € un upper-set. -

SE,VSEX,SipGHElS={L’EEXIHSESZ;I?ES}ETS‘:{yE
S|lds € §:s5< y}, allora la condizione I3 (F3, rispettivamente), e equiva-
lente all’'uguaglianza | I = I (T F = F, rispettivamente).

4. Se (X, <) & un V-semireticolo (A-semireticolo, rispettivamente) e con-
sideriamo una qualsiasi famiglia Z di ideali (F di filtri, rispettivamente)
in X si verifica facilmente che l'intersezione & ancora un ideale (un filtro,
rispettivamente) che si indica con

/\I = ﬂI o ( /\ F = ﬂf , rispettivamente).

5. Da quanto osservato al punto 4. segue che per ogni ) # A C X e
possibile determinare univocamente l'ideale (il filtro, rispettivamente) che
contiene A ed e contenuto in ogni altro ideale (filtro, rispettivamente) che
contiene A. Tale ideale (filtro, rispettivamente) si indica con < A > e si dice
che e 1’ideale (il filtro, rispettivamente) generato da A. E’ facile verificare
che l'ideale < A > & costituito dagli elementi x € X periquali 3H C A, H
finito tale che x < \/ H. 1l filtro < A > ¢ invece costituito dagli elementi
y € X per i quali 4G C A, G finito tale che A G < y.

DEFINIZIONE 4.2.4. Sia (X, <) un semireticolo superiore (inferiore,
rispettivamente).

Un ideale I in X (un filtro I in X, rispettivamente) si dice principale
se ha un massimo (un minimo, rispettivamente).

OSSERVAZIONE 4.2.5. Se (X, <) & un \/-semireticolo (/-semireticolo,
rispettivamente) completo si ha che un ideale I in X (un filtro F' in X,
rispettivamente) & principale sse e chiuso per \/ (per A, rispettivamente).

PROPOSIZIONE 4.2.6. Siano (X, <) un \/-semireticolo ed I C X.
I e un ideale principale < J|la € X tale che I =| a.

DIMOSTRAZIONE. “=" Se I ¢ un ideale principale, posto a = \/ I € I,
allora I =| a. Infatti, se x €] a, allora z < a e poiché a € I essendo [ un
1deale s1 ha x € I. Viceversa se z € [ allorax < \/I = a e quindi z €] a.
Per doppia inclusione segue pertanto l'uguaglianza I =] a.

Se inoltre fosse I =| a’, allora sarebbe a €] a’ e @’ €] a, quindi a’ = a.

“«<” I e un lower-set, cioe verifica la condizione I3, infatti se x € I ed
y € X e taleche y <z, alloray <x <a, ovveroy € 1.

Inoltre, I & chiuso per \/, infatti,se S C I, allora \/S < \/I =a€ I
quindi \/ S € I. Da cio segue anche che I verifica le condizioni I; e Is.

PROPOSIZIONE 4.2.7. Siano (X, <) un semireticolo inferiore ed FF C X.
F' e un filtro principale < Jla € X tale che F =T a.
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DIMOSTRAZIONE. Si ottiene dualizzando quella di 4.2.6.

Con riferimento alle notazioni delle proposizioni 4.2.6 e 4.2.7 si dice che
I ed F' sono rispettivamente 1'ideale e il filtro principali generati da a.

PROPOSIZIONE 4.2.8.

(1) f € VSLat(X,Y) = Kerf = {a € X|f(a) = L} ¢ un ideale di
X

(2) Se X € |V-SLat| ed I C X e un ideale di X allora esistono
Y € |[V-SLat| ed f € V-SLat(X,Y) tale che I = Kerf.

(3) Se X € |DLat| e I é un ideale di X allora esistono Y € |DLat|
ed f € DLat(X,Y) tale che Kerf = 1I.

DIMOSTRAZIONE. (1) Chiaramente L € Kerf.
Se f € V-SLat(X,Y) ed z,y € Kerf allora

flzvy)=f(z)V flyy =L = zVye€ Kerf
Se inoltre, x € Kerf ed a < z, allora

fla) < fle) =1L = fla)=1L = a€ Kerf.

(2) Siano X € |V-SLat| ed I un ideale di X. Va,b€ X, sia

a=b & dr,yel :aVe=>bVuy.

et —17

Ovviamente “=" & una relazione d’equivalenza ed inoltre “=" e com-
patibile con V, infatti

a=d,b=b= Jz,2,yy €l : ave=ad vz ,bvy=bt vy
= (avb)V(zVy)=(d V)V (z' V)
= aVb=d VD.

Sia Y = X/ = il semireticolo quoziente e sia f : X — Y la suriezione
canonica ( che € un morfismo in V-SLat ), allora si ha che Ker f = I, infatti

a€ Kerf = fla)=1L= f(1)
= a=_1
=dr,yel:aVex=1LVy=yel
= a € 1.

Viceversa

acl = avVa=1Va = a=1 = f(a)= 1.



84 Anna Frascella - Cosimo Guido

(3) Mediante lo stesso procedimento seguito in (2) si costruisce di Y che
sotto le attuali ipotesi e un reticolo, infatti “=" & compatibile anche con A

a=a,b=b= Fz,2\yy el : ave=d vz, bvy=tvy
= (aVz)AbVyY) =@ Vv)AND VYY)
= (aANb)V(aAy)V(zAb)V(xAy)
= (@ AV)YV (@' ANY)V(Z AV (2 AY)
= aAb=d AV.

La distributivita in Y si eredita banalmente da X.

Pertanto, la suriezione canonica f : X — Y €& un morfismo di reticoli e
analogamente a (2) si verifica che Kerf = I.

PROPOSIZIONE 4.2.9.

(1) f € A-SLat(X,Y) = A-Kerf = {a c Alf(a) =T} éun filtro di
X.

(2) Se X € |[A-SLat| ed FF C X ¢ un filtro di X allora esistono Y €
IA-SLat| ed f € A-SLat(X,Y) tale che FF = A-Kerf.

(3) Se X € |DLat| ed F ¢é un filtro di X allora esistono Y € |DLat)|
ed f € DLat(X,Y) tale che N\-Kerf = F.

DIMOSTRAZIONE. Si ottiene dualizzando quella di 4.2.8.

PROPOSIZIONE 4.2.10. Siano (X, <) un reticolo, I C X ed F = X \ I,
allora sono equivalent: le sequenti affermazioni:

(¢) I € un ideale ed F' e un filtro di X.

(1) I e un ideale, T¢I e (xANyel = ze€loyel).
(252) F' e un filtro, L ¢ Fe(avVbe F = a€ FobeF).
(+w) 3f € Lat(X, 2) tale che f~(L)=1¢e f~(T) =F.

DIMOSTRAZIONE. “(i) = (i2)” TeF=X\I=T¢1.

Se x Ay € I allorax € I oy € I; infatti se cosi non fosse, cioe se z,y ¢ I
allora z,y € F' da cui segue t Ay € FF = X \I ovvero x Ay & I, che ¢
assurdo.

“(i1) = (ii1)” Da L € I segue che 1 ¢ F'. Inoltre, da a,b & F, cioé a,b € I,
segue ovviamente a V b & F.
“(411) = ()" Posto f(z) = L, Ve € IT'e f(y) = T, Yy € F, si ha che
f: X — 2 é un morfismo di reticoli. Siano, infatti, z,y € X.
SexVyé¢F alloraz,y¢ F, quindi f(zxVy) = L = f(x)V f(y).
SexVye F,alloraxe Foye F,quindi f(zVy) =T = f(z) V f(y).
Sex Ny ¢ F,allorax ¢ Foy¢ F,quindi f(zxAy) =L = f(x) A f(y).
Sex Ay € F,allorax,y € F quindi f(x Ay) =T = f(z) A f(y).

“(7v) = (2)” Owvvio, per le proposizioni 4.2.8 e 4.2.9.
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DEFINIZIONE 4.2.11. Se (X, <) é un reticolo ed I C X é un ideale di X
che verifica una delle condizini equivalent: (i), (i), (2v) della Proposizione
4.2.10 allora I st dice ideale primo. Un filtro caratterizzato dalle condizions
equivalenti (1), (2i¢), (1v) della stessa proposizione st dice filtro coprimo.

OSSERVAZIONE 4.2.12. L’espressione filtro coprimo che usiamo qui dif-
ferisce da quella usata in [6, 8]. Riteniamo che le seguenti proposizioni, in
particolare la 4.2.14, giustifichino tale scelta.

PROPOSIZIONE 4.2.13. Stano (X, <) un reticolo ed I un ideale in X.

I & un ideale principale primo < d|la € X, a primo, tale che I =] a.

DIMOSTRAZIONE. “=" Dalla Proposizione 4.2.6 segue che J|la € X tale
che I =| a. poiché I & primo, allora T ¢| aequindia# T. Se x Ay < a,
z,y€ X ex LaalloraxzAy €| a,z ¢| ae poiché | aé primo si hay €] a,
ovvero y < a, cio¢ a € primo.

“<"” Dalla Proposizione 4.2.6 segue che I ¢ un ideale principale. Inoltre,
poiché a € primo, alloraa # T, quindi T ¢ I. Siaz Ay €| a, z,y € X. Se
z < a, x €] a allora la tesi & vera. Se invece z £ a, allora essendo a primo
si ha y < a e quindi y €] a, ovvero | a € un ideale primo.

PROPOSIZIONE 4.2.14. Siano (X, <) un reticolo ed F un filtro in X.

F' é un filtro principale coprimo < d|la € X, a coprimo, tale che F' =T a.

DIMOSTRAZIONE. Si ottiene dualizzando quella di 4.2.13.

DEFINIZIONE 4.2.15. Siano (X, <) un reticolo ed F un filtro in X.
F' si dice filtro completamente coprimo se

1lé¢Fe\VA€eF=3JacA:acF.

OSSERVAZIONE 4.2.16. 1. F filtro completamente coprimo = F' filtro
COprimo.

2. Dalla Proposizione 4.2.10 segue chiaramente che se S € un locale e
p: S — 2 e una funzione, allora
p~ (L) ideale primo < p morfismo di reticoli & p—(T) filtro coprimo.

PROPOSIZIONE 4.2.17. Siano S un locale e p : S — 2 una funzione,

allora
p morfismo di frame < I = p~ (L) ideale principale primo.

DIMOSTRAZIONE. “=" Sia p : § — 2 un morfismo di frame e sia
I =p—(L).

E’ noto che I e primo. Se, inoltre, A C I, allora

p(\/A) :\/{p(a.)lae Al =1 = \/A € I,

quindi / e principale.
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“«<"” Dalla Osservazione 4.2.16 (2.) segue che p € un morfismo di reticoli
da S in 2. Inoltre p conserva \/: infatti sia X C S. Se \/ X € I, allora
p(VX)=L=Vp~(X). Se\ X ¢ I, allora, poiché I ¢ principale, 2’ € X
¢ Tequindip(VX)=T=\p(X).

COROLLARIO 4.2.18. Siano S un locale e p : S — 2 una funzione, allora

p morfismo di frame < F = p~ (T) filtro completamente coprimo.

DIMOSTRAZIONE. “=" Sia p:S — 2 un morfismo di frame e sia F' =
p~(T). Se AC Setaleche VA€ F,alloraT =p(VA) =V {pla)ac A}
e quindi esiste a’ € A per cui risulta p(a’) = T, altrimenti se cosi non fosse
si avrebbe A C p~ (L) da cui si avrebbe I'assurdo \/ {p(a)la € A} = L.

“<" poiché F' e coprimo (si veda 1’Osservazione 4.2.16 (1.), per 1’Osser-
vazione 4.2.16 2. p € un morfismo di reticoli. Inoltre, VA C S si ha

p(\/A):T:» \/AeF
= da€A:a€ F
= pla) =T

= \/p"’(ﬂ) =T

p(\/A):j_:#r \/A¢F
=a¢ F,Vae A
= pla) =L,Va€e A

= \/p7(4) =1

da cui segue che p(\/ A) = \V/ p~(A), ovvero che p & un morfismo di frame.

PROPOSIZIONE 4.2.19. Siano (X, <) un reticolo, I un ideale di X ed F
un filtro di X tali che I NF = 0; allora esiste M ideale di X, massimale
fra quellr che contengono I e non intersecano F', ed esiste G filtro di X
massimale tra quelli che contengono F' e non intersecano 1.

DIMOSTRAZIONE. Sia M la famiglia degli ideali di X disgiunti da F' e C
una catena ascendente di ideali contenuta in M. Allora si verifica facilmente
che C' = | JC € un ideale appartenente ad M e per il Lemma di Zorn esiste
un elemento M massimale in M.

Il resto della proposizione si dimostra per dualita.

PROPOSIZIONE 4.2.20. Se (X, <) é un reticolo distributivo, F' é un filtro
di X ed I € un ideale massimale fra quelli disqiunti da F', allora I € primo.
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DIMOSTRAZIONE. Poiché per ipotesi IN F = (), allora T ¢ I.

Sia x1 Axg € I e siano J; e Jo gli ideali generati da [ insieme con z; ed
x9, rispettivamente. Allora il generico elemento di J;, con ¢ = 1, 2, € del tipo
aV (z;A\b),cona € I, be X : infatti, esso si puo ottenere come (pV z;)Agq,
con p € I e g e X, quindi per la distributivita, & del tipo (p A q) V (z; A q),
conpAhNg=a€cleqg=0be X.

Se JINF # 0 # JoNF allora 3a; V(zx1Aby) € Fed dagV(xo Aby) € F
con a; € I e b; € X, pertanto

[ai V(21 Aby)] Alas V (z2 A b2)] € F,

[{11 A% (:1:1 A bl)] /\ [{Lg V (55‘2 /A bz)] =

= (ay ANaz)V(ar A(z2 Ab2))V((z1 Abi)Na2))V(xrt Abyr AxzaANby) €1
S N P T U —— A | S ———
€l €l €l €l

e ¢id & assurdo in quanto I N F = .
Quindi sia J N F = (; poiché J; D I per la massimalita di I ho J; = I,
quindi aq € 1.

PROPOSIZIONE 4.2.21. Se (X, <) é un reticolo distributivo, I é un ideale
di X ed F' e un filtro massimale fra quelli disgiunti da I, allora F' é coprimo.

DIMOSTRAZIONE. La dimostrazione si ottiene dalla 4.2.20 per dualita.

DEFINIZIONE 4.2.22. Un ideale I si dice proprio se e diverso da X,
cioe se T & 1.

Un filtro F' si dice proprio se é diverso da X, cioe se L ¢ F.

Un ideale in (X, <) massimale tra quelli disgiunti dal filtro {T} st dice
tdeale proprio massimale o semplicemente ideale massimale.

Un filtro in (X, <) massimale tra quelli disgiunti dall’ideale {_L} st dice
filtro proprio massimale o semplicemente filtro massimale.

OSSERVAZIONE 4.2.23. Comunemente si usa il termine filtro su un in-
sieme X, per denotare un filtro nel powerset di X, (P(X), C). A volte capita
di considerare filtri in qualche sottoreticolo del powerset di X; in tal caso si
usa accompagnare il termine filtro con un aggettivo che suggerisca l'entita
del sottoreticolo in cui si considera il filtro. Ad esempio per “filtro aperto”
su uno spazio topologico (X, 7) si intende un filtro nel reticolo completo 7.

Col termine wultrafiliro (su X) si usa abitualmente indicare un filtro
massimale proprio nel powerset di X. Anche in questo caso si possono uti-
lizzare espressioni come, facendo riferimento all’esempio su dato, ultrafiltro
aperto.

COROLLARIO 4.2.24. In un reticolo distributivo ogni ideale massimale
e primo, ogni filtro massimale € coprimo.
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DIMOSTRAZIONE. La dimostrazione segue dalle proposizioni 4.2.20 e
4.2.21.

PROPOSIZIONE 4.2.25. Sia (X, <) un reticolo distributivo. Se a,b e X,
b £ a, allora esiste un morfismo di reticoli f : X — 2 con f(a) = 1,

f(b)=T.

DiMOSTRAZIONE. Considero il filtro T b e l'ideale | a. Se x €T b N | a,
allora b < z < a da cui segue che b < a, che & assurdo. Quindi TN | a = 0.
Se I un ideale massimale fra quelli che sono disgiunti da T b, allora I €
primo e quindi € nucleo di un morfismo di reticoli f : X — 2 per cui risulta

fla)=1, f(b) =T inquantoa€ I eb ¢ I.

PROPOSIZIONE 4.2.26. Se (X,V,A,—) e un’algebra di Boole e I é un
ideale in X, allora sono equivalenti le sequenti affermazioni:

(2) I & primo.
(i) Vae X ra€l & —~a ¢l
(7i2) I e massimale.

DIMOSTRAZIONE. “(i) = (#2)” Va € X risulta a A —a = 1L € I quindi
a € I oppure —a € I essendo I primo. Se inoltre si avesse a € I e —a € 1,
allora sarebbe a V —~a = T € I contro l'ipotesi che [ sia primo.

“(22) = (412)” poiché L € I, da (i¢) segue che =L = T & I quindi [ e proprio
(INn{T}=0). |

Se J & un ideale proprio, J 2 I esea € J\I allora —a € I C J e quindi
aV -a= 1T € J, che e assurdo.

“(2¢2) = (2)” Segue dala Proposizione 4.2.20.

PROPOSIZIONE 4.2.27. Se (X,V,A,—) é un’algebra di Boole ¢ F' ¢é un
filtro in X, allora sono equivalenti le sequenti affermazioni:

(¢) F € coprimo.
(i7) Vae X :ae€F & na ¢ F.
(ii2) F é massimale.

DIMOSTRAZIONE. E’ duale di quella della proposizione precedente.

COROLLARIO 4.2.28. Se (X,V,A,~) é un’algebra di Boole ed a € X,
allora

a primo < -a atomo.

DIMOSTRAZIONE. “=" Se a € X e primo, allora | a e ideale primo,
quindi @ # T e pertanto —a # 1. Se a’ < —a, allora a < —a’. Nel caso
a < -a',ea# —d,siha -a ¢| a; essendo | a un ideale primo per 4.2.26
si ha a’ €| a e quindi @’ < aA —a = L. Nel caso —a’ = a, allora a’ = —a.
Pertanto dall’arbitrarieta di a’ segue che —a € un atomo.
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“=” Se a € X & tale che —a & un atomo, allora evidentemente a € un
antiatomo. La tesi segue quindi dalla Proposizione 4.1.7.

4.3. Punti di un Locale

DEFINIZIONE 4.3.1. Se S ¢ un locale, st dice punto di S un’applicazione
p:S— 2

che conserva \/ ed A\, cioé che sia un morfismo di frame.
Linsieme der punti di S lo indichiamo con

pt(S) = {p: S — 2| p morfismo di frume}.

PROPOSIZIONE 4.3.2. Se S ¢ un locale, pt(S) é in corrispondenza biget-
tiva con linsieme degli elementi primz di S.

DIMOSTRAZIONE. Posto P = {a € S|a primo}, Va € P definiamo

sex < a
se T £ a.

pa:S—}i’,ml—rpﬂ,(:r)={ -

Poiché, Va € P, p; (L) =] a & un ideale principale primo, per la
Proposizione 4.2.17 si ha che p, € un morfismo di frame, ovvero p, € pt(S).
Viceversa, ogni p € pt(S) determina, sempre per la Proposizione 4.2.17
un ideale principale primo, p~ (L) =] a,, quindi un elemento primo a, € P.
E’ facile verificare che le corrispondenze

a € P — p, € pt(S)

pept(S) — ap P
sono una l’'inversa dell’altra.

Sia S un locale e sia
p: S = P(pt(S))
la funzione definita Vz € § da
o(z) = {p € pt(S)lp(z) = T}
COROLLARIO 4.3.3. @(z) e in corrispondenza bigettiva con [l’insieme
{a € Sla primo : z £ a}.

DIMOSTRAZIONE. Con riferimento alle corrispondenze definite nella di-
mostrazione della Proposizione 4.3.2 se p € ¢(z), si ha z £ a,, altrimenti
se fosse x < a,, allora sarebbe T = p(z) < p(a,), che & assurdo.

Se a € S & primo, e z £ a, allora p,(z) = T, quindi p, € ¢(z).
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LEMMA 4.3.4. Se (X, <) ed (Y, <) sono reticoli completi, f : X — Y

—_—

conserva \/ e N ed S C X é un frame, (S, <), con la relazione d’ordine
indotta da X, allora (f—(S), <) é un frame con la relazione d’ordine indotta

daY.

DIMOSTRAZIONE. Considerato a piacere A C f7(5) e scelto a piacere
A’ C S tale che f~(A’) = A si ha evidentemente

Va=\/ @)= (&) er ()

quindi f7(S) € un sottosemireticolo superiore completo di Y quindi un
reticolo completo con la relazione d’ordine indotta da Y.

Inoltre, in f7 (.5) si verifica la (ILDoo), infattise b € f~(S)eb = f(b'),
con b’ € S, allora, usando ancora le precedenti notazioni si ha

bA(\ A) = 1) A (V£ (4))
= e~ f(\VA)
=f (¥ A (V4))
= f (\/ [V ANd|d € A’})
=\ {f(¥) A f(a')]a € A"}
=\/{bAala€ A}.

PROPOSIZIONE 4.3.5. ¢ : § — P(pt(S)) é un morfismo di frame, quindi
©(S) e una topologia su pt(S).

DIMOSTRAZIONE. Se X C S, allora ¢ (\/ X) = | {¢(z)|z € X}; infat-
ti,

pel| J{e@)|zeX} e FreX pz)=T
=7 \/{p(:r)h:EX}:p(\/X) =T
& pEgp(\/X).

Siano z,y € S, allora ¢(x A y) = ¢(x) N (y), infatti
pep(x)Ney) & plx) =T =p(y)
& plzAy) =plx)Aply) =T
< pEp(xAy).
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Pertanto, ¢(S) € una topologia su pt(S). Lo spazio topologico cosi ot-
tenuto lo indicheremo brevemente con pt(S) e la sua topologia la denoteremo
con 7(pt(S)). Ovviamente, la ridotta di ¢ a 7(pt(S))

@S — 7(pt(9))

e un morfismo in Frm quindi determina un morfismo, che indichiamo con
lo stesso simbolo, ¢ € Loc(7(pt(S)), S).

PROPOSIZIONE 4.3.6. Se (X, V, A, ) e un’algebra di Boole completa, —
induce un antizsomorfismo (bigezione che inverte 'ordine e quindi porta \/
i N\ e A\ in'\/), di insiemi ordinati fra pt(X) e {a € X| a atomo}.

DIMOSTRAZIONE. La tesi segue dalla Proposizione 4.3.2 che permette
di identificare i punti di X con gli elementi primi di X e dal Corollario

4.2.28.

COROLLARIO 4.3.7. Se (X, V,A,) é un’algebra di Boole completa, al-
lora ¢(x) € antitsomorfo, tramite —, a {{1 € Xl|a atomo : a < :1:}, Ve €

X.

DIMOSTRAZIONE. Se p € ¢(x), con z € X, allora p determina un ele-
mento primo b € X, x £ b, quindi tale che =z < b, ovvero a = —=b < z, che
per 4.2.28 € un atomo.

Tale corrispondenza e un antiisomorfismo di insiemi ordinati.

PROPOSIZIONE 4.3.8. Se (X, V,A,) é un’algebra di Boole completa,
allora

¢: X — P(pt(X)) é iniettiva < X ¢é atomica.

DIMOSTRAZIONE. “=" Sia | # z € X, allora
p(r) 2 {a € X|aatomo:a <z} # @(L)=10

e quindi esiste a € X, a atomo, tale che a < x.

“<" Sia X atomica e siano z,y € X tali che = # v.
Allora (x A ~y,—xz Ay) # (L, 1).
Sia x A -y # L e sia a € X un atomo, tale che a < x A —y. Risulta
a < xea<y quindi a £ —z, altrimenti si avrebbe a < z A~z = 1. Ne
segue che y < —a e x £ —a e quindi il punto p-,, determinato dall’elemento
primo —a, sta in ¢(x) ma non in ¢(y), cioe p(x) # (y).
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4.4. Aggiunzione tra Top e Loc

In modo informale possiamo dire che la topologia senza punti € quel-
la disciplina che studia la cetegoria Loc. I legami tra tale categoria e la
categoria Top degli spazi topologici che descriveremo in questo paragrafo
giustificano 1’'uso del termine topologia senza punti, considerando anche il
fatto che gli elementi dell’insieme sostegno di uno spazio topologico si chia-
mano punti dello spazio stesso, mentre la famiglia degli aperti e la topologia
dello spazio.

Definiremo ora, due funtori tra le categorie Top e Loc.

Sia f € Loc(S,T) ed f°P : T — S il corrispondente morfismo di frame.
Se p € pt(S), poniamo

fp)=pof?:T — 2,
allora f(p) € pt(T).
In questo modo resta quindi definita una funzione
pt(f) = f: pt(S) — pt(T)

che ¢ un morfismo in Top, ovvero una funzione continua, infatti gli aperti
di pt(T') sono tutti e soli della forma

e(x) ={qept(T)|g(x) =T}, conz € T.
Per ciascuno di essi si ha
f(p(z)) = {p € pt(S)|f(p) = q con q € pt(T) e q(z) = T}

={pept(S)|(po fP)(z) =T}
= {p € pt(S)Ip(f?(z)) = T}
= @(fP(x)) € T(pt(5)).

DEFINIZIONE 4.4.1. La coppia di funzioni

pt : [Loc| — |Top|, S +— (pt(S), 7(pt(S)) = (S))

pt : Mor(Loc) — Mor(Top), f —— pt(f) = f
costituisce un funtore da Loc in Top

pt : Loc — Top.

Infatti
pt(ls)(p) = pols = p, Vp € pt(S)
cioe
pf(lg) — 1pt(5)-
Inoltre, se f € Loc(S5,T) e g € Loc(T, Z), allora
fP:T—S5 g% .Z2—-=T

e quindi
fPog?:7Z— S
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ovvero g o f € Loc(S, Z) e si ha Vp € pt(S):

pt(go f)(p) =po fP o g™
= (po f%) o g™
= pt(g)(po f7)
= pt(g) (pt(f)(p))
= (pt(g) o pt(£))(p).

Se X e uno spazio topologico, allora 7(X) € un locale. I punti di 7(X)
sono individuati dagli ideali principali primi, ovvero dagli aperti primi A €
7(X), (cioe quelli per i quali | A e primo), che sono quegli aperti A # X
tali che VB,C € 7(X) risulta BNC C A = BC Ao (C C A. Pertanto essi
sono individuati dai chiusi irriducibili o coprimi, ovvero dai chiusi D # ()
tali che VG, H chiusisiha DCGUH = DCGoDCH.

In termini ancora equivalenti, un punto in 7(X) e individuato da un
filtro completamente coprimo nel reticolo degli aperti; in tal caso, I'unione
degli aperti che non ne fanno parte e che costituiscono ’'ideale principale
primo individuato dal punto, € un aperto primo ed il suo complementare e
il corrispondente chiuso irriducibile.

E’ utile osservare che ogni elemento x € X individua un punto in 7(X):
infatti, 7(z) = {4 € 7(X)|z € A} & un filtro completamente coprimo in
7(X), in quanto, se 'unione di una famiglia di aperti contiene x, allora uno
di tali aperti contiene x.

L’aperto primo corrispondente a tale punto e il piu grande aperto che
non contiene z, A = |J{B € 7(X)|z ¢ B}, ed il corrispondente chiuso

irriducibile & {z}, il piu piccolo chiuso contenente x. Riprenderemo questo
argomento nel prossimo paragrafo.

Indichiamo tale punto con p,
Pz T(X) — 2
tale che VB € 7(X),

| L sex¢B
pm(B)—{__ se ¢ € B.

PROPOSIZIONE 4.4.2. La funzione

Y: X —pt(1(X)), +— pg

e continua rispetto alle topologie T su X e T(pt(7(X))) su pt(7(X)).

DIMOSTRAZIONE. Il generico aperto di 7(pt(7(X))) e del tipo

o(A) = {p e pt(r(X))|p(A) =T}, conAe 7(X).
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Allora risulta
v (p(A)) = {z € X|p, € p(A)}
={z € X|p,(A) =T}
= {:L‘ € X|x € A}
= A € 7(X).

La seguente definizione riprende un argomento gia trattato nell’ Osser-
vazione 3.3.14. E’ facile verificare quanto e asserito da tale definizione.

DEFINIZIONE 4.4.3. La coppia di funzioni

7 : |Top| — |Loc|, X +— 7(X)

7 : Mor(Top) — Mor(Loc),
f € Top(X,X') — 7(f) € Loc(7(X), (X))

tale che
(T(N?P =f7 :7(X') = 7(X)

costituisce un funtore da Top in Loc che st indica con
7 : Top — Loc.
TEOREMA 4.4.4. Il funtore
T : Top — Loc
e aggiunto a sinistra del funtore
pt : Loc — Top,
0VVETo

T — pt.

DIMOSTRAZIONE. L’unita dell’aggiunzione € definita come segue:

1 lrop = PtoT, = (7Nx)xe|Top|
con nx € Top(X,pt(7(X))), e
v=nx: X — pt(r(X)), z+— p,.
1 € una trasformazione naturale.

Infatti, se f € Top(X,Y), il diagramma

XX pt(T(X))
fl . L pt(7(f))
Y = pt(r(Y))
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e commutativo. Infatti, Vz € X risulta

pH(r() (nx)(@) = pt(r(£) (Ps) = Pz © (7)) = pa 0 f~
ed

Ny (f(%)) = Pfa);
inoltre, VB € 7(Y) si ha

f(z)e B & z€ f7(B) = p(f7(B) =T =psa)(B)
f@)¢B & x¢ f~(B) = p.(f~(B)) = L = psa)(B).
La counita dell’aggiunzione ¢ definita come segue:
€e:Topt — lpoc, €= (ES)SEILDE|

con €5 € Loc(7(pt(9)),9) e
o =(es) : S — 7(pt(9)), a— ¢(a) = {p € pt(S)|p(a) = T},

e ¢ una trasformazione naturale.
Infatti, se ¢ € Loc(T, S), il seguente diagramma

(ES}OP

S = 7(pt(S))
g°? | L (r(pt(g)))”

(ET]HF

T — 7(pi(T))

e commutativo. Infatti, Va € S si ha
(7(pt(9))) " ((e5)"(a)) = (pt(9))~ (w(a))
| ={q e pt(T)|go g € ¢(a)}
= {q € pt(T)|q(g"(a)) = T}

ed
(e7)?? (9% (a)) = v(g°"(a)) = {q € pt(T)|q(g”"(a)) = T }.

Si verificano, inoltre, le condizioni

op

T (pt(r(X))) = 1T(13t(T{XJ))-

r (pt(r(X))) T r(x) X

Infatti, gli elementi di 7(pt(7(X))) sono del tipo ¢(A), con A € 7(X) e
si ha

(e(x)) " ((T(nx))P (9(A))) = (€x(x))7 (nx (0(A)))
= (ET(X})DP({m c X pT(A) = T})
= (ET(X))HP({m € X|x € A})
= (er(x)) " (4) = ¢(A)
- 11‘(1}1‘. (T{X})) ((’0(‘4))
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pt (7 (pt(S))) Pf(S) pt (7 (pt(S))) = Lpi(r(pt(5)))-

Infatti, i punti di 7(pt( )) sono funzioni p : 7(pt(S)) — 2, morfismi di
frames e gli aperti di 7(pt(S)) sono del tipo (a), con a € S, quindi si ha
)

Npt (S) (pﬁ(ES)(p)) (‘F}(ﬂ) = Tlpt(S) (P O E‘i’ )({r‘?(ﬂ)) — ppcf_f_}” (50({1))

r

|
|
l

I

se pGES ¢ p(a) :{ 1 se p(ed (a))
se poeg € pla) T se p(eg (a))

.

T =PP@) =1 (us))) (P1@);

)= 1
)

4.5. Equivalenza tra Spazi Sobri e Locali Spaziali

DEFINIZIONE 4.5.1. Sia X wno spazio topologico.

Un chiuso irriducibile F° € un elemento coprimo nel coframe dei chiusi
di 7(X).

ESEMPIO 4.5.2. Se X € |Top| e z € X, allora Tﬂ e un chiuso ir-
riducibile in X.
- Infatti, {z} C {z}, quindi {z} # 0; inoltre, se {x} C FUF’, con F, F'
chiusi di X, allora {r} CFUF' = 2€cFozxecF' = {z} CFo {z} CF'.

Sia X € |Top|. La funzione
Y X — pt(T(X)), T Py

definita in precedenza non e, in generale, né iniettiva né suriettiva.

In effetti, se si pensa ai punti di pt(T(X )) come ai chiusi irriducibili
in 7(X), complementari degli aperti primi di 7(X), cosi che il chiuso ir-
riducibile determinato da p, € proprio m, puo capitare che punti z,y € X,
con ¥ # y, abbiano la stessa chiusura, e quindi p, = p,: inoltre non e detto
che un chiuso irriducibile sia la chiusura di qualche suo punto.

Nel primo caso si pensi a |X| > 2 con la topologia caotica o indiscreta,
in cui {_a“T = {y}, Vz # y € X; nel secondo caso si pensi a |X| > w con la
topologia cofinita, in cui X e irriducibile, ma la chiusura di ogni suo punto
e il punto stesso.

DEFINIZIONE 4.5.3. Se @ é bigettiva, cioé se ogni chiuso irriductbile di
T(X) e chiusura di uno ed un solo punto x € X, lo spazio X st dice sobrio.
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In tal caso, ¥ : X — pt(T(X)), ¢ un omeomorfismo. Infatti, ¥ e
bigettiva e continua; verifichiamo che & anche aperta: VA € 7(X) risulta

v (A) = {¢(z)|lz € A}

= {p.|z € A}

= {pz]z € X,p.(A) = T}
= {p € pt(7(X))Ip(A) = T}
= p(A) € T('pt('r(X))).

PrROPOSIZIONE 4.5.4.

(1) Uno spazio topologico X & Ty sse v ¢ iniettiva.

(2) Uno spazio sobrio € 1.

(3) Uno spazio Ty é sobrio sse ogni chiuso irriducibile & un singoletto.
(4) Uno spazio T5 € sobrio.

DIMOSTRAZIONE. (1) Siano z,y € X. Allora
Y(x) =9Y(y) & pz =py
&S xeAsseye A, VA e 7(X)
< x,y hanno gli stessi intorni.

Quindi dire che X e Ty, cioe che non esistono punti distinti con gli stessi
intorni, equivale a dire che 7 e iniettiva.

(2) Se X e sobrio allora 1 & bigettiva, quindi iniettiva, percio X e T per la
(1).

(3).Sia X uno spazio T;. Se X & sobrio ed F' e chiuso irriducibile, allora
F#0esihaz € F= F = {2} = {z}. Viceversa, se ogni chiuso irriducibile
¢ un singoletto, allora ogni chiuso irriducibile e anche chiusura di tale punto
e ovviamente solo di tale punto.

(4) E’ sufficiente provare che ogni chiuso irriducibile € un singoletto. Se F
¢ un chiuso contenente due punti distinti x # y e se U € 7(z), V € 7(y),
UNV = (), allora F\U ed F'\V sono chiusi non vuoti strettamente contenuti
in F' e la cul unione e F'; quindi F' e riducibile.

PROPOSIZIONE 4.5.5. Se S e un locale sono equivalenti le sequenti con-
dizioni
(i) ¢ : S — P(pt(S)) é iniettiva.
(i) o : S — 7(pt(S)) & un isomorfismo di frames.
(117) Ya, b€ S:a £ b= Apept(S):pla) =T ep(b) = L.

DIMOSTRAZIONE. “(i) = (ii)” Se ¢ : S — P(pt(S)) & iniettiva, la sua
ridotta e bigettiva ed € ancora un morfismo di frame. La tesi segue allora
dalla Proposizione 3.3.8.

“(it) = (ii)” Se ¢ : S — 7(pt(S)) & un isomorfismo di frames e a,b € S
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sono tali che a £ b, allora ap(&) < ©(b), quindi 3p € pt(S) tale che p(a) =T
e p(b) = L.

“(i11) = (i)” Se a,b € S e a # b, in particolare a £ b, allora Ip € pt(S) tale
che p(a) = T e p(b) = L, quindi ¢(a) # ¢(b). Dunque ¢ ¢ iniettiva.

DEFINIZIONE 4.5.6. Un locale S si dice spaztale se verifica una delle
condiziont equivalent: della Proposizione 4.5.5.

PROPOSIZIONE 4.5.7. Se (X, 7(X)) é uno spazio topologico allora T(X)
e un locale spaziale.

DIMOSTRAZIONE. Se A, Be 7(X)e AL B, siaa € A\ B. Il punto p,
verifica allora le condizioni p,(A) = T e p.(B) = L.

PROPOSIZIONE 4.5.8. Se S ¢ un locale, allora lo spazio pt(S) é sobrio.

DIMOSTRAZIONE. Per ottenere la tesi dobbiamo provare che la tunzione

¥ : pt(S) — pt(r(pt(S)))

e bigettiva.
Suriettivita: Se t € pt(7(pt(S))), poniamo p = top con ¢ : S —
'r(-pt(S)) morfismo di frame definito in precedenza. Allora p € pt(S) e si

verifica che v(p) = t. Infatti per ogni aperto ¢(a) € T(pt(S))? con a € S, si
ha

¥(p)(p(a)) =T & pepla)
S pla)=T
& t(ela) =T.

Iniettivita: Vp,q € pt(S), p # ¢, Ja € S tale che p(a) # q(a). Se

p(a) =T e q(a) = L, allora p € p(a) e ¢ ¢ ¢(a).
Ne segue che pt(S) € uno spazio T, quindi ¢ & iniettiva.

OSSERVAZIONE 4.5.9. 1. L’assioma di sobrieta e indipendente dall’as-
sioma 7.

Sia 7(X) la topologia cofinita sull'insieme infinito X. (X,7(X)) ¢ T
ma non & sobrio; infatti il chiuso X e irriducibile (X & infinito e i chiusi
propri sono finiti) e non € un singoletto.

Sia 7(Y') la topologia del punto particolare y € ¥ su Y con almeno due
punti. (pt(7(Y)),7(pt(7(Y)))) & sobrio, per la Proposizione 4.5.8 ma non
e T1; infatti, se p(A), con A € 7(Y) & un qualsiasi aperto non banale in
pt(7(Y)), il punto ¥(y) = p, : 7(Y) — 2 tale che p,(B) = T sse y € B
appartiene a @(A): infatti, ¥(y) € p(A) © P(y)(A) = T & y € A che &
certamente vero.

2. Dalla Proposizione 4.5.8 segue che se X € |Top|, allora lo spazio
pt (’T(X )) e sobrio e si dice soberificazione di X.
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PROPOSIZIONE 4.5.10. L’aggiunzione
T -1 pt

diventa una equivalenza se si restringe alle sottocategorie piene degli spazi
topologicit sobri, Sob C Top, e der localr spaziali SpatLoc C Loc.

DIMOSTRAZIONE. Con riferimento alla dimostrazione del Teorema 4.4.4
osserviamo innanzitutto che 7, ristretto alla categoria Sob, ha immagine
nella categoria SpatLoc per la Proposizione 4.5.7 ed il funtore pt, ristretto
alla categoria SpatLoc, ha immagine nella categoria Sob per la Propo-
sizione 4.5.8. L’aggiunzione 7 - pt rimane valida per i funtori considerati tra
Sob e SpatLoc. Inoltre, I'unita dell’aggiunzione in tal caso € un isomorfis-
mo naturale perche per ogni spazio sobrio X la funzione ¢ : X — pt(T(X ))
definita in precedenza, ¢ un isomorfismo. Analogamente, per ogni locale
spaziale la funzione ¢ : S — T(pt(S)) ¢ un isomorfismo, quindi anche la
counita dell’aggiunzione ¢ un isomorfismo naturale.




CAPITOLO 5

Teoremi di Rappresentazione di Reticoli

5.1. I Teorema di Rappresentazione di Stone

PROPOSIZIONE 5.1.1. Sia (L, <) un reticolo e siano:
(Idl(L), <) Vinsieme degli ideali in L ordinato rispetto all’inclusione

I<J & ICJ

(F lt(L), <) linsieme dei filtri in L con la relazione
F<G & GCPF.

Allora (IdI(L),< ) e (FIt(L), <) sono reticoli completi.

DIMOSTRAZIONE. Se & C IdI(L), allora [)S C L ¢ un ideale. Infatti,
ovviamente, valgono le proprieta (i) e (i7) degli ideali. Tale ideale si indica
anche con A S =(\S. Quindi Idi(L) & un /\-sottosemireticolo completo di
P(L); di conseguenza (Idl(L),< ) & un reticolo completo.

L’asserzione per i filtri (Flt(L),< ) si prova dualmente. Si noti, perd
che se F C Flt(L) si ha \VF = F.

Osserviamo che per S C Idl(L) si ha \V S = <US> e se F C Flt(L) si

ha ANF =< JF >.
Inoltre per ogni I € Idl(L) si ha I =\/{ | ala € I'}.

PROPOSIZIONE 5.1.2. Se (L, <) ¢é un reticolo distributivo allora il reti-
colo (Idl(L), <) é un frame, (Flt(L),<) é un coframe.

DIMOSTRAZIONE. Per la proposizione 5.1.1 basta verificare la (ILDoo)
per (Idl(L),< ) e la (IILDoo) per (Fit(L), < ).
Siano I € Idl(L) ed § C Idl(L). E’ evidente che

V{rrdest=(J{rnasesy)
=(1nUs))
EI!\(\/S).
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Viceversa, Va # Lsihaa € IN(\/S) < ae ledX = {J:l,--- T} C
S tale che e« < \VX. Sia z; € J;, con J; € §, Vi = 1,---,n; allora
aNx; € INT;, Vi=1,-- HEG—{I!"\(VX)H(H!\HI)V V(a/\;?:n)e
V{I;’\Ji\izl,---,R}QV{IAJUES}

Dualmente si prova la (IILDoc) per (F it(L), < )

LEMMA 5.1.3. Se L e un reticolo completo ed a € L, allora sono
equivalenti le sequenti affermazioni:

(i) VS CL, cona<\/S, esiste FC S, F finito, tale che a < \/ F.
(i1) VS C L, S sottoinsieme diretto, con a < \/ S, esiste s € S tale che
a < s.
(i11) VI C L, I ideale, con a < \/ I, risulta a € 1.

DIMOSTRAZIONE. “(i¢) = (#2)” Sia S € L un sottoinsieme diretto con
a < \/S. Allora per (i) 3F C S, F finito, tale che a < \/ F'. Poiché S e
diretto esiste s € S, maggiorante per F, quindi a < \/ F' < s.

“(#1) = (i47)” Sia I un ideale con a < \/I. Poiché I e diretto, esiste, per
(i1), s € I tale che a < s, quindi a € I.

“(it1) = (i)” Sia § C L con a < \/S e sia I =< § >. Chiaramente
a <\ S <\I, quindi, per (%), a € I da cui si deduce, ricordando come si
costruisce < S >, che IF C S, F finito tale che a <\/ F.

DEFINIZIONE 5.1.4. Se L e un reticolo completo, un elemento a € L st
dice finito (in L) se soddisfa una delle condizioni equivalenti del Lemma

5.1.3.

Poniamo
K(L)={a€ L|a finito }.

COROLLARIO 5.1.5. Se L é un frame ed a € L, allora
a € finito & VS C L, tale che \| S =a AF C S F finito tale che \/ F = a.

DIMOSTRAZIONE. “=" Se S C L & tale che \/ .S = a, allora poiché a &
finito, 3F C S, F finito, tale che a < \/ F < \/ S = a, ovvero \/ F = a.

“<" Se S C L ¢ tale che a < \/ 5, sia
A={aNs|seS},
allora AC S e

\/A=\/{ah3|5€8} = a A (\/5) = a.

Dall’ipotesi segue che JF = {a NSy, ,a/N 5”} C A taleche \V F'=a
e quindi considerato F' = {s1,--+,8,} C Ssihaa=\F <\ F".
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ESEMPIO 5.1.6. Siano X € |Set|, V € |Vec|, T € |Top| e consideriamo
i reticoli (P(X),C ), (7(T),C ) e (S(V),C ) costituiti dai sottoinsiemi di
X, dagli aperti di 1" e dai sottospazi di V, rispettivamente.

Gli elementi finiti in P(X) sono gli insiemi di cardinalita finita, in 7(7T")
sono gli aperti compatti, in S(V') sono i sottospazi di dimensione finita.
Le verifiche sono banali nei primi due casi. Nel terzo caso consideriamo
un sottospazio U di dimensione finita e sia U < VU, con U C S(V),
dove chiaramente \/U = L(|JU) ¢ il sottospazio generato da |JU. Con-
sideriamo la funzione 3 : U — P(V) che ad ogni U’ € U associa una
base S(U’) di U’. Chiaramente \/U = L(|JB~ (U)). Sia, ora, B(U) =
{x1,---,z,} una base di U. V1 < ¢ < n, sia F; C U, F; finito, tale che
z; € L(IU{BUNU" € F;}), allora F = FLU---UF, C U & finito e,
chiaramente, U = L({z1,--- ,x,}) CL(UF)=VF.

Viceversa sia U € §(V) finito in S(V') e sia B C U una sua base. Poni-
amo, per ogni b € B, Uy = L({b}). Chiaramente U = L(B) = \/{U,|b € B}
quindi, per ipotesi, I{Up,, -+ ,Up, } con b; € B, V1 < i < m, tale che
U< \V{U, - ,Up, } per cui dimU < m.

LEMMA 5.1.7. Se L é un reticolo completo allora K(L) é un V-sottose-
mareticolo.

DIMOSTRAZIONE. Poiché L = \/ ), allora da 5.1.3 (i) segue che L €
K(L). Sea,be K(L)ed S C L talecheavb <\ S, alloraa <\ Se
b< VS, quindi dF,G C S, F,G finiti, tali che a <\ F e b < \/ G, da cui
segue che a Vb < \/(FUG) ovvero aVbe K(L).

DEFINIZIONE 5.1.8. Un locale S si dice coerente se

(1) Gli elementi finiti di S formano un sottoreticolo K (5).
(2) K(S) genera tramite \/ tutto S, cioe Va € S JA C K(S) tale che
a=\A.

Osserviamo che per verificare la condizione 1. basta provare che K (5)
e chiuso per A grazie al Lemma 5.1.7.

LEMMA 5.1.9. Se L e un reticolo distributivo, gli elementi finiti del
locale IdI(L) sono gli ideali principali in L. In simboli

K(IdI(L)) ={ | ala € L}.

DIMOSTRAZIONE. Se B € Idi(L) e B =] b < \/S, con b € L e
S C Idi(L), allorabe \/S =< |JS >, quindi 31,---,I, € § ed da; €
Ii,---,a, € I, taliche b<a;V---Va,. Neseguechebe I V---VI,
quindi B<I; V---V I, & finito in Idl(L).

Viceversa, sia I € Idl(L) un elemento finito in Idl(L). Poiché I = \/{|
ala € I} ed I e finito, Ja;, -+ ,ay, € I taleche I =l a1 V- -V | ay.

Chiaramente \/{a1, ---,an} = V{0 a1 V---V | a,) = VI € I ¢ un
massimo per I ¢ quindi I € un ideale principale.
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PROPOSIZIONE 5.1.10. Sia S € |Loc]|.
S e coerente < JL € |DLat| ed d¢ : S — IdI(L) isomorfismo di frame.

DIMOSTRAZIONE. “=" Sia S un locale coerente. Poiché S e coerente
K (S) e un sottoreticolo di S ed essendo S un locale, K(S) & distributivo.
Per la Proposizione 5.1.2 Idl(K(S)) & un locale.

Sia
p: S — Idl(K(S))

a+— p(a) ={k e K(9)|k < a}.

Evidentemente ¢(a) € un lower set e, per il Lemma 5.1.7, & chiuso per
V, quindi & un ideale di K(.5).

Se I € Idl(K(S)), allora I & un sottoinsieme diretto di S e quindi posto
a=\1I si ha

ke K(S)ek<a< dbeltaleche k<b& kel

Pertanto ¢(a) = I, ovvero ¢ € suriettiva.
Considerata ’applicazione

¢ Idl(K(S)) — S

I—'(I)=\/1I

dalla condizione (2) della Definizione 5.1.8 segue che ¢'(p(a)) =\ p(a) =
V{k € K(S)|k < a} = a, Va € A, ovvero I’applicazione ¢’ & inversa a
sinistra di ¢, la quale pertanto e iniettiva, quindi bigettiva.

Inoltre, ¢ e chiaramente isotona, quindi € un isomorfismo di frame.

“«=" Sia L un reticolo distributivo.

Poiché per ogni ideale I in L si ha I =\/{ | ala € I}, dal Lemma 5.1.9
segue che K (Idl(L)) genera Idl(L) tramite \/.

Inoltre, K (Idi(L)) & chiuso per A, infatti 'ideale L =| T & chiaramente
finito e dati [ e J finiti, I =] a, J =] b, si ha evidentemente INJ =| (aAb) €
K (IdI(L)).

Quindi IdI(L) e coerente ed essendo ¢ un isomorfismo, anche S &
coerente.

DEFINIZIONE 5.1.11. Indichiamo con CohLoc la categoria avente come
oggetti 1 localt coerenti e come morfismi f € CohLoc(S,T) ¢« morfismi in
Loc(S,T), tali che f°P : T — S porta elementi finiti di T in elementi finiti
di S, ovvero

(f°P)~ (K(T)) € K(S).

Tali morfismi si dicono coerents.
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ESEMPIO 5.1.12. E’ evidente che non tutti i morfismi di frame determi-
nano morfismi coerenti. Infatti, notiamo che per ogni X € |Set|, (P(X), C)
e un locale coerente e per ogni funzione f : X — Y l'operatore powerset in-
verso f7 : P(Y) — P(X) € un morfismo di frame (anzi, di reticoli completi)
ma non € necessariamente coerente. Se infatti X € un insieme infinitoed f &
una funzione di valore costante y € Y, allora ogni sottoinsieme finito ' C Y,
elemento finito di P(Y), contenente y ha come immagine f~ (F') = X che
non e finito.

Se pero ¢ € Loc(S,T) e un isomorfismo, allora gli elementi finiti di .S
sono tutte e sole le immagini tramite fP degli elementi finiti di 7',

()7 (K(T)) = K(S),

come si verifica facilmente. Si ha quindi in tal caso che S e coerente se e
solo se loe T.

PROPOSIZIONE 5.1.13. DLat ¢ duale di CohLoc.

DIMOSTRAZIONE. Un’equivalenza ¥ tra DLat e CohLoc® si ottiene
nel modo seguente. Associamo ad ogni locale coerente S il reticolo distribu-
tivo U(S) = K(S). Come si & visto nella dimostrazione della Proposizione
5.1.10, S ¢ isomorfo a Idl(K (S5)).

Per ogni morfismo f € CohLoc(7,S) la restrizione

() : K(S) — K(T)

& un morfismo di reticoli distributivi.
E’ evidente che

¥ : CohLoc”” — DLat

e un funtore. Inoltre, si prova che ¢ fedele, pieno e denso.

U e fedele, infatti siano f, g € CohLoc(7), S) tali che W(f°P) = ¥(g?).
Va € § dA C K(S) tale che a = \/ A e poiché f°? e un morfismo di
frame f(a) = fP(VA) = V{fP@@)|z € A} = \V{g9P(z)|lz € A} =
g (V/ 4) = g (a).

¥ ¢ pieno, infatti ogni morfismo di reticoli A : K(S) — K(T') si estende
a un morfismo di frame h : S — T che determina un morfismo di CohLoc
e la cui restrizione W(h) = h. Basta infatti porre Vo € S, 2 = \/ A con
AC K(S), h(z) =V h~(A).

Infine, ¥ e denso, infatti VL € DLat sia Idl(L) il locale coerente dei
suoi ideali. Per il Lemma 5.1.9 K(Idl(L}) = { lala € L} che e chiaramente
1somorto ad L.

Per il Teorema 1.8.7 ¥ & un’equivalenza.

DEFINIZIONE 5.1.14. Uno spazio topologico (X, 7(X)) si dice coerente
se e sobrio e se la sua topologia T(X) € un locale coerente.
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Una funzione continua fra due spazi coerenti f : X — Y si dice coer-
ente se la restrizione del suo operatore powerset inverso

fmorYy) = 7(X)
e un morfismo coerente.

Indichiamo con CohTop la categoria concreta 1 cui oggetti sono gli
spazi coerenti ed i cui morfismi sono le funzioni coerenti.

OSSERVAZIONE 5.1.15. E’ evidente che, per ogni spazio topologico X,
7(X) € un locale coerente sse la famiglia dei sottoinsiemi compatti aperti
di X, KO(X) & chiusa per intersezioni (oltre che, ovviamente, per unioni)
finite e forma una base per la topologia 7(X). In particolare (X, 7(X)) deve
essere compatto.

Una funzione continua e coerente sse I'immagine reciproca di ogni com-
patto € un compatto.

PROPOSIZIONE 5.1.16. Sia L un qualsiasi reticolo. Gli elementi prima
del locale Idl(L) sono esattamente gli ideali primi in L.

DIMOSTRAZIONE. Se I ¢ un elemento primo di Idl(L), allora I # L,
quindi T ¢ I. SihainoltreaAbe Il = |aCle |bCI= |aNn]b<]
= la<lTo|b<IT=a€elobel.

Viceversa, se I € un ideale primo, allora T ¢ [ = L # 1.

Siano J, K € Idl(L), tali che JNK < 1. Se J € I, alloraesiste b € J\ I
si ha alloraVee K, bAce JNK C I e poiché I ¢ un ideale primo e b ¢ I,
allora ¢ € I, ovvero K C I. Pertanto, I € un elemento primo di Idi(L).

TEOREMA 5.1.17. Ognzi locale coerente € spaziale.

DIMOSTRAZIONE. Se S € |CohLoc|, per la Proposizione 5.1.10 3L €
|IDLat| tale che S = Idi(L). Proviamo quindi che IdI(L) & spaziale.

Siano I £ J due ideali di L e sia a € I\ J. Evidentemente JN T a = 0.
Se J' ¢ I'ideale massimale tra quelli che non intersecano il filtro 1 a (si veda
la Proposizione 4.2.19) allora .J’ € primo per la Proposizione 4.2.20 quindi
e un elemento primo in Idl(L) per la Proposizione 5.1.16 e determina un
punto p € pt (I dl (L)) che vale L sugli ideali inclusi in J’, T sugli altri. Ora,
¢ evidente che J < J' mentre da a ¢ J’ segue che I « J', cioe p(J) = L,
p(l) = T. La tesi segue dalla Proposizione 4.5.5.

PROPOSIZIONE 5.1.18. Le categorie CohLoc e CohTop sono equiv-
alentz.

DIMOSTRAZIONE. Le equivalenze fra SpatLoc e Sob considerate nella
Proposizione 4.5.10 si restringono alle sottocategorie ora considerate; infatti,
e chiaro che per ogni spazio coerente X, 7(X) & un locale coerente.
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Viceversa, per ogni locale coerente S, si ha che (pt(.S), 7(pt(S))) & so-
brio; inoltre, osservato che S & spaziale, si ha che ¢ : S — 7(pt(S)) & un
isomorfismo di frame quindi anche 7(pt(S)) & coerente.

E’ chiaro poi che tali restrizioni dei funtori 7 e pt sono delle equivalenze
poiché gia lo sono tra le categorie SpatLoc e Sob.

TEOREMA 5.1.19 (I Teorema di Rappresentazione di Stone). La cate-
goria DLat e duale della categoria CohTop.

DIMOSTRAZIONE. E’ ovvia conseguenza di 5.1.13 e 5.1.18.

5.2. II Teorema di Rappresentazione di Stone

La dualita, descritta nel I Teorema di Rappresentazione di Stone, tra
DLat e CohTop, puo essere ristretta alla sottocategoria piena Bool di
DLat e ad un’opportuna sottocategoria piena di CohTop costituita da
particolari spazi topologici che vengono comunemente chiamati spazi di
Stone.

Prima di descrivere tali spazi e stabilirne il collegamento con le alge-
bre di Boole e utile riconsiderare e descrivere esplicitamente l'equivalenza,
implicitamente ricavata, tra DLat”” e CohTop; in particolare sara utile
tenere presente la corrispondenza fra le classi degli oggetti di tali categorie.

A uno spazio coerente (X,7(X)) la dualita di Stone associa il retico-
lo distributivo K(7(X)) e ad f € CohTop(X,Y), associa il morfismo di
reticoli f~ € DLat(K(7(Y)), K(7(X))) ottenuto tramite restrizione del
morfismo di locali coerenti f= : 7(Y) — 7(X).

Viceversa, ad un reticolo distributivo L si associa lo spazio coerente

(pt(1di(L)), 7 (pt(Idi(L))))
e ad un morfismo h € DLat®” (M, L) si associa pt(h°P).

DEFINIZIONE 5.2.1. Lo spazio coerente
spec(L) = pt(Idi(L))
si dice spettro di L.

[ punti di tale spazio sono determinati dagli ideali principali primi di
Idl(L) quindi dagli elementi primi di Idl(L) che, come si & visto, sono
esattamente gli ideali primi di L. Piu esplicitamente, 1 punti dello spettro
sono i morfismi di frame

spec(L) = {pr|I ideale primo di L}



108 Anna Frascella - Cosimo Guido

con
pr: Idl(L) — 2
1 seJ <1
JHPJ(J)—{ T seJ £ 1.
L’insieme degli aperti ¢
7(spec(L)) = {(J)|J € Idl(L)}

con
p(J) = {pr € pt(Idl(L))|I ideale primo e J & I}
In termini equivalenti lo spettro di L puo essere descritto con riferimento
ai filtri coprimi di L che, per la Proposizione 4.2.10, sono esattamente i
complementari in L dei filtri primi di L.
In effetti si ha che |

spec(L) = {qp|F filtro coprimo di L}

con
gr : Idl(L) — 2
L seJNF =10
JHQF(J)_{ T seJNFEF #£1
e
T(spec(L)) = {Ay|J € IdI(L)}
con

Ay = {gr € pt(Idl(L))|F filtro coprimo e FNJ # (}.

Utilizziamo queste ultime notazioni per dimostrare i seguenti risultati.

LEMMA 5.2.2. Sia L un reticolo distributivo. Allora
K (7(spec(L))) = L.

DIMOSTRAZIONE. Intanto osserviamo che Idl(L) = 7(spec(L)) poiché
la corrispondenza J —— Aj € un isomorfismo in quanto e chiaramente

bigettiva e conserva \/; infatti, VS C Idl(L) si ha Ay s = U{As|J € S}.

Una inclusione e banale e per 1'altra abbiamo

qr € Ay s, con F filtro coprimo = F N (\/ S) + ()

=dbe F,da, e J1 €8,---,da, € J,€Stalicheb<a;V---Va,
= beFeb=bA(a1V---Va,) =0bAa)V---V(bAa,) € F
= be Fedl<i<ntalechebAagq; € F = bAa; € FNJ;

= qr € Ay, C| J{A4]T € S}.

Tenendo anche conto del Lemma 5.1.9 s1 ha
K (7(spec(L))) = K (Idl(L)) = L.
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PROPOSIZIONE 5.2.3. Sia L un reticolo distributivo. Si ha allora le-
quivalenza

spec(L) e Ty & L € algebra di Boole.

DIMOSTRAZIONE. “=" spec(L), essendo coerente, & compatto. Se esso
e anche 75 si ha

K (7 (spec(L))) = { A C spec(L)|A aperto e compatto}
= {A C spec(L)|A aperto e chiuso}

e tale insieme, ordinato per inclusione, ¢ chiaramente un’algebra di Boole
quindi, per 1l Lemma 5.2.2, L e un’algebra di Boole.

Viceversa, sia. L un’algebra di Boole e siano gr # gg due punti di
spec(L). Allora F' e G sono filtri coprimi distinti in L.
Se a € F'\ G, allora per la Proposizione 4.2.26 -a € G\ F'. Considerati
gli aperti U = A(jq) e U' = A(|(~q)) si ha
aeFNjla = FNla#0 = qgpeU

—a € GN | (—a) = GN | (—a) #0 = qg €U’
ed inoltre U N U’ = (), altrimenti si avrebbe
dH filtro coprimo con qg e UNU' = HN | a# 0 # HN | (-a)
= dh,.ke H, h<a, k< -a
= hANk<aAN-a=1lehANkeH
= 1l eH

e questo € assurdo essendo H coprimo. [ ]

Richiamiamo ora alcune nozioni di topblogia generale, utili per intro-
durre e caratterizzare gli spazi di Stone.

PROPOSIZIONE 5.2.4. Sta (X, T) uno spazio topologico .

(1) (X,7) T2 e K C X compatto = K chiuso.
(2) (X,7) compatto e H C X chiuso = H compatto.

DIMOSTRAZIONE. (1) Siay € X \ K. Vx € K siano U, € 7(y),
V., € 7(x) aperti disgiunti U, NV, = 0. {‘irfr|:r.: c K } e chiaramente un
ricoprimento aperto di K e quindi ammette un sottoricoprimento finito
{Vays s Vi, }. Evidentemente sihaU =U,, N---NU,, € 7(y) e UNK C
UN Ve, NNV ) =UNV, ) )U---u(UnV, ) (U, NV, )U---U
(Up, NV, ) =10. X\ K e quindi intorno di y e, per I'arbitrarieta di y, & un
aperto.

(2) Sia A = {A4;]i € I} un qualsiasi ricoprimento aperto di H. Allora
AU{X \ H} & un ricoprimento aperto di X. Sia A’ un sottoricoprimento
finito e sia A'NA = {A4;,--+, Ay, }. Chiaramente A4; U---U A, = ((X \
HYNH)U(A1U---UA,) = (X\H)UA U - -UAL)NHUAU---UA,) =
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HU(AjU---UA,,)= H C A U---UA,, cioe A’'NA é un sottoricoprimento
finito di A e pertanto H e compatto.

COROLLARIO 5.2.5. Sia (X, 7T) uno spazio compatto e To. VP C X si
ha - )

P chiuso & P compatto.

DIMOSTRAZIONE. Segue banalmente dalla proposizione precedente.

DEFINIZIONE 5.2.6. Sta X uno spazio topologico.
X st dice totalmente sconnesso se gl unici connessi sono 1 singoletis.

X st dice totalmente separato se Vo # y U C X, U clopen, tale che
relUeyqU.
X si dice zero dimensionale se i clopen formano una base di 7(X).

PROPOSIZIONE 5.2.7.

(1) Uno spazio totalmente sconnesso e T7.
(2) Uno spazio totalmente separato € To e totalmente sconnesso.
(3) Uno spazio zero dimensionale e Ty é regolare e totalmente separato.

DIMOSTRAZIONE. (1) Poiché ogni componente connessa € un chiuso, i
singoletti, ovvero le componenti connesse di uno spazio topologico total-
mente sconnesso, sono chiusi.

(2) Siano a # b due punti distinti dello spazio X e sia A C X un clopen tale
chea€ Aeb¢ A. Sia B= X\ A. B ¢ intorno aperto di b e AN B = (),
quindi X e 75. Inoltre, se ¥ C X ha almeno due punti x # y e se U & un
clopen che contiene x enon y e V=X \ U, allora Y NU e Y NV formano
una partizione aperta non banale di Y che, quindi, € sconnesso.

(3) Sia F'un chiuso non vuotoe z ¢ F. X \ I & aperto e quindi unione di
clopen: sia U un clopen taleche x e U C X \ F eV = X \U. AlloraU e
V sono intorni aperti disgiunti di « ed F', rispettivamente.

Ser #yese Aeaperto, z € A, y & A, allora A & unione di clopen,
quindi 3 clopen U tale che z € U C A, quindi y ¢ U.

PROPOSIZIONE 5.2.8. Sono equivalenti le sequenti affermazioni

(i) X é compatto, Ty e totalmente sconnesso.
(72) X e compatto e totalmente separato.
(121) X e compatto, Ty e zero dimensionale.
(ww) X éT5 e coerente.

DIMOSTRAZIONE. “(¢) = (i7)” Siaz € X e sia C(x) I'insieme dei punti
che non possono essere separati da x con un clopen.

C(x) e un chiuso, infatti, se y € X \ C(z), y puo essere separato da x
con un clopen, cioe JU clopen, con y € U e x ¢ U e tutti i punti di U sono
separabili da x con il clopen U, quindi U C X \ C(z).
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Se |C(z)| > 2, allora, per l'ipotesi, C(z) & sconnesso, quindi C(z) =
FyUF3, con Fy, Fy chiusi disgiunti, non vuoti nel sottospazio C(z) (chiuso),
quindi in X. Poiché X e compatto e 75, esso & anche normale, quindi 34 € T,
A O Fj, la cui chiusura e disgiunta da F5.

Allora la frontiera di A, fr(A) = cl(A) N (X \ A), non interseca C(z),
perche cl(A)NFy = Qe (X\A)NF, = 0; quindi ogni punto della frontiera di
A ¢ separabile da x con un clopen, cioé Vy € fr(A) 3B, clopen che contiene
y ma non z. {Byly € fr(A)} & un ricoprimento aperto di clopen di fr(A)
che e chiuso e quindi (poiché X & compatto) & compatto, per cui esiste un
sottoricoprimento finito di clopen fr(A) € B,, UB,,U---UDB,, .

Sia B = By, UBy, U---UDB,,_, allora B ¢ clopen, B D fr(A) ez ¢ B,
quindi tutti i punti di B sono separabili da x col clopen B, cioe BNC(x) = (.

L’insieme W = A\ B = cl(A) \ B & clopen non vuoto e

WNC(z)=AN(X\B)NC(z) = ANC(x) D F) # 0

e inoltre

(X \W)NC(z) = (X \W)N (F UF)
(X \W)N F

(BU (X \ cl(A))) N Fy
(X \ cl(A)) N F

= Fy # ()

e questa € una contraddizione. Infatti, uno dei due clopen W o X \ W non
contiene z e quindi tutti i suoi punti sono separabili con clopen da z, cioe
esso deve essere disgiunto da C(x). -

|

U

“(22) = (222)” Per ottenere la tesi bisogna solo provare che ogni aperto U &
unione di clopen, cioé che VU € 7, Vo € U 3A clopen tale che z € A C U.
Sia y € X \ U, quindi y # x; esiste B, clopen, y € B, e z ¢ B,. Allora
{Byly € X\ U} ricopre X \ U che & chiuso, quindi compatto.

Considerato un sottoricoprimento finito By, U By, U ---U B, , posto
B=B,UB,U---UB,, , allora B & clopen, x ¢ B, B D X \ U. Posto
A=X\B,Aeéclopen,z€c Ae ACU.

“(i1) = (1v)” Uno spazio T e zero dimensionale & regolare, quindi 75 e
pertanto anche sobrio. Inoltre, poiché lo spazio € compatto e Ts, 1 compatti
coincidono con i chiusi e poiché i clopen formano una base, anche i compatti
aperti formano una base. Infine, una qualsiasi intersezione finita di compatti
aperti € intersezione finita di clopen, quindi ¢ un clopen e quindi &€ compatto-
aperto. Pertanto segue che lo spazio € coerente.

“(7v) = (2it)” Poiché lo spazio ¢ T3 esso € Ty e i compatti sono chiusi.
Poiché, per ipotesi, ogni aperto € unione di compatti-aperti, esso e anche
unione di clopen, cioe lo spazio e zero dimensionale. Inoltre lo spazio &
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compatto perche e coerente.

“(422) = (22)” Segue dalla Proposizione 5.2.7.

“(72) = (2)” Segue dalla Proposizione 5.2.7.

DEFINIZIONE 5.2.9. Uno spazio di Stone ¢ uno spazio che verifica
una delle proprieta equivalenti della Proposizione 5.2.8.

Indichiamo con Stone la categoria che ha come oggetti gli spazi di Stone
e come morfismi le funzioni continue.

Osservato che ogni spazio di Stone e chiaramente uno spazio coerente
si prova il seguente risultato.

PROPOSIZIONE 5.2.10. Ogni funzione continua fra due spazi di Stone €
coerente.

DIMOSTRAZIONE. La tesi segue dal fatto che in uno spazio di Stone i
compattl aperti sono 1 chiusi aperti e se f € continua, f~ li conserva.

OSSERVAZIONE 5.2.11. Stone ¢é sottocategoria piena sia di CohTop
che di Top, sebbene l'inclusione fra queste ultime due non sia piena.

TEOREMA 5.2.12 (II Teorema di Rappresentazione di Stone). La cate-
goria Bool e duale della categoria Stone.

DIMOSTRAZIONE. Come si € gia osservato all’inizio del paragrafo, la
dualita del I Teorema di Stone associa ad ogni spazio coerente X il reti-
colo distributivo K (7(X)); & chiaro che se X & uno spazio di Stone allora
K (’T(X )) e un’algebra di Boole perche ¢ costituita dai clopen di X.

Viceversa, la stessa dualita associava a ogni reticolo distributivo L lo
spazio coerente che abbiamo chiamato spec(L) il quale, se L & un’algebra
di Boole e anche T3 (si veda la Proposizione 5.2.3) quindi € uno spazio di
Stone.

Essendo inoltre Stone e Bool sottocategorie piene di CohTop e DLat,
rispettivamente, e chiaro che tale dualita si restringe alle sottocategorie
dell’enunciato.

Concludiamo questo paragrafo enunciando due caratterizzazioni degli
oggettl delle categorie correlate dalla dualita del II Teorema di Stone. La
dimostrazione di tali risultati si puo vedere su [8] nel Capitolo 2 paragrafi

4.5-4.9.

PROPOSIZIONE 5.2.13. Uno spazio topologico (X, 7(X)) € uno spazio di
Stone sse ¢ T1 e coerente.

PROPOSIZIONE 5.2.14. Un reticolo distributivo é un’algebra di Boole sse
1 suot tdeali primi sono massimali.
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Ricordiamo a proposito di quest’ultima proposizione, che in ogni reticolo
distributivo gli ideali massimali sono primi.

5.3. Rappresentazione di Reticoli Completamente Distributivi

Se (L, <) € un insieme pre-ordinato, indichiamo con R(L) la classe dei
lower set (detti anche semiideali) di L.

LEMMA 5.3.1. Se f € CLat(L,S), f é suriettiva ed L é completamente
distributivo, allora S é completamente distributivo.

DIMOSTRAZIONE. Basta verificare
©€p) AVai= V Aasa

dove per ogni ¢ € I e per ogni 7 € J;, a;; € S. Dalla suriettivita di f segue
che Va;; € S esiste x;; € L tale che f(x;;) = a;; e poiché L & completamente
distributivo ed f € un morfismo in CLat si ha

AV a;=A\V 7,

i€l jEJ; i€l jEJ;
[ AV
1€l j€J;

f \/ /\ Lig(i)

gEHiEI J-g 1EI

V /\ f(Zig(iy)

HEH'&EI Ji el

\/ /\ Gig(i)

QEH il I 1er

|

LEMMA 5.3.2. Se (L, <) ¢ un insieme pre-ordinato, allora (R(L),C ) ¢
un sottoreticolo completo di 2~.

DIMOSTRAZIONE. Sia A C R(L). Se a € |J.A allora A € A tale che
a € A; poiché A & un semiideale di L allora | a C A e quindi | a C [JA.
Pertanto [ J.A & un semiideale di L, ovvero | JA € R(L).

Analogamente si dimostra che (A € R(L).
Da ci0 segue la tesi.
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LEMMA 5.3.3. Se (L, <) ¢ un reticolo completo e ® = {®,]la € A} C

R(L), allora
Ne = {/\rmng e S(@)} |

dove

S(®) ={s:A—L| VacA:s(a)e®.}=]] ..

ac A

DIMOSTRAZIONE. Se =z € [|®, allora Va € A risulta x € ®,. Sia
sg : A — L Dapplicazione che ad ogni a € A associa sg(a) = z, allora
sg (A) = {z}, quindi A s;’(A) = z, da cui segue che = € {/\5"”(A)|S €
S(®)}.

Viceversa, se x € {/\ s~ (A)|s € S(P)}, allora esiste un’applicazione
s1: A — L tale che s; € S(®) ed x = A s7"(A); pertanto, per ogni a € A :
r < s1(a) € b, quindi x € Y,, ovvero x € () D.

PROPOSIZIONE 5.3.4 (G. N. Raney [11], 1952). Se (L, <) é un reticolo
completo, allora sono equivalent: le sequenti affermazioni:

(i) L é completamente distributivo.
(ii) 3X € |Set|, tale che L é immagine tramite un morfismo di reticoli
completi di un sottoreticolo completo di 2.

DIMOSTRAZIONE. “(2) = (¢2)” Dal Lemma 5.3.2 segue che R(L) ¢
un sottoreticolo completo di 2% e quindi R(L) & un reticolo completo
completamente distributivo.

Sia
f:R(L)— L

’applicazione, chiaramente suriettiva, che ad ogni M € R(L) associa

f(r) =\/ M.

f & un morfismo di reticoli completi: infattise ® C R(L) e ® = { ®,la €
A}, risulta

f(Ve)=V (U@ 4})

=V ({Vdeca})
=\ ({f(@a)la € A})
=\ 17 (®)
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quindi f conserva \/. Inoltre, grazie al Lemma 5.3.3 e alla completa dis-
tributivita di L si ha

r(A2)=V(Ne)
=\ {As" (s e s@)}
Voo s

S€[]aecn Pa a€A
= A\ {\/ P, la € A}
=N\ {f(®a)]a € A}
=N\~ (@)

e quindi f e un morfismo di reticoli completi.

I

“(i2) = (1)” Segue dal Lemma 5.3.1.

E’ implicito nella proposizione precedente che la classe dei sottoreti-
coli completi di 2%, al variare di X € |Set|, non rappresenta tutti i
reticoli completamente distributivi; tuttavia rappresenta tutti e soli quel-
li che verificano una ulteriore proprieta, come mostra il seguente teore-
ma. Per la dimostrazione di tale teorema e utile osservare che se un el-
emento x di un reticolo completo X € sup di elementi coprimi, allora
z =\ {a € X|a coprimo, a < z}.

TEOREMA 5.3.5 (I Teorema di Rappresentazione di Raney). Se (L, <)
¢ un reticolo completo allora 3X € |Set| tale che (L, <) é isomorfo ad un
sottoreticolo completo di 2~ se e solo se ogni elemento di (L, <) é il sup di
un insieme di elementi completamente coprima.

DIMOSTRAZIONE. Sia X € |Set|. Se R é un sottoreticolo completo di
2% dia A, = ﬂ{B C Rlp € B}, Vp € X; allora A, € completamente
coprimo infatti se (F;)ier € R, tale che A, C |J;c; Fi allora p € J,.; Fi e
quindi esiste ¢ € I tale che p € F: pertanto F- € {B C R|p € B} da cui
segue che A, C F:.

Sia, ora, P C X, P € R. Chiaramente, A, C P, Vp € P e quindi
P=U{Aplpe P }; dall’arbitrarieta di P € R segue la tesi.

Viceversa, se X e l'insieme degli elementi di L. completamente coprimi,
s1a

f:L—P(X)
I’applicazione definita Va € L da
fla) = {z € X|z < a}.

Per ottenere la tesi basta verificare che f e un morfismo di reticoli
completi iniettivo. Siano a,b € L, tali che a # b; se a £ b, allora esiste
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zo € X tale che xg < a e zg £ b. Pertanto z¢ € f(a) e xo ¢ f(b) e quindi
f(a) # f(b), ovvero f & iniettiva.

Sia S C L. Sex € f(\VS), allora z < \/ S; essendo z completamente
coprimo. esiste s € S tale che x < s e quindi z € |J f~(S). Viceversa, se
relJf(S) =U{f(a)la € S} allora esiste a € S tale che z € f(a) = {UE
Xy < a} qumdl r<a<\S, ovvero z € f(\/S5). Pertanto per doppia
inclusione si ha che f (\/ S) =J f~(S5), ovvero f conserva /.

Sia, ora, z € f(AS) = {:1: € X|z < A\S}, allora z < a, Va € S,
da cui segue che z € f(a), Va € S, ovvero z € () f(S). Viceversa, se
x € () f(S) alloraxz < s, Vs € S, quindi z < AS, ovvero z € f(AS5).
Pertanto per doppia inclusione segue che f(AS) = () f~(5), ovvero f
conserva /.

ESEMPIO 5.3.6. Nel reticolo completamente distributivo, ({0, 1], <) non
esiste alcun elemento completamente coprimo. Infatti ogni z € (0, 1] & sup
dell’insieme {y c [0,1lly <z, y # :{:} senza essere minore o uguale di
alcun elemento di tale insieme. Dal Teorema 5.3.5 segue che ([0, 1], <) non
& isomorfo ad alcun sottoreticolo completo di 2%, con X € |Set].

LEMMA 5.3.7. Se L e un reticolo completo, posto
=({M|M eR(L):z<\/M}, Vzel,

allora valgono le sequenti proprieta:

(1) Vee L: VK(z) <=z
(2) Ve,y€ L conx <y : K(x) C K(y).
(3) VACL : U{K(a)la€ A} = K (V A).

DIMOSTRAZIONE. (1) Siax € L. L’insieme | z € R(L), allora K(z) C|
z da cui segue che \/ K(z) < /(] z) = z.
(2) Se xz,y € L e z < y, allora

{(MIMeR(L):y<\/M} C{M|MeR(L):z<\/ M}

da cui segue che K(x) C K(y).
(3) SiaACL. Set¢|J{K(a)lac A}, alloraVaec A: t ¢ K(a).

Scegliamo Va € A, M, € R(L) tale chet ¢ M, e a < \/ M,. Allora
posto M = |J{M,la € A} siha M € R(L), VA<V M et¢ M. Quindi
t¢ K(\/A).

Viceversa, se t € |J {K (a)|la € A}, allora t € K(a), per qualche a € A,
e quindi, poiché a < VA, t € K(\VA). Pertanto |J{K(a)la € A} =
K(\VA).

OSSERVAZIONE 5.3.8. Dal Lemma 5.3.7 segue che Vy € K(x),conz € L,

si ha y < z, infatti
y<\/K() <z
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PROPOSIZIONE 5.3.9. Se L é un reticolo completo, allora
L é completamente distributivo & \/ K(z) = x, Vx € L.

DIMOSTRAZIONE. “=” Se x € L, allora essendo L completamente
distributivo ed applicando il Lemma 5.3.3 si ha, indicando con M = {M C

LIM € R(L), z <\ M}

e < A{\V MM e M}
=V {As"M)ls: M~ L:s(M)eM, vMeM}

<V {MIMeRL) :z<\/ M} =\ K().

Inoltre, per il Lemma 5.3.7 (1) si ha che \/ K(z) < z, da cui per doppia
disuguaglianza segue la tesi.

“«<"” Poiché per ipotesi K(a) € R(L) e \| K(a) = a, Ya € L, allora la
funzione

f:R(L)y—>L, M— \/M

gia definita nella dimostrazione della Proposizione 5.3.4 e suriettiva, e, come
gia visto, € un morfismo di reticoli completi. Pertanto, poiché per il Lemma
5.3.2, R(L) & un sottoreticolo completo di 2L per la Proposizione 5.3.4 si
ha che L & un reticolo completamente distributivo.

Se L e un reticolo completo, consideriamo la relazione binaria p definita
da
zpy & x € K(y), Va,y€ L.

Allora p € Rel(L, L).
Dall’Osservazione 5.3.8 segue, evidentemente, che zpy = = <y, Vz,y €
L.

PROPOSIZIONE 5.3.10. Se L é un reticolo completo completamente dis-
tributivo, allora p € Rel(L, L) é idempotente e quindi é transitiva.

DIMOSTRAZIONE. Per la Proposizione 5.3.9 e per il Lemma 5.3.7 (3),
Vx € L si ha

K(z) =K (\/ K(m)) — | J{K(a)la € K()}.
Poiché risulta
zoy < z€ K(y) = J{K(a)lac K(y)}
SdacLl:xe€ K(a)eae K(y)
& da el :xpaeapy
< z(pop)y

allora risulta p = p o p, ovvero p e idempotente.
Inoltre, da xzpy e ypz segue z(p o p)z da cui zpz.
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Una catena che sia un reticolo completo si dira catena completa.

TEOREMA 5.3.11 (IT Teorema di Rappresentazione di Raney). Se L é
un reticolo completo allora sono equivalenti le sequentt affermazions

(i) L é completamente distributivo.
(ii) L é isomorfo ad un sottoreticolo completo del prodotto di una
famiglia di catene complete.

DIMOSTRAZIONE. “(7) = (#2)” Sia L un reticolo completo, completa-
mente distributivo. Indichiamo con I' la famiglia delle catene massimali
rispetto a p. Notiamo che ogni catena si estende ad almeno una catena

massimale, per il Lemma di Zorn. Se C € I" e a € L, poniamo
f(C,a) = {t €eCl3zeC :tpxe .I:pa}

Fo = {f(C‘ a)la € L}.

Proviamo che Va € L, |J{f(C,a)|C € T} = K(a): infatti, se t € K(a),
cioe tpa, allora, poiché per 5.3.10 p e idempotente, esiste x € L tale che
tpxr e xpa quindi {tE :1‘:?{1} e una catena . Se C D {t,::t:,a} e una catena
massimale, allora, ovviamente, t € f(C,a) C U {f(C,a)|C € T}.

Viceversa, se t € f(C,a) per qualche C € I', allora dr € C, tale che
te K(r)ex € K(a) quindiz <aete K(x) C K(a).

Se, ora, a,b € L e f(C,a) € f(C,b) allora esiste t € f(C,a) tale che
t ¢ f(C,b). Pertanto dz € C tale che tpxr e zpa ma Yy € C : —=(tpy) o
—(ypb). Considerato un qualsiasi s € f(C, b) esiste allora y € C tale che spy
e ypb deve essere quindi —(tpy). Poiché C & una catena si ha allora spy, ypt,
tpx, Tpa da cui, per la transitivita di p segue spy e ypa, cioe s € f(C,a).

Quindi f(C,b) C f(C,a). Cosi per ogni C € ', F¢ & una catena rispetto
alla relazione di inclusione in 2¢.

Inoltre, se C € T' ed A C L, allora |J{f(C,a)|a € A}l = f(C,V A):
infatti,

te f(C,\/A) & teCed3zeC : tpzeap\/ A
e dal Lemma 5.3.7 (3) segue che

mp\/fl < da€ A oxpa.

Quindi t € f(C,\VA) & Jda € A:t € f(C,a). Pertanto Fo & chiuso
rispetto all’unione per ogni C' € I'. Segue che, VC € I', F¢ & una catena
completa in cui se F' C F¢, \/ F = | J F ma l'inf non & 'intersezione, infatti,
AF =U{f(C,b)be L, f(C,b) C(F} ¢il pit grande elemento di F¢
contenuto in tutti gli elementi di F.

Inoltre osserviamo che se C € ' ed A C L, allora A {f(C,a)la € A} =
f(C,\NA). Infatti, se t € A{f(C,a)la € A}, allora esiste b € L tale
che t € f(C,b) ed f(C,b) C N{f(C,a)la € A}. Quindi t € C ed esiste
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s € C tale che tps ed spb. Poiché p e idempotente e poiché C e una catena
massimale rispetto a p, esistono u,y € C tale che tpu, upy, yps ed spb.
Pertanto y € f(C,b) e Va € A si ha che y € f(C,a), quindi y < a, Va € A,
da cui segue che y < A A. Dal Lemma 5.3.7 (2) si ha che tpu up A A ovvero
che t € f(C, A A) e quindi A {f(C,a)la € A} C f(C,\ A).

Viceversa, dal Lemma 5.3.7 (2) segue che Va < a’ si ha f(C,a)
f(C,a’) quindi f(C,AA) C N{f(C,a)la € A} da cui si ha f(C, \ A)
A{f(C,a)la € A}.

Sia D il prodotto della famiglia { Fc|C € T'}, ciog

D={9:F4U{FOICEF}[ VCEF:Q(C)EF&}.

M 1N

D é un reticolo completo in cui se Dy C D, allora VC € I’

(\/ D1)(©) =\ {6(C)8 € D1}, (A\D1)(C) = \{6(C)|6 € D1}.

Inoltre, poiché ognuna delle catene complete Fo € completamente dis-
tributiva anche il prodotto lo e, per la Proposizione 3.4.9.

Indichiamo con 6,, Va € L, tutte le funzioni di D tali che 6,(C) =
f(C,a). Poniamo L* = {6,]|a € L} e sia

d:L—L* a—0,.

Si verifica facilmente che L* € un sottoreticolo completo di D. Inoltre, ¢ e
chiaramente suriettiva ed e anche iniettiva: infatti se 8, = 0, allora VC € I
si ha f(C,a) = f(C,b), quindi

a=\/K(a)
= \/ (U {£(C,a)|C € r})
=\ (U{rc.pcer})
=\/ K(b) =b.

Se AC L, allora\/ ¢~ (A) = V{bsla € A} =0y 4 = ¢ (\V A): infatti,
se C' € I allora '

(V {0ala € 4}) (©) = \/ {(O)la € A}
= \/ {f(C,a)|la € A}
= U{f(C,a) a€ A}
~je\A
=6y a(C).

Cio basta per dire che ¢ € un isomorfismo di reticoli completi da L in
L*, per il Corollario 3.3.9.

“(12) = (¢)” Dalla Proposizione 3.4.7 segue che ogni catena completa & un
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reticolo completamente distributivo. Il prodotto di una famiglia di reti-
coli completamente distributivi € completamente distributivo. Inoltre, per
la Proposizione 3.4.8 s1 ha che L, in quanto sottoreticolo completo di un
reticolo completamente distributivo € anch’esso completamente distributivo.

Il seguente risultato riconduce il precedente teorema ad una situazione
particolare, quella cioe in cui tutte le catene complete di Cl.ll si fa il prodotto
sono isomorfe all’intervallo unitario [0, 1].

PROPOSIZIONE 5.3.12. Se (L, <) e un reticolo completo allora sono
equivalentt le sequenti affermazioni

(i) L é un reticolo completamente distributivo.
(’H) Esiste X € |Set|, tale che L ¢é isomorfo ad un sottoreticolo com-

pleto di I~ , dove I =[0,1].

DIMOSTRAZIONE. Si veda [5] Esercizio 2.30.

Da tale proposizione si evince quindi come l'insieme dei sottoreticoli
completi di 1%, VX € |Set|, rappresenta l'intera classe dei reticoli completi
completamente distributivi.

5.4. Elementi Generatori nei Locali Spaziali

L’equivalenza tra le categorie Sob e SpatLoc descritta nel paragrafo 4.5
comporta, oltre alle conseguenze gia considerate in precedenza, il seguente
risultato.

PROPOSIZIONE 5.4.1. Ogni frame spaziale é isomorfo alla topologia di
qualche spazio (sobrio). Dualmente ogni coframe spaziale é isomorfo al
coframe dei chiusi di qualche spazio (sobrio).

DIMOSTRAZIONE. Le equivalenze 7 e pt portano chiaramente un locale
spaziale S in pt(.S) che e sobrio ed al quale si associa

Dualmente, per ogni coframe L gli isomorfismi

L= (L) = (70 pt(L)) ™ 2 =(r o pt(L))

dove = : P(pt(L°P)) — ?(pt(L”p)) é la usuale complementazione.

PROPOSIZIONE 5.4.2. Se (X ,T(X )) é uno spazio topologico, ogni chiuso
e sup di chiust coprimi.
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DIMOSTRAZIONE. Abbiamo gia osservato che la chiusura di un punto e

un elemento coprimo del coframe dei chiusi. Se C' e un qualsiasi chiuso si
ha

=1z}

rel
da cuil

c c | dl).

zeC
Ma da z € C segue cl(z) C cl(C) = C, quindi

C = U cl(x)

xeC

e poiché C e chiuso si ha

C = cl (U cl(a::)) = \/ d(z).

TeC reC

Da questi risultati segue che i coframe spaziali sono generati tramite \/
dai loro elementi coprimi. Un risultato duale vale per i frame spaziali. Piu
precisamente si ha quanto segue.

COROLLARIO 5.4.3. Siano S un frame spaziale e T' un coframe spaziale.
AlloraVr € S eVy € T si ha

T = /\{ﬂ. € Sla primo, z < a}

Yy = v {b € T|b coprimo, b < y}

DIMOSTRAZIONE. Segue facilmente dalle proposizioni 5.4.1 e 5.4.2.

OSSERVAZIONE 5.4.4. Dal precedente corollario segue che condizione
necessaria perche un frame spaziale abbia una involuzione che inverte 1’or-
dine é che ogni suo elemento si possa ottenere come sup di elementi coprimi.

PROPOSIZIONE 5.4.5. Ogni catena completa (C, <) é un frame spaziale.

DiMOSTRAZIONE. Dalla Proposizione 3.4.7 segue che (C, <) & un frame.
Verifichiamo che (C, <) & spaziale: siano a,a’ € C tali che a £ a’. Sia

p:C — {_L, T}
una funzione definita V¢ € C da

pt)=Lset<d ept)=Tsea <t, a #t.
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p € un morfismo di frame: infatti, se z,y € C
plrAhy) =1L zAy<a
Sr<adoy<a
< p@)=1 o ply) =1
< p(z) Ap(y) = L.

Se SCC
p(\/S) =1 & \/Sﬂa"
& s<a, VseS
&S p(s)=1, VseS
& \/ {p(5)|3 € S} = 1.
Inoltre, ovviamente, p(a) = T e p(a’) = L. Da cio segue la tesi.

PROPOSIZIONE 5.4.6. Per ogni insieme non vuoto X e per ogni frame
spaziale L si ha che L é un frame spaziale.

DIMOSTRAZIONE. Come caso particolare della Proposizione 3.4.9 si ver-
ifica che L* & un frame. Per provare che & spaziale consideriamo f,g € L*
con f £ g. Sia ' € X tale che f(z') £ g(2’) e consideriamo un morfismo
di frame

p:L— 2
tale che p(f(z')) = T e p(g(z’)) = L e poniamo
p:L* — 2, h— p(h)=p(h(z')).
Allora si ha
p(h A ') = p(h(z') A K ()
= p(h(z")) Ap(R'(2))
= p(h) Ap(R)

e
|\ b | =p(V{hi)lieT})
Jjed
= \/ {p(hj(")lj € J}
= v {B(hj)|j€ J}.
Quindi p & un morfismo di frame e chiaramente p(f) = T, p(g) = L.

PROPOSIZIONE 5.4.7. Se (L, <) é un sottoreticolo completo di un frame
spaziale (X, <), allora (L, <) é un frame spaziale.
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DIMOSTRAZIONE. Poiché (L, <) e un sottoreticolo completo di (X, <),
allorainfxy A€ Lesupy A € L, VA C L. Pertanto, VA C L esiste inf;, A =
infx A ed esiste sup; A = supy A, ovvero (L, <) e un reticolo completo ed
inoltre, poiché (X, <) é un frame, allora anche (L, <) & un frame.

Siano, ora, a,a’ € L, tali che a £ a’. Poiché (X, <) & spaziale, esiste
p: X — {J_, T}
morfismo di frame tale che
p(a) =Tep(a) =L
allora esiste
p=pr:L— {.L,T}
morfismo di frame tale che
p(a) =p(a) =T e p(a’) = p(a’) = L,

ovvero (L, <) & un frame spaziale.

Dalla Proposizione 5.3.12, considerando anche le proposizioni 5.4.5,
5.4.6 e 5.4.7 segue che ogni reticolo completo completamente distributivo
e un frame spaziale e, poiché in un reticolo completamente distributivo val-
gono entrambe le leggi di distributivita infinita, € anche un coframe spaziale.
Pertanto segue la seguente proprieta.

PROPOSIZIONE 5.4.8. Se (L, <) e un reticolo completo completamente
distributivo, allora ogni a € X st puo esprimere come sup di elementi
coprimi e st puo anche esprimere come inf di elementi prims.

5.5. Famiglie Fini e Grossolane nei Reticoli Completi

DEFINIZIONE 5.5.1. Se (L, <) ¢é un reticolo completo, a € L e B C L,
allora B si dice famiglia fine di a in L se B # () e risulta

(1) VB =a.
(2) ACL,a<\/A=VzeBdyeA:rx<uy.

PROPOSIZIONE 5.5.2. Se L ¢é un reticolo completo ed a € L, allora
l'unione di famiglie fint di a é ancora una famiglia fine di a. |

DIMOSTRAZIONE. Banale.

*

L’unione di tutte le famiglie fini di a, se esiste, si indica con (#(a) ed e
ovviamente la piu grande tamiglia fine di @ in L.
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Esemp1o 5.5.3. (a) In (P(X),C ), con X € |Set|, VE € P(X), E # 0,
B(E) = {{e}|le € E} U {0} e B(0) = {0}.

(b) In (I,<), Va € (0,1], B(a) = [0,a) e B(0) = {0}. Ogni successione
{an|n € N} C [0, a) crescente costituisce una famiglia fine di @ in I.

(c) In (I¥,<), X € |Set|, Vh € I*: B(h) = {f e IX|f < h,|supp(f)| < l}
¢ la famiglia fiine massimale di A.

OSSERVAZIONE 5.5.4. Se B ¢ una famigliafinedi ae B’ = | J{| b|b € B}
allora B’ & una famiglia fine di a. Ne segue che la piu grande famiglia fine
di un qualsiasi elemento di L € un lower set.

PROPOSIZIONE 5.5.5. Se L é un reticolo completo, x € L e K(x) =
(UM|M € R(L) : x <\ M}, alloraVx € L :

K(x) é una famiglia fine di x in L & \/ K(z) = x.

DIMOSTRAZIONE. “=" E’ ovvio, perche se K(x) € una famiglia fine
deve soddisfare 5.5.1 (1)

“<" Per ipotesi K(x) verifica la proprieta 5.5.1 (1). Sia, ora, A C L, tale
che z <\/ A. Allora per il Lemma 5.3.7 (2) si ha K(xz) C K (\/ A). Pertanto
se k € K(z) allora per il Lemma 5.3.7 (3), k € K (\V A) = U{K(a)|a € A},
allora esiste @ € A tale che k € K (a) e per 'osservazione 5.3.8 risulta k& < @.

Quindi Vk € K(x) Ja € A tale che k < @, ovvero K(z) € una famiglia
fine di x.

PROPOSIZIONE 5.5.6. Siano L un reticolo completoed x € L. \| K(x) =
x se e solo se K(x) é la pit grande famiglia fine di x, cioé B(x) = K(z).

DIMOSTRAZIONE. La condizione € necessaria, infatti sia x € L. Per
la Proposizione 5.5.5 K(x) ¢ una famiglia fine di z, quindi K(z) C G(x).
Supponiamo per assurdo che esista A C L una famiglia fine di x tale che
A ¢ K(z); allora 3a € A\ K(z) e poiché K(z) & un lower set risulta @ £ k,
Vk € K(z). Pertanto K(z) C L, \/ K(z) = z, ma preso a € A, non esiste
alcun k € K (x) per cui @ < k, ovvero non e verificata per A la proprieta (2)
di 5.5.1, e quindi A non e una famiglia fine di X, che € un assurdo. Pertanto
A C K(z), VA C B(x), ovvero B(z) = K(x).

La sufficienza segue banalmente da 5.5.5.

TEOREMA 5.5.7. Se (L, <) € un reticolo completo, allora
L é completamente distributivo < Yz € L 33(x).

DIMOSTRAZIONE. La dimostrazione é conseguenza delle proposizioni
5.5.2,5.5.5, 5.56.6 e 5.3.9.

COROLLARIO 5.5.8. Se (L, <) e un reticolo completo, allora
L ¢ completamente distributivo & K(x) € una famiglia fine, Vx € L.
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DIMOSTRAZIONE. Segue da 5.3.9 e 5.5.6.

DEFINIZIONE 5.5.9. Se (L, <) ¢é un reticolo completo, a € L e B C L,

allora B si dice famaiglia fine standard di a se B € una famiglia fine di
a eb e coprimo, Vb € B.

OSSERVAZIONE 5.5.10. Siano (L, <) un reticolo completo completa-
mente distributivo ed a € L tale che 33(a). Se Vx € ((a) poniamo

[z] = {y € L]y coprimo e y < x} dalla Proposizione 5.4.8 segue che x = \/[z]
e cio consente di verificare che

B*(a) = | J{lz]lz € B(a)}

é una famiglia fine standard di a.

Dalla Osservazione 5.5.4 segue chiaramente che se indichiamo con M (L)
'insieme degli elementi coprimi di L allora

3*(a) = Bla) N M(L).
TEOREMA 5.5.11. Se (L, <) é un reticolo completo, allora

L é completamente distributivo < Va € L 3A C L, A famiglia fine
standard di a.

DIMOSTRAZIONE. Segue dal Teorema 5.5.7 e dalla Definizione 5.5.9.

ESEMPIO 5.5.12. (a) VA € P(X), con X € |Set|, si ha
B (A) = {{z}x € A}
infatti M (L) = {{z}|z € X}.

(b) E’ facile vedere che, per I = [0,1], M(I) = {a € Ila # 0} e M(I*) =

{f: X — I||supp(f)] = 1}. Quindi tenendo conto anche degli esempi (b) e
(¢) di 5.5.3 si ha

B5*(a) = (0,a), Vael
B*(h) = {f € I"|f < h,|supp(f)| =1}, VheI".

DEFINIZIONE 5.5.13. Se (L, <) é un reticolo completo, a € L e A C L,
allora A si dice famaiglia grossolana dia in L se A # 0 e risulta

(1) ANA=a.
(2) BCL AB<a=VreAdyeB:ry<uz.

PROPOSIZIONE 5.5.14. Se L e un reticolo completo ed a € L, allora
l'unione di famiglie grossolane di a é ancora una famiglia grossolana di a.

DIMOSTRAZIONE. Banale.

L’unione di tutte le famiglie grossolane di a, se esiste, si indica con a(a).
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EseMPIO 5.5.15. (a) In (P(X),C), con X € |Set|,VE € P(X), E # X,
a(E) ={X \{e}le ¢ E} U{X} & la pit grande famiglia grossolana di E e
a(X) = {X} e ’'unica famiglia grossolana di X.

(b) In (I,<), Ya € (0,1], a(a) = (a, 1] & la piu grande famiglia grossolana
di a e a(l) = {1} & l'unica famiglia grossolana di 1.

(¢) In (I*,<), con X € |Set|, Vh € I*, a(h) = {f e I"|h < f<1le
{z € X|f(xz) # 1}| < 1} & la pil grande famiglia grossolana di h.
TEOREMA 5.5.16. Se (L, <) é un reticolo completo allora

L ¢é un reticolo completamente distributivo < Ya € L A C L famiglia
grossolana di a.

DIMOSTRAZIONE. “=" Siano L un reticolo completamente distributivo
ed a € L.

Posto
poiché {a} € A allora risulta A # 0.
Consideriamo A come una famiglia di sottoinsiemi di L
A = {AEIE - H} e A; = {ﬂ-ijlj e Jg}, Vi e H.
Allora
i€H i€H

e una famiglia grossolana di a: infatti dalla definizione di A; e per la
completa distributivita segue che

Ka= A (Vo)

feI] J: \i€H

=\ aisiy | N\ @i

i€H 7€J;
=\ A4

1eH
= (1.

Inoltre, se B C L e tale che A\ B < a, allora per definizione di A, Jig € H
tale che B = A;,. Ora, fissato z € A, 3f € [[J; tale che x = /.y ais()-
Quindi, posto y = a4, 7(iy), risulta y € B e ovviamente y < z. Pertanto A &
una famiglia grossolana di a.

“<" Per dimostrare che L e un reticolo completamete distributivo proviamo
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la-condizione (CDII), ovvero, posto a = \/,_4 (Aje 7. l‘lij) si deve provare

che
a — /\ (\/ ar-if(-i)) .

fell Ji \ieH
Vie€ H eVf €[] J;risulta A;c; aij < aipe) e quindi a < V,cpy aip),

da cuil segue che
a E /\ (\/ ﬂif(i}) .

fE[l Ji \i€H
Consideriamo, ora, a(a), la pitl grande famiglia grossolana di a. Vi € H,
sia B; = {ai;]j € J;i} C L, allora A B; = A\, a; < a.

Dalla definizione di famiglia grossolana segue che Vi € H e Vx € afa)
3j7: € Ji : a;5, < x. Considerata f € [[,.y Ji definita Vi € H da f(i) = j;
allora Q; (i) <z, Vie H.

Pertanto Vz € a(a) 3f € [ ],y Ji tale che \/, .y aizi) < x da cui segue

che
/\ (\/ ﬂaif(ﬂ) E /\{I(ﬂ) = (.

f€llierJi \t€H

DEFINIZIONE 5.5.17. Sia L un reticolo completo.

A C L st dice famiglia grossolana standard di a € L se ¢ una
famaglia grossolana di a formata da elementi prima.

Osserviamo che se esiste a(a), famiglia grossolana massimale di a, al-
lora la piu grande famiglia grossolana standard € a*(a) = {m € Llx €

a(a),z primo}.
COROLLARIO 5.5.18. Se L e un reticolo completo allora
L completamente distributivo < Va € L Ja*(a).



CAPITOLO 6

L-Spazi Topologici

6.1. L-insiemi

DEFINIZIONE 6.1.1. Sia L un reticolo completo. Per ogni X € |Set| st
definisce L-powerset di X il reticolo completo

L* = {A : X — L|A funzione arbitraria}

con la relazione indotta puntualmente da quella di L, per la quale VA, B €
LX risulta
A<B & A(x) < B(z), VrelX.

Rispetto a tale relazione d’ordine LX & un reticolo completo in cui si
verifica che i sup e gli inf sono deducibili da quelli di L nel modo seguente:

V(Ai)iej C LX; Ve e X

(\/ Ai) () = \/ (Ai(2))

el el

(/\ Ai) (z) = )\ (Ai()).

iel i€l
Gli elementi di L® si chiamano L-insiemsi su (o L-sottoinsiems di) X .
Il supporto di un L-insieme A € L* é
A ={z € X|A(z) # L}.

SeY C X e\ €L, 'L-insieme A\y € L* definito Vx € X da

| A sexzeY
Ay(m)_{J_ sex &Y

st dice L-insieme costante su Y .
Gli L-insiemi costanti su un singoletto {x} di valore X\ # L si chiamano
punti su X e st indicano con Ag.

PROPOSIZIONE 6.1.2. Se L verifica la (ILDoo) allora anche L™ verifica
la (ILDoo).
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DIMOSTRAZIONE. Siano A € L*X, X € |Set|, e B C L*. Poiché per
ipotesi L verifica (ILDoo) allora Vx € X risulta

(Af\ (\/B)) (x) = A(z) A (\/B) ()
— A(x) A (\/ {B(z)|B € B})
=\/ {A(z) A B(z)|B € B}
=\ {(AA B)(z)|B € B}
- (\/{AAB\B c B}) ()

ovvero in L¥ si verifica (ILDoo).

Analogamente si verifica che se L & un reticolo completamente distribu-
tivo, allora anche LX eredita da L tale struttura.

PROPOSIZIONE 6.1.3. Se in L esiste un’involuzione che inverte l'ordine
(0 una complementazione) essa induce un’tnvoluzione che inverte [’ordine
(0 una complemantazione) su L.

DIMOSTRAZIONE. Sia
k:L— L
un’involuzione che inverte I’ordine (o una complementazione) in L. Indichi-
amo con lo stesso simbolo, x, I’applicazione

k: LX — LX
definita VA € LX e Vz € X da
(5(A))(z) = K(A)).
k & un’involuzione che inverte 'ordine in L™ : infatti
-VAe L* eVz € X si ha
(k(k(A))) (z) = K(k(A)(z)) = k(r(A(z))) = A(z)

ovvero x e un’involuzione.
- VYA, Be LX Vx € X, siha

A< B= A(z) < B(x)
= £(B(z)) < w(A(z))
= (k(B))(z) < (k(A4))(x)

ovvero k inverte l’ordine.

In particolare, da cio segue che se L e un’algebra di Boole o un’algebra
di Hutton (ovvero un reticolo completo, completamente distributivo dotato
di un’involuzione che inverte 1’ordine), allora anche L™ lo &.

Nelle proprieta seguenti sia L un reticolo completo.
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PROPOSIZIONE 6.1.4. Se a € L e irriducibile allora Vz € X, a, €
wrriducibile.

DIMOSTRAZIONE. Siano x € X ed a € L, a elemento irriducibile. Se
A, B € L* sono tali che a, = AV B, allora V2’ € X, =’ # z risulta

Az YVB(x'Y=(AVB)(@') =a,(z') =1 = A(:r’.) =1 e B(z')=1

Alx)VB(z) =a= A(x)=a o B(z)=a
= A=a, 0 B=a,

da cui segue la tesi.

PROPOSIZIONE 6.1.5. Se a € L e un atomo, allora, Vx € X, a, € un
atomo.

DIMOSTRAZIONE. Se A € LX, A # Llx & tale che A < a,, allora
A; ={z} e L # A(z) < a quindi essendo a un atomo, A(z) = a, ovvero
A = a,, quindi a, € un atomo. |

PROPOSIZIONE 6.1.6. Se A € L* ¢ irruducibile in L™ allora A ={z}
e A(x) ¢ irriducibile in L cioé A € del tipo a, conx € X ea € L irriducibile.

DIMOSTRAZIONE. Sia A € L¥X irriducibile in L*. Se supponiamo per
assurdo che Jdz, 2’ € A, = # 2’ allora

V (AWw), v (A=), = A
y#x'

ovvero A e riducibile, che ¢ assurdo! Pertanto, essendo A # 1 x, segue che
A = a,. Inoltre a e irriducibile in L; infatti, se

a=bVDY, conb b €L
allora per l'irriducibilita di A si ha
A=a,=b,Vb,= b,=a,0b ., =a,
= b=aolb =a.

PROPOSIZIONE 6.1.7. Se A € L* é un atomo in L* allora A = {z}
e A(z) € un atomo, cioée A é del tipo ay con x € X e a € L atomo.

DIMOSTRAZIONE. Sia A un atomo in L*. Se ci fossero due elementi
r # x’ tali che z,2" € A}, allora (A(J:'))I sarebbe diverso dal minimo L x

e strettamente minore di A, contro l'ipotesi che A sia un atomo.

Quindi A e del tipo a,. Inoltre a € L e un atomo, altrimenti esisterebbe
a' <a, L #a #a e allora sarebbe a’, < a, = A, con Lx # a', # a., che
e assurdo.
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DEFINIZIONE 6.1.8. Sia f € Set(X,T).
Si dice operatore L-powerset inverso associato a (o di) f la funzione
fi LT - L*
definita VB € LT da
fi (B)=Bof.
PROPOSIZIONE 6.1.9. Sia f € Set(X,T).
(1) fr comnserva \/, \.

(2) Se su L e definita un’involuzione che inverte l’ordine k : L — L,
allora f;i~ commuta con le involuzioni indotte da k su LT ed L*.

DIMOSTRAZIONE. (1) Verifichiamo che f;~ conserva A.
Se BC LT ed z € X, allora

fi (AB) @ = ((A\B)f) @
= (A\B)(f(2))
= \ {B(f(2))|B € B}
= N {(f-(B))(z)|B € B}
= (A\ £ (8) (@)
La dimostrazione & analoga per \/.

(2) Se B € LT allora

(fz (x(B))) (=)

FI

(k(B))(f
R(B(f(ﬂ:)))
H*(fL (B)(m))
= (s(f7 (B)))(=).

|

OSSERVAZIONE 6.1.10. Poiché f;~ conserva A, per il Teorema del Fun-
tore Aggiunto esiste un unico aggiunto a sinistra di f;,

fr Ja—
definito, come & noto, VA € L* da
fr ()= \{BeL"A< i (B)}

e detto operatore powerset diretto associato a (o di) f.
Sempre, dal Teorema del Funtore Aggiunto segue che f;” conserva \/.
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PROPOSIZIONE 6.1.11. Se f € Set(X,T), l'operatore L-powerset diretto
di f st puo ottenere direttamente da f mediante la sequente espressione.

fr A =\ {A@)ze X : f(z) =t}, VAeLX, WteT.

DIMOSTRAZIONE. Fissato un generico t € T' e posto

\/ [A(z)lz e X : f(z) =t} =a

B={BeL"|A< fi (B)}
allora
fr (At = N {BeL"|A< fi (B)}(t) = \{B(t)B € B}.
Se B € B, allora A(x) < B(f(:c)) = f; (B)(z), Vx € X, quindi
A(z) < B(f(z)) =B{®), VzeX : f(z)=t
OVVero
a=\/ {A@)|f(z) = t} < B

da cui segue che

a < \ {B(t)|B € B}.
Se
E:ﬂ.tv (\/{Tﬂlff = T:tr 751'}})
allora B € LT ed inoltre B € B: infatti, Vz € X

—S [ Bt)=a e Alz)<a se f(x) =t
fi (B)(z) = { B(f(z)) =T e A(z) <T se f(z) #t.

Allora si1 ha
A{B®t)BeB} <B(t)=a

e per doppia disuguaglianza segue la tesi.

OSSERVAZIONE 6.1.12. Se L = 2 I’L-powerset di un generico insieme
X e isomorfo all’insieme delle parti P(X), tramite I'identificazione di ogni
sottoinsieme di X con la sua funzione caratteristica.

L’operatore 2-powerset diretto di f € Set(X,T) si identifica, allora,
con la corrispondenza che ad A C X associa la cosiddetta immagine diretta

di A
{teT|Fz e A: f(z) =t}
L’operatore 2-powerset inverso di f € invece la corrispondenza che
assocla a B C T’ la cosiddetta immagine inversa di B

{z € X|f(z) € B}.

QQuesti sono gli operatori powerset tradizionali (o classici), gia con-
siderati nell’Esempio 1.8.12 con differente notazione per i powerset

f_’:QX—}QTedf*‘:,@TH—}EX,
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PROPOSIZIONE 6.1.13.

(1) Se f € Set(X,T), g € Set(T, S), allora
(L.a) (go f)L =gz ° f -
(1b) (g0 )5 = fi ogi-

(2) VX € |Set|,

(ix)y =irx = (ix)7 -
DIMOSTRAZIONE. (1) Siano f € Set(X,T), g € Set(T, S).
(1.a) Se A€ L* ed s € S si ha

(g0 N7 (A)(s) =\ {A(z)|z € X : go f(z) = s}

S

g o fi (A)(s) = \/ {fT (A®)|t € T : g(t) = s}
=V {(V{A@)z e X : fl@) =t}) [t e T: g(t) = 5}

=\/{A(m)[meX:Elt€Tcmn f(z) =t,g(t) = s}

= \/ {A@)lz € X : g(f(z)) = s}
(1.b) Sia C € L®, allora
(g0 flL (C)=Col(gof)
=(Cog)of
= fr, (Coyg)
= fr ogr (C).
(2) Sia A € LX, allora
(ix)r (A) = Aoix = A=1ipx(A).
Analogamente si dimostra 1’altra uguaglianza.

La proposizione 6.1.13 consente di poter dare la seguente Definizione.

DEFINIZIONE 6.1.14. Le corrispondenze
X € |Set| — — (X)=L"

ed
f€Set(X,T) —— — (f) =fr

definiscono un funtore

—7: Set — \/ -CSLat.

Le corrispondenze
X € |Set| — «— (X) = LX

ed
feSet(X,T) — «r (f)=fr
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definiscono un funtore controvariante

—r: Set — CLat.

I funtori —, ed «, sono dett: funtori L-powerset, rispettivamente,
diretto ed inverso.

6.2. L-Spazi Topologici

In questo paragrafo supporremo che L sia almeno un frame.

DEFINIZIONE 6.2.1. Siano X € |Set| ed L € |Frm)|.

Una L-topologia 7 su X e un sottosemireticolo \/-completo dell’L-
powerset di X, cioé una famiglia T C LX chiuso per \/ e A in LX.

La coppia (X, T) si dice L-spazio topologico con sostegno X ed L-
topologia T.

Gli elementi di 7 si dicono apert: dell’ L-spazio topologico.

Sein L, e quindi in L* , & fissata una involuzione x che inverte ’ordine, le
immagini tramite s degli aperti della L-topologia si dicono i chiust dell’L-
spazio topologico.

OSSERVAZIONE 6.2.2. Una 2-topologia ed un 2-spazio topologico sono,
semplicemente, una topologia ed uno spazio topologico.

Vari concetti (come quello di intorno, chiusura- - - ) e vari assiomi (com-
pattezza, separazione: - - ) si possono introdurre negli L-spazi topologici in
modo analogo che negli spazi topologici tradizionali, in cui la complemen-
tazione dell’algebra di Boole P(X) e 'involuzione che inverte 1’ordine uti-
lizzata per la determinazione dei chiusi dello spazio.

Tali estensioni presentano difficolta tecniche di vario tipo, poiché I’ L-
powerset di X, cui appartengono gli aperti dell’ L-spazio topologico (X, 7),
e un reticolo piu generale del powerset classico P(X) che, come e noto e
un’algebra di Boole completa e atomica.

In generale, invece, si suppone che L, e quindi LX, sia un frame (con-
dizione indispensabile perche anche 7 risulti essere sicuramente un frame)
o un reticolo completamente distributivo o un’algebra di Hutton.

DEFINIZIONE 6.2.3. Siano (X,7), (T,6) due L-spazi topologici.
Un’applicazione f : X — T si dice continua se il suo operatore L-
powerset inverso f; wverifica la condizione

fr (B)er, VBe€e
cioe st puo ridurre ad una funzione
fr :0—=T

che, evidentemente, e un morfismo di frame.
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Osserviamo che dalla funtorialitd di <« segue che la composizione di
funzioni continue e continua.

Inoltre, la funzione identica ¢ x € continua qualunque sia la L-topologia
considerata su X; cio segue subito dal fatto che il suo operatore L-powerset
inverso e la funzione identica iy x.

DEFINIZIONE 6.2.4. Fissato un reticolo completo L, indichiamo con
L-Top

la categoria avente per oggetti gli L-spazi topologici e per morfismi fra gli
oggetti (X, 1), (T,8) le funziont continue fra tali L-spazi topologici. Com-
posizione ed identita sono le stesse che in Set.

Evidentemente, L-Top € una categoria concreta.

6.3. (L, M)-Spazi Topologici

DEFINIZIONE 6.3.1. Siano X € |Set|, L, M € |CDLat)|.
Una (L, M)-topologia T su X & un M-insieme sull’L-powerset di X
T LX > M
che verifica le sequenti condizioni:
(1) 7(Lx)=7(Tx)=T.
(2) T(A)AT(A) <T(ANA), VA A € LX.
3) A{r(A))Ae A} <7(VA),VACT.

E’ evidente che una (L, 2)-topologia si identifica con una L-topologia e
una (2, 2)-topologia si identifica con una topologia tradizionale.

La coppia (X,7) con X € |Set| e 7: L* — M (L, M)-topologia su X,
st dice L-spazio M -topologico o anche (L, M)-spazio topologico.

OSSERVAZIONE 6.3.2. Gli assiomi (1), (2), (3) sono equivalenti agli as-
siomi:
(a) FCL®, F finito => AN {7(F)|Fe F} <7(A\F).
(b) ACLX = A{r(A)|Aec A} <1(VA).

In particolare I’assioma (1) si ottiene da (a) e (b) considerando, rispet-
tivamente, F =0 e A = 0.

DEFINIZIONE 6.3.3. Siano (X, 1), (T,9) due (L, M)-spazi topologici.

Una funzione

f: X -oT

st dice continua tra tali spazi e st scrive

f:(X,7)—(T,0)
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se verifica la condizione
§(B) <7(f; (B)), VBelL"
0 equivalentemente,
0 < (fr )m (7).
In effetti possiamo osservare che
fo LT S L%, () MY — ME
re MY, s e ML
e ricordando la definizione degli operatori L-powerset si ha

(fr)m(r) =70 fp

il che permette di provare la suddetta equivalenza.

(OSSERVAZIONE 6.3.4. 1. (X,7) ¢ un (L, M)-spazio topologico allora
ix : X — X & continua, infatti poiché (ix )7 = ipx segue che

r((ix)g (B)) =7(B), VBe L.

2. Se f:(X,7)—(T,9), g:(T,6) — (S,0) sono continue, allora
gof:(X,7)—(50)
& continua: infatti VB € L° si ha
o(B) <6(g9z, (B)) <7(fi (91 (B))) =7((9° N (B)).
DEFINIZIONE 6.3.5. Indichiamo con
(L, M)-Top

la categoria concreta avente per oggetti gli (L, M)-spazi topologici e per
morfismi fra due oggetti le applicazioni continue fra ess:.

6.4. Reticoli Strutturati e Categorie Ground di L-insiemi

DEFINIZIONE 6.4.1. Un reticolo strutturato é¢ una coppia
(L, @)

in cut L é un reticolo completo e @ = {cpﬂ}ﬂ 41 é una famiglia di morfismi
di semireticoli \-completi

Yo:L—|Ll,al, VYaelL, a# L.
Vi, € @, aggiunta a sinistra di ¢,,
¢q ¢ [L,a] = L,

e, ovviamente, un morfismo di semireticoli \/-completi.
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DEFINIZIONE 6.4.2. Sia Y € LX.
L intervallo

[Lx,Y]={Ae L*|A<Y}
s1 chiama powerset dell’L-insieme Y e st indica con

Sy =|Llx,Y].

OSSERVAZIONE 6.4.3. Se si considera LX come una categoria ordinata
e Y come suo oggetto, allora Sy risulta essere l'insieme di tutti e soli i
sottooggetts di Y .

DEFINIZIONE 6.4.4. Siano (L, ®) wun reticolo strutturato e B un L-
insieme, B € LX.

L’operatore compressione sul powerset Sg di B (o semplicemente su
B), e lapplicazione

pE:LX—}SH

definita, VA € L*, Vz € X da

_ | ¢B@) (A(z)) sexe B,
pp(A)(z) = { 1 altrimenti.

L’operatore sollevamento dal powerset Sg di B (0 semplicemente da
B), ¢é l'applicazione |

lg:Sg — L*

definita, VC € Sg, Vr € X da

_I
v_ | PBw(C(z)) sex€B.
'5(C)() { 1 altrimenti.

OSSERVAZIONE 6.4.5. Vx € X, con x ¢ C,, si ha Ig(C)(x) = L: se
r & B la tesi segue dalla definizione dell’operatore sollevamento, se invece
r € B, allora I'affermazione segue dal fatto che w'B'(I) conserva \/.

PROPOSIZIONE 6.4.6. Se (L, ®) € un reticolo strutturato e B é un L-
insieme, B € L, allora valgono le sequenti proprieta:

(1) pp € un morfismo di semireticoli \-completi.
(2) lp é un morfismo di semireticoli \/-completi.

(3) lB ‘I}JB.
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DIMOSTRAZIONE. (1) Siano {A-'f}je.f CL*Xex e X. Sex € By,

allora
(pa ( A\ Aj) (z) = ¥B(2) (( A\ Aj) (fﬂ))
Jj€J JEJS

= op@) | /\ 4j@)
JEJS
= N\ ¢B@) (4;(2))
JES

= A (p5(4;)(2))

JjeEJ

/\ pB(4;) | (®).

jed

Se x ¢ B, , risulta

PB /\Aj (z) =L = /\pB(Aj) (z).

jEJ jEJ

(2) La dimostrazione e analoga a quella del punto (1) e comunque e con-
seguenza delle verifiche dei punti (1) e (3) per il Teorema del Funtore Ag-
giunto.

(3) Per ottenere la tesi verifichiamo che valgono le disuguaglianze di ag-
giunzione.

Siano C € Spexz e X.

Se x € B, allora

(pg o 1B)(C)(z) =pp(l8(C))(z)
= ¢B() (PR (C(2)))
= ¢B(z) © Pp(z) (C(2))

e poiché tp‘Bt{m) < ¥B(x) sl ha

quindi segue
C(z) < (pp o lp)(C)(2).

Se x ¢ B, allora x ¢ C| e quindi
(pBolB)(C)(z) = L =C(z)
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Siano,ora, A€ LX ez € X. Sex € B, np;';(x} 1 ¢B(z) € quindi

(i opg)(A)(z) =l (pB(A))(2)
= ‘F’E(m} © ¥YB(z) (A(T)) < A(z).
Se, invece, x ¢ B, risulta

Ipopp(A)(z) = L < A(z).

DEFINIZIONE 6.4.7. Sia (L, ®) un reticolo strutturato. Se Y € L%,
Z € LT sono due L-insiemi ed

f: X->T
e un’applicazione fra t loro rispettivi sostegni st definiscono operatore pow-
erset diretto di f relativo ad 'Y e Z rispetto ad (L, ®)
fL.@)v,z): Sy — 8z

ed operatore powerset inverso di f relativo adY e Z rispetto ad (L, P)

fL.a)yv,z): Sz = Sy

le applicazioni definite, rispettivamente, da

fiLayv.zy=pPzo fr oly
ed
f(E,fb)(Y,Z) =pyo fL olz.

Tali operatori sono, evidentemente, delle applicazioni isotone.

DEFINIZIONE 6.4.8. Sia (L, ®) un reticolo strutturato.

Una categoria ground su (L, ®) é una categoria concreta C avente
per oggetti L-insiemi e per morfismi f € C(Y,Z), conY,Z € |C|, Y € L*
e Z € LT, le applicazioni |
f: X—-T
tali che

f(L.®)(v,z) € CLat(Sz, Sy)
ed

fLa)v.z) 1 (L,e)v2)

Dal Teorema del Funtore Aggiunto segue che ’operatore powerset di-
retto associato ad un morfismo in una categoria ground ¢ un morfismo di
semireticoli \/-completi.

E’ abbastanza immediato verificare che se C & una categoria ground ed
A C C ¢ una sua sottocategoria allora anche A & una categoria ground.

DEFINIZIONE 6.4.9. Sia (L, ®) un reticolo strutturato. La categoria
ground standard su (L, ®), se esiste, é una categoria ground D su (L, D)
che contiene come sottocategoria ogni categoria ground C su (L, ®).
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PROPOSIZIONE 6.4.10. Se (L, ®) é un reticolo strutturato, valgono le
sequenti proprieta:

(1) FEsiste una categoria ground avente per oggetti tutti gli L-insiems
se e solo se @, € suriettiva, Va € L, a # L.

(2) Se p, € suriettiva, Va € L, a # 1L, allora la possibile categoria
ground standard deve contenere come oggetti tutti gli L-insiema.

DIMOSTRAZIONE. (1) SeY € L* & un L-insieme, allora

(iX)fE,@)(y,r) = py oly = (‘i}f)a@)(i’,‘f}'

La categoria concreta avente per oggetti tutti gli L-insiemi e per mor-
fismi le funzioni identiche & una categoria ground se e solo se py oly &
un morfismo di reticoli completi ed e autoaggiunto, o, equivalentemente,
autoinverso, per ogni L-insieme Y € LX.

Se vale la condizione py oly opy oly =is,, VY € L% o, equivalente-
mente, @, © (7 0 @q 09;) =141 4], Ya € L, a # L, allora cid porta a dire
che ¢, e suriettiva, Va € L, a # L.

Viceversa dalla suriettivita di ¢, segue che ¢, © g,o;f = 1[1,q] © quindi
py oly =15, € un morfismo di reticoli completi ed & autoaggiunto.

Da c10 segue la tesi.

(2) E’ ovvia conseguenza della parte (1) e della Definizione 6.4.8.

Se (L, ®) & un reticolo strutturato la relazione di mapping to su L &
definita nel modo seguente.

DEFINIZIONE 6.4.11. Siano a.b € L. Si dice che a maps to b, in
stmboli

a /b,
sea=1loa#*L#be
Pa © @;(b) = a.
PROPOSIZIONE 6.4.12. 7 e una relazione di pre-ordine.
DIMOSTRAZIONE. - /" e riflessiva: infatti poiché, Va € L, a #
L, @7 4pa e (L) C[L,a], alloraa < ¢, o ¢ (a) < a.
- /" e transitiva: infattisea /~“beb ¢, con a,b,c € L, allora se
a = | risulta ovviamente a /" ¢. Se a # 1, allora b # 1L # ce
dalle ipotesi e dall’aggiunzione ;' - ¢y segue che

@ = g 0@y (b)
= ©a 0 @y (b 0 P2 (C))
= va(py 0 wu(7(c)))

< @a(ﬁo:(ﬂ)) <a
cioe a /" c.
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Il fatto che " sia una relazione di pre-ordine permette di definire la
seguente categoria:

DEFINIZIONE 6.4.13. Se (L, ®) e un reticolo strutturato allora indichi-
amo con (L, ®)-Set la categoria avente per oggetti tutti gli L-insiemi e per
morfismi fra due ogetti Y € L* e Z € LT le applicazions

f: X->T
che soddisfano la sequente condizione

Y(z) / Z(f(z)), Yz € X.

Composizione ed identita sono le medesime di Set.

La relazione di mapping to svolge il ruolo di selezionare tutti i possibili
morfismi da mettere in una categoria ground su un reticolo strutturato,
come mostra la seguente proprieta:

TEOREMA 6.4.14. Sia (L, ®) un reticolo strutturato. Ogni categoria
ground su (L,®) é una sottocategoria di (L, P)-Set.

DIMOSTRAZIONE. Se C & una categoria ground su (L, ®) allora, ovvia-
mente, |C| C |(L, ®)-Set|.

Se fe C(Y,Z),conY € L* e Z € LT allora, poiché C & una categoria
ground su (L, ®), risulta che fL.eyy Z) e un morfismo di reticoli completi.

In particolare si ha

frayyz)(Llr) =1x e fTayvz)(2) =Y.
Ne segue che Vz € Y si ha @y (,)(L) = L; infatti:
L= Lx()
= py (fi (lz(L7)))(z)
= py (f1 (L1))(x)

= @y () (L7 (f(x)))
= Py (z) (L)

Da cio segue che f(x) € Z,, infatti se cosi non fosse, ovvero se f(x) ¢
Z 1, si avrebbe

L#Y(z)=py(fi (12(2)))(z)
= ¢y (@) (12(Z2)(f(2)))
= ¢y (@) (L) = L,

che é assurdo.
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Ora, Vr € Y, si ha
Y(z) = f(?,@)(v,z)(z)(iﬂ)
=py o fr olz(Z)(z)
= oy @) (fr (z(Z2))(z))
= ¢y (2)(12(2)(f(x)))
= @Y () © W}(f(;;)) (Z(f(-fﬂ))) :

Pertanto, Vz € X si ha che Y(z) / Z(f(x)). Da cid segue che f €
(L, ®)-Set(Y, Z) e quindi, per 'arbitrarieta di f, C & una sottocategoria di
(L, ®)-Set. |

COROLLARIO 6.4.15. Sia (L, ®) un reticolo strutturato.
Se (L, ®)-Set ¢ una categoria ground su (L, ®), allora (L, P)-Set é una
categoria ground standard su (L, ®P).

ESEMPIO 6.4.16. Se L € un frame, Va € L, a # L sia
Ya =aNx:L—[L,al
I’applicazione definita Vx € L da
ve(T) = a A .
La coppia (L, A = {a A *}a 2 J_) e un reticolo strutturato.

Il morfismo aggiunto a sinistra di ¢,
‘1’9: :[L,a] — L,
e dato Vo € [L,a] da

va@) = N{yveLlz<w.y)} =2
ovvero esso € la funzione inclusione.

Se B € L* & un L-insieme allora si verifica facilmente che 1’oper-
atore compressione su B e l'operatore sollevamento da B sono definiti

rispettivamente da
pp(A) =BAA, VAe L®

ZB(C) =(C, VC € Sp.

La relazione di mapping to in tale reticolo coincide con la relazione
d’ordine < del reticolo L. Infatti L. “"be L <b,Vbe Lesea# 1,

a/ be oo, (b)) =a
< bAa=a
& a < b.

' La categoria (L, A)-Set risulta una categoria ground standard su (L, A);
la verifica di tale proprieta e analoga alla dimostrazione del Teorema 6.4.14.
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I morfismi da Y € L in Z € L” in tale categoria sono evidentemente
le funzioni

f: X =T
che verificano la condizione
Y(z) < Z(f(z)), Vz € X.
Per una tale funzione si ha che
1 (A) e Sz, VA € Sy.
Infatti, Vit € T,

fr (A =\ {A@)|z € X : f(z) =t}
<\ {Y(@)reX: f(z)=t]

Ne segue che 'operatore powerset diretto di un tale morfismo e definito
VA € Sy da

fo.oo.z)(A) = (pzo fi7 oly)(A)
= pz(f7’(4))
= fL(ANZ
= fr (4).
L’operatore powerset inverso, invece, & definito VB € Sz da
f(E,A)(Y}Z)(B) = (py o f olz)(B)
= py (fr (B))
=fL (B)AY
= (Bo f)AY.
ESEMPIO 6.4.17. Sia I = [0, 1] l'intervallo unitario. Per ogni 0 < a < 1,
sia
0o =a-*:1—]0,a]
I’applicazione definita Vx € [ da
wolx) =a- .
S1 verifica facilmente che ¢, € un isomorfismo di reticoli completi e
quindi la sua aggiunta a sinistra e I’isomorfismo inverso
by [0,a] =1
x

g (z) = p

La coppia
(Iv g — {fl ; *}ﬂ?«'_.(])

e un reticolo strutturato.
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In questo caso, la relazione di mapping to non & una relazione d’ordine,
infatti, Va,b € I, a / b, eccetto nel caso incui b=0e a # 0. Infatti 0 < b
e0,/ " b,Vbele sea#0%#bsihaw,oqw(d)=w.l)=a.

Gli operatori compressione e sollevamento sono definiti rispettivamente

da
pp(A)(z) = A(z) - B(z) = (A- B)(z) VA,BeI*, VzeX
IB(C)(z) = ggg { ((}C+ B)(@) ZE i ; gj VB e IX, VYC e 8.

Anche in questo caso, la categoria (I,G)-Set & una categoria ground
standard su (I, G).
I morfismi da Y € I* in Z € I in tale categoria sono tutte le funzioni

f: X ->T
che verificano la condizione

f~ (YD) C Z,.

Gli operatori powerset relativi a (I, G) di una tale funzione sono definiti
VAe Sy, VB e Sz, ViteT,set € Zy da

fd.o)v.z)(A)(E) = (pz o fI” o ly (A))(1)
= 020 (V {Ir(A)@)|z € X : f(z) = t})
= \/{ly(A)(z) - Z(t)|z € X : f(z) =1t}
= \/ {ly(A)(z) - Z(t)|z € Yo : f(z) =t}

=\/{

fi.gyv.z)(A)(t) = 0.
Ve e X,sex €Yy sl ha
fﬁ,g){ygz}(B)(I) = (py o fT olz(B))(z)
= ¢y () (lz(B)(f(x)))
v BU@) _ Y@

F@) ~ Z2Ge) SU®)

(t)
()

Z
v Alz)lr e Yy : f(z) = t}
set & Zy da

se x ¢ Y risulta
f1.oyv.2)(B)(z) = 0.
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