
Laboratorio Cosmio 263Il momento angolare L �e pertanto un vettore perpendiolare al pianoindividuato da r e v. Se i due momenti sono alolati rispetto allo stessopunto vale la relazione: d~Ldt = ~M (4)Quindi se il momento delle forze M �e nullo allora il momento angolare L �euna ostante del moto. Questo avviene se la partiella �e libera (F = 0), op-pure quando la direzione della forza �e parallela a quella di r, io�e ogni voltahe la forza �e una forza di tipo entrale. Questo �e il aso sia del ampo gra-vitazionale he di quello elettrio. Un pianeta he si muove attorno al Sole,per la onservazione del momento angolare, deve allora perorrere un'orbitapiana. Per onosere la forma di tale orbita, �e suÆiente tenere presente he,una partiella in moto sotto l'azione di forze entrali, desrive una sezioneonia, io�e una ironferenza, un'ellisse, una parabola o un'iperbole, seon-do il valore della sua energia totale. L'energia totale �e la somma dell'energiainetia e dell'energia potenziale. In un sistema omposto di due partielle,di ui una molto pi�u massiva dell'altra, si ha he il entro di massa delsistema, oinide on la posizione della partiella di massa maggiore. Nelaso, per esempio, del sistema Terra-Sole, l'energia posseduta dalla Terra �edata da: Etot = 12mT v2 � G �mS �mTr (5)dove mT �e la massa e v la veloit�a della Terra, mS la massa del Soleed r la distanza relativa. Alla distanza ui si trova la Terra, un orpo dimassa trasurabile rispetto al Sole, segue un'orbita ellittia se ha una ve-loit�a inferiore a 42 km/s (e infatti la veloit�a orbitale della Terra �e ira 30km/s); se la veloit�a raggiunge i 42 km/s, allora l'orbita diviene paraboliaed il orpo si allontana all'in�nito; se supera questo valore il orpo va versol'in�nito lungo un'orbita iperbolia. In realt�a, ogni pianeta eserita un'at-trazione sugli altri, sebbene molto minore di quella solare. Questo fa s�� hele orbite non siano delle ellissi perfette, ma risentano delle perturbazionigravitazionali degli altri pianeti.La Seonda Legge a�erma he la veloit�a areale �e una ostante del moto.Una partiella he desrive una traiettoria urvilinea, si sposta in un inter-vallo di tempo dt da P a P 0, ed il raggio vettore spazza l'area tratteggiataorrispondente al triangolo OPP 0 (v. Fig. 4). L'area di tale triangolo �e:dA = areaOPP 0 = 12r � (rd�) = 12r2d� (6)L'area spazzata nell'unit�a di tempo �e:dAdt = 12r2 d�dt (7)
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Figura 4: Area spazzata dal raggio vettoreIl momento angolare della partiella �e una ostante essendo il ampo di forzeentrale: L = mr2 d�dt = ostante (8)Confrontando le equazioni (7) e (8) si dedue he l'area spazzata dalraggio vettore della partiella nell'unit�a di tempo �e ostante, he �e quantosi voleva dimostrare. Tra l'altro, questo implia anhe he la veloit�a delpianeta in prossimit�a del perielio �e maggiore di quella all'afelio, osa hepoteva essere dedotta anhe dalla onservazione dell'energia dell'equazione(5).

Figura 5: Barientro del sistemaPer riavare la Terza Legge di Keplero onsideriamo il aso sempliedi orbite irolari. Siano date due masse m1 ed m2 e siano a1 ed a2 lerispettive distanze dal omune barientro S on a = a1 + a2 (v. Fig. 5).



Laboratorio Cosmio 265Dalla de�nizione di barientro si sa he:m1a1 = m2a2 = � m1 �m2m1 +m2� (9)Per iasuna massa la forza di attrazione gravitazionale deve uguagliare laforza entrifuga. Se P �e il periodo orbitale del sistema, si ha per la massaa1: m1 � !2 � a1 = m1�2�P �2 a1 = Gm1m2a2 (10)e sostituendo al posto di m1a1 la (9), ed elidendo i termini simili, si ottienela Terza Legge di Keplero in forma generalizzata:a3P 2 = G(m1 +m2)4�2 (11)In realt�a, sia il Sole sia il pianeta ruotano attorno al barientro omune,ma poih�e il primo �e molto pi�u massiio del seondo, il barientro oinidequasi on il entro del Sole e quindi la sola rivoluzione evidente �e quella delpianeta attorno ad esso.Faendo uso di questa legge �e stato relativamente faile riavare le massedei pianeti, studiando il moto dei loro satelliti o, in maniera anora pi�u a-urata, utilizzando, dove questo �e stato possibile, le masse note delle sondespaziali.Il trionfo della Meania di Newton si ebbe nel 1846, quando fu soper-to Nettuno, grazie ai aloli di Adams e Le Verrier, he si erano basatiuniamente sullo studio delle orbite di Giove e Saturno e sulle anomalierisontrate nell'orbita di Urano. In tempi molto pi�u reenti e on lo stessoapproio, �e stato possibile inviare sonde spaziali, inontro ad asteroidi eomete, ome la sonda NEAR he �e addirittura atterrata sull'asteroide Eros,o la sonda Giotto he pass�o a soli 500 km dal nuleo della ometa di Halley.Dopo aver mostrato l'aspetto �sio-matematio delle leggi preedenti,per failitare la visualizzazione dei fenomeni ad esse onnessi, sono statiinseriti nella presentazione aluni video, realizzati on rigore matematio,in ui si vedeva una loro onreta appliazione.�E stato os�� possibile osservare la variazione della veloit�a orbitale dellaStazione Spaziale Internazionale, (lip da ui �e stato estratto il fotogrammain Fig. 6) al variare della sua distanza dalla Terra, la rotazione dei satelliti diGiove ed e�ettuare un sorvolo ravviinato degli anelli di Saturno. Il viaggionello Spazio si �e onluso on una folle orsa attraverso il Sistema Solare, abordo della ometa di Halley.
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Figura 6: La ISS in orbitaIn realt�a l'osservazione del ielo stellato onsente anhe un viaggio nelTempo. Per quanto possa risultare strano, �e quanto realmente avviene aausa della veloit�a �nita della lue, he ostituise il mezzo di trasmis-sione delle informazioni. Lo aveva intuito gi�a Galilei, ma sar�a neessarioattendere le osservazioni di Roemer (1676) delle elissi di Io e la sopertadell'aberrazione della lue ad opera di Bradley (1726) per avere la prova de-isiva. Oggi sappiamo he niente pu�o muoversi pi�u veloemente della lue,ome imposto dal Seondo Postulato della Relativit�a Speiale di Einsteine veri�ato in moltissimi esperimenti. La onseguenza immediata �e he ladistanza si pu�o tradurre in tempo-lue; os�� la Luna he si trova a 384000km �e anhe a poo pi�u di 1 seondo-lue, mentre il Sole �e a ira 150 milionidi km, ossia 8 minuti-lue.L'immagine in �gura 7 ritrae uno dei gioielli del ielo invernale, la GrandeNebulosa di Orione. La lue di questa straordinaria regione di gas e polveri,registrata on la strumentazione del piolo Osservatorio del Dipartimentodi Fisia dell'Universit�a di Lee, �e stata emessa 1950 anni fa, nel 50 d..Se trasformiamo questo valore negli usuali km verrebbe fuori un numeroastronomio, tanto inomprensibile per la nostra apait�a di visualizzazione,da sonsigliare questo alolo. E siamo anora dentro il ortile di asa. Daun posto buio, in autunno, �e possibile perepire ad ohio nudo una piolanubeola nella ostellazione di Andromeda: si tratta di M31, la galassiaompagna della nostra Via Lattea, he dista da noi ira 2 milioni di anni-lue. Un ipotetio osservatore di un pianeta di quella galassia, guardandonella nostra direzione in questo momento, vedrebbe la Via Lattea ome era2 milioni di anni fa. Se in primavera puntiamo i telesopi verso la Chiomadi Berenie, allora lo sguardo si spinge verso le profondit�a del osmo. Ifotoni raolti dai rivelatori sono stati emessi miliardi di anni fa, quando il
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Figura 7: La Grande Nebulosa di OrioneSistema Solare anora non esisteva.C'�e da rimanere quanto meno disorientati davanti a simili onstatazioni.Ma quanto i si pu�o spingere indietro nel tempo?Fin quasi all'origine dell'Universo, quando la materia e la radiazione si disa-oppiarono, pohe entinaia di migliaia di anni dopo il Big-Bang. Ci sonouna serie di indiazioni, he fanno pensare he le attuali teorie osmologihesiano abbastanza attendibili �no a tempi in�nitesimi dall'inizio del Tutto.Naturalmente sono delle teorie e ome tali susettibili di modi�he, quandonon, addirittura, di essere aantonate in futuro. E tuttavia �e innegabilehe, se si riese a oniugare, almeno a grandi linee, la omponente �sio-matematia in esse ontenuta on l'osservazione diretta degli astri, non sipu�o non rimanere estasiati e gioire ome un bambino sulla spiaggia, intentoa \...raogliere di quanto in quanto un iottolo pi�u lisio degli altri, ouna onhiglia pi�u bella, mentre il grande oeano della verit�a gli si estendedavanti, immenso ed inesplorato" (Isaa Newton).Riferimenti bibliogra�i[1℄ S. Rosati: Fisia generale, Casa Editrie Ambrosiana[2℄ Alonso/Finn: Elementi di Fisia per l'Universit�a, Masson Italia Editori[3℄ General History of Astronomy, Cambridge University Press[4℄ N. Copernio: De Revolutionibus Orbium oelestium, Einaudi[5℄ G. Galilei: Dialogo sopra i due massimi sistemi del mondo, Einaudi
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