CAPITOLO 6

IL TEOREMA DI POSNER

Il Teorema di Posner pud essere riguardato come una generalizzazione
del teorema sugli anelli commutativi affermante che per ogni dominio d’in-
tegrita esiste, a meno di isomorfismi, un unico campo dei quozienti.

L.a dimostrazione originale del Teorema di Posner usa il Teorema di Goldie
e la localizzazione non commutativa attraverso la condizione di Ore. Noi,
Invece, vedremo la dimostrazione data da L. H. Rowen che si basa su un
suo teorema riguardante gli ideali di Pl-algebre prime, su un teorema di
Levitzki sugli ideali nil di Pl-algebre prime e su un teorema di Amitsur sul
radicale di Jacobson di anelli polinomiali.

Infine vedremo alcune applicazioni del Teorema di Posner alle Pl-algebre
e ai T-ideali dell'algebra libera.

6.1 Definizione. Un anello R e primo se e solo se, per ogni I, J ideali non
nullidi R, siha I.J # 0.

Analogamente una C-algebra R si dice prima se e solo se, per ogni I, J i-
deali non nulli di R, vale I.J # 0.

Un ideale I di R e un ideale primo se la struttura quoziente (anello o
algebra) e prima.

Vediamo una caratterizzazione delle algebre prime:

6.2 Proposizione. Sia R una C-algebra. R e un’algebra prima se e solo se
Va,be R aRb=0=a=00b=0.

Dimostrazione. “=" Supponiamo che R sia algebra prima e siano a,b € R
tali che aRb = 0. Allora (RaR)(RbR) = 0 e, poiché RaR e RbR sono ideali
di R, dallipotesi segue che RaR = 0 oppure RbR = 0. Nel primo caso aR
risulta un ideale bilatero di R e quindi aR = 0. Analogamente si ha Ra = 0
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e quindi Za € bilatero in R. Essendo ZaR = 0 segue a = 0.
“&” Supponiamo che

Va,be R aRb=0=a=00b0=0.

Siano I, J ideali non nulli di R e siano a € I — {0}, b € J — {0}. Allora
dall'ipotesi segue che aRb # 0 e quindi, essendo aRb C IJ, si ha IJ # 0.
Pertanto R e un’algebra prima.

La caratterizzazione precedente mostra che una C-algebra R & prima se
e solo se lo € come anello.

6.3 Proposizione. Sia R un anello primo che non sia dominio d’integrita.
Allora esiste s € R tale che s # 0 e s* = .

Dimostrazione. Siano a,b € R — {0} tali che ab = 0. Allora, per (6.2),
bRa # 0 e quindi esiste r € R tale che bra # 0. Posto s := bra si ha che
seR,s#0e

s* = (bra)* = (bra)(bra) = br(ab)ra = 0.

Nel caso commutativo la definizione di anello primo equivale alla defini-
zione di dominio d’integrita in quanto vale la seguente proposizione:

6.4 Proposizione. Sia R un anello primo. Allora ogni elemento del suo centro
e regolare in R.

Dimostrazione. Siano R un anello, Z(R) il suo centro, z € Z(R) e a € R tali
che z # 0 e za = 0. Allora Rza = 0 e quindi, essendo z € Z(R), zRa = 0.
Poiché R e primo, da (6.2) segue che a = 0.

6.5 Osservazione. Ogni anello primitivo e primo. Infatti siano R un anello
primitivo, M un R-modulo fedele irriducibile e I, J ideali non nulli di R.
Allora JM é un sottomodulo di M ed e non nullo perché M e fedele. Dal-
Pirriducibilita di M segue che JM = M e quindi IJM = IM. Ma anche
IM # 0ecosi IJM # 0, cioe IJ # 0.

Si dimostra che ogni dominio d’integrita puo essere riguardato come il
centro di un anello primitivo.

6.6 Definizione. Sia R un anello primo tale che Z(R) # 0. Posto
S:={(r,2)|re R,z Z(R) — {0}},
definiamo su S la seguente relazione d’equivalenza:

V(r, z),(s,t) €S (r,z) ~ (s,t) & tr = zs.
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Sia Q(R) := S/ ~ e, per ogni (s,t) € S, indichiamo con ¢~ 's la classe di
equivalenza di (s, t). Per ogni z{ 'ay, z; 'ag € Q(R), definiamo le operazioni
di addizione e moltiplicazione in Q(R) nel seguente modo:

z7 ey + 25 tag = (2122) " (2001 + z102)

(z7 'a1)(25  ag) := (2122) " *ayas.

Con tali operazioni Q(R) risulta essere un anello detto anello dei quozienti
centrali di R.

Naturalmente , se R € una C-algebra, anche Q(R) & un’algebra su C con
moltiplicazione definita nel seguente modo:

VaeC,z7'r e Q(R) a(z7tr) == 27 (ar).

6.7 Proposizione. Sia R un anello primo con centro non nullo. Allora R e
Q(R) soddisfano le stesse identita polinomiali a coefficienti in Z( R).

Dimostrazione. Ovviamente R soddisfa tutte le identita polinomiali di Q(R)
perché R puo essere riguardato come un sottoanello di Q(R). Dimostriamo
che vale il viceversa.

Se Z(R) é finito allora € un campo in quanto, per (6.4), Z(R) € un dominio
d’integrita finito. Allora Q(R) = R e la tesi € banalmente vera.
Supponiamo, ora, che Z(R) sia infinito. Allora, essendo privo di divisori
dello zero in R, Z(R) soddisfa la condizione di regolarita. Analogamente a
quanto fatto per (2.18), usando I'argomento di Vandermonde si prova che
ogni identita polinomiale per R € multiomogenea.

Dimostriamo, ora, che ogni identita polinomiale per R multiomogenea ¢
un’identita polinomiale anche per Q(R). Proviamo cio per induzione sullo
ordine lessicografico del multigrado dell’identita multiomogenea considera-
ta.

Osserviamo innanzitutto che

Q(R) 2 R ) Q(Z(R)) (%)

Z(R)

e quindi, se f e un’identita polinomiale multilineare per R, da (3.2) segue
che f e un’identita polinomiale anche per Q(R).

Sian € Nesia f(z1,...,z,) € (Z(R)) (X) un’identita polinomiale multio-
mogenea per R.

Supponiamo vera la tesi per ogni identita polinomiale multiomogenea aven-
te multigrado minore di quello di f nell’ordine lessicografico.

Per ogni ¢ € n| tale che deg*(f) > 1, sia k; € N e poniamo g; := A, x,(f).
Allora g; € multiomogeneo ed ha multigrado minore rispetto a f. Inoltre,
per (2.25(1)), g; € un’identita polinomiale per R e quindi, per 'ipotesi in-
duttiva, g; € un’identita polinomiale per Q(R).
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Allora, per ogni ay,...,an,a,41 € Q(R), gi(ay,...,an,an41) = 0 e quindi
f(ﬂla coeyQi—1,04 +ﬂn—|—11ﬂ'i+11-* - ﬁﬂﬂ) —
— f(al'.r' - ':Ia'ﬂ) + f(ﬂ]_, cr oy @i—130n41405414 . 'jﬂﬂ-) (ﬂ)

Siano cy,...,c, € Q(R). Allora, per (x), per ogni j € n|, esistono r; € N,
i €Til,a{) € Re b € Q(Z(R)) tali che

Pertanto da (%x) segue

Tl,lll-!_lrlﬂ

fen e = 3o FeD @b, ..o b,

Poiché f ¢ multiomogeneo e i bE )

che
fe )= 3 (£(a,..al) @ (5) . (67) ).

Ma f é un’identita polinomiale per R e quindi f (am .. a(“}) = 0. Pertan-

commutano, esistono my,...,m, € N tali

TEERREELM
to f(c,...,c,) = 0e, per arbitrarieta di ¢y, ..., ¢, in Q(R), f € un’identita
polinomiale per Q(R).

La procedura seguita nella dimostrazione precedente prova che:

6.8 Proposizione. Siano F' un campo infinito e R una F'-algebra. Se K é
un’estensione di F' allora R e R Q) K soddisfano le stesse identita polinomia-
Li.

Dimostrazione. Sia f € F (X) un’identita polinomiale per R. Da (2.30(1))
segue che f & equivalente alle sue componenti multiomogenee e quindi,
senza perdere di generalita, possiamo supporre che f sia multiomogeneo.
Procedendo in modo analogo a quanto fatto per (6.7), si dimostra che f &
un’identita polinomiale per RQ) K.

Infine, essendo K-algebra unitaria, R puo essere riguardata come sottoalge-
bradi R K e quindi R soddisfa tutte le identita polinomialidi R Q) K.

6.9 Corollario. Siano n € N e A un’algebra semplice di dimensione n? sul
suo centro F'. Allora A e M, (F') soddisfano le stesse identita polinomiali.
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Dimostrazione. Osserviamo innanzitutto che per (4.7) dimg A € un quadra-
to.

Per il Teorema di Wedderburn-Artin, esistono » € N e un corpo D tali che
A = M, (D). Inoltre, per (4.7), esiste t € N tale che t? = dimpD e n = rt.
Se F' e un campo finito, allora D e un corpo finito perché spazio vettoriale
di dimensione finita su F. Allora D € commutativo e quindi D = F. Segue
chet=1ecosin =r. Pertanto A = M,.(D) = M,(F) e quindi A e M, (F)
soddisfano le stesse identita polinomiali.

Supponiamo, ora, che F’ sia infinito e sia K un sottocampo massimale di D.
Allora, essendo K commutativo e F' infinito, per (6.8), A @ K soddisfa le
stesse identita polinomiali di A. Inoltre

AR K MT(D)®KEM,.(F)®(D®K)2
F F F F

M, (F) Q) Mi(K) = Mnt(K) = Mp(F) Q K.
F F

1

112

Per (6.8), M,.(F) @ K soddisfa le stesse identita polinomiali di M,¢(F’) e
quindi A ® K soddisfa le stesse identita polinomiali di M,.(F) = M,(F).

6.10 Corollario. Siano n € N e A un’algebra semplice di dimensione n? sul

suo centro F'. Allora ogni polinomio centrale per M, (F') é centrale anche per
A.

Enunciamo, ora, il Teorema di Posner:

6.11 Teorema. (Teorema di Posner [15])
Sia R una C-algebra prima soddisfacente un’identita polinomiale propria in
C (X). Allora

(1) Z(R) # 0;

(2) Lanello dei quozienti centrali Q(R) é un’algebra semplice di dimensione
finita sul suo centro e il centro é il campo dei quozienti Q(Z(R)) del
centro di R;

(3) R e Q(R) soddisfano le stesse identita polinomiali in C (X).

Come gia accennato all’inizio del capitolo, per la dimostrazione di tale
teorema sfrutteremo tre risultati dovuti ad Amitsur, Levitzki e Rowen.
Prima di enunciare il teorema di Amitsur € necessario introdurre i concetti
di radicale primo, di radicale di Jacobson e di elemento quasi regolare:

6.12 Definizione. Sia R un anello. Si dice radicale primo di R il seguente

ideale:
P(R):= () P.

P ideale
primo di R

Se non esistono ideali primi in R allora P(R) := R.
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6.13 Proposizione. Il radicale primo di un anello R é un ideale nil.

Dimostrazione. Se R e un anello nil la conclusione e ovvia. Pertanto, sia
a € R un elemento non nilpotente e poniamo

S = {a" |n € N}
T:={J|Jidealedi R,J NS = 0}.

Sicuramente 7' # () perché I'ideale nullo appartiene a 7". Inoltre T' & ordi-
nato per inclusione e quindi, per il Lemma di Zorn, esiste I € T elemento
massimale in 7". Dimostriamo che I € un ideale primo di R.

Siano I, I, ideali di R/I tali che T;I5 = 0. Per il Teorema di corrisponden-
za per gli anelli, esistono I; e I, ideali di R contenenti [ e tali che I;I, C I.
Allora, poiché I € massimale in 7', sihache I; = I oppure ; NS =
e I = I oppure [, NS = . Supponiamo che I G I, e I & I, e siano
ni,no € N taliche a™ € I; e a™ € I,. Allora

a™ 1" ¢ Ll C1T

e cio e impossibile perché I € T. Pertanto I; = I oppure I = Ie quindi
R/I € un anello primo. Segue che I € un ideale primo e, in particolare, che
P(R) C I.

Poiche INS =0,sihachea ¢ I e a ¢ P(R). Quindi, per I'arbitrarieta di
a come elemento non nilpotente di R, P(R) puo contenere solo elementi
nilpotenti, cioe P(R) & un ideale nil.

6.14 Definizione. Sia K un anello. Si dice radicale di Jacobson di R il
seguente ideale:
JR):= () Anng(M).

M R —modulo
irriducibile

Se non esistono R-moduli irriducibili allora J(R) := R.

6.15 Osservazione. Se R e un anello commutativo unitario allora

JR)= () I

I ideale
massimale
di It

6.16 Definizione. Un anello R si dice semisemplice (0 semiprimitivo) se e
solo se J(R) = 0.

6.17 Definizione. Siano R un anello e a € R. a si dice quasi regolare a
sinistra se e solo se esiste b € R tale che a + b+ ba = 0. b e il quasi inverso
sinistro di a.

Analogamente, si dice che a e quasi regolare a destra se e solo se esiste ¢ € R
tale che a + ¢ + ac = 0 e ¢ si dice quasi inverso destro di a.

Infine, a € quasi regolare se € quasi regolare a sinistra e a destra.
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Se L e un ideale (destro, sinistro o bilatero) di R, L € un ideale quasi regolare
a sinistra se ogni suo elemento € quasi regolare a sinistra. Analogamente si
definiscono gli ideali quasi regolari a destra e quelli quasi regolari.

6.18 Osservazione. Siano R un anello e L un ideale sinistro di R quasi
regolare a sinistra. Allora L C J(R).

Infatti sia M un R-modulo irriducibile e dimostriamo che LM = 0. Suppo-
niamo che LM # 0. Allora esiste v € M tale che Lv # 0, cioe Lv e un sotto-
modulo non nullo di M. Dall’irriducibilita di M segue che Lv = M e quindi
esiste a € L tale che av = —wv. Per I'ipotesi su L, a € quasi regolare a sinistra
e sia b € R il quasi inverso sinistro di a. Allora 0 = (a+ b+ ba)v = —v che &
impossibile perché altrimenti Lv = 0. Pertanto LM = 0 e quindi L C J(R).

6.19 Proposizione. Sia R un anello. Allora
(1) J(R) e un ideale quasi regolare di R;

(2) J(R) e lintersezione di tutti gli ideali sinistri (o destri) di R quasi
regolari a sinistra (a destra).

Segue che J(R) ¢ il piu grande ideale quasi regolare a sinistra (e a
destra).

6.20 Osservazione. Siano R un anello unitario e a € R. a € quasi regolare
se e solo se 1 + a e invertibile in R. In particolare se b e il quasi inverso di a
allora I'inversodi1 +a e 1+ b.

6.21 Proposizione. Siano R un anello commutativo, f € R[z| e ag,...,an €
R taliche f = ap + a1z + ...+ a,2™. Se f e quasi regolare in R|z] allora aq
e quasi regolarein Re aq,...,a, sono nilpotenti.

Dimostragione. Sia g := by + byz + ... + bpz™ € R|z] il quasi inverso di
f* Allﬂraf+g+gf = Uef+g—~fg=Oequindiun+bn+bﬂan =0e
ag + bg + agbo = 0, cioe ag € quasi regolare in R.

Se P(R) = R allora, per (6.13), ogni elemento di R ¢ nilpotente. Pertanto,
sia P # R un ideale primo di R e poniamo

Vien]U{0} @ :=a;+P

fi=ao+a@z+... +Tz" € (R/P)[z].
Se F' e il campo dei quozienti di R/P, poiché f e quasi regolare in R[z],
f & quasi regolare in (R/P)[z] C Fl[z]. Allora da (6.20) segue che 1 + f &
invertibile in F[z]. Ma un polinomio a coefficienti in un campo ¢ invertibile
se e solo se & un elemento non nullo del campo e quindi 1 + f = 1 + @y,
1 + @, & invertibile in F e, per ogni ¢ € n|, @; = 0. Allora, per ogni i € n/,
a; € P e cosi
Vien| a€ () J=P(R)

J ideale
primo di It
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Ma P(R) e un ideale nil di R e quindi a4, ..., a, sono nilpotenti.

6.22 Proposizione. Siano R un anello, f = ag + a1z + ... + a,z" € R|x]
quasi regolarein R|z| e g = bo+biz+. ..+ by2™ € R|z| il quasi inverso di f in
R|z|. Allora b,,...,b, appartengono al sottoanello generato da ag,ay,...,an
e da bg.

Dimostrazione. Per ipotesi f+g+gf =0e f+g+ fg=0. Perogni k € n,
il coefficiente di z* in f + g+ gf € ar + br + Zle a;bi_; + agbg e quindi

k
b,',,; + {Igbk = —qap — E ﬂibk-i*
i=1

Dalla quasi regolarita di ag segue:

k k
by, = —ar — Zﬂibk—i + bo ( — Q) — Z ﬂibk—z‘) .
=1

i=1

Procedendo per induzione su k si ottiene la tesi.

6.23 Teorema. (Amitsur [1])
Sia R un anello privo di nil ideali non nulli e sia J(R|t]) il radicale di Jacobson
dell’anello dei polinomi R|[t]. Allora J(R|[t]) = 0, cioé R|t] é semisemplice.

Dimostrazione. Sia f € J(R[t]) — {0} con supporto di ordine minimo in
J(R|t]), cioé f ha il minor numero di coefficienti non nulli tra i polinomi di

J(R[t]). Siano n € N, ag,a1,...,a, € Rtalichea, #0e
f=ag+ar1t+...+ at”.
Siano 4, j € n| tali che a; # 0 e a; # 0. Allora
Cr(a;) = Cgr(a;), (5 * %)

cioe i centralizzanti in R di a; e di a; coincidono. Infatti, se b € Cr(a;),
bf — fb € J(R[t]) e, per la minimalita del supporto di f in J(R|[t]) — {0},
si ha bf — fb = 0, cioé bf = fb. Pertanto ba; = a;b e cosi b € Crg(a;).
Analogamente si dimostra che Cr(a;) C Cgr(a;) e quindi Cr(a;) = Cr(a;).
Per (6.19(1)), J(R][t]) & quasi regolare e quindi f € quasi regolare. Sia
g € R[t] il quasi inverso di f. Se Ry ¢ il sottoanello generato dai coefficienti
di f e dal termine noto di g, allora, per (6.22), esistono by, b1,...,b, € Ry
tali che g = by + byt + ...+ b, t".

Da (x%%) segue che Ry € commutativo e quindi, poiche f € Ry[t]|, da (6.21)
segue che ag € quasi regolare in Ry mentre ay,...,a, sono nilpotenti.
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Supponiamo n > 0 e sia [ I'ideale generato da a,, in R. Se v € I, esistono
meN, r,s71,8,...,"m,Sm € R,u € Z tali che

i
UV =7ra, +a,S + E TilnS; + UQy,.

i=1
Posto

h:=rf+ fs+ Zn‘fﬂi +uf € J(R[t]),
i=1

si ha che il numero dei coefficienti non nulli di A € non superiore al numero
dei coefficienti non nulli di f. Inoltre v e il coefficiente di ¢" in A e quindi,
se v # 0, v € nilpotente perché h risulta avere supporto di ordine minimo.
Pertanto [ ¢ nil e quindi dalle ipotesi segue n = 0.

Allora ogni polinomio di J(R[t]) con supporto di ordine minimo e costante
e quindi f = ag. Segue che, per ogni b € R, fbt = aobt € J(R[t]) e, poiché
deve essere un polinomio costante, agbt = 0, cioe agb = 0. Analogamente si
dimostra che

Vbe R bag = 0.

Segue che lo Z-modulo Zag generato da ag € un ideale bilatero nil di R e
quindi e nullo per l'ipotesi su R. Ma cio e impossibile perché 0 # ay € Zag
e pertanto J(R[t]) = 0.

6.24 Teorema. (Levitzki [14])
Se R é una C-algebra prima soddisfacente un’identita polinomiale propria,
allora R é privo di nil ideali non nulli.

Dimostrazione. Sia f € C (X) un’identita polinomiale propria per R. Appli-
cando il metodo di multilinearizzazione si ottiene una nuova identita poli-
nomiale multilineare f di R e, per (2.24(2)), f € propria. Allorasiace C
un coefficiente di f tale che ¢cR # 0 e sia n € N tale che deg(f) = n. Per
ogniw € Sy, := Sy, — {id,}, sia o, € C tale che

f(:rl: <. :mn) =CT1...Tp T+ Z CxTp(1) -« Lr(n)-
ﬂ'Egﬂ,

Dimostriamo il teorema per induzione sul grado n di f.

Sen = 1 allora f = ecx;. Ma f & un’identita polinomiale per R e quindi
cR = 0 che & una contraddizione.

Supponiamo, ora, vera la tesi per ogni anello primo soddisfacente un’iden-
tita polinomiale di grado n — 1 e proviamola per n. Sia I un nil ideale di R
non nullo e sia a € I — {0} tale che a® = 0.

Posto L := Ra e Ry := L/(L N Anng(L)), si ha che R; e un anello primo.
Inoltre cR, # 0 perché altrimenti cRa C Anng(L) e percio RacRa = 0. Ma
¢ € C e quindi cRaRa = 0. Poiché R e primoea # 0,sihacRa =0e
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cosi cRRa = 0. Sempre perché R ¢ primo e a # 0, segue cR = 0 che &
impossibile in quanto contraddice l'ipotesi su c. Pertanto cR; # 0.
Siano g € C (X) tale che deg'(g) =0 e

h = Z {Iﬂ-ﬂ?ﬂ(l} . . .iIfﬂ-{n)

m(l)s£1

tali che f = z19(z9,...,2,) + h(z1,29,...,2,).

Per ogni r1,79,...,7n € R si ha:
0 = f(ary,rea,m30,...,700) =
= arig(rea,...,rpa) + h(ary,rea,raa,...,rma).

Per ogni m € S, tale che n(1) # 1, sia j, € n] — {1} tale che 7(j,) = 1.
Allora

h’(ml:m:h 10 133?1) - E CCrTr(1) - - Ta(r—1)T1Lx(jr+1) - - - Lxr(n)
HEEﬂ_
w(1)s£1
e quindi, essendo a? = 0,
h(ari,raa,r3a,...,7ha) =

= Y ar(re1)a) - - (P —1)2)(a71) Ty +1)8) - - - (Tr(my@) = 0.
(DA

Pertanto aRg(rza,...,rna) = 0 e cosi g(rqa,...,rpa) = 0 in quanto R e
primo e a # 0. Inoltre ¢ € un coefficiente di ¢ e quindi g € un’identita
polinomiale multilineare propria per R, tale che deg(g) = n—1. Dall'ipotesi
induttiva segue che R, & privo di nil ideali non nulli. Ma Ra € un nil ideale
di R perché Ra C I. Allora R; e nil e quindi R, = 0.
Pertanto Ra C Anng(Ra) e cosi RaRa = 0. Poiché R é primo Ra = 0, cioé
a = 0 che ¢ assurdo.
Segue che 'unico nil ideale di R ¢ 0.

6.25 Teorema. (Teorema di Rowen [20])
Sia R una C-algebra prima soddisfacente un’identita polinomiale propria.

Allora I n Z(R) # 0 per ogni I ideale bilatero non nullo di R.

Dimostrazione. Sia I un ideale bilatero non nullo di R e supponiamo dap-
prima che R sia primo e semisemplice. Allora J(R) = 0 e, se {P,}+er €
I'insieme di tutti gli ideali primitivi di R, da (6.19(2)) segue che

() P, =0.
vyel'

Sia f € C (X) un’identita polinomiale propria per R e sia ¢ € C un coeffi-
ciente di f tale che ¢cR # 0. Poniamo:

I'y:={yel'|cRCP,}
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['y:=T-TI1={y€T'|cRZ P,}
Iiizz rw f%
vyelY
Ié:== r) f%u
vyeT2

Ovviamente Iy NIs = J(R)equindi I; NIy = 0. Poichée 1 [, CI1NI; =0
e R e primo, I; = 0 oppure I, = 0. Se fosse I; = 0 alloracR C I; = 0 e cid
e impossibile perché per ipotesi ¢cR # 0. Pertanto I, = 0 e cosi, posto

Vyely  Ry:=R/P,,

si ha che R e prodotto sottodiretto degli R.. Allora, per ogniy € I's, f &
un’identita polinomiale propria per R e R, € un anello primitivo perché P,
e un ideale primitivo. Pertanto sono verificate tutte le ipotesi del teorema
di Kaplansky e cosi esiste n, € N tale che R, e un’algebra semplice di
dimensione n?f sul suo centro (che € un campo). Il teorema di Kaplansky
fornisce anche un limite per tale dimensione in quanto abbiamo provato
che 2n., < deg(f). Sia 7 la y-esima proiezione canonica e, posto

T := mazx{n. | 7 (I) # 0},

sia g il polinomio centrale di Razmyslov per M=(Q). Allora, per ogni vy € T'5
tale che n, = 7, g € centrale per R., mentre, per ogni~y € I's tale che n, < 7,
dal Teorema di Kaplansky e da (5.4) segue che g e un’identita polinomiale
per R, .

Per ogni v € T'y, m,(I) € un ideale bilatero di R, che & un anello semplice.
Allora 7., (I) = 0 oppure 7,(I) = R, e sicuramente esiste 5 € I'p tale che
m=5(1) # 0 perché altrimenti si avrebbe I = 0. Segue:

se (1)

mo) = a(m (D) = { 90 %D =%

eg(R,)=0sen,<mel#g(Ry) C Z(Ry)sen,=T.

Segue che
vyely  my(g(l)) € Z(R,)

e quindi g(I) C Z(R). Inoltre g(I) # 0. Infatti sia 5 € I'; tale che ny = 7.
Allora m=(/) = R~ e quindi

my(9(I)) = g(m5(I)) = g(Ry) # 0,

cioe g(I) # 0.
Infine g(I) C I perché I e bilatero e g & privo di termine noto. Pertanto

0# g(I) CINZ(R).
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Abbiamo cosi dimostrato il teorema nel caso in cui R sia primo e semisem-
plice. Supponiamo, ora, che R sia solo primo e sia f € C (X) un’identita
polinomiale propria per R. Possiamo assumere che f sia multilineare, cosi,
per (3.2), f e un’identita polinomiale propria anche per R[t] che risulta es-
sere un anello primo. Da (6.23) e (6.24) segue che J(R[t]) = 0, cioé R[t] &
semisemplice. Pertanto, essendo I[t] un ideale bilatero di R]t], dalla prima
parte della dimostrazione segue che

07 It 0 Z(R[t]) = It] N (Z(R))[t] = (I N Z(R))[t]
e quindi I N Z(R) # 0.

Possediamo, ora, tutti gli elementi utili per dimostrare il Teorema di
Posner:

Dimostrazione del Teorema di Posner.
Da (6.25) segue subito che Z(R) # 0.
Consideriamo I'anello dei quozienti centrali di R:

Q(R) = {z7'r|r € R,z € Z(R) — {0}}.

Si vede subito che Q(R) € un’algebra prima e che il suo centro Z(Q(R)) ¢ il
campo dei quozienti di Z(R).

Sia f € C (X) un’identita polinomiale propria per R e sia z € Z(R) tale che
z # 0. Allora zf € (Z(R))(X) e quindi zf e un’identita polinomiale per
R a coefficienti in Z(R). Per (6.7), zf € un’identita polinomiale anche per
Q(R) ed e propria perché zR # 0 in quanto Z(R) e privo di divisori dello
zero in R.

Pertanto Q(R) verifica tutte le ipotesi di (6.25) e quindi, se I & un ideale
bilatero non nullo di Q(R), siha I N Z(Q(R)) # 0.

Siaa € INZ(Q(R)) tale che a # 0. Essendo Z(Q(R)) un campo e I un
ideale, 1 = a~'a € I e quindi I = Q(R). Pertanto Q(R) & un’algebra
semplice sul suo centro Z(Q(R)) = Q(Z(R)). 1l fatto che la dimensione di
Q(R) sul centro sia finita segue dal Teorema di Kaplansky.

Infine, poiché il centro di un anello primo e privo di divisori dello zero
nell’anello, da (6.7) segue che, per un fissato polinomio f € C (X) e per
0#42z2¢€ Z(R) C Z(Q(R)), vale:

feT(R) e z2f €T(R) & 2f € T(Q(R)) & f € T(Q(R))

Utilizzando il Teorema di Posner, possiamo dare, ora, una dimostrazione
del seguente importante risultato dovuto ad Amitsur.

6.26 Teorema. (Amitsur [2])
Sia R una Pl-algebra su C. Allora esistono m,d € N tali che R soddisfa
Sd(ml& ve '.-md)m'
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Prima di dimostrare il teorema facciamo alcune osservazioni. Innanzi-
tutto ricordiamo la definizione di algebra con identita polinomiale data in
(2.6):

Definizione. Sia A una C-algebra. A e un’algebra con identita polino-
miale se e solo se esiste f € C (X) tale che f sia identita polinomiale per A
e uno dei monomi di f di grado piu alto abbia 1 come coefficiente.
Un’algebra con identita polinomiale si dice Pl-algebra.

6.27 Osservazione. Limportanza della definizione precedente risiede so-
prattutto nel fatto che se A e una Pl-algebra e f & un’identita polinomiale
per A tale che uno dei monomi di f di grado piu alto ha 1 come coefficiente,
allora f continua ad essere una identita polinomiale propria anche per ogni
quoziente di A mentre in generale cio non e vero.

6.28 Osservazione. Siano F' un campo, A una F'-algebra e f € F (X) tale
che f # 0. Se f e un’identita polinomiale per A allora A & una Pl-algebra.
Infatti se ¢ € F e un coefficiente di un monomio di f di grado piu alto,
allora ¢! f & un’identita polinomiale per A e quindi A & una Pl-algebra.

6.29 Osservazione. Se A € una C-algebra prima e f € C (X) & un’identita
polinomiale propria per A allora A € una Pl-algebra. Infatti, per il Teorema
di Posner, Q(A) & un’algebra semplice di dimensione finita sul centro F.
Pertanto per (6.9) esiste n € N tale che Q(A) e M,,(F) soddisfano le stesse
identita. Allora, per il Teorema di Amitsur-Levitzki, il polinomio standard
Son(z1,...,x2,) € un’identita polinomiale per Q(A) ed ha come coefficienti
1 e-1. Per (6.11(3)), A soddisfa Ss,(x1,...,22,) € quindi A € una PI-
algebra.,

Dimostrazione di (6.26).
Sia T'(R) il T-ideale delle identita polinomiali di R in C (X) e poniamo
R :=C (X)/T(R).
Come mostrato nella proposizione (2.16), si ha T(R) = T(R), cio¢ Re R
sono Pl-equivalenti.
In particolare R ¢ una Pl-algebra perché lo & R e quindi soddisfa un’identita
polinomiale f avente 1 come coefficiente di uno dei suoi monomi di grado
massimao.
Supponiamo ora P(R) # R, e sia P un ideale primo di R. Allora R/P
e un’algebra prima e, per (6.27), soddisfa f. Per il Teorema di Posner,
Q(R/P) soddisfa f ed & un’algebra centrale e semplice di dimensione finita
sul suo centro F. Siano n,d € N tali che dimpQ(R/P) = n? e deg(f) = d.
Allora, per il corollario (6.9) e per il Teorema di Amitsur-Levitzki, Q(R/P)
soddisfa Son(x1,. .., Z2,) € inoltre 2n < d. Pertanto Q(R/P) soddisfa anche
Sa(x1,...,24) € in particolare,

VT'l,...,TdE-R' Sd(Tl,...,T’d)EP.
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Per P’arbitrarieta di P si ha

Vri,...,ra€ R Sua(ri,...,ra) € () P=P(R) )

P ideale
primo di &

Ma P(R) ¢ un ideale nil di R. Poiché
Sa(x1,...,2q) +T(R) = Sd(m} +T(R),...,zqg+ T(R)),

da () segue che Sy(z1,...,zq) + T(R) & nilpotente in R. Pertanto esiste
m € N tale che Sy(z1,...,24)™ € T(R), cioé R soddisfa una potenza del
polinomio standard.

Vediamo, ora, un’applicazione del Teorema di Posner ai T-ideali primi.

6.30 Proposizione. Siano K un campo infinito e I un T-ideale primo di
K (X). Allora esiste n € N tale che I =T (Mp(K)).

Dimostrazione. Posto R := K (X) /I, si ha che R ¢ una Pl-algebra prima e
T(R) = I.

Dal Teorema di Posner segue che T(R) = T(Q(R)) e che esiste n € N tale
che Q(R) & un’algebra centrale semplice di dimensione n? sul proprio centro
L.

Per (6.9), T(Q(R)) =T(M,(L)) in L (X) e, poiché¢ K C L e

M, (L) = LX) M, (K),
K

da (3.2) segue che T(M,(L))) = T(M,(K)) in K (X).
Pertanto T'(R) = T(M,(K)) in K (X) e quindi I = T(M,(K)).

6.31 Osservazione. Se K & un campo infinito, allora i T-ideali primi di
K (X) costituiscono una catena discendente di T-ideali. Infatti, per (2.38),
T(M,.(K)) DT(Mp+1(K)) e quindi

T(My(K)) D T(Mn(K)) D ... D T(Mn(K)) D ...

Osserviamo che le inclusioni sono tutte strette in quanto, per il Teorema di
Amitsur-Levitzki,

VneN Sﬂn(iEI: .o :33'2*:1) € T(MH(K)) - T(MH+I(K))
Da (6.30) segue la tesi.

6.32 Definizione. Sia K un campo di caratteristica zero e sia I un T-ideale
di una K-algebra A. I € un T-ideale T-primo (o K-primo o verbalmente primo)
di A se, per ogni I, I, T-ideali di A tali che I;I> C I si ha I; C I oppure
I, C 1.
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6.33 Teorema. (Kemer [11])

Sia K un campo tale che char(K) = 0, sia E = Eo € E, Ualgebra esterna su
K generata da X e sia I un T-ideale di K (X). I é un T-ideale T-primo non
banale di K (X) se e solo se si verifica una delle seguenti condizioni:

(1) Esisten € Ntaleche I = T(M,(K));
(2) Esiste n € Ntaleche I =T(M,(E));
(3) Esistono k € N, | € k| tali che I = T(M},,(E)).

dove con My, ;(E) si intende la sottoalgebra di My ;(F) costituita dalle matrici
a blocchi del seguente tipo:
B C
A=(b )

con B € My(Ey), C,D € Myxi(Ey) e F € Mj(Eyp).



