CAPITOLO 4

IL. TEOREMA DI KAPLANSKY

Dimostrato nel 1948, il teorema di Kaplansky e il primo significativo risultato
ottenuto nell’ambito della teoria delle Pl-algebre ed & sicuramente uno dei
piu importanti teoremi di struttura.

Per la sua dimostrazione € necessario studiare prima alcuni risultati riguar-
danti i sottocampi massimali di un corpo.

4.1 Definizione. Siano D un corpo e K un sottocampo di D. K e un
sottocampo massimale di D se, per ogni H sottocampo di D, risulta

KCHCD=K=H.

4.2 Proposizione. Siano D un corpo e K un sottocampo di D. Allora K ¢
un sottocampo massimale di D se e solo se Cp(K) = K, dove Cp(K) e il
centralizzante in D di K.

Dimostrazione. “=” Supponiamo che K sia un sottocampo massimale di D
e sia a € Cp(K). Allora K C K(a) e K(a) e un sottocampo di D. Dalla
massimalita di K in D segue che a € K e quindi Cp(K) C K. Essendo K
commutativo, ovviamente K C Cp(K) e quindi Cp(K) = K.

“«” Supponiamo che Cp(K) = K e sia L un sottocampo di D tale che
K C L C D. Allora, perognia € L e perogni k € K, si ha ak = ka e quindi
a € Cp(K)=K. Pertanto L C K ecosi L = K.

4.3 Teorema. Siano F' un campo, A una F-algebra centrale e semplice e B
una F-algebra semplice. Allora A Q) B é una F-algebra semplice.

Dimostrazione. Poniamo R := AQ) B e siano 14,1p le unita di A e B
rispettivamente.
Sia Y una base di B su F. Allora, per ogni r € R — {0}, esistono n € N,
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Yiy..-,Yn € Y,a1,...,a, € A — {0} tali che r si scriva in modo unico nel

seguente modo:
T
r= Z a; & Y.
1=1

Definiamo lunghezza di r il numero di addendi di quella sommatoria.
Sia I un ideale bilatero di R e sia s € I — {0} un elemento di lunghezza
minima in /. Allora esistonon € N, y;,...,y, € Y,ay,...,a, € A — {0} tali

che
T
s = Zﬂi & Y;-
i=1

Poiché a; # 0, Aa; A € un ideale bilatero di A non nullo e quindi, dalla
semplicita di A, segue che Aa; A = A. Allora 14 € Aa; A e quindi esistono
meN ry, ..., "mn,S1,.-.,5m € Atali che

T

].A: E r;a1s;y.
j=1

Segue che
Srrotansoin = 35 (S ) ou-
— ]'A@yl—l_Z(erﬂisj) &Q Y; = w.
=2 a=1

Poiché } ", (r; ® 15)s(s; ® 1) € I, allora w € I. Inoltre w # 0 perché
Y1,...,Yn sono linearmente indipendenti e nell’espressione di w ¢’e¢ almeno
un elemento di A, 'unita 14, che € non nullo.

Sia, ora, a € A. Allora, posto, perognii € n| — {1}, @; := }_
ha

™

j=1 T‘_}:{IiSj, S1

(a®@1lplw —w(a®1lp) = Z(aﬁi —a;0) @ y; = 0.
=2

Infatti (a®1p)w—w(a®1lp) € I perché I é bilatero e, poiche s ha lunghezza
minima in /, ogni elemento di lunghezza minore deve essere nullo. Dalla
lineare indipendenza di y,, ..., y, segue che

Vi€ Ti' — {1} aa; = a;q.
Larbitrarieta di a € A implica che @; € Z(A) = F' e quindi

w:u@yﬁzwyz:m(yﬁzaﬁ%).

=2

1=2
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Posto b := y1+> ., @;y; segue chew = 1,®@be b # 0 essendo w # 0. Poiché
B é semplice, BbB = B e quindi esistono t € N,¢;,...,¢,d1,...,d; € B

tali che
i

13 — Z Cibdi.

=1

Allora

Y (la@c)w(la®d) = Y (1a®c)(la®b)(la®d;) =

i=1 1=1

t
1A® (Zcibdi) — 1A® 13 — 1R.

1=1

I

Ma w € I e quindi, essendo I bilatero, ZLI(M ®c;)w(ly ®d;) € I, cioe
1g € I. Pertanto I = R e quindi R e semplice.

4.4 Corollario. Sia F' un campo e siano A, B F-algebre centrali e semplici.
Allora AQ . B é una F-algebra centrale e semplice.

4.5 Proposizione. Siano D un corpo, K un sottocampo massimale e poniamo

F := Z(D). Allora D @ K é un anello denso di trasformagzioni K-lineari su
D.

Dimostrazione. Per ognia € D consideriamo la moltiplicazione a sinistra in
D:

lo : D — D, T — ax

e la moltiplicazione a destra in D:
0D — D, T — Ta.

Allora, riguardando D come un gruppo abeliano, si ha che l,, 0, € End(D).
Posto R := D ) K, possiamo costruire la seguente applicazione:

f: R — End(D), a®cr l, 00,

che risulta essere ben posta per la proprieta universale dei prodotti tensoria-
li. Allora f € un omomorfismo di anellie f(1p ® 1p) = idp.

Poiché tutti i corpi e i campi sono semplici, D € un’algebra centrale semplice
su F' e K e semplice. Per (4.3), R & una F-algebra semplice e cosi ker f = 0

perché ker f ¢ un ideale bilatero di R. Essendo f non nullo, segue che D &
un R-modulo fedele.

Inoltre, per ogni a,z € D e per ogni ¢ € K si ha

(a®c)x = fla®c)(z) = (lg 0 0.)(x) = azxc
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e quindi D e irriducibile come R-modulo perché se z # 0 allora, per ogni
y € D, esiste d € D tale che y = dx.
Osserviamo, infine, che la moltiplicazione € non banale in quanto

(Ip®@1lp)z =z #0.

Pertanto R e primitivo e D e I’R-modulo fedele e irriducibile.
Vediamo, ora, com’e fatto Endg(D):
Endr(D) ={glg : D — D F — lineare, g(azb) = ag(x)bVa,z € D,b € K}.
Pertanto dobbiamo studiare le applicazioni che soddisfano la seguente pro-
prieta:

Va,ze D,be K g{axb) = ag(x)b (%)

Innanzitutto osserviamo che g € una moltiplicazione a destra, infatti basta
porre x := 1p e b := 1p e si ottiene:

Vae D g(a) = ag(1lp).
Allora, posto ¢ := g(1p),
Vae D g(a) = ac
e quindi dalla (x) segue:
Va,z € D,be K axbc = axcb.
Se poniamo a := 1p e = := 1p allora:
Vbe K be = ¢b,

cioé ¢ € Cp(K). Poiché K & massimale, da (4.2) segue che Cp(K) = K e
cosi ¢ € K. Pertanto Endg(D) = {o.|c € K}.

Per il Teorema di Densita di Jacobson (cfr.(1.11)), R e un anello denso di
trasformazioni lineari di D su Endg(D) = {o.|c € K} = K elazione di K
su D e proprio per moltiplicazione a destra.

4.6 Proposizione. Siano D un corpo, K un sottocampo massimale di D e F
il centro di D. Se dimpD é finita allora esiste n € N tale che dimpD = n°.

Dimostrazione. D @) K ¢ denso nell'anello delle applicazioni lineari a de-
stra End(D)g e quindi, poiché dimpD e finita, D@ K = End(D)k.
Posto t := dimDg, si ha che

My(K) & End(D)x = D (X) K
F

e quindi dimpD = dimp (D R K) — 12,
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4.7 Corollario. Se A é un’algebra semplice di dimensione finita sul suo centro
F allora esiste m € N tale che dimp A = m?2.

Dimostrazione. Per il Teorema di Wedderburn-Artin esistono n € N e un
corpo D tali che A =& M, (D). Allora

F = Z(A) = Z(M,(D)) = Z(D).
Per (4.6), esiste t € N tale che dimpD = t? e quindi

dimpA = dimp(M,(D)) = dimp(M,(D))dimpD = n*t* = (nt)?.

4.8 Teorema. (Teorema di Kaplansky [10])

Ogni algebra primitiva soddisfacente un’identita polinomiale propria é un’al-
gebra semplice di dimensione finita sul suo centro e tale dimensione é un
quadrato.

Dimostrazione. Sia R una C-algebra primitiva e sia f € C (X) un’identita
polinomiale propria per R. Grazie a (2.26) possiamo supporre, senza per-
dere di generalita, che f sia multilineare e sia d € N tale che deg(f) = d.
Da (1.15) segue che esistono n € N e un corpo D tali che R = M, (D)
oppure, per ogni n € N, esistono un sottoanello S,, di R ed un epimorfismo
¢vn da S, su M, (D). Se si verificasse la seconda condizione, allora, posto
F := Z(D), per ogni n € N f sarebbe un’identita polinomiale per M, (F)
e cio & impossibile per la prima parte del Teorema di Amitsur-Levitzki. Per-
tanto R = M,,(D) e quindi, essendo Z(R) = F, R ¢ un’algebra semplice su
F.

Resta da provare che la dimensione di R su F' come spazio vettoriale e fini-
ta.

Ovviamente D soddisfa f in quanto D e contenuto in R a meno di isomorfi-
smi. Se K € un sottocampo massimale di D, da (3.2) e dalla multilinearita
di f segue che f & un’identita polinomiale per A := D Q) K. Inoltre an-
che A é primitivo e cosi, in modo analogo a quanto visto sopra, da (1.15)
segue che esistono t € N e un corpo A tali che A = M,(A). In particola-
re, A°? = End (M), dove M e un A-modulo fedele e irriducibile. Ma in
(4.5) abbiamo dimostrato che D e un A-modulo fedele irriducibile e che
Enda(D) =2 K. Allora A°? =2 K e quindi A 2 K essendo K un campo.
Pertanto A = M;(K).
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Poiché R = M, (D) e M,(D) = M,(F)Qr D segue:

RRK = M(D)X)K =
F F

12
AN
=
E
X
S
S—
»&)

S
12

F
= MH(F)@)(D@K =
'a F
> M (F) Q) Mi(K) =2 My (K)
F

Allora
dimpR = dimyg R @ K = (nt).
F

Inoltre, da (3.2) segue che f e un’identita polinomiale per R ) K e quindi
per M,:(K). Allora, per il teorema di Amitsur-Levitzki, 2(nt) < d e cosi
dimpR < [d/2]?.




