CAPITOLO 5

Operatori ellittici in domini limitati

Concludiamo il nostro studio estendendo quanto finora provato ad operatori
ellittici in domini regolari 2 di RY.

Richiamiamo la definizione di domini regolari di RY ed alcuni risultati utili
in seguito riguardanti densita di spazi di funzioni regolari in spazi di Sobolev
W2P(Q) e operatori di estensione.

DEFINIZIONE 5.1. Diciamo che un aperto Q di RN ¢é di classe C*, con
k €N, se per ogni x € 00 esistono U intorno diz inRY e H: B(0O,R) - U
diffeomorfismo di classe C*, tali che

UnNnQ=H(B"(0,R))=H({xr€ B(0O,R):znx >0}) e
UNo=H(B(O,R)N{zn =0}).

La coppia (U, H) e detta carta locale su 1.

OSSERVAZIONE 5.2. Componendo eventualmente con un’omotetia, si puo
sempre prendere R = 1 nella definizione precedente.

I seguenti risultati sono ben noti, vedi [1, Teoremi I11.3.16, IV.4.26].

TEOREMA 5.3. Siano 1 < p < oo e} un aperto du RN di classe C*. Allora
C>(Q) ¢ denso in W5P(Q).

TEOREMA 5.4. Siano 1 < p < 0o e Q un aperto di RY limitato di classe C*.
Allora esiste un operatore lineare e limitato E da W5P(Q) in W kP(RN) tale
che Eu = u in Q) ed esiste una costante K = K (k,p, Q) tale che

|Eul;pry < Kl|ull;pry (5.1)

per ogni .= 0,1, ..., k.

Nel seguito  sard sempre un aperto limitato di R di classe C?.
Le seguenti disuguaglianze interpolative sono simili a quelle viste per RY e

N
RY.
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PROPOSIZIONE 5.5. Sia 1 < p < o0o. Allora esiste C = C(p,2) > 0 tale che

C
IVully < ellellzp + —lully

per ogni u € W2P(Q) e per ogni € > 0.
DiM. Consideriamo 'operatore di estensione E come nel Teorema 5.4. Per
la Proposizione 2.15 esiste C' = C(p) > 0 tale che
IV Eulpas < 1l D Bulpw + = | Bl ao
per ogni 17 > 0. Allora
IVullpo < IVEulzn < nKlullzpa + K lullpg

e ridefinendo poi

N =

per ogni 7 > 0. In particolare prendendo prima 7 =
opportunamente la costante C' si ha la tesi.

COROLLARIO 5.6. Sia 1 < p < 00. Allora esiste C = C(p,2) > 0 tale che

C
| Vul, < 5‘|D2“”P + ;”“”p

per ogni u € W2P(Q) e per ogni € < %

DiM. Per la Proposizione 5.5, esiste C = C(p,2) > 0 tale che

C
IVull, <efllull, + V||, + |192u||p] + “E“““”p

per ogni € > 0. Da qui otteniamo
C
(1 =&)|Vullp < el Dullp + (e + =)lull,.
Infine, se ¢ < %,

C
[Vully < 26 D%ully + 2(e + =)ul,

Fatte queste premesse, consideriamo come sempre 1’operatore uniformemen-

te ellittico
N N
A= Z {IijDij -+ Zbgﬂg +C
1=1

i,7=1

avente 1 coefficienti a;; € BUC(2) e b;,c € L>®(Q?). Sia M > 0 tale che

1@45 || oo [[0ill oy [l€fl o0 < M

e siano v > 0 la costante di ellitticita e w il modulo di continuita della ma-
trice (ai;). Vogliamo provare stime LP in € e poi esistenza e unicita. per il
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problema di Dirichlet. L’ipotesi di regolarita sul dominio suggerisce di ricon-
dursi, mediante carte locali, a palle di R"Y o semipalle e applicare a questo
punto i risultati dei capitoli precedenti. E’ opportuno percio soffermarsi
brevemente sulle trasformazioni associate alle carte locali ed esaminare il
nuovo operatore differenziale ottenuto in seguito a tali trasformazioni.
Siano {2 e A aperti llmltatl di RN esia H : A — € un diffeomorfismo di
classe C? con inverso J :  — A.

Data u € W2P(Q), definiamo

o(y) =u(H(y), yeA

Allora v € W#P(A) e, se u si annulla su 89, v si annulla su 8A. Dunque &
ben definita la seguente applicazione

T:W2P( Q) NW,yP(Q) = W2P(A)N W, P(A), u—Tu=uoH :( v.)
5.2

Si puo facilmente verificare che 7' e lineare, limitata e invertibile con inversa
data da

T W2P(A)NW,P(A) —» W2P(QONW,P(Q), v—-T lv=voJ=u

Consideriamo 'operatore

Au(z) = Z aij () Dy, 2, u(z) + Z bi(x)Dy,u(zx) + c(x)u(zx)

definito in ). Se u(:r:) = v(Jz), si ottiene facendo un calcolo esplicito e
ponendo y = Jzx

Au(z) = Av(y) = Zﬂhk Dy, 0(y) + ) BrDy v(y) +7(y)o(y) (5.3)
k

dove

ane(y) = 2_; ; 04 (H(Y)) Dz, Jn(H(y)) De; Ju(H(y)),
ﬁk(fg) = 213 EIJ( (y))DEinJk( (y)) + Z b; ( ( ) Dz, Jx(H(y)),
v(y) = c(H(y)).

Le ipotesi relative al cambio di variabile assicurano che
apk € BUC(A), Bk, v € LT(A).

Inoltre
M < c(J)M w=w(w,J,M) v 2>co(J)v
dove c1(J) e co(J) dipendono solo dal cambio di variabile fissato (e quindi

dall’aperto) e non dall’operatore A. Osserviamo infine che con la notazione
introdotta si ha

Au(z) = Av(Jz)
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cioe
Au =T 1ATu.

TEOREMA 5.7 (Stime LP in 2). Sia 1l < p < 0. Esiste C = C(N,p,v, M, w,
) costante positiva tale che per ogni u € W2P(Q) N Wy P(Q) risulti

““”lp < C(N,p,v, M,w, Q) [”A“”p + ”’Uf”:u]

Per dimostrare questo teorema faremo ricorso al seguente lemma di parti-
zione dell’unita.

LEMMA 5.8 (Partizione dell’unita). Siano K un compatto di RN, {Uy,...,
Ur} un suo ricoprimento aperto. Allora esistono ny,....,mr € CP(RY) che
soddisfano le sequenti proprieta:

e <, <1Vi=1,..k

k
o Zi:l Th‘ =1
® supp n; compalto
e suppm; CU; Vi=1,... k.

DiM. Sia {Vg}{i=1!_"}k} una famiglia di insiemi aperti tali che V; CC U; e
K C U¥_,V;. Vediamo in che modo pud essere scelta una tale famiglia.
Dato z € U, sia r, tale che B(x,2r,) C U;. Per ipotesi K & compatto e,
poiché K C Uzex B(z,7,), esiste un sottoricoprimento finito

K CU_1B(zj,7s,)
Poniamo V; = U, ey, B(zj,7¢;). Allora V; soddisfa le proprieta richieste.
Sia ora {Wi}{glek} un’altra famiglia di insiemi compatti tale che

- O

Ve CW;C W; C U;

e, In corrispondenza di questa, poniamo %¢; = xw,. Sia € > 0 tale che
e < min{dist(V;, OW;), dist(W;,0U;)} e sia p. = < p(Z) con p € CP(RY),
0<p<1,supppC B(0,1) e [,np=1. Poniamo ¢; = p. *1);. Risulta

supp p; C  supp pe + supp ¢; = B(0,¢e) + W,
= {$ c RV : dist(x, WI) < E} C U;.

Inoltre

0i(z) = / bil@ — y)pe (y)dy = 1
B(0,e)

se x € V; in virtu della scelta di €. Pertanto ¢; € C(U;) e pi(z) = 1 se
r € V;. Poniamo infine

m=e1, = (1= 1)(1 = p2)e(l = pim1)pi Vi > 1
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Allora n; € C2°(U;) e per induzione si prova che

k

Y omi=1-(1=@)(l—p2)..(1 = o1)-

1=1

Sex e K C UV, Jitalechex € Ve pz(z) = 1, quindi ), mi(z) = 1. O

DiM. (Teorema 5.7) Denotiamo con B(0, 1) la palla unitaria di R”Y. Per la
regolarita di €2, per ogni x € 0f) esiste una carta locale (U, H,) con

H, : B(0,1) — U, diffeomorfismo di classe C?,
H,(BT(0,1)) =U,NQ,
H.(B(0,1)N{zy =0}) = U, NON.

Inoltre, essendo {2 aperto, per ogni z € 2 esiste B(x, R,;) C 2. Risulta cosi
ﬁ (_: (U.’I':EQB($? R:ﬂ)) U (U:;-':E@ﬂU:r) .

Siccome 2 e compatto esistono n;, ne € N tali che

Q C (U2, B(zi, R;)) U (U?_E—JUJ)

dove R; = Ry, U; = U;,. Posto n := n; + ng, consideriamo la par-
tizione dell’'unitd {n;}:=1... ., relativa al ricoprimento suddetto con 7; €
Ce(B(zi,Ri))sei <ny,m € CPWUi)set=n1+1,...,ned.._n =1
in Q. Possiamo scrivere la funzione v € W2P(Q) N W, P (Q) (prolungata a
0 fuori di 2) come >, n;u. Trattiamo separatamente le funzioni 7;u nei
casit < nien; <i1<n.

a) 1 < ni. Risulta suppniu C B(z;, R;) e nju € W2P(RY). Per poter ap-
plicare le stime L? note in tutto lo spazio, dobbiamo estendere i coefficienti
dell’operatore ellittico A dalla palla a tutto RY in modo che conservino le
proprieta di continuita e limitatezza e in modo che il nuovo operatore sia an-
cora uniformemente ellittico. Definiamo estensioni radiali per i coefficienti
a;; ponendo

) ( aij(x) se |z —x;| < R;
W= ay (Rﬁ l"‘_li:f:tjl) se |z — x| > Ry, o4

Estendiamo invece banalmente a 0 i coefficienti b; e ¢ fuori di B(x;, R;).
Evidentemente la costante di ellitticita, la costante M e il modulo di con-
tinuita rimangono invariati. E’ ora lecito applicare il Teorema 3.4 da cui
otteniamo

“??z"u

2,p Iniullzpry < e(N,p, v, M, w) [lIniullp ey + | A(niu) || pr~]

E(Na P, vV, M,Ld) [”uHI},ﬂ + HniAqu,RN + K(Tﬁ? A{)HHHLEH]
C(N,p,v, M,w,9) [[|Aul

A IA

p.a + [|ull1p.0]-
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b) n1 <7 < n. Poniamo

vi(y) = (miu)(Hy).
Osserviamo che v; € W2P(RY) N Wy P(RY) e suppv; C B+(0,1). Conside-

riamo I’operatore A definito in (5.3) ed estendiamo i suoi coefficienti al se-
mispazio adottando una tecnica analoga a quella vista in (5.4). Applicando

1l Teorema 4.7 otteniamo
“vi“ip,fﬁf < C(N:rpfr v, M: w) [“ﬂi“p,lﬁf T ”Avinp,lﬁf]

e quindi

I

Iniulap < o(N,p, v, M,w) (lull, ay + [ A@i)l,gx]

< C(N,p,v, M,w,Q) [|| Aull, + |[u

LPJ-

Sommando sull’indice ¢ = 1, ...., n, abbiamo

T
lullep < lImivllzp < C(N,p, v, M,w, Q) [||Aullp + |[ullp)

1=1

Infine, dalla disuguaglianza interpolativa della Proposizione 5.5 otteniamo

P

C
il < CN,p,0,M,,9) (Al + el + (1+ 2 )l

per ogni ¢ > 0 e qualche C = é(p,ﬂ,) > 0. Scegliendo ¢ tale che
C(N,p,v, M,w,Q)e < % abbiamo la tesi. O

Anche in un dominio {2 regolare, possiamo provare la stima ottenuta nel
Teorema 3.5.

TEOREMA 5.9. Sia 1 < p < oo. Esistono \g, C > 0 dipendenti da
N,p,v,w, M, Q tali che V u€ W2P(Q)NW,P(Q) e VA > Ao risulta

1
Allully + AZ[[Vull, + |1 D*ull, < C(N, p,v, M,w,Q) [|(A = A)ull,.

DiM. La dimostrazione ¢ sostanzialmente analoga a quella fatta in RY o
Rf . Definiamo un nuovo operatore ellittico

A=A+ Dy
in £2 x R. Consideriamo la funzione v(t, z) := n(t)e""'u(z) con n € CX(R),
n=1in [ — %, %} e suppn C [—1,1]. Sia ©; un aperto limitato di classe

C? contenente 2 x [—1,1] e tale che v € W2P(Q;) N W, () per ogni v
come sopra. Applichiamo le stime L? in Q; del Teorema 5.7 alla funzione v

e all’operatore A;. Procediamo poi come nella dimostrazione del Teorema
3.5.
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TEOREMA 5.10. Siano 1 < p < oo, f € LP(Q). Allora esiste g =
A(N,p, v, M,w,§2) > 0 tale che VX > Ag Uequazione

Au— Au = f

ammette un’unica soluzione u € W#P(QQ). Inoltre esiste = C(N,p,v, M, w,
Q) > 0 tale che VA > Xg

0= 47 < 5 5.5
VO - 4)7< (5.6)
DA - A <C (5.7

(le norme sono quelle operatoriali in LP(S))).

DiM. Una volta provata 'invertibilita di A — A, (5.5), (5.6) e (5.7) seguono
dal Teorema 5.9. Anche 'unicita segue dal teorema. Infatti la stima

Allullp < ClIl(A = A)ullp
prova l'iniettivita di A — A. Proviamo la suriettivita.
Sia f € LP(€2). Per ogni x € 0f) esiste una carta locale (U,, H,) dove
H, : B, — U, diffeomorfismo di classe C*, H.(B"(0,1)) = U, N,
H.(B(0,1)N{zy =0}) = U, N L.
- Poiché €2 & aperto, per ogni z € (2 esiste B(x, R;) C 2. Allora
Q C (UgeaB(z, R:)) U (UreanUz) -
Per compattezza possiamo estrarre un sottoricoprimento finito
0 C (U, Blai, Ri) U (U2,U;).

Posto n := n;+ns, consideriamo la partizione dell’unita {n?};=1 ..., relativa
al ricoprimento di cui sopra e scriviamo una funzione f € L?(§2) (prolungata
a 0 fuori di Q) come >, n7 f. Distinguiamoicasil <i<njen; <i<n.
Supponiamo dapprima 1 < i < n;. Le funzioni n; f € LP(RY) e suppn; f C
B(z;, R;). Estendiamo i coefficienti a;; radialmente in tutto R come in
(5.4) e poniamo i coefficienti by e ¢ nulli fuori dalla palla. Per il Teorema
3.7, esiste \; = (N, p,v, M,w) > 0 tale che per ogni A > A; 'operatore
A — A & invertibile da W2P(R") in LP(R"). Poniamo pertanto

Ri(N)(f) := mi(X — A) " (mi f).
Risulta supp Ri(\)f C B(z;, Ri), Ri(A\)f € W2P(Q)NnW,P(Q) e
A—ARNf = (A=A = A" (nif)
= A=A\ - 4) 7 (nf)
+((A = A —mi(A = A)) (A = A) " (i f)
mf+ X = A,ml(A = A)7 (0 f)

|
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dove [X,Y] = XY — YX denota il commutatore di due operatori X e
Y e denotiamo per semplicita con 7; I'operatore di moltiplicazione per ;.
Ponendo

Si(A) == [A = A, m](A — A) ',
possiamo scrivere

A= AR, (N f =n7f + S;(N)f.
E’ facile verificare che per ogni g € W?%P(R")

A — A, milg = —[A, g

N N
= -2 Z ank(DnniDrg + gDnin;) + Z brg Dpni
h,k=1 h=1

da cui, posto B; = [\ — A, r;;], si ottiene

|1 Bigllp < Cs(M,m:)|191,p-

Applicando quanto prima ricavato e le stime (3.7) e (3.8) del Teorema 3.7
abbiamo

IS:fl = BN = A)
< Gl = A mif)lhp < cz%umfup

dove C = C(N,p,v, M,w) e A > )\;. Abbiamo cosi provato

C{,(N,}‘J,U, M,w, Q)
VA

con C; opportunamente ridefinita e A > ).
Supponiamo adesso n; < ¢ < n. Poniamo

vi(y) = (i f)(Hi(y)) = Ti(ni f) ()

dove H; = Hy, e T; & definito come in (5.2). Osserviamo che v € W2P(RY )N
Wy P(RY). Indichiamo con A P’operatore ottenuto effettuando il cambia-
mento di variabili definito in (5.3), ricordiamo che A = T,"*AT; ed esten-
diamo i coefficienti di A a tutto il semispazio. Per il Teorema 4.9, esiste
Ai = Mi(N,p,v, M,w) tale che V A > ); loperatore A\ — A : wW2P(RY) N
Wy ? (RY) — LP(RY) & invertibile. Ha senso quindi considerare (A —

e

A)~*Ti(n:f) per ogni A > );. Poniamo

IS (M) <

RiNf =T (Tm) (A = A7 Tulmif) ).
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Risulta R;(A\)f € W2P(Q) N W, P(Q) e
A-ARWNf = T = AT (T - A7 L))
= T (Ti(n:)Ti(m: f)
+77 (A= AT - A7 (T(nf))
ni f + Si(A)f

|

dove abbiamo posto

SNf =T (A= A Tim)I - A7 (TS)))

Anche qui, siccome S; & un operatore differenziale del primo ordine, appli-
cando le stime del Teorema 4.9, otteniamo

AN,p, M,w, )
1S fl, < S s AN

per qualche C; > 0 e per ogni A > X;. A questo punto, posto R(\)f =
Z?=1 Ri()‘)f € S(}\)f — Z?:l S?()\)f risulta

RO\ f e W*P(Q)NWyP(Q)), SA)f e LP(Q)

e
A=ARNf =) nf+SNFf=f+SNFf
i=1
Posto A = max{A; : ¢ = 1,.....,n}, risulta

C
IS(A) fllp < —ﬁHfllp

con C > 0 opportuna e per ogni A > X. Scegliamo Ay > A tale che ||S(\)|| <
% per ogni A > Ag. Questo assicura che 'operatore I + S()\) & invertibile in
LP(Q2) con inverso V(A) : LP(Q2) — LP(€)). Pertanto segue

(A= ARWV) =T + SOV =1

da cui

(A—A)RAV(N)f = T.
La funzione u := RV (\)f € W22(Q) N W,P(Q) ¢ la soluzione cercata.

Vediamo alcune conseguenze del teorema appena provato.
Indichiamo con A, e A, gli operatori ellittici definiti negli spazi W?27(Q) N
W, P () e W29(2) N Wy 4(9) e a valori in LP(2), L4(Q), rispettivamente.

COROLLARIO 5.11. Siano 1 < p # g < o0 e u € W2P(Q) N W, P (). Se
u, Au € L), allora v € W22(Q) N W,9(8).
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DiM. Supponiamo p < g e scegliamo A > max{Aop, Ao,q} con Agp, Ao
come nel Teorema 5.10. Posta f = Au — Au € L1(Q2), per il Teorema 5.10
applicato all’operatore A,, esiste v € W24(Q)NW, 9 () tale che v — Av =
f. Poniamo w := u —v; siccome 2 & limitato risulta w € W24?(Q)N W& P(Q))
e A\ w — Aw = 0. Pertanto w = 0 cio¢ v = v e quindi v € W%4(Q) N
W3 9(9).

TEOREMA 5.12. Siano 1 < p # q < oco. Allora 0(A,) = 0(A,) e per ogni
feLP(Q)NLIQ) e X € p(A) risulta

| (}‘ - A;H)—lf: ()‘ “ Af;)_lf*

DiIM. Supponiamo p < gq. Per il Teorema 5.10, A, ha risolvente non vuoto.
Siccome W2P(Q)) & immerso con compattezza in LP({2), ’operatore risolven-
te &€ compatto e il suo spettro e costituito solo da autovalori. Ovviamente lo
stesso discorso vale per lo spettro di A,. Proviamo che 0(A4,) = o(A4,). Sia
A€ a(A,). Allora esiste 0 # u € W24(Q) N W, () tale che du — Au = 0.
Ma p < ¢, quindi u € W2P(Q) N Wﬂl P(Q) e risolve la stessa equazione, cosi
A€ o(A4,).

Sia ora A € o(A,), allora esiste 0 # u € W2P(Q) N W,P(Q) tale che
Au — Au = 0. Supponiamo p > %, allora u € L™(Q) per ogni r < oo, in par-
ticolare u € LI(Q2) e Au € L9(2), essendo Au = Au. Per il Corollario 5.11,
u € W29(Q) N Wy 4R) e quindi A € o(A4,). Supponiamo adesso p < 2

e sia p; tale che pil = % — £. Allora u € LP1(Q), Au € LP1 () e per il

Corollario 5.11 u € W22 (Q)NW; P (Q). Se p1 > ¢, abbiamo subito la tesi,
altrimenti ripetiamo lo stesso ragionamento un numero finito di volte.
Proviamo la seconda parte. Siano f € LP(Q2)NLY(Q) e A € p(A4,) = p(A,).

Essendo p < g,
(A= Ay f =u e W29(Q) N Wy UQ) C W2P(Q) N WP (D)

e quindi
(A — A;ﬂ)—lf = (A - Aq)_lf*

(OSSERVAZIONE 5.13. Se I'operatore € dato in forma divergenza, si possono
ottenere gli stessi risultati provati in tutto lo spazio. In particolare, si pud

determinare un valore A, = sup,cq [—~ divﬁ(m) } c(:r;)] tale che, per ogni
A > Ap, A — A é invertibile.

Consideriamo infine 'operatore ellittico

N N
A= Z ﬂijD@j -+ ZbiDi +c
ij=1 i=1
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avente coefficienti a-holderiani in € con 0 < o < 1 e proviamo che A\, = 0
in questo caso. Il risultato € vero con la sola uniforme contiunuita dei coef-
ficienti ma non verra provato in quest’ultimo caso. Enunciamo un classico
teorema di esistenza e unicita in tali spazi.

Diremo che un aperto Q & di classe C%% se & come nella Definizione 5.1 con
H, di classe C%“.

TEOREMA 5.14. Sia Q un aperto limitato con bordo di classe C**. Suppo-
niamo ¢ < 0 in Q. Allora per ogni f € CY%(Q), V X > 0, esiste un’unica
u € C**(Q) tale che \u — Au = f e ujan = 0.

(per esempio vedi [3, Teorema 6.14] o [5, Teorema 5.6.4].

COROLLARIO 5.15. Sia 1 < p < co. Seu € W2P(Q) N W, P(Q), u, Au €
C(Q) e c <0 allora u € C¥(Q) = {u € C**(Q) : uga = 0}.

DiM. Sia A > A,. Per ipotesi, Au — Au = f € C*(Q). Per il Teorema 5.14,
esiste v € Cﬁ’“ tale che \v—Av = f. Alloraw := u—v € W2P(Q)NW, ?(Q)
e A\w — Aw = 0. Per il Teorema 5.10, w =0 e quindi u = v € CS’Q(Q).

TEOREMA 5.16. Siano 1 < p < o0, ¢ < 0 in Q. Se f € LP(Q), esiste
un’unica u € W2P(Q) N W,y P(Q) tale che Au = f.

DiM. Dobbiamo provare che 0 € o(A). Per il Teorema 5.12, lo spettro
di A, non dipende da p. Possiamo pertanto supporre, senza perdere di

generalitd, p > 5. Sia 0 # u € W2P(Q) N W, P(Q) tale che Au = 0. Per

i Teoremi di immersione di Sobolev, © € C*(£2) con a = 1 — %, allora

u, Au € C*(2) e, per il Corollario 5.15, u € C’S’“(Q). Per il Teorema 5.14,
u deve necessariamente essere identicamente nulla. Questo vuol dire che 0
non e un autovalore di A, ossia 0 € p(4,).




