CAPITOLO 4

Operatori ellittici in R

Premettiamo alcune notazioni.

RY = {z=(z",an) e RV"IxR=R" : 2y > 0};

@sz {I:ERN:mN ZU}ERN_I.

Consideriamo 'operatore ellittico

N N
Au = Z ﬂijDij -+ Z br,.;.D;-', + C
i i=1 i=1

dove a;; = aj;; € BUCRY), by € L®RY) per i,j = 1,..,N, ¢ €
L>=(RY). Inoltre i coefficienti a;; soddisfano la condizione di ellitticita

hf'

Z a;; (1)&:€5 > v|€|?

1,7=1

e la stima

) ai(@)€5| < AJEP

per ogni £ € RY, z € RY, dove

v = inf {minimo autovalore di a;;(z)};
IEHE

A = sup {massimo autovalore di a;;(z)}.
rERN

Poniamo

M = max{||ai;|| oo [|0i]|cos || €]l o0 };

w(r) :=max sup |a;;(z) — ai;(y)|.
b, ] |;;;_y|~::-r

In questa sezione ripercorreremo le varie tappe dello studio di operatorl
ellittici nell’intero spazio. Inizieremo col provare esistenza e unicita della
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soluzione del problema di Dirichlet

A —Au= f(z',zn) in ]Rf
u = () | su GIR?.E.

Proveremo poi stime L? per operatori a coefficienti variabili. Servendoci del
metodo di continuita, dedurremo che il problema di Dirichlet & ben posto.

In modo analogo al caso dell’intero spazio, si provano il lemma e la propo-
sizione seguenti.

LEMMA 4.1. Se 1 <p < oo eu€ W2P(RY)n W, P(RY), allora

f AuululP~2 <0.
R)

PROPOSIZIONE 4.2. Sia u € W?P(RY) con 1 < p < oo, allora per ogni
>0
-

[Vully < cell Dull, + < ul,

per una qualche costante ¢ = c(p) > 0. Inoltre, minimizzando su €, si ha
101
IVullp < 2¢]| D%ul|Z [|ul5.

TEOREMA 4.3. Stano 1 < p < o0 e A > 0; allora per ogni f € Li”{]l%f)
esiste un’unica u € W2P(RY) N W, P(RY) tale che

Au— Au = f.
Inoltre esiste C = C(N,p) > 0 tale che
Allullp < 111l (4.1)
AV, < C(N, )£, (42)
| D*ullp, < C(N,p)II£ll,- (4.3)

La dimostrazione poggia sul seguente lemma.

LEMMA 4.4. Sia u € WHP(RY) con 1 < p < oo, tale che u(z', —zy) =
—u(z',zn). Allora URN € WS‘”(RE)

DiM. Regolarizziamo la funzione u prendendo come funzioni approssimanti
ue = u * @ dove ¢ e un mollificatore pari nella variabile z5. Allora u, €

CoRN)NWIP(RN) e u. — w in WP (RN). Risulta inoltre
ue(z', —zn) = —u (', zN)
da cui segue
ue(z',0) =0
e quindi u. € Wy P(RY). In quanto limite di funzioni in W2"P(R%) anche u
appartiene allo stesso spazio.
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DiM.(Teorema 4.3)
“Unicita + stima (4.1)”: Siano f € LP(RY) ed u € W2P(RY) N W, P(RY)
tali che Au — Au = f. Moltiplicando per u|u|P~2 otteniamo

MulP — AuululP™? = fululP~2

Integrando su RY ed usando il Lemma 4.1 e la disuguaglianza di Holder

/\/ lu|?P < )\/ |u|p—/ Av u|uP~?
RN R R

N
- +

N

+

e
RY

Quindi, dividendo primo e secondo membro per ||u[|'f;_1, si ha

Allullp < N1 £llp- (4.4)

Questa disuguaglianza implica 'unicita della soluzione.
“Esistenza”: Sia f € LP(RY). Consideriamo la funzione f ottenuta da f
mediante una riflessione dispari.

~ ] fle zN) sexy >0
f(m’mﬁ}_{ —f(@',—zN) sexn <O.

A

Risulta evidentemente [|f||,ry < 2| f “p,lﬂf' Per il Teorema 2.18, esiste
un’unica u € W2P(R¥) tale che

P

A — Au = f (4.5)

in RV ed esiste C'= C(N, p) > 0 tale che
A2 (| Vull, ey < CN, D) fllp, rv < 2C(N,D)lIfllp s (4.6)
| D*ullprn < C(N,D)IIfllp, ry < 2C(N,p)lIfll, - (4.7)

La restrizione di u a ]Hif e la funzione candidata a risolvere ’equazione nel
semispazio. Da (4.6) e (4.7) rispettivamente deduciamo che essa soddisfa

(4.2) e (4.3). Resta da provare la sua appartenenza allo spazio W, P(RY).
Sia v(z',zn) = —u(z’, —zn). Allora
M(z',zy) — Av(z’,zny) = —du(d, —zn) + Aulz’, —2zn)

= —f(z',—zn) = f(z',zN).

Le funzioni v(a’, xn ) e u(2’, z ) risolvono allora la stessa equazione ellittica
in RY e per unicita coincidono. Pertanto

u(z',zn) =v(a',zn) = —u(z’, —zn)

e dal Lemma 4.4 segue che URY € Wﬂl P(RY).

Dal teorema appena provato deduciamo immediatamente stime LP per 1’o-
peratore di Laplace.:
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COROLLARIO 4.5. Sia 1 < p < 00. Esiste C' = C(N,p) > 0 tale che

2p < C(N, p)([[ullp + [[Aullp) (4.8)

|

per ogni u € W2P(RY) N W&’F(Rf).

DiM. Basta applicare le stime (4.1), (4.2) e (4.3) con f = u—Aue A = 1.

Come in R¥, proviamo stime LP per l'operatore a coefficienti costanti
N
A{} - Z ﬂijDij
t,j=1
con a = (a;;) matrice reale simmetrica e costante di ellitticita v > 0.
PROPOSIZIONE 4.6. Se 1 < p < oo, allora esiste C = C(N,p,v) tale che
|lull2,p < C(N,p,v) [llullp + [|Aoull,]

per ogni u € W4P(RY) N W&‘p(ﬂ{f).

DiM. La dimostrazione & analoga a quella fatta in RY dove ci si riconduce
all’operatore di Laplace con un cambio di variabile. Tuttavia € necessario
assicurarsi che Rf sia invariante rispetto alle trasformazioni usate.

Sia ()1 matrice ortogonale tale che QQ1aQ)7 = D) dove D) e la matrice

diagonale avente come elementi gli autovalori di a, A1,.....,An. Ponia-
mo @y := D 3 (21 dove D 1 e la matrice diagonale 1 cui elementi sono

A A

] 1
T e Allora
* *
(L =D (1 D1=D1DD1=I.
@200 S @1a Do = Do DaD o

Non & detto perd che Q2(RY) coincida con RY. Per questo motivo intro-

duciamo una nuova matrice ortogonale S tale che S(Q2(RY)) = RY. Per
costruzione, posto @ = SQsz, @ : RY — RY e Q(RY 1) = RV~1, Risulta
inoltre

QaQ” = 5Q2aQ55" = SIS =1.
Sia v € W2P(RY) N W, P(RY) tale che u(x) = v(Qzx), allora

D?*u(z) = Q*D*v(Qx)Q

Aou(z) tr(aD’u(z)) = tr(aQ* D*v(Qz)Q)

tr(QaQ" D*»(Qz)) = tr(D*v(Qx)).

1
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Inoltre

N
2 2 _ 12— 2, 2
| Du(z)|” = .ZIID”H‘ 1D D*(Qz)D |
L, =

1
< F\Dgl’(Qfﬂ)F-

Possiamo infine applicare le stime gia provate per il Laplaciano ed ottenere

c(A)

ID%ull, < 21D%(@Q)l, = S D% ()],
< CEDypy (), = EE2 i an(@o,
2 [ Aoul|p.
Abbiamo cosi ottenuto
|D?ull, < C(N.p, v)ll Aoull (4.9)

Per le disuguaglianze interpolative (vedi Proposizione 4.2)

IVullp < Cllullp + | D*ull)- (4.10)
Da (4.9) e (4.10) segue la stima desiderata. O]
Siamo ora in grado di provare stime L? per operatori ellittici qualunque. Il

metodo dimostrativo, gid adottato in RY, & quello di “congelare” i coeffi-
cienti nei centri di opportune palle di RY .

TEOREMA 4.7 (Stime a priori). Se 1 < p < o0, allora esiste C = C(N,p, v,
M,w) tale che

HHHE,p E C(N:pa vV, M:m) [”u“’ﬂ + ||Au”ﬂ]

per ogni u € W2P(RY) N W&’p(]ﬁf).

DiMm. Dati zg € RY,r > 0, sia n € C°(B(zo,7)) taleche 0 < n <1, n =1
in B(zo, %), Vil < £ € [|D?n]lec < % per qualche L > 0. Seriviamo
semplicemente || - ||x.pr, per £ = 0,1,2 al posto di || - Hwk,ﬂ(B(mw,}ﬁEf}.
L’operatore

Ago =Y aij(w0)Di;
i,

e a coeflicienti costanti. La Proposizione 4.6, applicata alla funzione nu €
W2P(RY) N W, P(RY), fornisce

Inull2.p < C(N,p,v) [lInullp + | Azo (nu)lip].
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Da qui segue

[ellzps < CONp V) [lullpr + [|14z0u + uAegn +2) " ai; DauDyn|| ]

[ Ea—

tyJ
< CON P ullpr + [ Aagllpr + Sl + 25 [Vul,,
= C(N,p,v)| Az, ullpr + K(M, T)H“”L;ﬂ:?‘:
< OV, p)[||Aullpr + [[(Azo — A)ullp.r + K(M,7)||ull1 p.r]
= C(N,p,v) [l Aully,r + || D (ais(@o) — aij(2)) Diju] |
t,J
+K (M, T)”“”Lw‘}
< C(N,p,v)[[|Aullp,r +w(r)||D*ullp.r + K (M, r)||ull1.p.r]
< C(N,p, )| Aullpr + w(P)ullz,pr + K (M, 1) lull1 pr).

Elevando ambo i membri alla potenza p-esima, otteniamo

ull}, . < CN,p, )| Aul,, +wP(r)ul,,, + KP(M,7)][ull?, ). (4.11)

Sia (B(zx,5)) una famiglia di palle ricoprente RY con al pitl £(N) tra le
palle B(z,,r) aventi intersezione non vuota (come nel Lemma 3.3). Ap-
plichiamo la stima (4.11) in ciascuna delle B(z,,%) e sommiamo su n.
Otteniamo

”u”g,p < Z”u”g,p,B(mm%)

nelN
< C(N:r p, "’") Z [“AHH;B[:gmr] + wp(r) ”ullgjp,B(&:ﬂ,T}
neN
+KP(M: T) Hu“ipjﬂ{mmr}}

< EWN)CWN,p,v)[l|Aulf + wP(r)[|ull3 , + K2 (M, r)]lul]} ]
Scegliendo r in modo tale che w?(r)PE(N)C(N,p,v)) < 2, otteniamo
lullz , < C(N,p,v)[| Aully + KP(M,7)|u||] )
da cuil
lull2,p < C(N,p, v)[[|Aullp + K (M, 7)[|ul1,p).
Per le stime interpolative,

K(M,r)

[ull2p < CN,p.v)[|Aully + K (M, r)el| Dullp + =

e 1]-

Scegliendo infine £ in modo tale che C(N,p,v)K(M,r)e < % otteniamo la
tesi.

TEOREMA 4.8 (Agmon). Sia 1 < p < co. Esistono Ay, C > 0 dipendenti
da N,p,v, M,w tali che V u € W2P(RY) N W,y P(RY), V A > A

Alullp + A2 ||V, + | D?ull, < ClI(A — A)ull,.
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DiM. Consideriamo 'operatore ellittico
Al .= A -+ Dtt

in R X ]Rif = Rf“. Osserviamo che le nuove grandezze Ni,vi, M, wq
relative ad A; sono legate alle precedenti dalle seguenti relazioni:

Ni=N+1 v =min{y,1} M; =max{M,1} w;=w.

Sian € C*(R),n <1 talechen=1in [=—- %, %} e suppn C [—1,1]. Appli-

chiamo il Teorema 4.7 all’operatore A; e alla funzione v(t, z) := n(t)e" *u(z),
con r € R. Otteniamo

””Hg,p’mfﬂ < C(N,p, V:-M:'W)[H““pﬁ”+ «r T 1A10]]p r8v+1]
< C(N,p,v,M,w)
x[||ullp, + |ne'™t Au + un’ et + 2ire n'u — rne' " ul|, gyv+1]
< C(N,p, v, M,w)(||ullp + (A = r*)ullpga+r + (1 + 2r)|Jullp)
< C(N,p,v, M,w)[(1 + 7)llullp + [[(A = 7%)ull,].

Inoltre
W e > 0y g = [ [ 3 1D u@) s
-7 VRY | <2
= |lu|?+ [|[Vull? + | D*ul|B + rP|lul?
——TZPI U E + ZTPHVHHE
> || D?ul|? + 7P| VullB + 7P |ull?.
Pertanto

HDEUHP + 7| Vullp +?"‘2Hu|1p < C(N,p,v, M,w)[(1+7)|lullp, +[[(A - 7"2)“”;:']-

Scegliendo 7o in modo tale che, se r > ry, 72 — C(N,p,v, M,w)(1+7) > %
otteniamo infine

1
ID?ullp + [ Vull, + 5?“2”%“;& < C(N,p,v, M,w)|[(A=7")ullp.  (4.12)

2 2

per ogni r > ro. Riscrivendo (4.12) per A = r“ e ponendo Ag := 713, segue

la tesi.

Abbiamo a questo punto gli strumenti necessari per applicare il metodo di
continuitd e dedurre il teorema di esistenza e unicita per operatori arbitrari.

TEOREMA 4.9. Sia 1 < p < oo. Esistono Ag, C dipendenti da N,p,v, M,w
tali che per ogni A > A loperatore \— A : W*P(RY)NW, P (RY) — LP(RY)
e invertibile e le sequenti disuguaglianze sono verificate (la norma € quella
operatoriale in LP )

C

I - 47 < 55

(4.13)
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Sy C
IVA=A)" < = (4.14)
ID*(A-A) | <C. (4.15)

DiM. Consideriamo anche qui gli spazi
1,
X =W*PRY)NWyPRY), Y =LP(RY)
e gli operatori .
Lo=A—-4A, Li=X—-A, LtZA—[(le)cﬁﬂ-tA].
Per il Teorema, 4.3, 'operatore Lg ¢ invertibile. Per il Teorema 4.8 applicato

all’operatore A; := (1 — t)A + tA, esistono C = C(N,p, vy, My,w:) e Ao
dipendente dagli stessi parametri tali che

lull2p < Cl[(A — Ag)ull,
per ogni A > Ag. Osserviamo che, come gia fatto notare in RY.
My <max{l,M}, v >min{l,v}, w;=tw<uw,

possiamo pertanto eliminare la dipendenza della costante da ¢. Applicando
1] Teorema 3.6 otteniamo I'invertibilitd dell’operatore L; = \ — A.

Le disuguaglianze (4.13), (4.14) e (4.15) seguono immediatamente dal Teo-
rema 4.8.

OsSERVAZIONE 4.10. Con dimostrazione analoga si provano nel semispazio
1 risultati ottenuti per operatori ellittici in forma divergenza in tutto lo
spazio.

ESERCIZIO 4.11. Data f € LP (Rf ), provare esistenza e unicita per ’equa-
zione

M — Au = f
nello spazio W2P?(R%) e con condizioni di Neumann al bordo.



