CAPITOLO 3

Operatori ellittici in RY

3.1. Stime L? in RY per operatori uniformemente ellittici

Ora ci proponiamo di dimostrare risultati analoghi a quelli ottenuti per
'operatore di Laplace nel caso di operatori ellittici. Iniziamo col provare
stime LP per operatori a coefficienti costanti del tipo

N
A{} .= Z EL;-;_;,:DE'J‘

ij=1
con a = (aij)i j=1,..,~ matrice reale simmetrica soddisfacente la seguente
condizione di ellitticita:

N
Z ai; €& > v|E]? VEEe RN e con v > 0.

i,j=1

Con un semplice cambio di variabili, possiamo trasformare 'operatore ellit-
tico Ap sopra definito nel laplaciano per ottenere in modo immediato stime
analoghe a quelle provate in precedenza.

PROPOSIZIONE 3.1. Se 1 < p < 00, allora esiste C = C(N,p,v) tale che
ullzp < C(N,p,v) [[lullp + [[Aoullp]
per ogni u € W2P(RY).

DiM. Consideriamo prima il caso in cui (a;;) € una matrice diagonale ossia
'operatore e del tipo

N
Ao =) AiDii.
1=1

Osserviamo che la condizione di ellitticita vale con v = min{A; : 7
1,..,N}
Sia u € W2P(RY) e consideriamo v € W2P(RY) tale che

I
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con la notazione —= intendiamo il vettore di componenti -2 ... LN,
( ] ﬁ p \/11 j ' .:\N )
Risulta

1 z
Diju(z) = T Vi (ﬁ)
by

Aou(z) = Aw (%) .

Per quanto osservato e per il Corollario 2.13, abbiamo
IDyuly < 7 |Dyo (=)

VA
c(A)

L/
_ ) o n
- 2 ”DIJHHP U C(AP)H‘&“HP

p

_ Av ([ — ||| = Il
2 a0 (75)], = L5,
Abbiamo cosi ottenuto
CN,p
1D%u, < LB o, (3.1)

Trattiamo il caso generale. Sia Q matrlce ortogonale tale che QaQ* = D,,
dove D) & una matrice diagonale avente come elementi Al,y ooy AN, autovalori
di a, e sia v tale che u(z) = v(Qx). Siccome

Vu(z) = Q*Vuv(Qz) e D?u(z) = Q*D*v(Qz)Q
risulta
Aou(z) = tr(aD*u(z)) = tr(aQ* D*v(Qz)Q))
= tr(QaQ*D*v(Qx)) Z}& D;;(Qz). (3.2)

Osserviamo che
|D*u(z)|?* = | D*v(Qx)|? (3.3)
poiche () e ortogonale. Per (3.3), (3.2), (3.1) e siccome |detQ| = 1

HDE‘““ﬁ

D@l = 100l < Z2 5™ A Do

f o

= C(N‘p) Z)\EDH’U(Q) — C(N!p) “ADU’“IJ

l/ v

p
Sia nel caso dell’operatore in forma diagonale, che in quello generale, dal-

la. disuguaglianza interpolativa (vedi Proposizione 2.15) e dalle precedenti
segue
[ullzp = HDQqu + [ Vullp + [[ullp
< CWVp,v) (llullp + ([ Aoull,].
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Passiamo adesso al caso generale di un operatore A uniformemente elltiico
cosi definito

N N
Au(z) = Z aij(z)Diju(z) + Z bi(x)D;u(z) + c(x)
1,7=1 i=1

dove a;; = aj; € BUC(RY), b € L>*(RN) per i, = 1,...,N, ¢ €
L®(RY). Inoltre supponiamo che i coefficienti a;; soddisfano la condizione
di ellitticita

e la stima

N
Y ai(z)€ks| < Al

id=1

per ogni &,z € RV, dove

v = inf {minimo autovalore di a;;(z)};
rERN

A = sup {massimo autovalore di a;;(z)}.
zeRN

Poniamo
M = max{”ﬂij”m: 116 || 0o ”CHm};

~w(r) :=max sup |ai;(z) — ai;(y)l.
bl e—yl<r
OSSERVAZIONE 3.2. La funzione w(r) € il massimo dei moduli di continuita
dei coefficienti a;;. Poiché questi sono uniformemente continui risulta

liII{]_.} w(r) = 0.

Nel seguito proveremo stime LP per la classe di operatori ellittici sopra
definiti. La tecnica usata nella dimostrazione consiste nell’applicazione del-
le stime provate nella Proposizione 3.1 ad operatori a coeflicienti costanti
ottenuti “congelando” i coefficienti dell’operatore dato nei centri di oppor-
tune palle di RY. Per poter passare dalle palle a tutto R¥ applicheremo il
seguente lemma di ricoprimento.

LEMMA 3.3 (di ricoprimento). Esiste £(N) € N tale che per ogni v > 0
esiste una famiglia di palle (B(z,,7/2)) che ricopre RY, con al pit {(N)
tra le palle di raggio doppio B(xy,r) aventi intersezione non vuota, cioé

(1) RY =U,en B(zn,7/2)
(i) Nieg B(xi,r) =0 per ogni S C N con |S| > &(N).
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DmM. Fissiamo r > 0 e poniamo L := —=. Ricopriamo R" con cubi
disgiunti di lato L,
- U Q(ITHL
nelN

Osserviamo che, in virtu della scelta di L, ci&&.cun cubo di centro z,, e lato
L & contenuto nella palla di centro z,, e raggio %, cosl

= U Q(xy,, L) C U B (:L‘n, 32:) .

nel necM

Siaora S C Nesiaxz €(),.q B(zi,7). Perognii € S

Q(z;, L) C B (3:,,;, g-) C B (:ﬂ, gr)

essendo |r — z;| < r. Pertanto, essendo i cubi disgiunti,

S|

Quindi abbiamo provato che se r“l.!_E SB(:IIM r) € non vuota |S| < 3 SeNTwy.

Basta allora prendere §(N) := wn 2y *N%

Passiamo adesso a provare stime a priori L? per operatori ellittici.

TEOREMA 3.4 (Stime a priori). Se 1 < p < 0o, allora esiste C = C(N, p, v,
M, w) > 0 tale che

“uH?,p i C(Na P, v, fbf,w) [HHHP T HAHHP]

per ogni u € W2P(RN).

DiM. Dati zg € RY,r > 0, sia n € CX(B(zo,7)) taleche 0 <n < 1,9 =1
in B(zo, 5), [Vnlleo < £ e [|[D?n]lec < & per qualche L > 0. Scriviamo
semplicemente |- ||k, al posto di ||« ||we.e(5(zo.r)) PEr k = 1,2. L’operatore

— Z 4 (x{})Dij
4]

e a coefficienti costanti e la Proposizione (3.1) applicata alla funzione nu
fornisce

”W“”Z,p < C(N,p,v) [”T?’”f“p + HA’-ED(TFH)”F]'
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Da qui segue
lull2.p,5 < linullz,p

< C(N,p,0) [Ilullpr + |1 Azo + udsgn +2 3 aij(20) DsuDyn]| ]
i,]

ML ML
il + 1 Asy s+ 5l + 2=l

V)

) HAEDHHP,T‘ T K(ﬂ/fr T')HUHLPJ']

E C(N,p, U) HAHHPT + t(A-’I?U o A)HHPJ‘ + K(ﬂJ,T) ‘ﬂ“l,p,r-]
)

|IAH\|p,r +{| > (aij(zo) — aij(2)) Dijul|

FK(M, r)Hunl,p,r]

< C(N,p, v)[||Aul[pr + w ()| D*ullp,r + K (M, 7)||ull1p,r]
< C(N,p,v)[[|Aullpr +w(r)lull2pr + K(M,7)|ull1,p,r|

dove con C(N,p,v) e K(M,r) abbiamo indicato generiche costanti dipen-
denti dai parametri in parentesi.
Elevando ambo i membri alla potenza p-esima, otteniamo

lullf, = < CN, p,)[[[Aull} . + wP(r)llully, . + KP(M, 7)]|ull;

Lp,'r]'
Sia ora (B(zn, 5)) una famiglia di palle come nel Lemma 3.3. Applichiamo
la stima (3.4) in ciascuna delle B(z,, %) e sommiamo su n. Otteniamo

“““2;; i Z H“Jg

(3.4)

yP.T

Tp?'B(ITH%:}
nel
< O ) Y (1A ey + PO
nelN
+KP(M,r)||u|¥ 1.p.B(zn.r)

< EN)CN, p,v)[[|Aullf + wP(r)llullz , +KP(M:T)HHHP pl-

Scegliendo r in modo tale che w?(r)§(N)CP(N,p,v) < 2 e portando a primo
membro w?(r){(N)CP(N, p,v)|ull3 , otteniamo

b, < CP(N,p,v)[|Aull} + KP(M,7)|[ul?,

3?‘"

[l
da cui segue

2p < C(N,p,v)[[| Aullp + K (M, 7)l|ull1,p]

|

Usando le stime interpolative della Proposizione 2.15

K(M,r)
£

lullp| -

lull2,p < C(N,p,v) || Aullp + K (M, r)el| D*ullp
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Scegliendo infine € in modo tale che C(N,p,v)K(M,r)e < % abbiamo la
tesi.

Proviamo adesso una stima analoga a (2.18) per 'operatore ellittico nella
forma piu generale.

TEOREMA 3.5 (Agmon). Sia 1 < p < oo. Esistono Ay, C costanti stret-
tamente positive dipendenti da N,p,v, M,w, tali che ¥V u € WZ*F(IEEN ),
YV A > Ao

Alullp + AZ[|[Vullp + [[D%ull, < ClI(A = A)ull,.

DiM. Definiamo un nuovo operatore A; in questo modo:
Al = A -+ Dtt-

A; € ancora un operatore ellittico e agisce su funzioni della variabile (z,¢) €
RY*1. Osserviamo che le nuove grandezze Ni,vq, My,w; sono legate-alle
precedenti dalle seguenti relazioni:

Ni=N+1 vi=min{y,1} M, =max{M,1} w; =w.

Sia n € C°(R) tale che n =11in [ — 3, 3] e suppn C [—~1,1]. Applichiamo

il Teorema 3.4 all’operatore A; e alla funzione v(¢, ) := n(t)e"*u(x), con
r € R. Otteniamo

[v][2,prN+1 < C(N,p, v, M,w)|[[|v||prr+1 + || A1v]|, rev+1]
< C(N,p,v, M, w)
x [lully + e Au + un ™™ + 2ire™ n'u — r2ne'tul|, gr ]
< C(N,p, v, M,w)|llullp + [[(A = 7*)ull, gver + (14 27)||u| ]
C(N,p,v, M,w)[(1 +7)l[ullp + (A —r)ull,)

Inoltre
”U”2;}]RN+1 2 Hv”z;:aRNx[—um 1] fl/ Z | D% (e it u(z))|Pdxdt
2 || <2
= J[ull2 + IVull2 + | D2ull? + rP||ul2 + r2|[u][Z + 27| Vul?
> D2u|\g+rp|\‘?u §+T2p|]u||‘;’.
Pertanto

ID%ully + 7| Vullp + 7%(ull, < C(N, p,v, M,w)[(1+7)[|ully + || (A = r2)ull,).

Scegliendo ¢ in modo tale che, se r > ro, 7> — C(N, p,v, M,w)(1 +7) > L;
otteniamo infine
1
ID%ully + rVully + 2r2llull, < CN,p v Myw)l(A=r2)ull,  (35)
per ogni 7 > 7. Riscrivendo (3.5) per A = r? e ponendo Ay := 73, segue la
tesi.
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Per ricavare esistenza e unicita della soluzione dell’equazione Au — Au = f,
useremo un risultato generale di analisi funzionale, che ¢ noto come me-
todo di continuita e rappresenta un potente strumento nella risoluzione di
equazioni differenziali alle derivate parziali.

TEOREMA 3.6 (Metodo di continuita). Siano X, Y spazi di Banach, Ly
ed L1 operatori lineart e continut da X in Y. Considertamo gli operator:
lineari

Li=(1—1t)Ly+ tLy, t €10,1],

e supponitamo che esista una costante C > 0 tale che
|Lz|ly > Cllz||lx, z€X, telo,1]. (3.6)

Se Ly e suriettivo allora anche Ly é suriettivo (e quindi bigettivo per la
stima (3.6)).

DiM. Osserviamo che la stima (3.6) implica che ogni L; & iniettivo.

Sia £ = {t € [0,1] : L; & bigettivo}. Per ipotesi 0 € E, per cui E # 0.
Se tg € F allora Ly, & bigettivo, e, per (3.6), ||L; ‘|| < &. Inoltre L, =
Ly (I+ (t — tu)Lill(Ll — Ly)). Allora L, & invertibile se e solo se I + (t —
to)L; (L1 — L) & invertibile. Cio & assicurato se ||(t—to) L' (L1 — Lo)|| < 1
e per questo & sufficiente che |t — tp| < iILlllfllLall' Posto 0 = Z(HLli:l::F"Lﬂ} e
preso tg = 0 € E, per quanto provato si ha che [0,4] C E. Ripartendo da
0 e ripetendo lo stesso ragionamento si ottiene che [4,24] C E, e cosi via.

Dopo un numero finito di passi si avra che [0,1] C E, quindi la tesi.

A questo punto, come anticipato, siamo in grado di provare esistenza e
unicita.

TEOREMA 3.7. Sia 1 < p < oo. FEsistono Ao, C > 0 dipendenti da
N,p,v,M,w tali che per ogni A > Ao loperatore A\ — A : W2P(RY) —

LP(RYN) ¢ invertibile e le sequenti disuguaglianze sono verificate (la norma
e quella degli operatori in LP)

_ C
(A=A llp < 55 (3.7)
C

V(A= A)E — 3.8

IV( )l < %\ (3.8)

|D*(A = A)~H|, < C. (3.9)

DiM. Consideriamo gli spazi
X =W?*»PRY), Y =LPR")
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e gli operatori
L[]Z}«—ﬁ? L1:}~—A} LtZ}\—[(I"t).ﬁ—I—tA]

Per il Teorema 2.18, 'operatore Ly & invertibile se A > 0. Per il Teorema
3.9 applicato all’operatore A; := (1 — t)A + tA, esistono C e )¢ dipendenti
da N, p, vy, M;, w tali che

lullzp < Cll(A = At)ull,
per ognl A > Ag. Osservando che
My <max{l,M}, v >min{l,v}, w;=tw <w,

possiamo pertanto eliminare la dipendenza delle costanti C e \g da ¢. Sono
soddisfatte le ipotesi del Teorema 3.6 da cui otteniamo l'invertibilita dell’o-
peratore L = A — A.

Le disuguaglianze (3.7), (3.8) e (3.9) seguono immediatamente dal Teorema
(3.5).

3.2. Stime L? in R¥ per operatori ellittici in forma divergenza

Ci occupiamo di operatﬂri ellittici della forma

A= ZD% ZbD-{—c

t,7=1

con a;;, b€ C&(RN), CE LW(RN) e
N

> aijik; = vIE[* per ogniz, & € RY
t,7=1

dove v > (0. Poniamo
M := max{||ai;|| s, IVaijlloo, [|billoo, [lcfloo}

w(r) :==max sup |a;(z) — ai;j(y)].
LI |z—yl<r

Osserviamo che, per U'ipotesi sui coefficienti a;;, risulta w(r) < Mr.

In questa sezione diamo stime esplicite per le costanti Ay e C del Teorema,
3.7.

Abbiamo bisogno di un lemma preliminare la cui dimostrazione & analoga
a quella del Lemma 2.19.

LEMMA 3.8. Sia 1 < p < oo e sia Ay := z,:ﬁ';_l D;(ai; D;) Uoperatore
ottenuto da A annullando i coefficients b; e il termine noto c. Allora

/ Agquu|ulP~2 < 0
EN

per ogni u € W2P(RY),
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Poniamo adesso
divb(z
Ap i= sup | — ( ),—I— c(z)].
rcRN P

TEOREMA 3.9. Sial < p < 0. Se A > Ay, loperatore \— A : W2P(RY) —
LP(RYN) ¢ invertibile. Inoltre, vale la stima

1
. -1 < ;

DiMm. Consideriamo l'equazione A — Au = f con u € W2P(RV) e f €
LP(RY). Moltiplichiamo ambo i membri per u|u|P~2 e integriamo su R¥.
Otteniamo cosi

N
/\/RN julP — /RN Y Dj(aij Dju)ulul/P~?

ij=1

N
— f > bi(Diu)ululP? - / clulP = | fululP~2
RN =1 BN

BN

Siccome (Dju)u|ulP~™2 = %Ddu\'ﬁ si ha

N
A ulP — D;(a;: Diu)u|u|P~?
fRNH ANZ (‘JJ)U"I

t,7=1

1 N
2 [ S wi - [ cul = [ fulul
p ]RN i=1 RH RPJ

e, per il Lemma 3.8,

hf
1
A / ufp — - f S b Dyful? - / dulf < [ fulup2
RN P JRrN T RN RN

Integrando per parti il secondo integrale a primo membro e applicando la
disuguaglianza di Holder otteniamo
-4
(L)
RN

Joo OS2 e < ([, o7)
A= Mp)luly < 171 3.11)

da cui, per com’e definito A,

Se A > X e e pld) ={Ae C: (A— A) ¢einvertibile}, quest’ultima
disuguaglianza ci da (3.10). Proviamo che per ogni A > A,; A € p(A).
Per il Teorema 3.7, esiste A\g = Ao(NNV,p,v, M,w) tale che per ogni A >
Ao l'operatore A — A e invertibile. Se A, > Ag, abbiamo subito la tesi.
Supponiamo A, < Ag. €, per assurdo,

A =inf {A € (Ap, Ao) | (A A0) C p(A4)} > Ap.

=
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Allora A\; € o(A), perché p(A) e aperto, e limy_,», ||[R(\, A)|| = +o0, in
contraddizione con (3.11). Allora A; = A, e la tesi & provata.

Vediamo adesso come i risultati di esistenza e unicita permettono di provare
risultati di regolarita ellittica.

PROPOSIZIONE 3.10. Siano 1 < p, ¢ < oo e sia u € W.P(RN). Se u, Au €
Li(RY), allora u € W24(RN),

DiM. La funzione f := Au — Au appartiene a LY(RY) per ipotesi. Per il
Teorema 3.9 se A > ), esiste un’unica v € W%4(R") tale che

Av— Av = f = Au — Au.
La funzione w := u — v soddisfa w, Aw € LI(R"V) e
Aw — Aw = 0. (3.12)
Sia ¢ € C°(RY). Moltiplichiamo ambo i membri di (3.12) per ¢ e integria-
mo su RY. Otteniamo
0= f (Aw — Aw)¢p = / w(Ad — A* @) (3.13)
RN RN

dove

N N
A" = Z D@(ﬂiij) —_ ZbﬁDi + ¢ — divb.
i,j=1 i=1
Per densita, (3.13) vale per ogni ¢ € W249(R"). Per il Teorema 3.9 applicato
all’'operatore A*, per ogni A > Ay, l'operatore A — A* : W29 (RV) —
L9 (RN) & invertibile. Fissato A > max{\,, Ay} esiste ¢ € W29 (RN) tale
che
Ap — A% = w|w|?2

O=/ lw]9.
BN

Pertanto w = 0 e u = v € W24(RV).

e, per (3.13),

PROPOSIZIONE 3.11. Siano 1 < p < ¢ < oo e sia u € W2P(RY). Se
M — Au € L4RY), allora u € W24(RN).

DiMm. Sia v € W2P(RY). Supponiamo p < % Per i Teoremi di immersione

di Sobolev, u € LP*(R¥) con p, tale che p% = ﬁ — £ Supponiamo p; < ¢.

Per ipotesi, posto ¢ = Au — Au, risulta g € LP(RY) N LY(RV) e quindi
g € LP1(RY). Allora Au = Mu+ g € LP*(RVN) e per la Proposizione 3.10,
U € W2=F‘(RN ). A partire da p1, ripetendo un ragionamento analogo un
numero finito di volte, si prova che u € W%9(R¥V).

N

Se invece p; > ¢ otteniamo la tesi al primo passo. Se p > 5, per la
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disuguaglianza di Morrey v € L>®(R") e quindi per interpolazione u €
LY(RY). Allora Au = M+ (Au— Au) € LI(RY) e per la Proposizione 3.10,
u € W24(RN).

Vediamo adesso che il risolvente di un operatore ellittico non dipende da
p. Usiamo la notazione A, per A come operatore in LP(R") con dominio

W2P(RN).

PROPOSIZIONE 3.12. Siano 1 < p, ¢ < o0, e A € p(Ay) N p(A,). Se
fe LP(RN)YN LIRYN), allora

(A — Ap)_lf = (A— Aq)_lf-

DiM. Poniamo u = (A — 4,)7'f € W?P(RN) e v := (A - A,))"!f €
W24(RY). Allora
A —Au=f

Av— Av = f.
Supponiamo p < ¢. La funzione u appartiene a W#P(R¥) per ipotesi e
risolve Au — Au = f con f € LI(RY), quindi per la Proposizione 3.11,
u € W29RY). La funzione v € W2%4(RV) risolve la stessa equazione
ellittica e per unicita della soluzione v = v. Se p > ¢, perveniamo allo
stesso risultato invertendo nella dimostrazione i ruoli di p e g.

OSSERVAZIONE 3.13. L’ipotesi A € p(A,) N p(A,) nella precedente proposi-
zione € superflua poiché si pud provare che gli insiemi risolventi coincidono.

3.3. Stime L? interne per operatori uniformemente ellittici

Sia A l'operatore differenziale

N N
Au = Z aijDij + Zbif}i + c

i,j=1 i=1

dove, come gia richiesto in precedenza, a;; = a;; € BUC(RM), bi; €
L°(RM) per ogni 4,5 = 1,....,N, ¢ € L¥°(R"). Anche qui i coefficienti
a;; soddistano

> ay(x)&ig; > viEls

”
per ogni &,z € RY e con v > 0. Ricordiamo le notazioni

M := max{||aij | oo, ||billcos [l oo }

w(r) :=max sup |aij(z) — ai;(y)|.
bl Jz—yl<r
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Proviamo stime LP senza condizioni al bordo. Con le notazioni del Teorema
3.14 seguente, e necessario che {}y CC ;. Infatti se ; = Qs = B(0,1) &
il disco unitario in C, le funzioni f,(2) = 2™ soddisfano A(z2") = 0 ma la
stima

HfﬂHlﬁ <C [”fn“p + ”‘f—\‘fn”;ﬂ]

non puo valere per ogni n.

TEOREMA 3.14 (Stime interne). Siano 1 < p < oo, Qy, Qo aperti di RN
con §y limitato e 2y CC Qy. Allora esiste C = C(N,p,v, M,w,Q,Qs) tale
che

lullzp.0, < C {llullp.o, + [ Aullp,0.]

per ogni u € W2P(Qy).

Dimostriamo prima questo teorema per palle di RY.

LEMMA 3.15. Siano 1 < p < oo, B(R) e B(2R) palle concentriche di R
di raggio R e 2R rispettivamente. Allora esiste C = C(N,p,v, M,w, R) tale
che

|ull2,p,B(R) £ C(N,p,v, M,w, R) [||ul, B2r) + ||Au|

p.B(2R)]
per ogni u € W4P(B(2R)).
DiM. Per semplicita di notazione, scriviamo || ||2,, r invece che || - |2, 5(r)
e analogamente per le norme L7,
Poniamo

Evidentemente Ry = R, Ry = 2R e R,41 — R, = R2=("»*1)_ Indichiamo
con B, la palla di raggio R,,. Consideriamo funzioni n,, € C>°(R") tali che
O0<m £ 1,mn =110 By, suppn, C Buyi, |V, < %2ﬂ € ‘Dgﬂn! < }:%f‘iﬂ
per qualche L > 0. Applicando le stime globali (Teorema 3.4) alle funzioni
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mu € W2P(RYN) otteniamo

_———r

C(N,p.v, M, “-")[HT?HHHP + HA(T}'?E“}HP]

VAN

HWﬂ“”ZF

i 5(N P,V ﬂf-{ww) |:H‘U‘“PTQR T HT?'”-AH + 2 Z ﬂing‘TLDj?}'n

1,7

+Uu Z ;5 Dijnn + u Z bi Dinn Hp]
i, ¢

-~ ML
< C(V,p M0 lullpar + 4ulpan + 4 ulhan
ML -
ST IVulg,

{'—: C(N,p, v, -ﬂdeﬂ R) {”AUHPZR T 4HHHHP~.ER T Zn‘lvﬁﬂ%-l“’”ﬁ .

Se stimiamo ||V (nn+1u)||, servendoci delle disuguaglianze interpolative della
Proposizione 2.15 otteniamo

“nnu|l2:i‘3 E‘ O(N?p! Hj -J"/I:waﬁ)

2?’1-
par+ 21ty + —lullp2n

9 [umm 4

per ogni € > 0. Posto & := C(N,p,v,M,w, R)2"¢, la stima precedente
diventa

[mmtllap < C [nAu

C'4™ . g
pan+ (S 44 lullan + S lmsrules|.

Moltiplicando ambo 1 membri per £", otteniamo

" Immull2p < E"CllAullp2r + C14™E"  ullpor + €7 ntrull2,  (3.14)

dove C; = C1(N,p,v, M,w, R). Scegliamo &,, in modo tale che £ sia indi-
pendente da n e minore di 3 e sommiamo su n le disuguaglianze (3.14)

Zgnflﬂn’u“lp < CHAqu!szgn + Cl||u||p}2R24n€n—1
n=0

n=0 =0

£ ns1ul,

rn=()

(le serie convergono perché |[n,ull2, < C4™||ull2,p BeRr) € € < §). Osser-
viamo che Y 7 & = -l—ig e C1 Y. 44" = (3, dove Cy dipende da
N,p,v, M,w ed R. Cancellando i1 termini uguali a primo e secondo membro

otteniamo infine

p,2R)-

lull2,p.r < |Inotl2,p < C(N,p,v, M,w, R)|[||Aul||p2r + ||u|
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Dmv. (Teorema 3.14) Scegliamo R in modo che 2R < dist(1,9Q,). Ov-
viamente risulta
relly

Per compattezza possiamo estrarre un sottoricoprimento finito di Q1 ; risulta
quindi

k
=1

Dal Lemma 3.15 segue

k
HHHEEF!EEI < Z”unz,p,ﬂfmi,ﬂ)
1=1

k
< C(N: p,v, M,w, R) Z (Hu”p,ﬂ(ﬂ?i,ZR) T ”Au”ij'fIn?H}) ‘

i=1
Per l'ipotesi su R, B(z;,2R) C 9, pertanto
lull2,p,0, < EC(N,p,v, M,w, R) [[|ullp.a, + | Aullp0,].




