
CAPITOLO 3

Operatori ellittici in ]RN

3.1. Stime LP in IR N per operatori uniformemente ellittici

Ora ci proponiamo di dimostrare risultati analoghi a quelli ottenuti per
l'operatore di Laplace nel caso di operatori ellittici. Iniziamo col provare
stime LP per operatori a coefficienti costanti del tipo

N

Ao := L aijDij

i,j=l

con a = (aijkj=l, ... ,N matrice reale simmetrica soddisfacente la seguente
condizione di ellitticità:

N

L aijçiç] > vlçl2 'ti ç E IRN econ v > O.
i,j=l

Con un semplice cambio di variabili l possiamo trasformare l'operatore ellit
tico Ao sopra definito nellaplaciano per ottenere in modo immediato stime
analoghe a quelle provate in precedenza.

PROPOSIZIONE 3.1. Se l < p < 00, allora esiste G = G(N,p, v) tale che

lIulh,p < C(N,p,v) [lIuli p + IIAoull p ]

per ogni u E W 2 ,p(IRN ).

DIM. Consideriamo prima il caso in cui (aij) è una matrice diagonale ossia
l'operatore è del tipo

N

Ao = L ÀiDii ·

1.=1

Osserviamo che la condizione di ellitticità vale con v = min{Ài 1.

1, ... ,N}.
Sia u E W 2 ,p(IRN) e consideriamo v E W 2 ,p(IRN) tale che

u(x) = v (~) ,
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(con la notazione :ix intendiamo il vettore di componenti ..:.J...., .... , ~).
A VAI ';>',v

Risulta

e

Aou(x) = ~v (~) .

Per quanto osservato e per il Corollario 2.13, abbiamo

IID'jUllp < ~ D'jv (.;>.) p

c(À) c(À)
~IID'jvllp < C(N,p)lI~vllp

v v

C(N, p) ~v (~) = C(N, p) II Aouilp.
v v>" p v

Abbiamo così ottenuto

IID2uli p < G(N,p) IIAoullp. (3.1)
v

Trattiamo il caso generale. Sia Q matrice ortogonale tale che QaQ" = D",
dove D>. è una matrice diagonale avente come elementi ÀI , .... , ÀN , autovalori
di a, e sia v tale che u(x) = v(Qx). Siccome

Vu(x) = Q"Vv(Qx) e D2u(x) = Q" D2v(Qx)Q

risulta

Aou(x)

Osserviamo che

tr(aD2u(x)) = tr(aQ" D2v(Qx)Q))

tr(QaQ" D2v(Qx)) = L À,Dii(QX)., (3.2)

ID2u(xW = ID 2v(Qx)1 2 (3.3)
poiché Q è ortogonale. Per (3.3), (3.2), (3.1) e siccome.ldetQI = 1

Il 2 Il 2 C(N, p) '"D v(Q·) p = ilD vil p < LJÀ,Di,v
v .,

p

C(N,p) LÀ,Diiv(Q)
v .,

= G(N,p) ilAoull p.
v

p

Sia nel caso dell'operatore in forma diagonale, che in quello generale, dal
la disuguaglianza interpolativa (vedi Proposizione 2.15) e dalle precedenti
segue

Iluil2,p - IID2ulip+ IIVulip+ lIullp
< G(N,p, v) [lIulip + IIAoullp].

o
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Passiamo adesso al caso generale di un operatore A uniformemente elIttico
così definito

N N

Au(x) = L aij(x)Diju(x) + Lbi(x)Diu(x) +c(x)
i,j=1 i=1

dove aij = aji E BUC(JRN), bij E L""(JRN) per i,j = 1, .... ,N, c E
L""(JRN). Inoltre supponiamo che i coefficienti a,] soddisfano la condizione
di ellitticità

N

L aij(x)çiçj > vlçl2
i,j=1

e la stima
N

L aij(x)ç,çj < Alçl2
i,j= 1

per ogni ç, x E IRN
I dove

v = inf {minimo autovalore di aij(x)};
xEIRN

A = sup {massimo autovalore di a'j(x)}.
xEIRN

Poniamo

M:= max{lIaijll"", IIbdl"", IIcll",,};
. w(r) := max sup lai](x) - aij(y)l.

t,) Ix-yl<r

OSSERVAZIONE 3.2. La funzione w(r) è il massimo dei moduli di continuità
dei coefficienti aij' Poiché questi sono uniformemente continui risulta

lim w(r) = o.
T-O

Nel seguito proveremo stime LP per la classe di operatori ellittici sopra
definiti, La tecnica usata nella dimostrazione consiste nell'applicazione del
le stime provate nella Proposizione 3.1 ad operatori a coefficienti costanti
ottenuti "congelando" i coefficienti delPoperatore dato nei centri di oppor
tune palle di JRN. Per poter passare dalle palle a tutto JRN applicheremo il
seguente lemma di ricoprimento.

LEMMA 3.3 (di ricoprimento). Esiste ç(N) E N tale che per ogni r > O
esiste una famiglia di palle (B(xn,rlz)) che ricopre JRN, con al più ç(N)
tra le palle di raggio doppio B(xn , r) aventi intersezione non vuota, cioè

(i) JRN = UnEN B(xn , TIz)
(ii) n'ES B(Xi, r) = 0 peT ogni 8 C N con 181 > ç(N).
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DIM. Fissiamo r > O e poniamo L := };:;. Ricopriamo RN con cubi
disgiunti di lato L,

IRN = UQ(xn , L).
nEN

Osserviamo che, in virtù della scelta di L, ciascun cubo di centro Xn e lato
L è contenuto nella palla di centro X,t e raggio ~ l così

IRN
= UQ(x,,,L) C UB (xn , ;)

nEN '1lEN

Sia ora S C ]\l e sia x E n'ES B(x" r). Per ogni i E S

Q(x"L) C B (Xi, ;) C B (X, ~r)

essendo Ix - xd < r. Pertanto, essendo i cubi disgiunti,

Quindi abbiamo provato che se niESB(xi,r) è non vuota ISI < r;N1fwN .
3N N

Basta allora prendere ~(N) := wN"2"rN'. D

Passiamo adesso a provare stime a priori LP per operatori ellittici.

TEOREMA 3.4 (Stime a priori). Se l < p < 00, allora esiste C = C(N,p, Il,

M,w) > O tale che

lIull2,p < C(N,p, Il, M,w) IIlullp + IIAullp]

DIM. Dati Xo E IRN , r > O, sia 1) E C;:"(B(xo, T)) tale che O< 1) < 1,1) = l
in B(xo, ;), Il'\71)1100 < ~ e IID21)1100 < -/!I per qualche L > O. Scriviamo
semplicemente 11·llk,p,r al posto di 11·lIw."(B(xo,r)) per k = 1,2, L'operatore

Axo = L aij (xo)D,j
',l

è a coefficienti costanti e la Proposizione (3.1) applicata alla funzione 1)U

fornisce
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Da qui segue

lIuI12.p" < 1l1JUll2.p
< C(N,p, v) [lIullp,r + IhAz.u + uAz.1J + 2 L ai;(xo)D,uD;1Jll p]

'.]

[
ML NIL ]< C(N,p,v) Ilullpr + IIAz.ull",r + 1'2 IIU llp,r + l' Il 'i7ull",r

= C(N,p, v) IiIAx.ullp,r + K(M,T')IIUlh,p,r]

< C(N,p, v) [IIAullp,r + Il (Az. - A)ullp,r + K(M,1')llulll,p,rl

= C(N,p,v) [IIAu llp" + Il L(ai;(xo) - ai;(x))Di;ullp,r
',]

+K(M, 1')lIuII1,p,r]

< C(N, p, v)[IIAullp,r + w(1')IID2ullp" + K(M, 1')lIulh.p,r!
< C(N, p, v)fIlAullp,r + w(1')lIuI12,p" + K (M, 1') lIul"-p.,]
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dove con C(N, p, v) e K(M, 1') abbiamo indicato generiche costanti dipen
denti dai parametri in parentesi.
Elevando ambo i membri alla potenza p-esima, otteniamo

lIull~,p,' < C(N, p, v )[IIAull~,r +wP
( T') Ilull~,p,r + W(M, r1IIullf,p,r)' (3.4)

Sia ora (B(xn , ;)) una famiglia di palle come nel Lemma 3.3. Applichiamo
la stima (3.4) in ciascuna delle B(x,,, ;) e sommiamo su n. Otteniamo

Ilull~", < L lIull~,p,B(z",>l
nEN

< C(N,p,v) L [II Aull:. B(zn,r) +wP(r)lIull~,p,B(Zn")
nEN

+KP(M, r) IIUII~,p'B(zn,r)]
< ç(N)C(N, p, v)fIlAull~ + wP(r)lIull~,p + W(M, r)lIullf.vl·

Scegliendo r in modo tale che wP(r)ç(N)CP(N,p, v) < ~ e portando a primo
membro wP(r)ç(N)CP(N,p, v)lIull~,p otteniamo

lIull~,p < CP(N, p, v )[11 Aull~ + KP(M, r) lIullf,p)
da cui segue

Ilulb < C(N, p, v)[IIAullp+ K(M, r)lIulh,p]·
Usando le stime interpolative della Proposizione 2.15

lIull2,p < C(N,p, v) [IlAulip + K(M, T')EIID2ullp+ K(~, r) IIU llp] .
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Scegliendo infine € in modo tale che C(N,p, v)K(M, r)€ <
tesi.

~ abbiamo la
O

Proviamo adesso una stima analoga a (2.18) per l'operatore ellittico nella
forma più generale.

TEOREMA 3.5 (Agmon). Sia l < p < 00. Esistono >'0, C costanti stret
tamente positive dipendenti da N,p, v, M,w, tali che I;f u E W 2,p(IRN ),

I;f >. > >'0

DIM. Definiamo un nuovo operatore Al in questo modo:

Al := A + Du .

A, è ancora un operatore ellittico e agisce su funzioni della variabile (x, t) E
.lR N +1. Osserviamo che le nuove grandezze Nll v}, lvl t ,wl sono legate·alle
precedenti dalle seguenti relazioni:

Nl = N + l vI = min{v, l} M, = max{M, l} Wl = w.

Sia TJ E C,:"'(IR) tale che TJ = l in [ - ~, ~] e sUpPTJ C l-l, lJ. Applichiamo
il Teorema 3.4 all'operatore A, e alla funzione v(t, x) := TJ(t)eir'u(x), con
r E IR. Otteniamo

IlvI12,p,RN+' < C(N,p, v, M, w)lIlvllp,RN+' + IIAlvllp,RN+,j
< C(N,p, v, M,w)

x [llullp + IITJe"" Au + UTJ" e'Tt + 2ire'rtTJ'u - r2TJe'T'ull p,RN+']

< C(N,p, v,M,w)[lIull p + II(A - r 2 )ull p,RN+' + (l + 2r)llullp]

< C(N, p, v, M, w)[(l + r)lluli p + Il (A - r 2Ju11pl.

Inoltre

> IIvll~ RN 1_' 'J = {! ( L IDG(eirtu(x))IPdxdt
,p, x 2'2 J_ l Jr:cN

-'2 . lal<2

Ilull~ + lIV'ull~ + IID2ull~ + rPllull~ + r2Pllull~ + 2rPIIV'ull~

> IID2ull~ + rPIIV'ull~ + r2Pllull~·

Pertanto

IID2ulip + "II V'ull p + r211ullp < C(N, p, v, M, w)[(l + r) lIulip + Il (A - r 2Ju11p).

Scegliendo ro in modo tale che, se r > ro, r 2 -C(N,p,v,M,w)(l+r) > r;,
otteniamo infine

l
IID2ullp +rllV'ullp + 2r211ullp < C(N,p,v,M,w)II(A-r2 Ju11p (3.5)

per ogni r > ro. lliscrivendo (3.5) per>. = r 2 e ponendo >'0 := rZ, segue la
t~i. O
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Per ricavare esistenza e unicità della soluzione delPequazione Àu - Au = j,
useremo un risultato generale di analisi funzionale, che è noto come me
todo di continuità e rappresenta un potente strumento nella risoluzione di
equazioni differenziali alle derivate parziali.

TEOREMA 3.6 (Metodo di continuità). Siano X, Y spazi di Banach, Lo
ed LI operatori lineari e continui da X in Y. Consideriamo gli operatori
lineari

L, = (l - t)Lo + tL" tE [0,1],

e supponiamo che esista una costante C > °tale che

IIL,xlly > C Ilxllx, x E X, t E [0, l]. (3.6)

Se Lo è suriettivo allora anche L, è suriettivo (e quindi bigettivo per lo
stima (3.6)).

OIM. Osserviamo che la stima (3.6) implica che ogni L, è iniettivo.

Sia E = {t E [0, l] : L, è bigettivo}. Per ipotesi °E E, per cui E oF 0.
Se to E E allora L,o è bigettivo, e, per (3.6), IILto'll < b. Inoltre L, =

L,o (I + (t - to)L'o'(L I - Lo)). Allora L, è invertibile se e solo se I + (t
to )L,o I (LI - Lo) è invertibile. Ciò è assicurato se Il (t - to)L,o l (LI - Lo) Il < l

e per questo è sufficiente che It - tal < IILdl~IILoll' Posto 6 = 2(IILJ+IILo) e
preso to = °E E, per quanto provato si ha che [0,6] C E. Ripartendo da
6 e ripetendo lo stesso ragionamento si ottiene che [6,26] C E, e così via.
Dopo un numero finito di passi si avrà che [O,lJ C E, quindi la tesi. O

A questo punto, come anticipato, siamo in grado di provare esistenza e
unicità.

TEOREMA 3.7. Sia l < p < 00. Esistono Ào, C > °dipendenti da
N,p, v, M, w tali che per ogni À > Ào l'operatore À - A : W 2,p(JRN) ~
LP(JRN) è invertibile e le seguenti disuguaglianze sono verificate (la norma
è quella degli operatori in LP)

II(À - A)-Ilip < ~;

11\7(À - A)-Ilip < 5>.;
IID2 (À - A)-III. < C.

(3.7)

(3.8)

(3.9)

OIM. Consideriamo gli spazi

X = W 2 ,p(JRN),
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e gli operatori

Lo = >. - t>, L, = >. - A, L, = >. - [(1 - t)t> + tAl.

Per il Teorema 2.18, l'operatore Lo è invertibile se >. > O. Per il Teorema
3.5 applicato all'operatore A, := (1 - t)t> + tA, esistono C e >'0 dipendenti
da N , P, Vb /vIt, w, tali che

lIull2,p < CII (>. - A')ullp

per ogni >. > >'0. Osservando che

M, < max{I, M}, v, > min{l, v}, w, = tw < w,

possiamo pertanto eliminare la dipendenza delle costanti C e >'0 da t. Sono
soddisfatte le ipotesi del Teorema 3.6 da cui otteniamo )'invertibilità dell'o
peratore L, = >. - A.
Le disuguaglianze (3.7), (3.8) e (3.9) seguono immediatamente dal Teorema
(3.5). O

3.2. Stime LP in !RN per operatori ellittici in forma divergenza

Ci occupiamo di operatori ellittici della forma
N N

A= I: Di(a;, D,) + I:biD;+c
i,j=l 1=1

con ai" bE ct(!RN
), cE L=(!RN

) e

N

I: ai,çiç, > vlçl2 per ogni x, ç E IRN

1';=1

dove v > O. Poniamo

e
w(r) := max sup lai,(x) - ai,(y)l.

1,1 Ix-yl <r

Osserviamo che, per l'ipotesi sui coefficienti a;" risulta w(r) < Mr.
In questa sezione diamo stime esplicite per le costanti >'0 e C del Teorema
3.7.
Abbiamo bisogno di un lemma preliminare la cui dimostrazione è analoga
a quella del Lemma 2.19.

LEMMA 3.8. Sia 1 < p < 00 e sia Ao := L,t,j~1 Di(ai,Dj ) ['operatore
ottenuto da A annullando i coefficienti bi e il termine noto c. Allora

J. Aouululp-2 < O
RN
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divb(x)
Àv := sup [- ,+c(x)],

XEIRN P

69

TEOREMA 3,9, Sia l < p < 00, Se À > Àv, l'operatore À- A : W 2,V(JRN) ->

LV(JRN) è inverlibile, Inoltre, vale la stima

(3,10)

DIM, Consideriamo l'equazione À - Au = f con u E W 2,V(JRN) e f E
LV(rn:N), Moltiplichiamo ambo i membri per ululv- 2 e integriamo sU JRN

Otteniamo così
N

À 1. lulV - 1. L Di(aijDju)uluIV-2
IRN jRN i,j=1

N-1. L bi(Diu)uluIV- 2 - 1. clulV = J. fululV- 2

IRN . RN RN
. 1=1

Siccome (Diu)uluIV- 2 = ;Dilulv si ha

N

À J. lulV - 1. L D;{aijDju)uluIV-2
RN IRN .. 1 .

t,J=

-~ 1. t biDi lulv - J. clulv = J. fulul v- 2
P IRN i=1 IRN ]RN

e, per il Lemma 3,8,

À 1. lulv - ~ 1. t b,Dilulv - 1. clul P < J. fulul v- 2

IRN P RN i=1 IRN RN

Integrando per parti il secondo integrale a primo membro e applicando la
disuguaglianza di Holder otteniamo

da cui, per com'è definito .Àp ,

(À - Àv)llullv < Ilfll v' (3,11)

Se À > Àv e À E p(A) := {À E <C: (À - A) è invertibile}, quest'ultima
disuguaglianza ci dà (3,10), Proviamo che per ogni À > Àv, À E p(A),
Per il Teorema 3,7, esiste Ào = Ào(N,p, v, M,w) tale che per ogni À >
Ào l'operatore À - A è invertibile, Se Àv > Ào, abbiamo subito la tesi.
Supponiamo .Àp < .Ào. e, per assurdo,

À, = inf {À E (Àp , Ào) I (À, Ào) C p(A)} > Àp-
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Allora À I E ,,"(A), perché p(A) è aperto, e lim;'-À, IIR(À, A)II = +00, In

contraddizione con (3.11). Allora À I = Àp e la tesi è provata. O

Vediamo adesso come i risultati di esistenza e unicità permettono di provare
risultati di regolarità ellittica.

PROPOSIZIONE 3.10. Siano l < p, q < 00 e sia u E W,~~(IRN). Se u, Au E

Lq(IRN), allora u E W2,Q(IRN),

DIM. La funzione f := Àu - Au appartiene a U(IRN) per ipotesi. Per il
Teorema 3.9 se À > Àq esiste un'unica v E W 2 ,Q(IRN) tale che

Àv - Av = f = Àu - Au.

La funzione w := u - v soddisfa w, Aw E Lq(IRN) e

Àw - Aw = O. (3.12)

Sia q, E C.;"'(IRN
). Moltiplichiamo ambo i membri di (3.12) per q, e integria

mo su R N . Otteniamo

0= J. (Àw - Aw)q, = J. w(Àq, - A'q,) (3.13)
RN IRN

dove
N N

A' = L D,(a"Dj ) - L b,D, + c - divb.
i,j=1 i=l

Per densità, (3.13) vale per ogni q, E W 2,q(IRN). Per il Teorema 3.9 applicato
all'operatore A', per ogni À > Àq" l'operatore À - A' : w2,q' (IRN ) ->

Lq' (IRN) è invertibile. Fissato À > max{Àq, Àq'} esiste q, E w2,q' (IRN) tale
che

e, per (3.13),

0= J. Iwl"
RN

Pertanto w =Oe u = v E W 2,q(IRN). O

PROPOSIZIONE 3.11. Siano l < p < q < 00 e Sta u E W 2,p(IRN). Se
Àu - Au E Lq(IRN), allora u E W 2,q(IRN).

DIM, Sia u E W 2 ,p(IRN). Supponiamo p < ~, Per i Teoremi di immersione
di Sobolev, u E LP' (IR N ) con PI tale che -.L = l - N2 . Supponiamo PI < q.

P, P

Per ipotesi, posto 9 = Àu - Au, risulta 9 E LP(IRN) n U(IRN) e quindi
9 E LP' (IRN). Allora Au = Àu + 9 E 1)'. (IRN) e per la Proposizione 3,10,
u E W 2 ,p, (IRN). A partire da PI, ripetendo un ragionamento analogo un
numero finito di volte, si prova che u E W 2,q(IRN),
Se invece PI > q otteniamo la tesi al primo passo, Se p > ~, per la
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disuguaglianza di Morrey n E L"'(JRN) e quindi per interpolazione n E
LQ(JRN). Allora An = Àn + (An - Àn) E LQ(JRN) e per la Proposizione 3.10,
n E W 2,Q(JRN). D

Vediamo adesso che il risolvente di un operatore ellittico non dipende da
p. Usiamo la notazione Ap per A come operatore in LP(IRN ) con dominio
W2,p(JRN).

PROPOSIZIONE 3.12. Siano l < p, q < 00, e À E p(A,,) n p(Aq). Se
i E LP(JRN) n Lq(IRN), allora

(À - Ap )-1 i = (À - AQ )-1f.

DIM. Poniamo n .- (À - Ap)-l i E W 2.p(JRN) e v :- (À - AQ)-li E
W2,Q(JRN). Allora

Àn-An= i
e

Àv - Av = f.
Supponiamo p < q. La funzione n appartiene a W 2.p(JRN) per ipotesi e
risolve Àu - An = i con i E L"(JRN), quindi per la Proposizione 3.11,
n E W 2.Q(JRN). La funzione v E W2,Q(JRN) risolve la stessa equazione
ellittica e per unicità della soluzione u = v. Se p > q, perveniamo allo
stesso risultato invertendo nella dimostrazione i ruoli di p e q. D

OSSERVAZIONE 3.13. L'ipotesi À E p(Ap) n p(Aq) nella precedente proposi
zione è superflua poiché si può provare che gli insiemi risolventi coincidono.

3.3. Stime LP interne per operatori uniformemente ellittici

Sia A l'operatore differenziale
N N

An = L a;jD'j +L b,D, + c
i,j=l i=1

dove, come già richiesto in precedenza, a'j = aj' E BUC(RN
), b'j E

L"'(JRN) per ogni i,j 1, .... , N, c E L"'(JRN). Anche qui i coefficienti
aij soddisfano

L a'j(x)ç,çj > IIlçl2;
')

per ogni ç, x E ]RN e con v > O. Ricordiamo le notazioni

e
w(r) := max sup la'j(x) - a;j(y)l.

',) Iz-yl <r
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Proviamo stime LP senza condizioni al bordo. Con le notazioni del Teorema
3.14 seguente, è necessario che 11, cc 112 . Infatti se 11, = 112 = B(O, l) è
il disco unitario in C, le funzioni In(z) = zn soddisfano L'.(zn) = O ma la
stima

non può valere per ogni n.

TEOREMA 3.14 (Stime interne). Siano l < p < 00, 11" 112 aperti di IR N

con 111 limitato e 11 , cc 112 . Allora esiste C = C(N,p,v,M,w,I1 , ,112 ) tale
che

lIuIl2,p.n, < C IlIullp,n, + IIAull",n,)

per ogni u E W 2•p (11 2 ).

Dimostriamo prima questo teorema per palle di IRN

LEMMA 3.15. Siano l < p < 00, B(R) e B(2R) palle concentriche di IRN
di raggio R e 2R rispettivamente. Allora esiste C = C(N,p, v, M,w, R) tale
che

lIulb,B(R) < C(N, p, v, M, w, R) IlIullp,B(2R) + IIAullp,B(2R»)

per ogni u E W 2 ,P(B(2R)).

DIM. Per semplicità di notazione, scriviamo 1I·1I2.p,R invece che 1I·112,p,11(R)

e analogamente per le norme LP.
Poniamo

n

Rn:= RL2- k
.

k=O

Evidentemente R<J = R, Roe = 2R e Rn+1 - Rn = R2-(,,+I). Indichiamo
con B n la palla di raggio Rn. Consideriamo funzioni 'In E C,:"'(IRN ) tali che
O< 'I" < l, 'In = l in B", sUPP'ln C B n+!, 1V''Inl < ~2n e ID2 '1nl < ftr4n

per qualche L > O. Applicando le stime globali (Teorema 3.4) alle funzioni
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-Il'7nUlb < C(N, p, V, M, w)III'7"Ullp+ IIA('7"l')llp]

< C(N,p, V, M,w) [llullp,'R + Ih"Au +22~>ijDiUDj'7"
',l

+u LaijDij'7n +u LbiDi'7"llp]
~,J t

< C(N,p, V, M,w) [llullp"R + IIAullp,'R + ~~4nllullp"R

+ ~L2"IIVullp'R"+']

< C(N, p, V, M, w, R) [IIAullp"R + 4"llullp,2R + 2" IIV'7"+1U llp] ,

Se stimiamo IIV('7,,+ 1u) IIpservendoci delle disuguaglianze interpolative della
Proposizione 2.15 otteniamo

Il'7,,ull,,p < C(N,p, V, lvI,w, R)

[
2" ]

X IIAullp,'R + 4"lIullp,2R + 2nell'7"+lUlb + [llullp,'R

per ogm c > O. Posto ç := C(N, p, V, M, w, R)2"e, la stima precedente
diventa

Moltiplicando ambo i membri per ç-lt l otteniamo

ç"II'7"ull2.p < ç"CIIAull p,'R + CI4"çn- l llullp,2R + ç"+1II'7"+IUI12,p (3.14)
dove CI = CI(N,p,v,M,w,R), Scegliamo c" in modo tale che ç sia indi
pendente da n e minore di ke sommiamo su n le disuguaglianze (3,14)

co

L çnll'7"UIl2,p
n=O

co co

< CIIAullp,2R L çn + Cl lll'llp,2R L 4"çn-1
n=O n=O

co

+ L çn+lll'7"+1ull2,p
n=O

(le serie convergono perché Il'7,,uI12,p < C4"llull',p,B('R) e ç < ~). Osser
viamo che I:~ oç" = Il, e Cl I:~ o4"çn-l = C" dove C, dipende da
N,p, v, M,w ed R. Cancellando i termini uguali a primo e secondo membro
otteniamo infine

lIull"p,R < Il'7oull,,p < C(N,p, V, M,w, R)[IIAullp,2R + Ilullp,'R]'
o
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DIM. (Teorema 3.14) Scegliamo R in modo che 2R < dist(lìj,al"h). Ov
viamente risulta

o, C U B(x, R).
xEn t

Per compattezza possiamo estrarre un sottoricoprimento finito di n1 j risulta
quindi

k

lì, C UB(Xi, R).
i=l

Dal Lemma 3.15 segue
k

lIuIl2,.,o, < L lIulb,.,B(x;,R)
i=l

k

< C(N,p,v,M,w,R) L (ilull p ,B(x,,2R) + II Aull.,B(x;,2R))'
i=I

Per l'ipotesi su R, B(Xi' 2R) C lì2 , pertanto

Il''lb,o, < kC(N,p, v, M, w, R) 111"11.,0, + IIAull.,o,].
o

•


