CAPITOLO 1

Alcuni teoremi classici di interpolazione

Questo capitolo e incentrato su due teoremi fondamentali della teoria clas-
sica di interpolazione: il Teorema di Riesz-Thorin ed il Teorema di Marcin-
kiewicz. Quest’ultimo in particolare sara utile per la stima delle derivate
seconde del potenziale newtoniano secondo ’approccio di Calderén e Zyg-
mund.

Accanto a questi risultati, abbiamo ritenuto interessante presentare una se-
rie di conseguenze e applicazioni che vanno dalla trasformata di Fourier agli
operatori di convoluzione, dall’operatore massimale di Hardy-Littlewood ai
potenziali di Riesz.

Nel seguito (€2, B, 1) denota uno spazio di misura dove B € una o—algebra
di sottoinsiemi di {2 e x4 una misura positiva o—finita su B. Indichiamo poi
con X I'insieme delle funzioni semplici

\

i | k€ N, A; misurabile ,0 < u(4;) < o©
XA e AiNA;j =0peri#j

1=1 y

e con M(€2) quello delle funzioni misurabili in {2. Le funzioni p—sommabili
in  rispetto alla misura p definiscono lo spazio LP(2), 1 < p < co. De-
notiamo con || - ||, la norma standard in L?(§2). Ricordiamo che ¥ & denso
in LP(Q)) per ogni p € [1,00]. Inoltre, data f € LP(Q2) N L(Q2) ¢ possibile
trovare una successione di funzioni semplici convergente a f sia in L?(2)

che in L9(£2).

1.1. Il Teorema di interpolazione di Riesz-Thorin

Sia dato un operatore lineare 7' : ¥ — M () per cui esistano 1 < pg, p1, qo,
q1 < oo con (po,qo) # (p1,q1) ed Mo, My > 0 tali che ||T'f|g, < Mol fllp, €

T fllg, < Myl|fl|lp, per ogni f € ¥. Allora, per densita, si ha T': LP°(£2) —
L%(Q) e T : LP1(Q) — L9(f2). Il Teorema di Riesz-Thorin permette di
“Interpolare” tra gli spazi intermedi, permette cioé di definire T anche da

LP?(Q) in L% (Q)) con py e gg compresi tra pg e p; (rispettivamente gg € q; ).
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La dimostrazione di questo teorema si basa su due risultati di analisi com-
plessa che enunciamo e proviamo di seguito. Il primo € un principio del
massimo modulo per una funzione olomorfa limitata in una striscia.

LEMMA 1.1 (Phragmen-Lindelof). Sia S={2€ C:0<Rez< 1} esia f

una funzione continua e limitata in S e olomorfa in S. Se |f(2)| < M per
ogni z € 38, allora |f(2)] < M per ogni z € S.

DiM. Supponiamo dapprima chellim|z|_,m, 2es|f(2)] = 0. Per ogni e > 0
esiste R > 0 tale che |

f(z)| <e
per ogni z € S\ Qr, dove Qr ={z € S : |Imz| < R}. Per il teorema del
massimo modulo applicato al limitato )z abbiamo che

sup |f(2)| < max{M, e},
2€QR

da cul, mandando € a zero e quindi K a 400, si ottiene la tesi.
Ora per ogni n € N consideriamo la funzione barriera

fn(z) = f(z)ez?g, z € 8.

Come si puo facilmente osservare, risulta lim f,(z) = 0, sicché per il primo
|z | — o0

zeS

passo risulta
32
f(2)e™| < Mev

per ogni z € S. Passando al limite per n — oo si ottiene la tesi.

OSSERVAZIONE 1.2. Il Lemma 1.1 vale in una qualsiasi striscia del pia-
no complesso. La dimostrazione segue da quella gia vista, componendo la
funzione con opportune traslazioni e rotazioni.

Dalla dimostrazione del Lemma 1.1 si vede che l'ipotesi che f € L°°(S) pud
essere indebolita richiedendo ad esempio che per ogni € > 0 si abbia

1|im f(z)eEEE = (.
|z | =00

z€8S

E’ inevitabile tuttavia imporre una condizione di crescita come dimostra il
controesempio seguente.

ESeEMPIO 1.3. Consideriamo la funzione f(2) = e¢ " definita in S = {zeC:
—Z2 < Rez £ %}. La funzione f ha modulo 1 su 85, mentre per Re z = (

f(z)] =€

esplode per Im z — —o0.

La prossima proposizione raffina la stima del Lemma 1.1.
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PROPOSIZIONE 1.4 (Teorema delle tre rette). Sia S = {z € C : 0 <

Rez < 1} e sia f una funzione continua e limitata in S e olomorfa in
o

S. Supponiamo che

(a) [f(2)| < My se Rez =0,
(b) |f(2)| £ M; se Rez = 1.

Allora per ogni ¥ € [0, 1] risulta
F(2) < MIT°MP? seRez=19. (1.1)

DiM. Supponiamo My, M; > 0. Per ogni z € C, sia g(z) = M[}_‘?‘Mf =
e(1=2)log Mo gzlog My T 9 funzione g & olomorfa in C e tale che

0<m<|g(z)| = My~ 2 Me* < M

per ogni z € S, dove m ed M sono rispettivamente il minimo ed il massimo

f

tra Mgy e M;. A questo punto applichiamo il Lemma 1.1 alla funzione h = =
g
ed otteniamo che

f(2)l _ _
()| = 5 < suplh(z)[ =1
per ogni z € S. In particolare per Rez = ¥ si ha la (1.1).
Supponiamo adesso che almeno una delle due costanti My, M sia nulla. Se,
per esempio, My = 0, allora |f(z)| < ¢ per ogni € > 0 se Rez = 0. Dal
passo precedente si ottiene

f(2)] <MY,

Facendo tendere € — 0 si ha f = 0.

Possiamo adesso dimostrare il risultato principale della sezione.

TEOREMA 1.5 (Riesz-Thorin). Sia T : ¥ — M() un operatore lineare e
stano 1 < po, o, p1,q1 < 00, con (po,qo) # (p1,q1), tali che

”Tf”t}'n < MUHf”Pn € ”Tfoh < M, ”f”i'h

per ognt f € 2.

1 1—-9 ¢ 1 1—-9 ¢
Per ogni 0 < ¥ <1, posti — = | e — = - —, st ha che
P9 Po P14y 4o q1

1T fllgo < Mg~ " MY || fllps

per ogni f € X.

OSSERVAZIONE 1.6. Notiamo innanzitutto che, data la densita di 20 in
LPi(Q), 2 = 0,1, l'operatore T puo essere esteso a tutto lo spazio LP¢(2)
ottenendo cosi un operatore continuo

Tpiﬂi : L7 (Q) — Lm (Q)
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Il teorema di Riesz-Thorin dice che per ogni ¥ € |0, 1] 'operatore T puo
essere esteso ad un operatore continuo

Tpy.qe - L7 (2) — LT (£2),

dove py € compreso tra pg € p1 € ¢y € compreso tra gop € qp.

DiM. Fissiamo 9 € [0, 1].
(Passo 1) Supponiamo che 1 < pg,qg,p1,q1 < 00. Per ottenere la tesi &
sufficiente provare che

fﬂ Tf g dﬁ\ < MEP M2 £llpo 9l

per ogni f e g funzioni semplici, dove con ¢, indichiamo l"egpmnente coniu-
gato di gy.

Siano allora f = >, _; ckxa, € § = Z?_l d;xB,, con ci,d; # 0, due fun-
zioni semplici non nulle tali che || flp,, ||g||q < 1. Per ogni z € C con
0 < Rez <1 poniamo

1 1—-2 =z 1 l—2z2 =z
= i ¢ == R
Pz Po P1 9 90 1
Se ¢ = |ex|e™* e d;j = |d;j|e¥s, definiamo
T Py S ";.-f;l .
fo=) lekl7= €™ xa, e g.=)|dj|" e™ixp,. (1.2)
k=1 j=1

Osserviamo che fy = f e g9 = g. Per ogni 2z € C poniamo

q.f
‘I’(E)Z/sz 9> dp = y\rlcklhem‘“ld e /T(xﬂk)-x.e;,— dys

k=1 j=1 §2

Evidentemente ® & olomorfa in C. Inoltre ® & limitata in S = {0 < Rez <
1} poiché

f

2
|d;| o

-- 1c;clpﬂ(l_”i”+ T:) e

Py
| |Ck| Px
Al fine di applicare il teorema delle tre rette stimiamo ® al bordo di S.

. Py
Sia z € C, Rez =0, allora | f,| = D5, |ex|?0 xay, 921 = 205, |d_._,| XB, €
quindi

!
q

vo @
| Fellpe = Il fllos e llgzllg = llglly, , Rez=0. (1.3)

. P
Analogamente, se z € C con Rez =1,si ha |f,] = >, |C;¢|£“XAH 92| =

L)

Zj:]_ |d_j" qi XB; € quindi

f

Py

£ 7
| Felloy = 1 fllps € gzl = llglly, s Rez=1. (1.4)
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Da (1.3) discende che se Rez =0

i)

Py 1

2(2)| < T fallaollgelley < Mollfllps llgllyy < Mo,

mentre da (1.4) si ha che se Rez =1

/!

q
Py —2

B(2)] < ITFellallgzlleg < MalIFIEE gl s < M.

Per la Proposizione 1.4, ricordando che fy = f e gy = g, abbiamo che

/Tf-gdau
€2

che e proprio quello che ci proponevamo di dimostrare.

= [®(9)| < Mg~ MY

(Passo 2) Passiamo ora al caso generale in cui pg, p1, qo. ¢1 pOSSONo assumere
i valori 1,00. La dimostrazione presenta delle differenze rispetto al primo
passo solo nei casi in cul pg = p; = 00 0 g = g1 = 1. Nel primo caso
perde di significato la definizione di f, per via dell’esponente py che vale oc.
Prendiamo allora f, = f e g, come in (1.2) e ripetiamo la dimostrazione
del primo passo. Similmente, nel secondo caso, cioe il caso in cui ¢y = o0,
prendiamo f, come in (1.2) e g, = g.

OSSERVAZIONE 1.7. La dimostrazione del teorema di Riesz-Thorin nel ca-
sO in cuil pg = p; si puo semplificare. E’ sufficiente infatti applicare la
disuguaglianza di Holder ed ottenere

1T fllgs < 1T fllgo “NT£llgy < Mo™" M7 || fllpo-

Osserviamo inoltre che le estensioni dell’operatore 7' sono tali che se f €
L™(Q) N L%(§2), con pyg < r,s < py, allora T.f = Tsf, dove con T e Ty
indichiamo rispettivamente I’estensione di 7" a L"(2) e 'estensione di T" a
L*(2). Infatti, presa f € L™(Q) N L*(Q2) esiste una successione di funzioni
semplici (f,)nen che converge a f in L™(2) e in L*(2). Per continuita e a
meno di estratte si ha che T, f,, converge a T.. f e T, f,, converge a T f quasi
ovunque. Ma T, f, = T, f,, = T f,, perché f,, € semplice e quindi T}, f =T, f
quasl ovunque.

1.2. Applicazioni del Teorema di Riesz-Thorin

1.2.1. Trasformata di Fourier. In questa sezione assumiamo che la mi-
sura pu sia la misura di Lebesgue in R”. Richiamiamo.la definizione di
trasformata di Fourier ed alcune delle sue proprieta principali. Data una



6 V. Manco - G. Metafune - C. Spina

funzione f in L'(R?") indichiamo con Ff o con f la trasformata di Fourier
di f definita da

FHQ) = [ ) de,  geRY. (15)

La trasformata di Fourier & un isomorfismo da S(R") in S(R"), dove S(R¥)
e la classe di Schwarz delle funzioni a decrescenza rapida all’infinito, con
inverso dato dall’antitrasformata di Fourier, che indichiamo con F~1f o
con f, definita da

FfE) =Ff(=€), €eRY.

Inoltre per ogni u,v € S(RY) valgono le seguenti proprieta:

(a) Flu*v)(€) = Fu(€) - Fu(§) per ogni £ € RY;

(b) DPFu(¢) = Fu(€) per ogni multiindice 3 € N e £ € RY, dove
v(z) = (=2miz)Pu(z);

(c) F(DPu)(€) = (2mi€)? Fu(€) per ogni multiindice § € Ny e £ € RY.

E’ ben noto che
F: LI(RN) — Lm(]P?.N) con || Fll100 <1

e che (Teorema di Plancherel) la trasformata di Fourier si estende ad un’i-
sometria di L*(R")

F:L*RN) - L2RM)  con | Fllz2 = 1.

I1 teorema di Riesz-Thorin permette di dimostrare la continuita di F tra
altri spazi funzionali.

TEOREMA 1.8 (Hausdorfl-Young). Se 1 < p <2, allora per ogni f € ¥

IF fllzr < 1115
. . 1 9 VY
DiMm. Sial <p<2esiad € |0,]1] talechej—j=(1—15')+§:1—§ . Per

il teorema di Riesz-Thorin, per ogni f € X
IF Fllgs < Nl fllp
1 1-9 J 9

dove — = — + — = —. Ma allora gy € proprio ’esponente coniugato di
Qs 00 2 2

p e quindi la tesi ¢ provata.

Possiamo allora estendere la trasformata di Fourier ad ogni L? con 1 < p <
2, ottenendo un operatore continuo

F:LP(Q) — LP (), con | Fllppy < 1.
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Facciamo vedere adesso che queste sono le uniche estensioni possibili della
trasformata di Fourier nell’ambito degli spazi LP.

PROPOSIZIONE 1.9. Siano 1 < p,q < oo tali che ||[Ffllq < C||fllp per ogni

1 1
f € LP(RN); allora 5 + E = 1.

DiM. Fissata f € S(R") non nulla, per ogni A > 0 poniamo fy(z) = f(\z).
La trasformata di Fourier di f) e

Fa€) =f e~ 2™E £y (z) d$=/

e~ 2miz 3 (NN dez = \"NFf (é) .
BN BN )\

Siccome |[Ffallg = AN ¥ Ffllg e Ifall, = A7 | llp, Vipotesi implica
immediatamente .
1Ffllg < CA™NGEH £l

1 1
Se — + — — 1> 0 allora mandando A — oo si otterrebbe Ff = 0, da cui

P q

1 1
f = 0 contro Pipotesi. Analogamente se — + — — 1 < 0 (mandando A — 0).
P g
1 1

Allora necessariamente — + — =1 .
P q

La proposizione appena vista prova che la trasformata di Fourier puo es-
sere un operatore limitato solo da LP(R") in LY (RY), con p’ esponente
coniugato di p. Ora vogliamo vedere che la condizione p < 2 non puo esse-
re rimossa. A questo scopo, consideriamo u € S(R?), non nulla, tale che
suppt C B(0,1) (data v € S(RY) con suppv C B(0,1), sia u = ).

Per ogni t > 0 definiamo wu; tramite la sua trasformata di Fourier

i1y (€) = a(&)eel (1.6)
Siccome @ € C°(B(0,1)) € S(RY), si ha uy; € S(RY).

LEMMA 1.10. Per ognit > 0

(2) lluelle = lufl2
(b) [luelloo < et~ ¥ Julls.

DiM. (a) Applicando il teorema di Plancherel si ha immediatamente che
fuello = [[aell2 = [|a]le = ||lull2. o

(b) Per ogni € > 0 definiamo u; . tramite 4, . (§) = @(§)e~ W € S(RY).
Allora

a2y.2
RN At |
Ut e = Uk (€ — t) 7 e E—10)

X
lutelloo < llully e —at]= . (1.7)
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Per il teorema di convergenza dominata 4 ¢ — Uz in L? per € — 0 e quindi,
per il teorema di Plancherel, u; . — u; in L? per ¢ — 0. Possiamo allora
estrarre una successione (u¢ ¢, Jnen da ug . che converge quasi ovunque a u
e passare al limite per € = &, — 0 nella stima (1.7) ottenendo la (b).

PROPOSIZIONE 1.11. Supponiamo che la trasformata di Fourier si estenda
ad un operatore continuo

F: LP(RY) — LY (RYN),
allora p < 2.

DIM. Supponiamo per assurdo che p > 2 e per ogni £ > 0 condideriamo la
funzione uy definita in (1.6). Allora, applicando il Lemma 1.10, si ha

f wlP = f welP el < JluelZ2 o (1.8)
H” ]EN

P2 |ul|f
+ 5 (p—2)

< lully = ext= 7 @2,

dove ¢; = ¢1(p,u). Per la disuguaglianza di Holder e data la continuitd di
F da LP? in L? ., abbiamo che

faall = [ laallil < Nal el < Clucpliady (19
Per il Lemma 1.10 e per le disuguaglianze (1.8) e (1.9)
~ - _Np—2 R _Np—2 .
lull3 = ladllz < c2 llaully 7% < ez llifloo t™2 7, (1.10)

dove ca = ca(p,u). Data l'ipotesi p > 2, ’esponente di ¢ in (1.10) & stret-
tamente minore di zero. Mandando ¢ — 400 otteniamo w = 0 contro
I'ipotesi.

1.2.2. Operatori di convoluzione. Fissiamo f € L?(R"). E’ ben noto
che per ogni g € L*(R?¥) il prodotto di convoluzione f x g appartiene a
LP(R™) e vale la disuguaglianza di Young

|f*allp < [ fllp llglla-

Se g € LP' (RM), allora dalla disuguaglianza di Hélder segue che f * g & in
L=®(RN) e

1 * gllos < [I£lp lgllp-

TEOREMA 1.12 (Hausdorff-Young). Siano f € LP(RV) e 1 < ¢ < oo tale

1 1 1 1 1

che —+ = —1>0. Allora, posto = = —+ = — 1, per ogni g € L4(R"Y) si
P q rpr 4g

ha che f x g€ LT(RY) e

Lf * gllr < ||fllo lgllq-
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DiM. Posto Tyg = f * g, per quanto richiamato prima, si ha
T; : LY(RY) — LP(R")

l1,p < I fllp e
Ty : LP (RY) — L2 (RV)

con norma ||7

1
con norma ||T¢|lp 0o < ||fllp - Osserviamo che ’ + pi 1 > 0 equivale a
1 1-9 S,
< q < p'. Sia allora ¢ € [0,1] tale che — = - — =1-— —. Posto

1

q 1 4 p
1 1-9 9 1-9
S

- | = —— per il Teorema di Riesz-Thorin si ha che
p 0 p

Tr : LY(RY) — L*(R"Y)
¢ un operatore continuo con norma ||7||4s < || fllp- A questo punto la tesi
segue dal fatto che r = s, come si puo facilmente verificare.

Anche stavolta il risultato ottenuto € ottimale, nel senso precisato dal se-
guente esercizio.

EsercIzio 1.13. Provare che se ||f * gl|» < c||fllp llgll; per una costante

1 1 1
c>0edogni fe€ LP(RY) e ge LIRY) allora = = = + - — 1.

r P g
(Suggerimento: Per ogni A > 0 si applichi la disuguaglianza alle funzioni

fr € LP(RY) e gy € LY(RY) definite da fy\(z) = f(Az) e ga(z) = g(\z) e

se ne deduca la tesi come nella dimostrazione della Proposizione 1.9).

1.2.3. Interpolazione di operatori compatti. Nelle ipotesi del Teore-
ma di Riesz-Thorin vediamo che se uno degli operatori 1y, 77 € compatto,
allora Ty € compatto per ogni 0 < ¥ < 1.

TEOREMA 1.14. Siano 1 < pg, o, p1,q1 < 00, con (po,qo) # (p1,q1) e siano
To: LP°(Q2) — L®(Q2) e Ty:LP(Q2) —» LY ()

due operatori limitati, tali che T7 = Ty su 2. Se uno dei due operator: é
compatto allora per ogni 0 < 9 < 1 loperatore

Ty : LP2(Q) — L% (),

dato dal Teorema 1.5, é compatto.

DiM. Per semplicita di dimostrazione supponiamo che u(£2) < oco. Suppo-
niamo che T} sia compatto. Allora K = To(Bj»0) € relativamente compatto
in L9%(€)), dove Brro ¢ la palla chiusa di LP°(Q). Siccome K & compatto,
per ogni € > 0 esistono fi, f2,..., fx € 2 tali che

£
K c | ) B(f:¢). (1.11)
=1
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Possiamo scrivere le f; nel modo seguente

S
fi= E Cij XA;
=1

con A; insiemi misurabili a due a due disgiunti e tali che 0 < p(A;) < oc.
Siano 1 < p < oo e g € LP(R2). Posto span{xa, : 3 = 1,---,s} Pinviluppo
lineare delle funzioni caratteristiche x 4,, consideriamo 'operatore di rango
finito P : LP(2) — span{xa, : j =1, -, s} definito per ogni g € L?(Q2) da

Pg = i (ﬁ(;j) /AJ g dﬁ) XA;-

j=1

Stimiamo la norma L? di Pg. Per la disuguaglianza di Jensen,

ng ﬂf;j) pXAj < ZS: (fAj 917 ﬂﬁj))x%

1=1
5
f |Pgl” du < Zf g|” dp < f 9/ dp.
Q o1V A Q

Allora P : LP(£?) — LP(S2) ha norma < 1 e in quanto operatore di rango fini-
to € compatto. Inoltre per ogni funzione semplice del tipo s = Z:’:’:l djXA,
si ha che Ps = s.

Da (1.11) segue che per ogni f € Bpro esiste f; tale che ||Tof — fi]| < €.
Pertanto

S

[PglP =

j=1

e quindi

|Tof — PTofll < | Tof — fill + Ife = PTof|
= |Tof = fill + [|Pfi — PTof|| < 2e.
Consideriamo allora gli operatori Ty — PTy : LP°(£2) — L9°(€)) di norma

|To—PTo|| < 2¢eTy—PT : LP1(Q) — L9 () di norma ||T7— PT1|| < 2M;,
dove My = ||T1||. Per il Teorema di Riesz-Thorin, per ogni 0 <9 <1

|Ts — PTy|py,qe < (26)'77(2M1)7,

dove Ty,ps € gy sono quelli dell’enunciato del Teorema di Riesz-Thorin.
Quest’ultima stima ci dice che per 0 < ¥ < 1 possiamo approssimare in
norma 1 con operatori di rango finito e quindi che T3 € un operatore
compatto.

1.3. Il teorema di interpolazione di Marcinkiewicz

Sia f € M(2). Per ogni a > 0 poniamo Ala) = As(a) = p{|f]| > a}.
Notiamo che A & una funzione decrescente in (0,00). Nei prossimi due
lemmi presentiamo le proprieta di base di A.
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LEMMA 1.15. Sia f € M(Q2); allora
/ £l dp = / Ae) da

DiMm. Sia G = {(t,z) € (0,00) x Q2:0 <t < |f(z)|} e indichiamo con m la
misura di Lebesgue sull’intervallo (0, oc); allora

(m x p)(G) = / |f(z)| du(z /ﬁ dﬂ(ﬂ!)/ﬂmm”dt

/ﬂ dt ~/{|f|::~t} du(z) = /:ﬂ A(t) dt

LEMMA 1.16. Sia f € M(£2), allora
[ 1P du=p [ x(@) dar
Q 0

DiM. Per il lemma precedente

fuPan = [ uisr>a)da= [ ulifl> ot} da
p /ﬂ W{If] > B} BP~1dp.

Introduciamo gli spazi L? deboli cosi definiti
AP
LP () = {f e M(Q):dA>0 Ma) < —}
Se f € LP(§2) con p < oo, allora per la disuguaglianza di Chebychev

A@) = u(lf] > a} < 1L

e quindi LP(2) C LP (). I due spazi sono pero diversi, per esempio la

(1.12)

1
funzione f(z) = — appartiene a L? (0,1) ma non a LP(0,1).
€Tre

Dati p; < p2 consideriamo lo spazio vettoriale
LPr 4+ L7 ={f=fi+ fo: fi € L*}.
Se p1 < p < py allora
IPrN P2y [P C I —|—LPE.

Proviamo la prima immersione.
Essendo p; < p < p9, si ha i— < % < pll e quindi esiste t € (0, 1) tale che
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L =L 4 1=t Osserviamo che [u[P!~9 ¢ L70-5 e |uPt € L¥ . Inoltre
pUd=t) 4 Pt — 1 Allora, presa u € LP! (Q) N LP2(Q)), per la disuguaglianza

1 P2
di Holder, vale

[l = [ (= e < =l < oo
Dimostriamo la seconda inclusione. Sia f € L? e sia v > 0. Definiamo

_ ) flz) self(z)] >~ _J o se [f(z)| >
fl(m)_{ 0 se |f(z)| < fﬁ(m)‘{ flz)  se|f(z)] <~

f1 € LP' ed f, € LP2, come risulta dalle seguenti disuguaglianze

L} — P1—PpP| £|P pP1—p p
f £ [{W}|f| P <~ / £,

/WM } f{mm} PP < ’rm_pf fIP-

Chiaramente f = f1 + fs.

DEFINIZIONE 1.17. Sia T : LP(Q) — M(§2) un operatore (non necessaria-
mente lineare).
Sel <p< ooy T di dice di tipo debole (p,p) se esiste A, > 0 tale che per
ogni f € LP(2)

(rs1> o < (Zeldle)

per ogni o > 0.
Se p = o0, T si dice di tipo debole (00,00) se esiste Axe > 0 tale che per
ogni f € L*°(Q)

1T flloo < Aol flloc-

In particolare se T é lineare allora T € continuo da L>®(§2) in sé.

OSSERVAZIONE 1.18. Un’operatore limitato da LP(£2) in sé € in particolare
di tipo debole (p, p) come si verifica facilmente usando la (1.12).

Fatte queste premesse siamo ora in grado di enunciare e dimostrare il teo-
rema di interpolazione di ‘Marcinkiewicz che generalizza quello di Riesz-
Thorin, ma e meno preciso nelle stime di alcune costanti.

TEOREMA 1.19 (Marcinkiewicz). Siano 1 <p<r < oo e sia 1 : LP(Q2) N
L7(§2) — M(Q2) tale che

1) 1T(f+9)| <|Tf|+|Tgl, per ogni f,g € LP(Q) NL"(Q) ;
(ii) T é di tipo debole (p,p);
(iii) 7" € de tipo debole (r,T).
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Allora per ogni p < g <r esiste A, > 0 tale che
ITfllqg < Aqll fllq

per ogni f € LP(Q2) N L™ ().
DiM. Prendiamo f € LP(Q2) N L™(§2) e fissiamo « > 0. Definiamo

@ =4 3@ I @ = @) - fita)

Osserviamo che [f;| < |f| e quindi f; € LP(Q) N L"(Q) per i = 1, 2.
(Caso r < o©) Per (i) |T'f| < |Tf1] + |T f2|, sicché

(771> oy < {irsi > $HU{ il > 51

Da quest’ultima inclusione e da (i7) e (#27) discende che

p{ITf] > a} < ﬂ{foﬂ > %} +#{1Tf2’ > %}
< (Ml (Mellle’
o Q
Per il Lemmma 1.16

[rfran = ¢ [ tuliTs]> o} da

. o
< Ay [ a7 [ AP duda
0 Q
+q2""A:/ ﬂ:q_l_rf |f2|” dp do
0 £2

24y [ a1 da [ @) du
0 {If|>a}

b g2 AT / 011" do f (@) du(z)
{1 fl<a}

|f ()]
q?pAP/ |f(z)|P du( :r:)f ad=17P do

q2" A7 / |f(z)]" dpa(:r)/ a? 177" da
Lf(z)]

qg2P AP 2T AT
= ( b 4 3 )/ £ dpe .
q—2p r—4q

(Caso r = oo) Per la (4it) esiste As > 0 tale che ||Tf2]loc < Aocollf2]loe <
Aca. Percio, posto 8 = 24, abbiamo che

{ITf] > B} c.{|Tf1\ > g}
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Da questa inclusione e da (iz) discende che

p{|Tf| > B} < (mplgflnp)p.

Come nel passo precedente, per il Lemma 1.16 si ha che

/ T dp = g f BT W{|T f| > B} df
€2 0

< qrar / ge-1-r [ FIP du
0 {f1> 2=}

2A o0

|

2Ax|f(z)]
$2° AP / S@P du(z) | 517 dp

q29 ADALSP
f 19 dp.

OSSERVAZIONE 1.20. (a) Supponiamo che 7" sia lineare. Allora T si estende
ad un operatore lineare limitato da L9(§2) in L9(S2).

(b) Sia sempre T lineare. Nell’enunciato del teorema di Marcinkiewicz ab-
biamo considerato un operatore 71" definito su LP(Q2) N L"(£2). Spesso perd
in letteratura 7' e definito su LP(£2) + L™(§2). Cid non cambia di fatto il
teorema in quanto le due ipotesi su 7' sono equivalenti.

Infatti, dato T : LP(Q2) + L™ (2) —» M(Q), possiamo definire gli operatori
Tp: LP(Q) - M(Q) e T, : L"(Q2) — M(§2) come le restrizioni di T a LP(£2)
e ad L"(2) rispettivamente. Allora se prendiamo f € LP(2) N L™(2) si ha
che ,f =T, f=Tf.

Viceversa se ho due operatori T, : LP(2) — M(Q) e T, : L™ (Q}) — M(Q)
che coincidono su LP(Q2)NL"(Q?), allora presa f = fi+f2 € LP(2)+L"(Q2) de-
finiamo l'operatore T': LP(2) 4+ L"(2) — M(2) ponendo T'f = T}, f1 + T fo.
Verifichiamo solo che la definizione di T' non dipenda dalla scelta di f; ed
fo. Siano g1 € LP(QY) e go € L"(Q2) tali che f1 + fo = ¢1 + g2 allora
fi—ag1 =92 — f2 € LP(2) N L™ (2), ma poiché T, coincide con T, nell’in-
tersezione degli spazi, abbiamo che T, f; — T,g1 = =1} fa + Trg2 e quindi
Tpof1 + T fo = Tpgr + T g2

1.4. Applicazioni del Teorema di Marcinkiewicz

1.4.1. La funzione massimale di Hardy-Littlewood.

DEFINIZIONE 1.21. Data f € L} (RY) si definisce funzione massimale di
Hardy-Littlewood di f la funzione M f RN — R cost definita

|f ()]

MIE) =38 () o
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per ogni x € RV,

Vediamo quali sono le proprieta di base della funzione massimale.

PROPOSIZIONE 1.22. Sia f € L}, (RY), allora

1) Mf=M|f|,
2) M(f+g) < Mf+ Mg;
3) se f € L®(RYN) allora M f € L¥RY) e |Mflloo < || flloo;
4) M f é semicontinua inferiormente;
5)

se Mf € L*(R") allora f = 0.

DiM. Le proprieta 1), 2) e 3) si verificano facilmente.

4) Per ogni 7 > 0 la funzione f,.(z) = IB(;T}I fﬂimﬂ") f(y)| dy & continua
in z. Allora M f € semicontinua inferiormente perché estremo superiore di
funzioni continue.

5) Supponiamo f # 0; allora esiste R > 0 tale che me‘R) f(z) dx =a > 0.

Sia |z| > R, allora

1
Mf(z) > F()| dy
=) 2 1B 22D Jaeaen !
1 a
> J(y)| dy = -
B 220 Joom " N Y oy

Siccome la funzione z + |z|™" non & sommabile in RY risulta M f ¢
L'(RM).

Un’utile conseguenza della semicontinuita inferiore della funzione massimale
di Hardy-Littlewood e¢ il seguente

COROLLARIO 1.23. Per ogni o > 0 linsieme {M f > a} ¢ un sottoinsieme
aperto di RV.

Ogni funzione semicontinua inferiormente ha soprallivelli aperti, quindi il
corollario precedente € di fatto dimostrato. Presentiamo tuttavia una dimo-
strazione che sfrutta direttamente la definizione della funzione massimale.

DiM. Sia zp € RY tale che M f(xy) > «. Fissiamo 8 € R tale che
Mf(zo) > B > «. Data la definizione di M f(z(), in corrispondenza di
(3 esiste r > 0 tale che

/ |f| > B|B(zo,7)| > a|B(zo,7)|.
B(zg,r)
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5 N
Prendiamo allora 0 > 0 tale che (r +9) < E Un tale o esiste perché

SN rN o
Bl
Q r

Per ogni z € RY tale che |z — zy| < § risulta che B(zo,7) C B(z,r + 4) e
quindi, data la scelta di ¢, si ha che

f mz/ 1> Bun ™ > awy (r+8)N = a|Blz,r +6)|.
B{(x,r+48) B(zo,r)

— 1 per 6 — 0.

Quest’ultima disuguaglianza ci dice allora che M f(z) > o per ogni = €
B(xg,9d) e cio prova che l'insieme {M f > «} & aperto.

Per ogni 1 < p < oo possiamo definire 'operatore
M : LP(RY) - MRY),  f— Mf.

Per la Proposizione 1.22 (punti 2 e 3) M & sublineare e di tipo debole (oo, 00).
Nel Teorema 1.25 proveremo che M & di tipo debole (1,1). Concluderemo
pertanto, grazie al teorema di Marcinkiewicz, che M : LP(RV) — LP(R™Y)
é un operatore limitato per ogni 1 < p < 0.

Il seguente lemma di ricoprimento sara utilizzato nella dimostrazione della
disuguaglianza massimale.

LEMMA 1.24 (di ricoprimento di Vitali). Sia W C |J-, B(zi,r;). Allora
esiste S C {1,2,...,m} tale che

(i) B(z;,ri)NB(zj,r;) =0 per ognit,j € S con i # j;
(11) W C U B(ng,g?‘i).

€S

DiM. Consideriamo preliminarmente due palle B(x,r) e B(y, s), con r > s,
tali che B(z,r)NB(y,s) # 0. Allora |[x —y| < r+s < 2r e quindi B(y, s) C
B(xz,s + 2r) C B(x,3r).

Supponiamo che ry > r9 > --- > r,. Partiamo da r; e poniamo By =
B(z1,71) e i = 1. Quindi, posto 45 il primo degli z > 1 tale che B(z;, ;) N
B(zy,71) = 0, poniamo By = B(x;,,ri,). Procedendo in questo modo
dopo un numero finito di passi avremo individuato 'insieme di indici S =
{i1,%2,...,%r} le cui rispettive palle B; = B(z;,,r;;) sono a due a due
disgiunte e, per quanto osservato nella prima parte della dimostrazione,
verificano la (ii).

TeEOREMA 1.25 (Disuguaglianza massimale di Hardy-Littlewood). Se f €
LY(RYN), allora per ogni o > 0 si ha

{Mf>a} <3V ”Qll, (1.13)

ossia M ¢ di tipo debole (1,1).
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DiM. Sia K un compatto contenuto in {Mf > «}. Per ogni z € K,
M f(z) > a e quindi esiste un r(x) > 0 tale che

[ il alBr@) (1.14)
B(xz,(x))

Siccome K & compatto esistono {z1,...,2n} C K tali che K & contenuto
nell’insieme | J—, B(z;, 7(x;)). Per il Lemma 1.24 esiste S C {1,2,...,m}

tale che K C |J;cg B(xi,3r(z;)) e le palle B(z;,r(x;)), al variare di ¢ in S,
sono a due a due disgiunte. La (1.14) implica che

|K‘ < ZIB(:‘SHBT(SJE))‘ =3NZ‘B($ET($’E))‘

teS ieS

3N 3N 3N
< =Y/ == HEEATN
Cx B(zi,r(z:)) U, Blzir(z:)) &

1€S

Siccome {Mf > a}| = Sup{\K\ : K compatto , K C {Mf > E}f}} si ha la

tesi.

COROLLARIO 1.26. Se 1 < p < oo allora esiste A, > 0 tale che

1M fllp < Apllfllp
per ogni f € LP(RV).

DiM. La tesi segue immediatamente dal teorema di Marcinkiewicz.

La Proposizione 1.22(5) mostra che il Corollario 1.26 non € vero per p = 1.
Vale tuttavia il seguente semplice risultato

COROLLARIO 1.27. Se f € L*(R¥) allora M f(x) < oo per q.o. x € RV,

DiM. Per ogni n € N risulta {Mf = o0} C {Mf > n}. Allora per la (1.13)

3NJ|fH1.

[{Mf=ocot| <[{Mf>n}| < —>

Se mandiamo n — oo abbiamo che [{M f = co}| = 0 e quindi la tesi.

1.4.2. Punti di Lebesgue.

DEFINIZIONE 1.28. Sia f € L} (RY). Un punto x € RY si dice punto di

loe

Lebesgue di f (scriveremo x € L(f)) se

1
i y) — flx)| dy = 0.
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OSSERVAZIONE 1.29. (i) Se z € un punto di Lebesgue di f allora

1
= i dy.
I = 0 Bl Jogem T

Infatti,

1 1

Jz) = 1B(z,T) B(I,T)f(y)dy = Bz, ") B(ar)

(i¢) Se f & continua in z allora x € L(f). Infatti, fissato € > 0 esiste un
ro > 0 tale che |f(z) — f(y)| < e se |x — y| < rg. Allora per ogni r < g

1
B@n)| Jpn W)~ @Idy<e

TEOREMA 1.30 (Lebesgue). Se f € LY(RY) allora |RN \ L(f)| =0

f(z) — f(y)ldy — 0,

DiM. Fissato r > 0 poniamo

T, f(x) = !

|B(z,7)| JB(z,r)

e Tf(z) = limsup,_, o+ Trf(x). Dobbiamo provare che T'f = 0 q.o. in R¥.
Per la densita di L* (RY)NC(RY) in LY (RY), dato € > 0 esiste g € L}*(RY )N
C(RY) tale che || f — gl||; < &. Per 'Osservazione 1.29(ii)

[f(y) — f(z)| dy

Tg =0in R". (1.15)
Poniamo h = f — g,
1
T.h - h(y) — h(z)| d 1.16
(z) Bla.r) B(m!r}l (y) — h(z)| dy (1.16)
1

< |h(y)| dy + [h(x)| < Mh(z) + |h(z)],

|B(.’E, T)l B(z,r)
dove Mh ¢ la funzione massimale di Hardy-Littlewood. E’ evidente che T..

e sublineare, quindi 7. f < T,.g + T;-h. Passando al limsup per r — 0, da
(1.15) e (1.16) otteniamo che

Tf<Tg+Th=Th< Mh+ |hl.
Da quest’ultima disuguaglianza discende che per ogni a > 0
(Tf>a)C {Mh > -‘:25} {1l > %}
e quindi per il Teorema 1.25 e per la disuguaglianza di Chebychev
{Tfzall < [{MrzZ}H+|{n23}

2 3N 2
—||R||1 + —=||R]I1
84 X

(23” 2)
— + — ] £.
8 '

IA
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Mandiamo € a zero ed otteniamo che |{T'f > a}| = 0 per ogni a > 0.
Allora {Tf > 0} = |J,,cn{Tf > +} ha misura nulla e quindi 7'f = 0 g.o.
in RV,

OSSERVAZIONE 1.31. Il Teorema 1.30 vale anche per funzioni f € L}, (R™Y).
Infatti per ogni R > 0 la funzione fxpo,r) € LY(RN) e quindi q.0. z €

B(0, %) e un punto Lebesgue di f.

Vediamo alcune conseguenze del teorema di Lebesgue.

DEFINIZIONE 1.32. Sia {Ep}n>0 una famiglia di sottoinsiemi di RY e sia
z € RY. Diciamo che {En} converge a  per h — 0 se esistono o > 0 e
numeri realt v, — 0 talt che per ogni h risults

Ey C B(x,m) e |En| 2 a|B(z,rh)|.
COROLLARIO 1.33. Siano f € L}, (RY), z € L(f) e {Ex} — z, allora

1
lhim y) — f(x)| dy = 0.
VoA Ehl f(y) — f()] dy

DiM. Infatti

1 1
A If(y)—f(m)ldyiﬂlB(Wh)l B{M)Jf(y)uf(m)idy

che tende a zero al tendere di A — 0 perché x € un punto di Lebesgue di

f.

‘Dal corollario precedente segue un risultato di derivazione dell’integrale di
Lebesgue in dimensione 1.

COROLLARIO 1.34. Per ogni f € L}(R) la funzione F(z) = [~ __ f(
derivabile q.0. con F' = f q.o.

DimM. Sia x € L(f). Per ogni h € R, h # 0, ed x € R, poniamo F,; =
[z, + h]se h >0e Ep = [z + h,z] se h < 0. Secondo la Definizione 1.32
{En} — = per h — 0. Allora per il Corollario 1.33

1 . f@)dt 1
EF(:c-i—h) — F(z) = : |Eh| . f(t) dt (1.17)

converge a f(x). Questo prova che F' € derivabile q.0. e che F' = f q.o.

r+h

COROLLARIO 1.35. Sia f = xg con E sottoinsieme misurabile di RV .
Allora

|E M B(fﬂ, T)l . 1 q'ﬂ' E'ﬂ' Eg (1-18)
|B(z,7)| 0 gq.o. in E°
I punti x € RY per cui vale (1.18) si chiamano punti di densita per E.



20 V. Manco - G. Metafune - C, Spina

DimMm.
|EN B(x,r)] 1 /
= XEe(y) dy
|B($:T)‘ ‘B(:I?,‘?‘)I B(x,r)

che per I’Osservazione 1.31 converge q.0. a Xg.

I punti interni di £ sono punti di densita per E. Infatti preso z interno in
F basta prendere una palla B(z,rg) C £ e per ogni r < rg

[ENB(z,7)| _ |Bz,r)
Bl,r)|  |Bla,r)

=1.

Il viceversa € falso. Si consideri ad esempio un insieme E di misura non
nulla con mterno vuoto.

La definizione di punto di Lesbegue si generalizza in modo naturale a quella
di p-punto di Lebesgue.

DEFINIZIONE 1.36. Siano 1 < p<oo; f € LY (RN) ed xz € RN, z si dice

loc
p-punto di Lebesque di f e scriviamo x € p-L(f), se esiste

g )

Applicando la disuguaglianza di Jensen si vede subito che se x € un p-punto
di Lebesgue per una funzione f € LY (RY) per qualche p > 1, allora z &

loc

un punto di Lebesgue per f. Infatti risulta

dy ’ — f(2)|IP dy

COROLLARIO 1.37. Se f € LY (RN) con 1 < p < o0, allora |[RY \p-L(f)| =
0.

DiM. Sia {g;}ien un sottoinsieme denso di C. Siccome f € LY (RY), per

loc

ogni i € N si ha che |f — ¢;|P € L} (RY). Allora, per il Teorema 1.30, per

loc
ogni i esiste N; C RN di misura nulla tale che se z ¢ N; risulta

1
lim — {3 p d = - (i p. 119
S B o f(y) — @l dy = | f(z) — 4 (1.19)

Poniamo N = |J, N;. Evidentemente N ha misura nulla. L’identita (1.19)
vale allora per ogni z ¢ N e per ogni ¢ € N.
Prendiamo adesso = ¢ N e fissiamo ¢ > 0. Data la densita dei g; in C esiste
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un indice ¢ tale che |f(z) — ¢;| < €. Si ha allora che
1

1
— \B(x ,r)l B( )lf(y)”fi’i+%‘_f(m)|p dy
y T,r
2 ) —alr d
< Yy — 4qi Y
fB(iI?,,T)‘ B(x.r)
i 7@) - ail? d
| r)— q;|" ay
|B(z,7)| B(z,r)
op—1

S f(y) — al” dy + 2P eP.
‘B(E T)‘ B(xz,r)

Tenendo conto della (1.19), si ha

1
lim sup
r—0 IB(:‘C&T)‘ B(xz,r)

1f(y)—f(@)|P dy < 2P~ f(z)—qi|P+2P"1eP < 2PeP,

Data 'arbitrarieta di € > 0 z € un p-punto di Lebesgue per f.

1.4.3. Convergenza puntuale di operatori di convoluzione. Come
noto una funzione f € LP(RY), con 1 < p < oo, p ud essere approssima-
ta in norma LP da funzioni piu regolari, usando prodotti di convoluzione.
In questa sezione vedremo sotto quali ipotesi tale approssimazione diventa
puntuale quasi ovunque. Ricordiamo che, presa ¢ € L*(R") con Jpn o =1

e posto per ogni € > 0 ¢.(z) = Ny (%), si ha
pex f— f

per € — 0 in norma, LP”.

Assumendo inoltre che ¢ € L=¥(R") e suppyp C B(0,1) si dimostra facil-
mente che

@E*f—-"f q*ﬂ':

infatti

0 * f(z) — f(z)] — f(z)| dy

¢ (;)\ f(z—y) - f(@)| dy

[ A\
{ny
t
2
e
>
”"-----._.---"'r
:
E-?:
|

IA
N
_=
iy

8
—
==
8
|
&
|
=
N
&
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Da questa stima segue subito che ¢, * f(z) converge ad f(z) per ¢ — 0 in
tutti i punti di Lebesgue di f e quindi quasi ovunque in R¥

Le ipotesi su ¢ affinche la convergenza quasi ovunque sia verificata possono
essere indebolite, come vedremo nel prossimo teorema. Premettiamo un
lemma, tecnico.

LEMMA 1.38. Sia ¥(z) = g(|z|) € L*(RY), con g :]0,00[— Rt funzione
decrescente e sita f > 0. Allora

(0 F)(z) < ( [ ¢) M)

DiM. Per ipotesi ¥ € L*(RY) e quindi

OO
Y(x)dr = NmN/ rN=1lg(r) dr < .
RN 0

Fissiamo n € N e definiamo per ogni t € R

=§g(k;1) s 2] () (1.20)

Osserviamo che, fissato ¢, la serie che definisce g, () si riduce ad un unico
termine. Risulta inoltre 0 < g, < g e go(t) — g(f) nei punti ¢ in cui g €
continuna. Dato che g € monotona, € continua q.o0. e quindi

gn(t) — g(t)

per q.o. t € R.
Fissato ¢ riscriviamo g, (t) come segue,

ant) mg(’““) e

( n ) =Tl](t)_9(knj) X]n,g](t)}
g( ) cA (%’}') X]mﬁ](*)]
9(2) -9 (22) | oy

Siccome g e decrescente, il termine generale della serie ax, = ¢ (—) —

(k + 1 )
g e positivo.

mn

wiviiviiive

S|z 3|

I

o
I
sk
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Definiamo a meno di un insieme di misura nulla

— Z i n Xﬁ(ﬂjﬁ) (m)
k=1

e stimiamo il seguente prodotto di convoluzione

Yn x fz) = o Yn(y)f(z —y dy—Zakn[B P fy) dy
0 B(0,%
= Y / N OLR Eﬁ ig
< M@ o B(o?§)|:w(m) [ b
Allora
pxflz) = | vWfz-y)dy<lminf | ¥n(y)f(z-y)dy
< Mf(z) liminf - Yn(y) dy = M f () -

dove nell’ultimo passaggio abbiamo usato il teorema di convergenza domi-
nata dato che ¥, (z) = gn(|z]) < g(|z]) = ¥(x) € LY(RYN).

Il lemma precedente ci permette di sostituire I'ipotesi di limitatezza e la
condizione sul supporto di ¢ con ipotesi piu deboli. E’ sufficiente infatti
che p sia dominata in valore assoluto da una funzione sommabile, radiale e
decrescente.

TEOREMA 1.39. Sia p € L'(RY), [on ¢ =1, |@(z)] < g(|z|) con g :]0, c0[—
R* decrescente e supponiamo che P(x) = g(\:c|) e LY(RY). Allora

we*x f— f qo. inRY

per ogni f € LP(RY), con 1 < p < oo.

DiM. Per ogni € > 0 poniamo

Gef(@) = | lecw)(f@=v) - f@)] dy

e Gf(x) = limsup._ o+ Ge f(z). Per ottenere la tesi e sufficiente provare che
G f = 0 quasi ovunque.
Osserviamo che se f € L®(R") ed & continua in zo allora Gf(zy) =
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Infatti, scelto r > 0 tale che |f(xg — v) — f(xo)| < &, per ogni y € B(0,r)

Gef(zo)| < fB ol — 1) ~ f(ao))| dy
" [ 0e () (f(zo — y) — f(z0))| dy
RN\ B(0,r)
< E/B({},r} [0e(y)] dy+2||fllm/w\5m} e (y)] dy

< <[ oWy 20l |l dy =0
YlZe

In generale se f € LP(RY) per ogni n € N esiste h € C°(R") tale che

£ = hllp < - (1.21)

Gh = 0 perché h & continua e limitata in RY. Poniamo r = f — h, allora
per la sublinearita di G,

Gef < G:h+Ger
e, passando al limsup per € — 0,
Gf <Gh+Gr=0Gr. (1.22)
Per 1l Lemma 1.38

Garl@) = [ 1ec@)lirt@ —y) = r(@)] dy

< [ WeWlir =) - r(z) dy
< [ Wlre-vld+ ([ 1)@
<

([ 191) (r@) + @,

Gr@) < ( [ 191) (Mr(@) + @), (129

Posto C = fIRN 1|, per ogni a > 0, da (1.22) e (1.23) risulta

(Gf>a}C {Mrg 'z%}“{|""| 3%} |

e quindi, per il Corollario 1.26 e per la (1.21)
AP |Irip (2C)P I Irll5 (2C)P o (i)

e quindi

{Gf>a}| <

P P nP

per n — 00. Quindi [{Gf > a}| =0 per ognia >0e Gf =0 q.o0.
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1.4.4. Potenziali di Riesz. Siano f € L} (R") e 0 < Rey < N. Posto
1

plx) = e e L}, .(RY), definiamo potenziale di Riesz di densita f la

funzione I, f definita da

L f(z) = f = p(x) =/RN [y‘;_,ff(fﬂ—y) dy = /HH 'ﬁ_;lw_ﬁ,f(y) dy

per ogni z € RV,

LEMMA 1.40. Sia 1 < p < c0. Se f € LP(RV) ¢ 0 < Ren < % allora
lintegrale che definisce I,f converge assolutamente per q.o. z € RY.

DiM. Dato che dobbiamo provare la convergenza assoluta dell’integrale,
possiamo supporre senza perdita di generalita che f > 0 e che 0 < v < %
Fissato R > 0 spezziamo l'integrale in due parti

fR 1 fle—y)dy = /B 1 flz—y)dy

N y[N 0.r) (YN

1
+f | —f(z —y) dy.
B0,R)e Y[V 7

Il primo integrale converge per q.o. * € R" perché prodotto di convolu-
zione di f € LP(RV) e di exBo.r) € L*RY), dove p(z) = |z|""V. La
convergenza del secondo integrale discende dalla disuguaglianza di Holder.
Infatti, indicato con p’ I’esponente coniugato di p, per 'ipotesi 0 < v < %.}

risulta ¢ € L? (B(0, R)¢) e quindi

“3?'
1 1 P
— fz —y) dy < || f| / Sdy | < oo
/B(u,ﬁ)c y[N =7 ’ B(o,R)e [y|(N=7)P

per ogni € RY.

Fissato 1 < p < o0, supponiamo che esistano 1 < g < oo ed una costante
C > 0 tali che per ogni f € LP(R"N) risulti

15, £llg < Clf _ (1.24)

cioe che I, : LP(RY) — LI(RY) sia un operatore limitato, e vediamo che
relazione deve sussistere fra p,q e .

Fissata f € LP(RY), per ogni A > 0 consideriamo la funzione fy definita
da fa(z) = f(Az). Si verifica facilmente che f\ € LP(RY) con || fill, =

_N
AT 7 || f]lp e che

, = O = X) dy =277 (L f) ().
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Allora I, f) € LYRY) con || I, fally = )FRET—%HIT]”HQ e per la (1.24) con
fx al posto di f

_N_N.p,
”I’rf”q < CA p e Hf”p

* C i ey _ N N
L’arbitrarieta di A implica che —— 4 + Rey = 0.
P q
Possiamo concludere allora che se esiste un ¢ per cui il potenziale di Riesz

risulta un operatore limitato da LP(R") in L(R¥), allora necessariamente

1 Rer
g p N
. : . _ , Revy 1
Osserviamo inoltre che ¢ risulta strettamente maggiore di p e che N < -.
p

Quest’ultima condizione, come visto nel Lemma 1.40, garantisce ’assoluta
convergenza dell'integrale che definisce I,.

. 1 1 R N
TEOREMA 1.41. Siano 1 < p< o e - =— — e,}i, con 0 < Rey < —. 1l

o | g p N P
potenziale di Riesz definisce un operatore limitato

I, : LP(RY) — LYRM).

DiM. Sia f € LP(RY). Fissato R > 0, per ogni z € R" stimiamo |I, f(z)]
nel modo seguente

1 1
Lf@l< [ o / o ]
(1.25)

Per ogni y € RY \ {0} poniamo ¢(y) = |y|**""Nxp,r)(y). Risulta che
Y(y) = g(ly|) con g :]0,00[— R* funzione decrescente cosi definita

o(t) = { ther=N ge |t| < R

0 se [t| > R.

Per il Lemma 1.38 risulta

[B L \f(z - y)l dy = ¥ * |fI(2)

o.r) [yl He

) — Nwp Re ~
< (/Bmﬁ} Y(y) dy) Mf(z) = 7 2B M(@)26)



Equazioni Ellittiche del Secondo Ordine II | 27

1
|y|N—R£*}f

possiamo stimare il secondo integrale in (1.25) per mezzo della disuguaglian-
za di Holder, ottenendo

1
——|f(z —y)| dy
[B(ﬂ,ﬂ)ﬂ |y| NV —Re

1 p—2
P 1 P
<([ e-vra) (] — dy
( B(0,R)e JBo,rye y|\¥ ~Ee 5=

e p’-sommabile e quindi

Siccome 0 < Revy < % la funzione y +—

AV =1
< “f”}? (NWNﬁt r(N—Rev)Ey ' dT)
p—1
Nwn(p—1)\ 7 LRey-X
— R 1.27
() 11 £l (1.27)

Mettendo assieme (1.26) e (1.27) si ha
1 f(2)| < C[Mf(x)RTY + || flpR™ 7 ]

dove C' e una costante che dipende solo da N,p e . Questa stima va-
le per ogni R > 0. Scegliamo in particolare R in modo tale che risulti

&
Mf(z)ReY = RRET_%j quindi prendiamo Rz( /1l ) . Per

tale valore di R allora si ha
p He e
L f(z)] < 2CM f(z)RFeY = 2C(Mf ()™ ™ ||fllp™ .

1 1 R R
Ma per ipotesi — = — — °7 o quindi PRET 1 - P Allora

g p N N q
P 1-2
L f(z)| <2C(Mf(z)) |1 fllp °-
Infine per il Corollario 1.26

RN

da cui discende che
Iy fllg < Tl Flp
dove C’ & una costante dipendente da N,p e ~.

(OSSERVAZIONE 1.42. L’ipotesi p > 1 non ¢ dovuta alla tecnica dimostrativa

adoperata, ma € una restrizione essenziale.

1 :
Infatti se p = 1, allora q sara dato dalla relazione — =1 — % Supponiamo
q

per assurdo che I, : L}(RY) — LI(RYV) sia limitato, ossia esista C' > 0
tale che ||I,f|l, < C||fll. per ogni f € L}(R"N). Sia ora ¢ € C(R"),
¢ >0 con [pn ¢ = 1. Per ogni ¢ > 0 definiamo @¢(z) = e~ Np(x/.). Posta
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1

Y(z) = L. = pe %1 € LI(RY) e per Vipotesi di limitatezza di I,

risulta

e *ﬂbuq = HL:*(PEH:; < Cllgellr =C.

Siccome (p.) € una famiglia di mollificatori, I,¢¢ converge a % in L}, (R")
per € — 0 e possiamo quindi estrarre una successione @, tale che

e, * P(x) = P(2)

per q.0. £ € RY. Per il lemma di Fatou

[Vl < l%gi;f @, x Y|l <C

ma questo e assurdo perché

1
Y9 = / —— dx = 00.
II ”q RN IiI:lN

1.4.5. Potenze frazionarie del Laplaciano. Presa una funzione f €

S(R™M), per le note formule che legano derivazione e trasformata di Fourier
richiamate nel Paragrafo 1.2.1 risulta

(—AFNE) = (2nl€])2 (&)

per ogni £ € RY.
Da questa identita nasce l'idea di definire le potenze frazionarie dell’ope-
ratore di Laplace per mezzo della trasformata di Fourier. Presi 7 € C e
f € S(RY), definiamo (—A)” f come quella funzione la cui trasformata di
Fourier e data da

(=AY NE) = (2mE)* f(€)

per ogni £ € RY.
In questa sezione proveremo che se 0 < Rey < N, allora esiste una costante
c(v) > 0 tale che

(—8)"% = e(7)L,

Il senso in cui va intesa questa identita verra chiarito nel Teorema 1.44.

r(%5)
LEMMA 1.43. Se 0 < Rey < N, posto c(y) = —+— allora
r(3) ot o
1 — (2m)~Y 1 —
— () de = 2(6) de
Joo TP 4= [ S O
, N (2m)~ 1 | _ _
per ogni @ € S(RY). In altre parole o) P e la trasformata di Fourier

1
[N

(nel senso delle distribuzion: temperate) di
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|

DiM. Sia ¢ € S(RY). Preso 6 > 0, consideriamo la funzione 1 (z)

) J.' '“'l 2
e~™lz1° . E’ ben noto che ¢ € S(RN) e che ¥(§) = 6~ 2e" 5=, Per

'identita di Parseval si ha che

[ e o@ = [ ot R ae
]EN HN

. qe 7 s . . N—~ . . .
Moltiplichiamo ambo i membri per 6~z ~! ed integriamo formalmente in §

> N—_~v_1 5 |2 oC Y1 udld "
/ dd 57 “lemmlEl o) d:r:::/ dd 0727 e” T8 (&) dE.
0 RN 0 RN
(1.28)
Perché 'uguaglianza (1.28) sia vera, dobbiamo provare che gli integrali a
primo e secondo membro convergono.
Integriamo il modulo della funzione integranda del primo integrale prima in
6 e poi in z. Integrando in §, per quasi ogni x € RY si ha

b

5”—2—1-1' o= 0|z’ lm‘ 15

£ o0 N —Re
= N—H{elf( )‘ / S 71 e " ds
0

T2 ‘m[N"RE"}"

@l (N - Rev) |

‘H.N—Eﬂﬂ'? ‘$|N_RE,.T 2

dove 'integrale che definisce I'( N_f“) converge perché per ipotesi Re~vy <

N. Se poi integriamo in z, allora

T N—Re~
= )/ L p(@)] de < oo
K

N — Re = f— e
‘ﬂ‘+ N |$rihil" RLH}
perché localmente Z[N=Fer e .sommabile e all'infinito ¢ € a decrescenza
;’I: -

rapida. Per il Teorema di Tonelli allora 'integrale a primo membro della
(1.28) converge assolutamente.

Integriamo allo stesso modo il modulo della funzione integranda dell’inte-

grale a secondo membro della (1.28). Ponendo s = ﬂ?i si ha

oC — He ™ < . > £ 7Y -
/ 67T e e [P(8)] dd = o) / s 7 L g8 s
0 0

m || Rey
G- (Rm)
_ He ~ 7
g Rer T\ 2

Re ~
2

dove l'integrale che definisce I'( ) converge perché per ipotesi Re~y > 0.

Come per il primo integrale
Re ~
C(=5Y) / !
R

Rey N fé-EREr}[@[g)l d£ < o0

T 2
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e quindi, ancora una volta per il Teorema di Tonelli, l'integrale a secondo
membro della (1.28) risulta assolutamente convergente.
Allora la (1.28) & soddisfatta e per il Teorema di Fubini abbiamo che

/ () dm/ 571 e=mdlal” g 2/ A(€) d&/ 57! e 5 ds
RN 0 RN 0

e quindi

r(52) 1 IERAC) A Y
/}R o(@)] de = —2 /R (6] de.

T2 N x|V T2 N EF

Da quest’ultima discende immediatamente la tesi.

TEOREMA 1.44. Siano 0 < Rey < N e c(vy) definito come nel Lemma
precedente. Se f € S(RY), allora

c(NIyvf = (_ﬁ)_%f:
cioé c(y) (I, f)(€) = (2n|&]) ™ £(€) nel senso delle distribuzioni temperate.

DiM. Sia f € S(RY). Per il Lemma 1.43
I —— (2m)~7 1
p(x) dor =
/uw [N @) rv c(y) €I

per ogni ¢ € S(RY). Fissato z € RY poniamo ¢ = f(z — -), sostituiamo in
(1.29) ed otteniamo

p(€) d& (1.29)

)Y E?ﬂi:&&: )
/RN |y‘§:—w flx—y) dy = . (Qc(f)r) = (&) de. (1.30)

Osserviamo che il primo membro della (1.30) & I, f(z).
Prendiamo adesso g € S(RN), moltiplichiamo ambo i membri della (1.30)
per §(z) ed integriamo in z. Allora

(2'}1‘) — EEm’:[:-ﬁ ~

[ @ i) de= [ o de | S S de

Come si puod facilmente verificare entrambi gli integrali a primo e a secondo
membro convergono assolutamente. Possiamo percio usare il teorema di
Fubini e invertire l’ordine di integrazione, ottenendo

) B (2*}1‘)_7 E2m’.z:+§ )
[ mi@ st de= [ BT Senie) 0@ de

Quest’ultima uguaglianza, valida per ogni g € & (RY), afferma che la trasfor-
mata di Fourier nel senso delle distribuzioni temperate di I, f € la funzione

@2rle)~ f
c(7y)

, ossia la tesi.
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1.4.6. Immersioni di Sobolev. Una dimostrazione dei teoremi di immer-
sione di Sobolev per 1 < p < oo puo essere fatta con 'ausilio dei potenziali
di Riesz. Il Teorema 1.41 ci permette infatti di dedurre le disuguaglianze
di Sobolev, dopo aver osservato che vale la seguente rappresentazione per

funzioni C!(RY).

LEMMA 1.45. Sia f € C}H(RY), allora per ogni z € RN

1 .
@) = = | Ve =) e dy (1.31)

DiM. Sia z € RY. Fissato w € SV~ per ogni t € R poniamo g(t) =
f(z — tw). Per il teorema fondamentale del calcolo integrale

f(z) = g(0) = -—/ﬂmg"(t) dt=£m Vf(z —tw) - wdt.

Integriamo 'identitd precedente rispetto a w su S* ! ed otteniamo

ISV f(z) = ];M do(w) /ﬂm Vi(x —tw)- % tN 1t
_ a2

dove |[SV~1| = Nwy & la misura (N-1)-dimensionale della sfera S¥~1.

Proviamo dapprima le disuguaglianze di Sobolev in tutto RY per1 < p < N.
Osserviamo che questa tecnica dimostrativa non consente di ottenere le
stime nel caso p = 1.

1
TEOREMA 1.46 (Sobolev). Siano 1 < p < N e —

1
p* P
C > 0 tale che

1
N Allora esiste

I

I flipe < ClIVFp (1.32)
per ogni f € WHP(RN), cioe WIP(RN) — LP"(RM).

DiMm. Per la densita di C}(RY) in WHP(RY) & sufficiente provare la stima

(1.32) per le funzioni di C}(R¥). Sia allora f € C!(R¥"). Per il lemma
precedente

L Vf(z—y)l L
e dy = I (|Vf]), 1.33
@< o | T dy = o h(VA) (139
dove I;(|V f|) ¢ il potenziale di Riesz di densita |V f| di parametro v = 1.
Per il Teorema 1.41, I; & continuo da LP(RY) a LP*(RV). Questo fatto
insieme alla (1.33) implica che

1

7l < = IV 5Dllg < Cr VS|

f
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dove Uy p € una costante che dipende da N e da p.

E’ immediato verificare che le stime provate sopra continuano a valere per
spazi di Sobolev W,"?(€), con Q aperto di RY.

COROLLARIO 1.47 (Sobolev). Siano Q2 aperto non vuoto di RY, 1 <p< N

1 1
g — = — — i Allora esiste C > 0 tale che
p* p N

[fllp- < IVl (1.34)
per ogni f € W, P(Q), cioé WyP(Q) — LP" (Q).

DiM. Presa f € C}(2), possiamo estenderla a zero fuori di Q ed ottenere
una furizione, che indichiamo ancora con f, che appartiene a C!(R”). Per
il Teorema 1.46, esiste una costante Cn , > 0 indipendente da f tale che

[fllLes ®vy < CnpllV FllLe@n).

Poiché la f ha supporto compatto in Q si ha che || f|| o= ®ny = | fllLo* (o) €
IV fllLeryy = IV fllLrq)- La tesi segue allora per densita.

Vediamo adesso come dal Lemma 1.45 si possa ricavare anche la disugua-
glianza di Morrey.

OSSERVAZIONE 1.48. Con un semplice cambio di variabili, riscriviamo la
(1.31) per un aperto qualsiasi di RV. Sia Q@ c R" aperto non vuoto e sia

f € CHQ); allora

f(x) = Niw fﬂ Vi) oY) gy

per ogni x € (1.
Infatti, se prendiamo f € C!(Q) e la estendiamo a zero al di fuori di €2,
allora, per il Lemma 1.45,

1

Y 1 (z - y)
— Vilz—y) —% dy = —— \% - d
‘- [R V=)t dy =g [ Vi) 2 dy

/()

1 (z—y)
Nwn fn Viw) lz —y|V “

per ogni x € (1.

LEMMA 1.49. Siano @ C RY aperto non vuoto, g :]0, oo[— [0, 00| funzione
decrescente e Y(z) = g(|z]) € LYRYN). Se | = |B(0,R)| per qualche

R >0, allora
/ Y(x) dx < / Y(x) dx.
0 B(0,R)
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DiM. Valgono le seguenti identita
Q\B(0, B)| = [2-|0NB(O,R)| e |B(0, R\Q| = |B(0, R)|~|2nB(0, R),
dalle quali, tenuto conto che |2| = |Br(0)|, segue che

2\ Br(0)| = |Br(0) \ ©].

Siccome

[ - o we [u=[ oy oy

B(0,R) B(0,R)\Q B(0,R)NS) Q O\ B(0,R) QNB(0,R)
(1.35)

risulta

/ ¥ — ] b = / o(lz]) - / o(lz])
B{D,R) 0 B(D,R]\ﬂ ﬂ\B{U,R)

> g(R) |B(0,R)\ Q| - g(R) |2\ B0, R)| =0.

TEOREMA 1.50 (Morrey). Sia Q2 C RN aperto limitato e sia p > N. Allora
| Wy P(2) — L=(9).

DmM. Sia f € C(§2). Per I'Osservazione 1.48 per ogni z €  risulta

L Vi)l
@) € o [ o du

1

iz —y|N-1
applicando la disuguaglianza di Holder si ha

1 y d >
1@< g ([P a) ([ — =) s

per ogni x € ).
Sia adesso R > 0 tale che || = |B(0, R)| = wyR". Per il Lemma 1.49

. dy P’ x
{: — i
(/ 2= l(N o ) - (/B{D.R) |:UI{N”F’) ckw, (137)

dove ¢ = ¢(N,p) > 0 & una costante che dipende da N e da p. Mettendo
assieme (1.36) e (1.37) otteniamo che

I £l < c(N,p) IV ]|, B = ¢(N,p, Q) V],

La tesi segue per densita.

appartiene ad Lzu.: (RY), sicché

L’ipotesi p > N implica che

COROLLARIO 1.51. Sia Q Cc RY aperto limitato di classe C. Allora
Wl*p(ﬂ) — L>()).
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DiM. Sia ' aperto limitato di RY tale che Q cC /. Allora esiste un
operatore di estensione

E:Wh'P(Q) — WP ()

u— Eu

tale che || Eully1p g < Cllullwis(o) per ogni u € WHP(Q) e qualche C > 0

(vedi ad esempio [1, Teorema II1.3.16, Teorema IV.4.26].) Per il Teorema
1.50 Eu € L°°(Y') ed esiste C’ > 0 tale che

|Eull Loy < C'||Eullwp @)-

Pertanto

|ull L) < [EullLe() < CTllullwip).

Proviamo ora le immersioni degli spazi di Sobolev con p > N in spazi di
funzioni holderiane.

LEMMA 1.52. Siano Q un aperto convesso limitato di RY, v € C1(Q),
1
S C Q di misura non nulla. Posti ug = 9] / u e d = diam(f2) risulta per
S

ogni x € §)
d" Vu(y)]
N|S| Jq |z —y|V 1

u(z) - us| < dy.

y—
‘ e g(t) =
ly — x|

u(z +tw) per 0 < ¢t < |y — z|. La convessita di Q assicura che la funzione g
¢ ben definita. Per il Teorema fondamentale del calcolo integrale si ha

DiM. Siano z,y due distinti elementi di §2. Poniamo w =

ly—zx|
u(y) — u(z) 9(ly — z|) — g(0) = /U g'(t) dt

y—|
f Vu(z + tw) - w dt .
0

Integrando rispetto a y su S e dividendo per |S| ambo i membri di quest’ul-
tima uguaglianza risulta

1 ly—=|
ug —u(x) = rg—‘-/sdy/[; Vu(z + tw) - w dt.

Posto
V= { V| in ) (1.38)

0 fuori,
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risulta
1 0
us —u(zx)] < dyf Viz + tw) dt
FSI ly—z|<d
hr . o0 tN—*i

_ Vix dt -

\S\/ dﬁ’/N 1 dﬂ'(w)jl; (z + tw) FN—1
N N o

_d V(z+ z) gy — da Viz —z) -
.NlSI mN ’E[N 1 N’S‘ JRN EE’N_I

- aN V(y) o dy Vu(y)]

N9l N1 WY = 7 NoT W
N|S| Jg~v |z — vy N|S| Jo |z — ¥

PROPOSIZIONE 1.53. Siano u € WHP(B(zg, R)) e N < p < 00; allora

(i) ue C(B(zg, R))
(1) Jullo < (N, R, p)||lullwre(B(zoR))
(ili) |u(z) ~ uB(ao,r)| < (N, D)Vl Lr(B(zo. RN R~ » perz € B(zg, R).

OSSERVAZIONE 1.54. Dalla (iii) discende immediatamente che

u(z) — u(y)| < 2¢(N, )|Vl Lo(Bzo. ) B ™7

per ogni x,y € B(xg, R).

DiM. (Proposizione 1.53) (Passo 1) Supponiamo p < 0.
Sia u € C'(B(xzg, R)). Per il Lemma 1.52, posti S = Q = B(zg, R), abbiamo
che

2 / Vu(y)|
u(zx) — u | < —— dy 1.39
‘ ( ) B(ma,ﬂ}l Nwn B(z0.R) |$_ylj\_1 ( )
. , , 1
per ogni r € B(zp, R). Siccome p > N la funzione 9 (y) = P €

L? (B(zg, R)) e per il Lemma 1.49 fBEme) Y(y)dy < fB(LR} Y(y)dy. Per la
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disuguaglianza di Holder, dalla (1.39) discende

1

21“"!1? P
u(Z) — UB(zo,R)| < f Vu(y)? dy
o= Nun \ peo.n)

A
1 4
X —— dy
(/B(;r[],}?) |z — y| (V=L )

1
<2 IV ] L\
_— e U : 7 <
Nwn EE )\ Jo.ry 1[N

2N ft N—1—-(N—-1)=E_
= ——||Vull e 5. Nwy —1-(IN-125
NW‘M H HHL {E‘-’{.E{],R}} Wfi..- A r d?"'

p—1

ON RN-(N=Dgx \ 7
— Vu N
Now VUl Le(B(20, R)) “NNZ (N —1)-5

2N (Nwy)™» 1- &
_ = B ||[VullLe(B(2o, r)).

(N — (N — 1)5_&1) ’

Posto
2N (NL:JN)_T%
p=1

(N — (N - 1)55) :

c(N,p) = > 0 (1.40)

abblamo provato la (iii) per funzioni di classe C*(B(zg, R)). Dalla (iii)
discende immediatamente la (ii), infatti per ogni x € B(xq, R)

_N
()| < up(zo,m) TN, P)R' ™7 ||Vl Lo(B (2o, r)) < (N, R, D) lullwre(Bzo, R)):

dove abbiamo posto

[.J—l

c(N,R,p) =wy’ RY™% +¢(N,p)R'" 7. (1.41)

Siaorau € W'P(B(xo, R)). Poiché C*(B(zo, R)) & denso in W1 (B(z¢, R))
esiste (un)nen C C'(B(z0, R)) che converge ad u in WP (B(z¢, R)). Dalla
(1i) ricaviamo che per ogni n,m € N

”un - um“m < ﬂ(-‘w: Ru P) “uﬂ - um”l‘p

e cioe che la successione (u,,) € di Cauchy per la norma || - ||oo. Questo prova
la (i), infatti (u,) converge ad u uniformemente in B(zg, R) ed u risulta
percio continua in B(zo, R). Per ciascuna u, valgono sia la (ii) che la (iii).
Da queste, per n — oo, si ricavano la (ii) e la (iii) per la funzione u.
(Passo 2) Supponiamo p = oo.

Sia u € WH*°(B(zo, R)). Allora per ogni p > N u € Wh?(B(zg, R)) e per
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il primo passo u € C(B(zg, R)) e valgono le stime

‘ulim < G(N-.r R!p)HUHWI‘P{B(ﬂJQ.RJ) (142)
_N

w(T) — UB(e r)| < (N, )|Vl Lo(B(zo, R R 7 (1.43)

per ogni x € B(xg,R). Osserviamo che le costanti ¢(N, R,p) e ¢(N,p)

definite rispettivamente in (1.40) ed in (1.41) non esplodono al tendere di

p all’infinito. Facciamo tendere allora p ad infinito in (1.42) e (1.43) ed

otteniamo le stime

[u(z) — “B(mu,R}f < 2V R HVHHLN{B(R:;],R})
|ul|oo < (N, R) ||ullwr.oo(B(zo.R))>

che sono proprio rispettivamente la (iii) e la (ii) dell’enunciato.

TEOREMA 1.55 (Morrey). Sia N < p < oo; allora, posto oo =1 — %, risulta

WIP(RN) < Cy(RY) N C*(RY).

DiM. Sia u € WHP(RY). Fissiamo una palla B(zg,1). Per la Proposizione
1.53

Hu“f:x: < C(N: p) HHHWI*P(B(I(}J):} < E(Nﬁp) IluI|W11F[RNJ=

per ogni x € B(xp,1). Data Darbitrarieta della palla B(zp,1) e data
I'indipendenza della costante ¢(V, p) da quest’ultima abbiamo che

]| Loo (B(zo,1)) < (Y, P) ||u|lwr@y). (1.44)

Sia ora (un)nen una successione di funzioni di C°(RY) che converge ad u
in WHP(R™). Applicando la disuguaglianza (1.44) alla differenza u,, —u e
facendo tendere n all’infinito ricaviamo che u € Co(R™).

Prendiamo z,y € R" e consideriamo la palla B(z, |z — y|). Per I’Osserva-
zione 1.54

i ErE—

u(z) = w(y)| < 2¢(N,p) [VullLr(B ey |2 — 4[>
e quindi
_N
u(z) — u(y)| < 2¢(N,p) [Vullr@ny [z =y~ >
N

Questa prova che u € C*(RY), cona=1—- —.
p

Grazie a quanto visto finora si puo agevolmente provare la seguente carat-
terizzazione dello spazio W1 (RY).

TEOREMA 1.56. Risulta

Wb (RY) = L°(RY) N Lip(RY).
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DmM. “C”: Siau € WH(RYN). Allorau € L®(RV)eu € WHP(B(zo, R))
per ogni p > 1 e per ogni xg € RY ed R > 0. Presi z,y € RY consideriamo
la palla B(z,|x — y|) e per I’Osservazione 1.54 abbiamo che

u(z) — u(y)| < 2¢(N,p) || Vull Lo(Ba.je—yp) 1T — 4~ .

Mandando p ad infinito nella disuguaglianza precedente e ricordando che la
costante c¢(IV, p) non esplode al tendere di p all’infinito, si ha

lu(z) —u(y)] < 2¢(N) ”V“||Lm{5[-_c*!:r-y|)} z -y
< 2¢(N) [|Vullpeowny |2 = yl.

Quest ultima stima ci dice che u € Lip(RV).

Vediamo un altro modo per provare questa implicazione. Consideriamo una
famiglia di mollificatori (¢;) C C(R") e poniamo u; = u * . per ogni
e > 0. Per ogni € > 0, u. € C®(R") e

[Vuelloo = [V * @elloo < [[Vt][oo

Siccome u, — u in L} _(RY) possiamo estrarre una successione wu,, che

converge ad v quasi ovunque in RY. Per il Teorema di Lagrange

e, (y) — te, (7)] < [V, |

per ogni z,y € RY. Da questa stima se mandiamo n — oo otteniamo che
u € Lip(R™N).

“>7”: Siau € L¥(RY) N Lip(RY). Esiste allora L > 0 tale che |u(z) —
u(y)| < L |z — y| per ogni z,y € RY. Per ogni h > 0 poniamo

oo [T =y < [Vulloo [z — ]

h,zo,...,zNn) —u(x1,29,...,
T}l‘h‘,(ﬂ?) . T.L(Ifl + 2 ; N) ( 1542 :L'N)
Al
per ogni ¢ = (1,%2,...,%p) € RY. Per ipotesi di lipschitzianita di u
risulta
lThu(z)| < L (1.45)

per ogni h > 0 ed z € RV, Fissata allora la palla B(0, R) si ha
/ rnul? < L7 |B(0, R)).
B(0,R) |

Per la riflessivita di L*(B(0, R)) esistono h, — 0 e v € L?(B(0, R)) tali che
Th, ¥ — v per n — oo debolmente in L?(B(0, R)). Ne segue

/ v¢o = lim Th, U ¢ = — lim U T—h, @
BN

TL— O Eh’ TL—>O0 EN

BN 811'11

per ogni ¢ € CX(B(0,R)). Allora v ammette derivata nel senso delle
distribuzioni Diju = v in B(0, R). Siccome R > 0 & arbitrario u ammette

derivata debole Diu in RY.
Rimane da provare che Diu € L*(R"). Sia E un insieme misurabile tale
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che |E| > 0, E C B(0, R) per qualche R > 0. Allora dalla (1.45) discende
1
im <7 u,xg > <L

che
Dlu
). 1] Insx

e quindi, data Parbitrarieta di F, segue che ||Dyu|lo < L.

< Diu,xg >| =
IE\

Proviamo infine che se N < p < oo le funzioni in W,"?(RV) sono quasi
ovunque differenziabili. In particolare cio si applica alle funzioni lipschitzia-
ne.

TEOREMA 1.57. Siano N <p< > edu € WEL’E(RN). Allora u € differen-
ziabile quasi ovunque.

DiM. Possiamo supporre p < co. Sia u € W, P(RN) e sia zg € p-L(Vu)
(cioé un p-punto di Lebesgue per ciascuna componente di Vu). Poniamo

per ogni x € RN

g(z) = u(z) —u(zo) — Vu(zg) - (x — z0).
La funzione g cosi definita appartiene a Wil’p (RM), g(zg) = 0 e Vg(z) =
Vu(z) — Vu(zo) per ogni z € RY. Fissata la palla B(xg, |z — z¢|), per
’Osservazione 1.54 si ha

9(z)] = lg(z) — g(zo)|

1

p
h]’

< 2¢(N,p) (f Va(y)|” d‘y) @ — zo|' ™
B(xp,|z—x0])

Fi')

2¢(N,p) | — zo|' ™% (/ [Vu(y) — Vu(zo)|” dy) :
B(zo,|z—z0])

|

Dividiamo primo e secondo membro della disuguaglianza precedente per
|z — x9| # 0 ed otteniamo

lu(z) —u(zo) — Vu(xo) - (x — 20)|

lx — x|

1
P

1
< 2¢(N : - 0)|” d
< 2¢f *P)(mmnw / s T = Vo) J)

che converge e zero per x — xzg. Quindi u ¢ differenziabile nel punto zg.
Per il Corollario 1.37 quasi ogni punto di R” & un p-punto di Lebesgue per
una funzione localmente p-sommabile e da qui segue la tesi. L

TEOREMA 1.58 (Rademacher). Le funzioni Lipschitziane sono differenzia-
bili quasi ovunque.

DiM. Basta usare 1 Teoremi 1.56 e 1.57.




