
Introduzione

Questo quaderno è basato sulle lezioni tenute da G. Metafune nel corso di
Analisi Reale ed Equazioni Ellittiche per gli studenti di dottorato in Mate­
matica dell'Università di Lecce, nell'anno accademico 2003-2004. Il quader­
no è la naturale continuazione del quaderno 4/2004 dove vengono presentati
metodi risolutivi L2 e ca 1 ma può essere letto indipendentemente.
La trattazione è divisa in due parti. Nella prima vengono trattati i teo­
remi classici di interpolazione di Riesz-Thorin e Marcinkiewicz cercando di
mostrare una varietà di applicazioni anche al di fuori della teoria delle equa- .
zioni ellittiche. Per questa ragione SOIlO stati inseriti risultati c1a.'3sici quali
il teorema di derivazione dell'integrale di Lebesgue, i potenziali di Riesz, le
immersioni di Sobolev.
La seconda parte inizia con la disuguaglianza di Calderon-Zygmund che
permette di stimare le derivate seconde di una funzione in W 2 ,P(lRN) (1 <
p < 00) col suo Laplaciano. Una volta ottenuto questo risultato, gli usuali
metodi di perturbazione, localizzazione e congelamento dei coefficienti per­
mettono di ottenere le stime a priori LI' per un operatore ellìttico generale.
La risolubilità del problema ellittico per il Laplaciano, le stime a priori e il
metodo di continuità consentono poi di avere teoremi di esistenza e unicità.
Per semplicità e per evitare una teoria delle tracce al bordo che comporte­
rebbe !'introduzione di spazi di Sobolev frazionari, la trattazione è limitata
al problema di Dirichlet con dato omogeneo al bordo.
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CAPITOLO l

Alcuni teoremi classici di interpoiazione

Questo capitolo è incentrato su due teoremi fondamentali della teoria clas­
sica di interpolazione: il Teorema di Riesz-Thorin ed il Teorema di Marcin­
kiewicz. Quest'ultimo in particolare sarà utile per la stima delle derivate
seconde del potenziale newtoniano secondo l'approccio di Calderon e Zyg­
mund.
Accanto a questi risultati, abbiamo ritenuto interessante presentare una se­
rie di conseguenze e applicazioni che vanno dalla trasformata di Fouricr agli
operatori di convoluzione, dall'operatore massimale di Hardy-Littlewood ai
potenziali di Riesz.

Nel seguito (n, B, l') denota uno spazio di misura dove B è una <T-algebra
di sottoinsiemi di n e J.L una misura positiva a-finita su B. Indichiamo poi
con :E !'insieme delle funzioni semplici

k E N, Ai misurabile ,O < l'(Ai ) < 00 }
e Ai n A) - 0 per, # ]

e con M(n) quello delle funzioni misurabili in n. Le funzioni p-sommabili
in n rispetto alla misura l' definiscono lo spazio V'(n), l < p < 00. De­
notiamo con Il . IIp la norma standard in LP(n). Ricordiamo che E è denso
in V(n) per ogni p E [1,00). Inoltre, data I E LP(n) n Lq(n) è possibile
trovare una successione di funzioni semplici convergente a f sia in LP(fl)
che in Lq(n).

.
1.1. Il Teorema di interpolazione di Riesz-Thorin

Sia dato un operatore lineare T : E --> M(n) per cui esistano l < Po, PI, qo,
ql < 00 con (Po,qo) # (PI,qIl ed Mo,MI> Otali che IITlllq, < Moll/llv<> e
IITfll q, < MIII/llp, per ogni I E E. Allora, per densità, si ha T: U"(n) -->

U'(n) e T : LP' (n) --> Lq, (n). Il Teorema di Riesz-Thorin permette di
l'interpolare" tra gli spazi intermedi, permette cioè di definire T anche da
LP' (D) in U' (n) con P~ e q~ compresi tra Po e PI (rispettivamente qo e qIl·
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La dimostrazione di questo teorema si basa su due risultati di analisi com­
plessa che enunciamo e proviamo di seguito. Il primo è un principio del
massimo modulo per una funzione olomorfa limitata in una striscia.

LEMMA 1.1 (Phragmen-LindeI6f). Sia S = {z E C : O< Re z < I} e sia f
o

una funzione continua e limitata in S e o/amorfa in S. Se If(z)f < M per
ogni z E &S, allora If(z)1 < M per ogni z E S.

DIM. Supponiamo dapprima che liml'l_oo, zES If(z)1 = O. Per ogni € > O
esiste R > O tale che

If(z)1 < €

per ogni z ES" QR, dove QR = {z ES: IImzl < R}. Per il teorema del
massimo modulo applicato al limitato QR abbiamo che

sup If(z)1 < max{M,€},
ZEQR

da cui, mandando f a zero e quindi R a +00, si ottiene la tesi.
Ora per ogni n E N consideriamo la funzione barriera

.'fn(z) = f(z)e", z E S.

Come si può facilmente osservare, risulta lim fn(z) = O, sicché per il primo
1%1 ..... 00

'ES
passo risulta

.' ,If(z)e"1 < Me"
per ogni z ES. Passando al limite per n -; 00 si ottiene la tesi. D

OSSERVAZIONE 1.2. Il Lemma 1.1 vale in una qualsiasi striscia del pia­
no complesso. La dimostrazione segue da quella già vista, componendo la
funzione con opportune traslazioni e rotazioni.

Dalla dimostrazione del Lemma 1.1 si vede che l'ipotesi che f E LOO(S) può
essere indebolita richiedendo ad esempio che per ogni € > Osi abbia

,
lim f(z)e" = O.

1%)-00
zES

E' inevitabile tuttavia imporre una condizione di crescita come dimostra il
controesempio seguente.

ESEMPIO 1.3. Consideriamo la funzione f(z) = e'O< definita in S = {z E C :
-; < Re z < ;}. La funzione f ha modulo 1 su &S, mentre per Re z = O

If(z)1 = ee- 'm •
esplode per 1m z -; -00.

La prossima proposizione raffina la stima del Lemma 1.1.
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PROPOSIZIONE lA (Teorema delle tre rette). Sia S = {z E <C : °<
Re z < l} e sia I una Iunzione continua e limitata in S e olomorla in
o
S. Supponiamo che

(a) II(z)1 < Mo se Rez = 0,
(b) II(z)1 < MI se Rez = 1.

Allora per ogni {) E 10,11 risulta

lf(z)1 < MJ-~Mf seRez={). (1.1)

DIM. Supponiamo Mo, MI > O. Per ogni z E <C, sia g(z) = MJ-zMf =
e(1-z) log Mo ezlogMl, La funzione 9 è olomorfa in C e tale che

0< m < Ig(z)1 = MJ-R" Mi''' < M
per ogni z E 5, dove m ed M sono rispettivamente il minimo ed il massimo

tra Mo e M,. A questo punto applichiamo il Lemma 1.1 alla funzione h = I
g

ed otteniamo che

Ih(z)1 = :~i;i: < s~f Ih(z)1 = l

per ogni z E S. In particolare per Re z = {) si ha la (1.1).
Supponiamo adesso che almeno una delle due costanti Mo, M, sia nulla. Se,
per esempio, Ma = O, allora II(z)1 < E per ogni E > °se Re z = O. Dal
passo precedente si ottiene

II(z)1 < EI-~Mf.
Facendo tendere E --; °si ha I =o. o

Possiamo adesso dimostrare il risultato principale della sezione.

TEOREMA 1.5 (Riesz.-Thorin). Sia T: 1; --; M(n) un operatore lineare e
siano l <Po,qo,p"q, < 00, con (PO,qo) # (p"qJl, tali che

IITIllqo < MoIIIII", e IITIllq, < Mdlfllp,
per ogni I E E.

l 1-{) {) l 1-{) {)
Per ogni °< {) < l, posti - = + - e - = + -, si ha che

N PO p, q~ qo q,

IITlllq. < MJ-~MfIlIII..
per ogni I E 1;.

OSSERVAZIONE 1.6. Notiamo innanzitutto che, data la densità di 1; in
LP' (n), i = O, l, l'operatore T può essere esteso a tutto lo spazio LP' (n)
ottenendo così un operatore continuo

Tp"q, : LP' (n) --; u'(n).
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Il teorema di Riesz-Thorin dice che per ogni {) E [0, l) l'operatore T può
essere esteso ad un operatore continuo

T""q, : L"'(fl) -+ Lq'(fl),

dove Pd è compreso tra PO e Pl e q1J è compreso tra qo e Ql·

DIM. Fissiamo {) E [0,11.
(Passo l) Supponiamo che l < Po, qO,P1, q, < 00. Per ottenere la tesi è
sufficiente provare che

in T f .9 dI-' < M(:-~Mfllfll •• llgllq.

(1.2)

1- z z
-=-"-'-'. + -,.

qo q,

l1- z z
- +- e

pz Po Pl q~

Se Ck = hleiu
, ed; = Id;leiv" definiamo

r s ,,'
fz = L ICkl~eiUkXAk e 9z = L Idjl*f éVjXBr

k=l j=2

per ogni f e 9 funzioni semplici, dove con ~ indichiamo l'esponente coniu-
gato di qn. .

Siano allora I = E':=1 CkXA, e 9 = E;=1 d;XBj' con Ck, d, i' 0, due fun­
zioni semplici non nulle tali che 11/11"" Ilgll,. < 1. Per ogni z E C con°<Rez< l poniamo

l

Osserviamo che In = I e g~ = g. Per ogni z E C poniamo

1 r , "1!?J1... ~.

<I>(z) = T Iz . gz dI-' = L L hl P. eW
' Id; l'' e>Vj T(XA,) . XB, dI-' .

n k=l j=1 n

Evidentemente <!> è olomorfa in C. Inoltre <!> è limitata in S = {O < Re z <
l} poiché

Al fiue di applicare il teorema delle tre rette stimiamo <!> al bordo di S.
"

Sia z E C, Re z = 0, allora I/zl = E:=1 ICkl~ XA" Ig,1 = E;=1 Id; I~ XB, e
quindi

"!?J1.. 7-
IIM.o = 11/11;; e IIg,lIq; = IIgll,~ , Re z= O. (1.3)

l' !?J1..
Analogamente, se z E C con Re z = l, si ha IJ,I = E k=1 ICkl" XA" Igzl =

"E;=1Id;!';f XB, e quindi
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Da (1.3) discende che se Re z = O
,

E..l! -3t
1<I>(z)! < IITJ,IIqoll9zllq; < MoIIIII;~ 11911,;; < Mo,

mentre da (1.4) si ha che se Re z = l

Per la Proposizione 1.4, ricordando che I. = I e 9D = 9, abbiamo che

che è proprio quello che ci proponevamo di dimostrare.

5

(Passo 2) Passiamo ora al caso generale in cui PO,Pl, qu, ql possono assumere
i valori 1,00. La dimostrazione presenta delle differenze rispetto al primo
passo solo nei casi in cui PO = PI = 00 o qo = ql = 1. Nel primo caso
perde di significato la definizione di I, per via dell'esponente P,l che vale 00.

Prendiamo allora Iz = I e 9z come in (1.2) e ripetiamo la dimostrazione
del primo passo. Similmente, nel secondo caso, cioè il caso in cui qd = 00,

prendiamo I, come in (1.2) e g, = 9. O

OSSERVAZIONE 1.7. La dimostrazione del teorema di Riesz-Thorin nel ca­
so in cui PO = PI si può semplificare. E' sufficiente infatti applicare la
disuguaglianza di H6lder ed ottenere

IITlllq. < IITIII~;DIITIlIg, < Mci-DMtlllllpo·

Osserviamo inoltre che le estensioni dell'operatore T sono tali che se ! E
U(O) n L'(O), con Po < r, s < p" allora Tri = T,j, dove con Tr e T,
indichiamo rispettivamente l'estensione di T a Lr(O) e l'estensione di T a
L'(O). Infatti, presa I E U(O) n L'(O) esiste una successione di funzioni
semplici (Jn)nEN che converge a I in Lr(o) e in L'(O). Per continuità e a
meno di estratte si ha che Trfn converge a Tr! e TsJn converge a Tsf quasi
ovunque. Ma Trln = T,I" = Tln perché In è semplice e quindi Tri = T..J
qUasI ovunque.

1.2. Applicazioni del Teorema di Riesz-Thorin

1.2.1. Trasformata di Fourier. In questa sezione assumiamo che la mi­
sura J1. sia la misura di Lebesgue in lFt N . Richiamiamo, la definizione di
trasformata di Fourier ed alcune delle sue proprietà principali. Data una
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funzione f in LI (]RN) indichiamo con F f O con j la trasformata di Fourier
di f definita da

Ff(f,) = J. C 2
•

ix
, f(x) dx, EE]RN . (1.5)

n<N

La t,rasformata di Fourier è un isomorfismo da S(]RN) in S(]RN), dove S(]RN)
è la classe di Schwarz delle funzioni a decrescenza rapida alFinfinito, con
inverso dato dall'antitrasformata di Fonrier, che indichiamo con :;:-1 f o
con f, definita da

:rlf(f,) = Ff(-f,), EE]RN.

Inoltre per ogni u, v E S(]RN) valgono le seguenti proprietà:

(a) F(u *v)(f,) = Fu(f,) . Fv(f,) per ogni EE ]RN;
(h) D~Fu(E) = Fv(f,) per ogni multiindice (3 E Nò' e E E ]RN, dove

v(x) = (-2"ix)~u(x);

(c) F(D~u)(E) = (2"iE)~Fu(f,) per ogni multiindice (3 E NE: e EE]RN

E' ben noto che

F: LI(]RN) ~ Loo(]RN) con IIFIiJ.oo < l

e che (Teorema di Plancherel) la trasformata di Fourier si estende ad un'i­
sometria di L 2 (]RN)

F: L 2 (]RN) ~ L 2 (]RN) con IIFII2,2 = 1.

Il teorema di Riesz-Thorin permette di dimostrare la continuità di F tra
altri spazi funzionali.

TEOREMA 1.8 (Hausdorff-Young). Se l <p< 2, allora per ogni f E 1:

IIFfll p' < Ilfllp ·

DIM. Sia l < p < 2 e sia -O E [O, lJ tale che ~ = (l - -O) + ~ = l - ~ . Per

il teorema di Riesz-Thorin, per ogni f E 1:

1IF111.. < Ilfli p

l 1--0 -O -O ,
dove - =. + 2 = -2' Ma allora q. e proprio l'esponente coniugato di

q. 00
p e quindi la tesi è provata. O

Possiamo allora estendere la trasformata di Fourier ad ogni LP con l < p <
2, ottenendo un operatore continuo

F: LP(fl) ~ LP' (fl), con IIFllp.p' < 1.



Equazioni Ellittiche del Secondo Ordine II 7

Facciamo vedere adesso che queste sono le uniche estensioni possibili della
trasformata di Fourier nell'ambito degli spazi LP.

PROPOSIZIONE 1.9. Siano 1 < p, q < 00 tali che IIFillq< CIIillpper ogni
1 1i E LP(IRN); allora - + - = 1.
p q

OIM. Fissata i E S(IRN) non nulla, per ogni À > O poniamo h.(x) = i(Àx).
La trasformata di Fourier di h. è

Fh.(f,) = J. e-2• ix -€h.(x) dx = J. e-2.iX-tj(x)À-N dx = À-NFi (f,).
RH RH À

Siccome IIFh.llq = rN+~ IIFillqe 1Ih.llp = À-: lIillp, l'ipotesi implica
immediatamente

. IIFillq< CÀ-N(~+~-l)llillp-

1 1 . .
Se - + - - 1 > O allora mandando À ...... 00 SI otterrebbe F i = O, da CUI

p q

i = Ocontro l'ipotesi. Analogamente se ~ + ~ - 1 < O (mandando À ...... 0)_
p q

. 1 1
Allora necessanamente - + - = 1 . O

P q

La proposizione appena vista prova che la trasformata di Fourier può es­
sere un operatore limitato solo da LP(IRN ) in LP' (IRN), con p' esponente
coniugato di p. Ora vogliamo vedere che la condizione p < 2 non può esse­
re rimossa. A questo scopo, consideriamo u E S(IRN ), non nulla, tale che
suppu C B(O, 1) (data v E S(IRN) con suppv C B(O, 1), sia u = D).
Per ogni t > Odefiniamo Ut tramite la sua trasformata di Fourier

Ut(E,) = u(E,)eitl€I'. (1.6)

Siccome Ut E Cg'(B(O, 1)) C S(IRN), si ha u, E S(IRN
).

LEMMA 1.10. Per ogni t > O

OIM. (a) Applicando il teorema di Plancherel si ha immediatamente che
IIutll2 = lIutlI2 = IIuII2 = Ilu112' -
(b) Per ogni f > Odefiniamo u',o tramite Ut,o(f,) = u(E,)e-(o-it)l€I' E S(IRN).
Allora

e
(1. 7)
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Per il teorema di convergenza dominata ue,!" -lo Ut in L2 per é -lo Oe quindi,
per il teorema di Plancherel, Ut,E -+ Ut in L2 per E -+ O. Possiamo allora
estrarre una successione (Ut,e".JnEN da Ut,é che converge quasi ovunque a u
e passare al limite per E = En --> O nella stima (1. 7) ottenendo la (b). O

PROPOSIZIONE 1.11. Supponiamo che la traslormata di Fourier si estenda
ad un operatore continuo

allora p < 2.

DIM. Supponiamo per assurdo che p > 2 e per ogni t > O condideriamo la
funzione Ut definita in (1.6). Allora, applicando il Lemma 1.10, si ha

1. IUtlP = 1. lutlP-2lutl2< Ilutll~2I1utll~ (1.8)
RN RN

< cP-2I1ullf-21IuIl2 = c C!f(p-2)
t-'f(p-2) 2 l 1

dove Cl = Cl (P, u). Per la disuguaglianza di H6lder e data la continuità di,
F da LP in L" , abbiamo che

lIùtll~ = 1. lùtllùtl < lIùtllp'lIùtllp < Cllutllpllùtllp·
aN

Per il Lemma 1.10 e per le disuguaglianze (1.8) e (1.9)
NE..=1 N~

lIull~ = lIùtll~ < C2 Ilùtllp t-'" , <C2 lIùll oc C.,. , ,

(1.9)

(1.10)

dove C2 = C2{P, u). Data l'ipotesi p > 2, l'esponente di t in (1.10) è stret­
tamente minore di zero. Mandando t ----lo +00 otteniamo u = O contro
l'ipotesi. O

1.2.2. Operatori di convoluzione. Fissiamo I E LP(JRN). E' ben noto
che per ogni 9 E LI (JRN) il prodotto di convoluzione I * 9 appartiene a
LP(JRN) e vale la disuguaglianza di Young

III *gllp < Ilfllp IIglh-
Se 9 E LP' (JRN), allora dalla disuguaglianza di H6lder segue che 1* 9 è in
L""(JRN) e

III *gli"" < 1I/IIp IIgllp'·
TEOREMA 1.12 (Hausdorff-Young). Siano I E LP(JRN) e l < q < 00 tale

l l l l l
che - + - - l >0. Allora, posto - = - + - - l, per ogni 9 E U(JRN ) S'

P q r P q
ha che 1* 9 E U(JRN ) e



Equazioni Ellittiche del Se<:ondo Ordine II 9

DIM. Posto Tfg = 1 • g, per quanto richiamato prima, si ha

Tf : L'(JRN) _ L"(JRN)

con norma IITfl!>,,, < Ilfll" e

Tf : LP' (JRN) _ L""(JRN)

1 1
con norma IITfllp'."" < Il!llp. Osserviamo che - + - - l > O equivale a

.p q
. l 1-19 {) {)

l <q< p'. S,a allora {) E [0,11 tale che q = l + p' = 1- p' Posto

1 l - 19 19 l - 19 '1 ~ d' Ri Th' . h h-- + - = l per l .l.eorema l esz- onn SI a c e
s p 00 P

Tf : U(JRN) _ L'(JRN)

è un operatore continuo con norma IITiIIQ,' < 11/111" A questo punto la tesi
segue dal fatto che r = S, come si può facilmente verificare. O

Anche stavolta il risultato ottenuto è ottimale, nel senso precisato dal se­
guente esercizio.

ESERCIZIO 1.13. Provare che se Il!' gllr < cll/ll" IIgllQ per una costante
l l l

c> Oed ogni 1 E LP(JRN) e 9 E LQ(JRN) allora - = - + - - 1.
r p q

(Suggerimento: Per ogni ), > O si applichi la disuguaglianza alle funzioni
f> E L"(JRN) e g" E LQ(JRN) definite da f>(x) = I(),x) e g,,(x) = g(),x) e
se ne deduca la tesi come nella dimostrazione della Proposizione 1.9).

1.2.3. Interpo!azione di operatori compatti. Nelle ipotesi de! Teore­
ma di Riesz-Thorin vediamo che se uno degli operatori To,TI è compatto,
allora TD è compatto per ogni O< {) < 1.

TEOREMA 1.14. Siano 1 <Po,qO,PI,q,< 00, con (PO,qo) 'I (Pl, q,) e siano

To : L"'(O) - LQ'(O) e TI: LP' (O) - U' (O)

due operatori limitati, tali che T, = Tu su E. Se uno dei due operatori è
compatto allora per ogni O< {) < l l'operatore

TD : LP'(O) - U'(O),

dato dal Teorema 1.5, è compatto.

DIM. Per semplicità di dimostrazione supponiamo che 1'(0) < 00. Suppo­
niamo che To sia compatto. Allora K = To(BL>') è relativamente compatto
in LQ'(O), dove BL " è la palla chiusa di Lp,(O). Siccome K è compatto,
per ogni € > Oesistono h, h,···, /k E E tali che

k

K C UBUi,€) (1.11)
i=l
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Possiamo scrivere le li nel modo seguente

•
li = 2:Cij XA j

j=1

con A j insiemi misurabili a due a due disgiunti e tali che O < l'(A j ) < 00.

Siano 1 < p < 00 e 9 E LP(fl). Posto span{XA j : j = 1,·· . , s} l'inviluppo
lineare delle funzioni caratteristiche XA

j
l consideriamo l'operatore di rango

finito P : LP(fl) - span{XA j : j = 1, ... , s} definito per ogni 9 E LP(fl) da

Pg = t ( (~) ( 9 dI') XA,.
j=1 J.L J lA j

Stimiamo la norma LP di Pg. Per la disuguaglianza di Jensen,

IPglP = t 1 9 t;) PXA j < t (1.lgIP t;))XA,
J=1 A) J.L J )=1 Al J.t J

e quindi

llPg,P dI' <~ lj IglP dI' < llglPdl"

Allora P : LP(fl) _ LP(fl) ha norma < 1 e in quanto operatore di rango fini­
to è compatto. Inoltre per ogni funzione semplice del tipo s = E? l djXAj
si ha che Ps = s.
Da (1.11) segue che per ogni I E BL" esiste /; tale che IITol - Iili < €.

Pertanto

IITol - PTo/1i < IITol - Iili + II/; - PTo/1i
IITol - /;11 + IIP/; - PTo/1i < 2E.

Consideriamo allora gli operatori To - PTo : L'''(fl) _ Lq'(fl) di norma
IITo-PToll < 2€eT, -PT1 : LP'(fl) - Lq'(fl) di norma IIT,-PTdl < 2M1,

dove M, = liTI II· Per il Teorema di Riesz-Thorin, per ogni O< {) < 1

IIT~ - PT~II .. ,q. < (2€)'-~(2MJl~,

dove T~,po e q~ sono quelli dell'enunciato del Teorema di Riesz-Thorin.
Quest 'ultima stima ci dice che per O < {) < 1 possiamo approssimare in
norma T1') con operatori di rango finito e quindi che T1'} è un operatore
compatto. O

1.3. Il teorema di interpolazione di Marcinkiewicz

Sia I E M(fl). Per ogni a > O poniamo .\(a) = .\f(a) = l'{III > a}.
Notiamo che À è una funzione decrescente in (0,00). Nei prossimi due
lemmi presentiamo le proprietà di base di .\.
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LEMMA 1.15. Sia I E M(f1); allora

In III dI' = l''' .\(a) da.

II

D'M. Sia G = {(t,x) E (0,00) x f1: O<t< I/(x)l} e indichiamo con m la
misura di Lebesgue sull'intervallo (0,00); allora

{ {{lt(x)1
(m x l')(G) = ln I/(x)1 dl'(x) = ln dl'(x) lo dt

r dt ( dl'(x) = (OO .\(t) dt.
lo l{lfl>t) lo

D

LEMMA 1.16. Sia I E M(f1); allora

In IIIP dI' = P100

aP
-

1 .\(a) da.

D'M. Per il lemma precedente

In III" dI' = 100

l'WIP > a} da =100

l'Wl> a*} da

p100

l'Wl> /3} /3p- I d/3.

D

Introduciamo gli spazi LP deboli così definiti

L::'(f1) = {I E M(f1): 3A > O A(a) < ::}.

Se f E LP(f1) con p < 00, allora per la disuguaglianza di Chebychev

A(a) = l'Wl> a} < II~~~ (1.12)

e quindi LP(f1) C L~,(f1). I due spazi sono però diversi, per esempio la

funzione I(x) = I, appartiene a L::'(O, l) ma non a UfO, l).
X'

Dati Pl < P2 consideriamo lo spazio vettoriale

LP' + LP' = {f = il + h : li E LP'}.

Se PI < p < pz allora

LP' n LP, '-> LP C LP' + LP' .

Proviamo la prima immersione.
Essendo PI < p < pz, si ha 1~' < ~ < v', e quindi esiste t E (O, l) tale che

,J
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1 t l t () Pl - R.l- = - + -=--. Osserviamo che lulP l-t E Lpl' 'I e lul pt E Lp<. Inoltre
p 1'2 VI

p(~~t) + ~ = 1. Allora, presa u E LP' (0) n LP' (0), per la disuguaglianza
di Hiilder, vale

in lulP = in lulP(1 - t)lulPt < lIull~~l-t)lIull~; < 00.

Dimostriamo la seconda inclusione. Sia i E LP e sia / > O. Definiamo

h(x) = { ~(x) se lf(x)1 > /
se lf(x)1 < / h(x) = { ~(x) se If(x)! > /

se If(x)! < /

h E LP' ed h E LP', come risulta dalle seguenti disuguaglianze

1IhIP' = { liIP'-PIfIP < /p,-p1 lilP ,

ili!!»!

1Ihl'" = ( IfIP'-PliI P < "/'-P1lilP .
i llfl <>!

Chiaramente i = h + h·

DEFINIZIONE 1.17. Sia T ; LP(0) ~ M(0) un operatore (non necessaria­
mente lineare).
Se 1 < p < 00\ T di dice di tipo debole (p, p) se esiste Ap > O tale che per
ogni i E LP(0)

per ogni" > O.
Se p = 00, T si dice di tipo debole (00,00) se esiste A"" > O tale che per
ogni i E L""(0)

IIT ill"" < A""lIill",,·
In particolare se T è lineare allora T è continuo da L""(0) in sé.

OSSERVAZIONE 1.18. Un'operatore limitato da LP(0) in sé è in particolare
di tipo debole (p,p) come si verifica facilmente usando la (1.12).

Fatte queste premesse siamo ora in grado di enunciare e dimostrare il teo­
rema di interpolazione di "Marcinkiewicz che generalizza quello di Riesz-.
Thorin, ma è meno preciso nelle stime di alcune costanti.

TEOREMA 1.19 (Marcinkiewicz). Siano 1 < p < r < 00 e sia T ; LP(0) n
L r (0) ~ M(0) tale che

(i) ITU + g)1 < ITil + ITgl, per ogni i, g E LP(0) n F(0) ;
(ii) T è di tifto debole (p,p);

(iii) T è di tipo debole (r,r).
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Allora per ogni p < q < r esiste A, > O tale che

IITillq< Aqllillq
per ogni i E LP(O) n L"(O).

DIM. Prendiamo i E LP(O) n F(O) e fissiamo o- > O. Definiamo

se li(x)! > o­
se li(x)1 < o-

Osserviamo che liil < [il e quindi li E LP(O) n L'·(O) per i = 1,2.
(Caso r < 00) Per (i) ITil < ITid + IThl, sicché

{ITil > o-} C {ITid > ~} U{IThl > ~}.

Da quest'ultima inclusione e da (ii) e (iii) discende che

l-'{lTil >o-} < 1-'{ITid> ~} +1-'{IThl > ~}

< CAp~idlpr + CA"~hII"r

13

Per il Lemma 1.16

folTi Iq dI-' q10'''' o-q-ll-'{ITil > o-} do-

< q2PA~ looo o-q-1-p folbl P dI-' do-

+q2"A; looo o-q-l-" folhl" dI-' do-

q2PA~ {OO o-q-!-p do- ( li(xJIP dl-'(x)
lo l{lfl>o}

+ q2" A; f"" o-q-1-" do- ( li(x)[" dl-'(x)
lo l{l/l<o}

{ (1/(x)1
q2PA~ ln li(x)IP dl-'(x) lo o-q-l-p do-

+ q2"A; ( li(x)l" dl-'(x) 100

o-q-1-" do-
ln I/(x)l

(
q2P AP q2" A")1c----,,-P + " lilq dI-' .
q-p r-q n

(Caso r = 00) Per la (iii) esiste Aoo > O tale che 11T h Il 00 < Aoollhlloo <
Acco-· Perciò, posto {3 = 2Aooo-, abbiamo che

{ITil > {3} C{ITid > ~}.
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Da questa inclusione e da (ii) discende che

l'{ITIi > ,8} < CAp~'llpr
Come nel passo precedente, per il Lemma 1.16 si ha che

llTIl
q

dI' - q l'" ,8q-11'{ITIl > ,8} d,8

< q2PA~ r= ,8q-1-p r • IIIP dI'
lo lll!l> 'A~}

1 1
2A~lf(X)l

q2PAP tI(x)!P dl'(x) ,8q-l-" d,8
p n o

q2qAPAq-p 1
p = IIlq dI'.

q-p n

o
OSSERVAZIONE 1.20. (a) Supponiamo che T sia lineare. Allora T si estende
ad un operatore lineare limitato da Lq(O) in U(O).
(b) Sia sempre T lineare. Nell'enunciato del teorema di Marcinkiewicz ab­
biamo considerato un operatore T definito su LP(O) n Lr(O). Spesso però
in letteratura T è definito su LP(O) + U(O). Ciò non cambia di fatto il
teorema in quanto le due ipotesi su T sono equivalenti.
Infatti, dato T : LP(O) + U(O) -> M(O), possiamo definire gli operatori
Tp : LP(O) -> M(O) e Tr : U(O) -> M(O) come le restrizioni di T a LP(O)
e ad U(O) rispettivamente. Allora se prendiamo I E LP(O) n U(O) si ha
che TpI = Tri = TI· .
Viceversa se ho due operatori Tp : LP(O) -> M(O) e Tr : Lr(O) -> M(O)
che coincidono su LP(O)nU(O), allora presa I = iI+h E LP(O)+U(O) de­
finiamo l'operatore T: LP(O)+U(O) -> M(O) ponendo TI = TpiI +Trh
Verifichiamo solo che la definizione di T non dipenda dalla scelta di iI ed
h Siano 91 E LP(O) e 92 E U(O) tali che iI + h = 91 + 9z allora
iI - 91 = 9z - h E LP(O) n U(O), ma poiché Tp coincide con Tr nell'in­
tersezione degli spazi, abbiamo che TpiI - Tp9l = -Trh + Tr92 e quindi
TpiI +Trfz = Tp9l + Tr9z,

1.4. Applicazioni del Teorema di Marcinkiewicz

1.4.1. La funzione massimale di Hardy-Littlewood.

DEFINIZIONE 1.21. Data I E Lloc(IRN ) si definisce funzione massimale di
Hardy-Littlewood di I la funzione M I : IRN -> IR così definita

MI(x) = sup [B( 1 .)[ r II(y)1 dy
r>O X , 1 } B(x,r)
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per ogni x E IR N

Vediamo quali sono le proprietà di base della funzione massimale.

PROPOSIZIONE: 1.22. Sia f E Lloc(IRN ), allom

1) Mf = Mlfl;
2) M(f+g) <Mf+Mg;
3) se f E Loo(IRN ) allom M f E Loo(IRN ) e 11Mflloo < IIfll",,;
4) M f è semicontinua inferiormente;
5) se Mf E LI (IRN) allom f = o.

15

DIM. Le proprietà 1), 2) e 3) si verificano facilmente.
4) Per ogni r > O la funzione fr(x) = lB(~,')1 fB(x,r) If(y)1 dy è continua
in x. AHora M f è semicontinua inferiormente perché estremo superiore di
funzioni continue.
5) Supponiamo f i' O; allora esiste H > Otale che fB(o,R) If(x)1 dx = a > O.
Sia Ixl > H, allora

Mf(x) >

>

1 /, If(y)1 dy
IB(x,2Ixl)l B(x,2lxl)

1 /, alf(y)ldy= .
IB(x,2Ixl)l B(O,R) 2NwNlxl N

Siccome la funzione x >-> Ixl-N non è sommabile in R N

Ll(IRN ).

risulta M f <te

D

Un'utile conseguenza deHa semicontinuità inferiore deHa funzione massimale
di Hardy-Littlewood è il seguente

COROLLARIO 1.23. Per ogni a > O l'insieme {M f > a} è un sottoinsieme
aperto di IRN

Ogni funzione semicontinua inferiormente ha sopralliveHi aperti, quindi il
corollario precedente è di fatto dimostrato. Presentiamo tuttavia una dimo­
strazione che sfrutta direttamente la definizione della funzione massimale.

DIM. Sia Xo E IRN tale che M f(xo) > a. Fissiamo fJ E IR tale che
M f(xo) > fJ > a. Data la definizione di M f(xo), in corrispondenza di
fJ esiste r > O tale che

( Ifl > fJIB(xo, r)1 > aIB(xo, r)l·JB(zo,r)
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Un tale oesiste perché
(T + O)N 13

N < -.
T a

Prendiamo allora O > O tale che

13 (T+O)N
- > l e N ~ l per O~ O.
a T
Per ogni x E JRN tale che Ix - xol < Orisulta che B(xo, T) C B(x, T + O) e
quindi, data la scelta di o, si ha che

r III > r III > 13 WN TN > a WN (T + O)N = aIB(x, T+ 0)1.JB(x,r+o) JB(xQ,r)

Quest'ultima disuguaglianza ci dice allora che M I(x) > a per ogni x E
B(xo,o) e ciò prova che l'insieme {MI> a} è aperto. O

Per ogni 1 < p < 00 possiamo definire l'operatore

I>->Mf.

Per la Proposizione 1.22 (punti 2 e 3) M è sublineare e di tipo debole (00,00).
Nel Teorema 1.25 proveremo che M è di tipo debole (l, l). Concluderemo
pertanto, grazie al teorema di Marcinkiewicz, che M : LP(JRN) ~ LP(JRN)
è un operatore limitato per ogni l < p < 00.

Il seguente lemma di ricoprimento sarà utilizzato nella dimostrazione della
disuguaglianza massimale.

LEMMA 1.24 (di ricoprimento di Vitali). Sia W C U7'l B(Xi,Ti). Allora
esiste S C {l, 2, ... , m} tale che

(i) B(Xi' Ti) n B(Xj, Tj) = 0 peT ogni i,j E S con i # j;
(ii) W C UiES B(Xi, 3Ti)'

DIM. Consideriamo preliminarmente due palle B(X,T) e B(y,s), con T >s,
tali che B(X,T)nB(y,s) # 0. Allora Ix-yl < T+S < 2T e quindi B(y,s) C
B(x, S + 2T) C B(x,3T).
Supponiamo che TI > T2 > ... > Tm . Partiamo da TI e poniamo BI =

B(X1, TIl e il = l. Quindi, posto i2 il primo degli i > l tale che B(Xi, Ti) n
B(X1,Tl) = 0, poniamo B 2 = B(Xi" Ti,). Procedendo in questo modo
dopo un numero finito di passi avremo individuato l'insieme di indici S =

{i ll i21".,i r } le cui rispettive palle Bj = B(xij,rij) sono a due a due
disgiunte C, per quanto osservato nella prima parte della dimostrazione,
~~~la(ii). O

TEOREMA 1.25 (Disuguaglianza massimale di Hardy-Littlewood). Se I E
LI(JRN), allora peT ogni a > O si ha

I{MI > a}1 < 3N 11/11 1
, (1.13)

a
ossia M è di tipo debole (l, l).
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DIM. Sia K un compatto contenuto in {M I > a}. Per ogni x E K,
M I(x) > a e quindi esiste un r(x) > O tale che

r III> aIB(x, r(x)l. (1.14)
} B(x,r(x))

Siccome K è compatto esistono {Xl, ... , Xm } C K tali che K è contenuto
nell'insieme U;" l B(xi,r(x;)). Per il Lemma 1.24 esiste S C {l,2, ... ,m}
tale che K C UiES B(Xi, 3r(x;)) e le palle B(Xi, r(xi)), al variare di i in S,
sono a due a due disgiunte. La (1.14) implica che

IKI < L IB(Xi, 3r(x;))1 = 3NL IB(xi, r(x;))1
'iES iES

3
N 1 3

N 1 3
N

< - L III = - III < -IIII['
et iES B(Xi,r(Xi) a UiES B(Xt,r(Xi)) et

Siccome I{MI > a}1 = sUP{fKl: K compatto,K C {MI> a}} si ha la

tesi. D

COROLLARIO 1.26. Se l < p < 00 allora esiste Ap> O tate che

11MIllp < Aplllilp
per ogni I E LP(jRN).

DIM. La tesi segue immediatamente dal teorema di Marcinkiewicz. D

La Proposizione 1.22(5) mostra che il Corollario 1.26 non è vero per p = 1.
Vale tuttavia il seguente semplice risultato

COROLLARIO 1.27. Se I E L'(jRN) allora MI(x) < 00 per q.o. x E jRN

DIM. Per ogni n E N risulta {MI = oo} C {MI> n}. Allora per la (1.13)

I{MI = oo}1 < I{MI > n}1 < 3
N

IIII11.
n

Se mandiamo n ~ 00 abbiamo che I{MI = 00}1 = Oe quindi la tesi. D

1.4.2. Punti di Lebesgue.

DEFINIZIONE 1.28. Sia I E Lioc(jRN). Un punto x E jRN si dice punto di
Lebesgue di I (scriveremo x E J:.(J)) se

l~ IB( l ')1 r lJ(y) - I(x)1 dy = O.
r o X,1 JB(X,T)
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OSSERVAZIONE 1.29. (i) Se x è un punto di Lebesgue di f allora

f(x) = lim [E( l )1 ( f(y) dV·
T-O X, r JB(x,r)

Infatti,

f(x) - IE( l )[ { f(y)dy < IE( l )1 ( If(x) - f(y)ldy -> O.
x, T } B(x,r) X, r JB(x,r)

(ii) Se f è continua in x allora x E I:.(J). Infatti, fissato E > O esiste un
Co > Otale che If(x) - f(y)1 < E se Ix - yl < co· Allora per ogni c < Co

IE( l )1 ( If(y) - f(x)1 dy < E
X, r JB(x,r)

TEOREMA 1.30 (Lebesgue). Se f E L'(]RN) allora IRN \ I:.(nl = O

D 1M. Fissato r > Oponiamo

Trf(x) = IE( l )1 ( If(y) - f(x)1 dy
x, r JB(x,r)

e Tf(x) = limsuPr_o+ Trf(x). Dobbiamo provare che Tf = Oq.o. in ]RN.
Per la densità di L'(]RN)nC(]RN) in L'(]RN), dato E> Oesiste 9 E Ll(]RN)n
C(]RN) tale che II! - gli, < E. Per l'Osservazione 1.29(ii)

Tg = Oin ]RN (1.15)

Poniamo h = f - g,

Trh(x) IE( l )[ ( Ih(y) - h(x)1 dy (1.16)
X, r ) B(x,r)

< IE( l )1 ( Ih(y)[ dy + [h(x)1 < Mh(x) + [h(x)1,
x, r JB(x,r)

dove Mh è la funzione massimale di Hardy-Littlewood. E' evidente che Tr

è sublineare, quindi Trf < Trg + Trh. Passando allimsup per c -> O, da
(1.15) e (1.16) otteniamo che

Tf < Tg+Th = Th < Mh+ Ihl.
Da quest'ultima disuguaglianza discende che per ogni e> > O

{Tf>e>}C{Mh>~}U{[hl>~}

e quindi per il Teorema 1.25 e per la disuguaglianza di Chebychev

[{Tf>e>}[ < {Mh>~}+{lhl>~}

23N 2
< IIhl" + -lIhl!l

e> e>

< C~N + ~) E
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Mandiamo € a zero ed otteniaino che I{TI > a}1 = O per ogni a > O.
Allora {TI> O} = UnEN{TI > ~} ha misura nulla e quindi TI = O q.o.
inRN. D

OSSERVAZIONE 1.31. Il Teorema 1.30 vale anche per funzioni I E L!oc(RN).
Infatti per ogni R > O la funzione IXB(O.R) E L1(RN) e quindi q.o. x E

B(O, ~) è un punto Lebesgue di f.

Vediamo alcune conseguenze del teorema di Lebesgue.

DEFINIZIONE 1.32. Sia {Eh},,>o una lamiglia di sottoinsiemi di RN e sia
x E RN Diciamo che {Eh} converge a x per h - O se esistono a > O e
numeri reali rh _ O tali che per ogni h risulti

Eh C B(x, rh) e IEhl > aIB(x, Th)l.

COROLLARIO 1.33. Siano I E L!oc(RN
), X E 12(f) e {Eh} - x, allora

. l /,hm lE I If(y) - l(x)1 dy = O.
h_O h Eh

DIM. Infatti

I~ I ( I/(y) - l(x)1 dy < IB( l )1 ( I/(y) - I(x)[ dy
h JE" et X, rh } B(x,r,,)

che tende a zero al tendere di h - O perché x è un punto di Lebesgue di
I. D

Dal corollario precedente segue un risultato di derivazione dell'integrale di
Lebesgue in dimensione l.

COROLLARIO 1.34. Per ogni I E L' (R) la funzione F(x) = r= I(t) dt è
derivabile q.o. con F' = I q.o.

DIM. Sia x E 12(1). Per ogni h E R, h ,. O, ed x E R, poniamo Eh =
[x, x + hl se h > Oe Eh = Ix + h, xl se h < o. Secondo la Definizione 1.32
{Eh} - x per h-O. Allora per il Corollario 1.33

.!:.F(x + h) - F(x) = J:+
h

I(t) dt = I~ I ( I(t) dt (1.17)
h h h J.

converge a I(x). Questo prova che F è derivabile q.o. e che F' = I q.o. D

COROLLARIO 1.35. Sia I = XE con E sottoinsieme misurabile di RN
.

Allora
lE n B(x, r)1 {l q.o. in E (1.18)

IB(x, r)1 ~ O q.o. in E C
•

I punti x E R N per cui vale (1.18) si chiamano punti di densità per E.
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IEnB(x,r)1 1;' ()d= XE Y Y
IB(x, r)1 IB(x, r)1 B(x,r)

che per l'Osservazione 1.31 converge q.Q. a XE· o

I punti interni di E sono punti di densità per E. Infatti preso x interno in
E basta prendere una palla B(x, ro) C E e per ogni r < ro

lE n B(x, r)1 = IB(x, r)1 = 1
IB(x, r)1 IB(x, r)1 .

Il viceversa è falso. Si consideri ad esempio un insieme E di misura non
nulla con interno vuoto.

La definizione di punto di Lesbegue si generalizza in modo naturale a quella
di p-punto di Lebesgue.

DEFINIZIONE 1.36. Siano 1 < p < 00; I E Lfoc(lRN) ed x E ]RN, x si dice
p-punto di Lebesgue di I e scriviamo x E p-C(f), se esiste

lim IB( 1 )1 r II(y) - I(x)l" dy = O
T-O Xl r JB(x,r)

Applicando la disuguaglianza di Jensen si vede subito che se x è un p-punto
di Lebesgue per una funzione I E Lfocl]RN) per qualche p > 1, allora x è
un punto di Lebesgue per I. Infatti risulta

( )"dy " dyr II(y) - I(x)1 IB( )1 < r II(y) - I(x)1 IB(x r)1 .
JB(x,r) T,r JB(x,r) l

COROLLARIO 1.37. Se I E Lfoc(lRN) con 1 <p < 00, allora I]RN\p-C(f)! =
O.

DIM. Sia (qi}'EN un sottoinsieme denso di <C. Siccome I E Lfoc(]RN), per
ogni i E N si ha che II - q,l" E Lloc(]RN). Allora, per il Teorema 1.30, per
ogni i esiste Ni C ]RN di misura nulla tale che se x ~ N, risulta

. 1 j,hm IB()I II(y) - q,l" dy --, II(x) - q,!P.
T-O X, r B(X,T)

(1.19)

Poniamo N = U, N,. Evidentemente N ha misura nulla. L'identità (1.19)
vale allora per ogni x ~ N e per ogni i E N.
Prendiamo adesso x ~ N e fissiamo é > O. Data la densità dei q, in <C esiste
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un indice i tale che If(x) - q,l < ,. Si ha allora che

IB( l )1 ( If(y) - f(x)IP dy
Xl r JB(x,r)

= IB( l )1 ( If(y) - q, + q, - f(x)I P dy
X, r JB(x,r)

2P
-

1
/,< IB()I If(y) - q,IP dy

X, r B(x,'r)

2P
-

1
/,

+ IB( ')1 If(x) - q,IP dy
X,1 B(x,r)

2"-1 /,
< IB( )1 If(y) - q,I P dy + 2P

-
1
,p.

Xl r B(x,r)

Tenendo conto della (1.19), si ha

limsup IB( l )1 ( If(y)- f(x)l" dy < 2P-
1If(x)-qil"+2p

-
1
,p < 2P,P.

r-O X, r JB(x,r)

Data l'arbitrarietà di, > Ox è un p-punto di Lebesgue per f. D

1.4.3. Convergenza puntuale di operatori di convoluzione. Come
noto una funzione f E LP(IRN ), con l < p < 00, p uò essere approssima­
ta in norma LP da funzioni più regolari, usando prodotti di convoluzione.
In questa sezione vedremo sotto quali ipotesi tale approssimazione diventa
puntuale quasi ovunque. Ricordiamo che, presa 'P E L' (IRN ) con flRN 'P = l

e posto per ogni' > O 'P«x) = CN'P (~), si ha

'P< * f --+ f
per € ---j. O in norma LP.

Assumendo inoltre che 'P E L""(IRN ) e sUPP'P C B(O, I) si dimostra facil­
mente che

'P< * f --+ f q.o.,

infatti

l'P< * f(x) - f(x)1 < ,-N kN 'P G) If(x - y) - f(x)1 dy

,-N ( 'P (Y) If(x - y) - f(x)1 dyl B(O,<) ,

< ,-NII'PII"" ( If(x - y) - f(x)1 dyl B(O,<)

Il'PlloowN ( If(y) - f(x)1 dy.
IB(x,')1 lB(x,<)
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(1.20)

Da questa stima segue subito che 'Pe * f(x) converge ad f(x) per E ~ Oin
tutti i punti di Lebesgue di f e quindi quasi ovunque in IRN.

Le ipotesi su <p affinchè la convergenza quasi ovunque sia verificata possono
essere indebolite, come vedremo nel prossimo teorema. Premettiamo un
lemma tecnico.

LEMMA 1.38. Sia 1j!(x) = g(lxll E L1 (IR N ), con 9 :10,00[~ IR+ funzione
decrescente e sia f > O. Allora

(1j! * f)(x) < (LN 1j!) Mf(x).

DIM. Per ipotesi 1j! E L 1(IR N ) e quindi

J. 1j!(x)dx = NWN (CO rN - l g(r) dr < 00.
RN lo

Fissiamo n E N e definiamo per ogni t E IR

00 (k+l)
gn(t) = I> n X]V~I(t).

k=O

Osserviamo che, fissato t, la serie che definisce gn (t) si riduce ad un unico
termine. Risulta inoltre O < gn < 9 e gn(t) ~ g(t) nei punti t in cui 9 è
continua. Dato che 9 è monotona, è continua q.o. e quindi

gn(t) ~ g(t)

per q.o. t E IR.
Fissato t riscriviamo gn(t) come segue,

00 (k+l)
gn(t) -.I:g n Xl~,,,*,l(t)

k=O

_f [9 (k: l) X]o,,,*,J(t) _ 9(k: l) XJo,~J(t)]
k=O

f [g (~) XJo,~J(t) - 9 C: 1) X]O'*J(t)]
k=l

f [g (~) - 9 C: l)] X]o,~J(t).
k=l

Siccome 9 è decrescente, il termine generale della serie ak,n - 9 (~) -

(k+l), ..
9 n e POSItIVO.
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Definiamo a meno di un insieme di misura nulla

00

1/Jn(x) = I>k,n XB(O,~)(X)
k=l

e stimiamo il seguente prodotto di convoluzione

1/Jn * f(x) 1.N 1/Jn(y)f(x - y) dy = f ak,n1 k f(y) dy
IR k~1 B(x,,,)

00 r IB(o,~)1
Lak,,, J, k f(y) dy IB (x ';')1
k=l B(x'n) , n

< Mf(x) fak,n B(o, k) = Mf(X)!. 1/Jn'
k=l n aN

Allora

23

1/J * f(x) 1. 1/J(y)f(x - y) dy < liminr1. 1/Jn(y)f(x - y) dy
IRN n_ex) IRN

< Mf(x) liminr1. 1/J,,(y) dy = Mf(x)!. 1/J,
n-ex) IRN RN

dove nell'ultimo passaggio abbiamo usato il teorema di convergenza domi­
nata dato che 1/Jn(X) = g,,(lxi) < g(lxl) = 1/J(x) E Ll(lRN), O

Il lemma precedente ci permette di sostituire l'ipotesi di limitatezza e la
condizione sul supporto di '(J con ipotesi più deboli. El sufficiente infatti
che rp sia dominata in valore assoluto da una funzione sommabile, radiale e
decrescente.

TEOREMA 1.39, Sia 'P E Ll(lRN ), fIRN'P = 1, 1'P(x)1 < g(lxl) con 9 :10,00[-->
lR+ decrescenie e supponiamo che 1/J(x) = g(lxi) E Ll(lRN ), Allora

'P, * f --> f q,o, in lRN

per ogni f E LP(lRN), con 1 <p < 00,

01M, Per ogni € > °poniamo

G,J(x) =!. 1'P,(y)(J(x - y) - f(x))1 dy
l<N

e Gf(x) = limsup,~o+ G,f(x), Per ottenere la tesi è sufficiente provare che
Gf = °quasi ovunque,
Osserviamo che se f E Loo(lRN) ed è continua in Xo allora Gf(xo) = 0,
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Infatti, scelto r > O tale che If(xo - y) - f(xo)1 < E, per ogni y E B(O, r)

IGd(xo)1 < ( 1'P,(y)(f(xo - y) - f(xo))1 dy
JB(O,r)

+ J. 1'P,(y)(f(xo - y) - f(xo))! dy
~N\B(O,r)

< E ( 1'P,(y)1 dy + 211fll00 J. 1'P,(y)1 dyJB(O,r) RN\B(O,r)

< E J. 1'P(y)1 dy + 211fll00 ( 1'P(y)1 dy :=':i O.
aN J[YI>i

In generale se f E LP(JRN) per ogni n E li esiste h E C;'(JRN) tale che

l
Ilf - hllp < -. (1.21)

n

Gh = O perché h è continua e limitata in JRN Poniamo r = f - h, allora
per la sublinearità di G,

G,f < G,h + G,r

e\ passando allirnsup per ç ----Jo Ol

Gf<Gh+Gr=Gr.

Per il Lemma 1.38

G,r(x) J. 1'P,(y)llr(x - y) - r(x)1 dy
~N

< J. 1"',(y)llr(x - y) - r(x)1 dy
RN

< faN '''',(y)lIr(x - y)1 dy + (faN 1"'1) Ir(x)1

< (t 1"'1) (Mr(x) + Ir(x)i),

e quindi

(1.22)

Gr(x) < (/.N 1"'1) (Mr(x) + Ir(xll). (1.23)

Posto C = f~N ''''I, per ogni a > O, da (1.22) e (1.23) risulta

{Gf>al C {Mr> 2~}n{lrl > 2~}

e quindi, per il Corollario 1.26 e per la (1.21)

I{Gf > ali < A~ IIr~p (2C)P + IIrll~a~C)P = O(~)

per n --+ 00. Quindi I{Gf > ali = O per ogni a > Oe Gf = Oq.o. D
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1.4.4. Potenziali di Riesz. Siano f E Lloc(JRN ) e O < Re"l < N. Posto
1

cp(x) = IxIN - 7 E Lloc(JRN
), definiamo potenziale di Riesz di densità f la

funzione 17 f definita da

17f(x) = f * cp(x) = J. I I; 7 f (X - y) dy = 1. I \v 7f(y) dy
RN Y RN X - Y

per ogni x E RN .

LEMMA 1.40. Sia 1 < p < 00. Se f E V(RN) e O < Re"l < ; allora

l'integrale che definisce [7f converge assolutamente per q.o. x E jRN

DIM. Dato che dobbiamo provare la convergenza assoluta dell'integrale,
possiamo supporre senza perdita di generalità che f > Oe che O< "I < ';.
Fissato R > Ospezziamo l'integrale in due parti

r lyl;-7 f(x - y) dy
} B(O,R)

+ r. I I; f(x - y) dy.JB(O,R)o Y 7

Il primo integrale converge per q.o. x E RN perché prodotto di convolu­
zione di f E LP(RN ) e di CPXB(O,R) E L1(RN ), dove cp(x) = IxI7- N La
convergenza del secondo integrale discende dalla disuguaglianza di H6lder.
Infatti, indicato con p' l'esponente coniugato di p, per npotesi O< "I < ~ 1

,
risulta cP E LP (E(O, Rn e quindi

,

r Iyl; 7f(x - y) dy < Ilfllp( r I !(N
l
_7)P' dy);7 < 00JB(O,RY JB(O,R)O Y

per ogni x E IRN O

Fissato 1 < p < 00, supponiamo che esistano 1 < q < 00 ed una costante
C> O tali che per ogni f E V(IR N ) risulti

(1.24)

cioè che 17 : LP(jRN) ~ Lq(IRN) sia un operatore limitato, e vediamo che
relazione deve sussistere fra P, q e '"'(.
Fissata f E LP(IRN), per ogrù À > O consideriamo la funzione f, definita
da fA(x) = f(Àx). Si verifica facilmente che fA E V(IR N ) con IlfAlip

N

r'lIfll p e che

(I7fA)(x) = 1. I I; f(Àx - Ày) dy = À-7(17J)(h).
R'" Y "Y
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Allora l,i>. E Lq(IRN) con III,i>.lIq = À-Rq-~III,fllq e per la (1.24) con
i>. al posto di f

L'arbitrarietà di À implica che _ N + N + Re -y = O.
p q

Possiamo concludere allora che se esiste un q per cui il potenziale di Riesz
risulta un operatore limitato da LP(IRN) in Lq(IRN), allora necessariamente

1 1 Rq
q p N'

O . . I h . I . d' h Re -y 1sserVlamo mQ tre c e q rlSli ta strettamente maggIOre l p e c e N < p.

Quest'ultima condizione, come visto nel Lemma 1.40, garantisce l'assoluta
convergenza dell 'integrale che definisce lo.

. 1 1 Re-y N
TEOREMA 1.41. Siano 1 < p < 00 e - = - - con O< Re-y < -. Il

q p N' P
potenziale di Riesz definisce un operatore limitato

DIM. Sia f E LP(]RN). Fissato R > O, per ogni x E ]RN stimiamo Ilof(x)1
nel modo seguente

II,f(x)1 < { I IN
1

R If(x - y)1 dy + ( I 1/ R If(x - y)1 dy.JB(O.R) Y n JB(O,R)" Y q

(1.25)
Per ogni y E ]RN \ {O} poniamo 1jJ(y) = lyIRn-NXB(O,R)(Y)' Risulta che
1jJ(y) = g(lyl) con g :]0, oo[~ ]R+ funzione decrescente così definita

{

tRe -y-N

g(t) = O

Per il Lemma 1.38 risulta

se Itl < R
se Itl > R .

( 1 /Rq If(x - y)1 dy = 1jJ * Ifl(x)JB(O,R) Y

< ({ 1jJ(y) dY) Mf(x) = ~WN RRq Mf((1i).26)
JB(O,R) e-y
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(1.27)

Siccome O < Re"( < ~ la funzione y ...... lylN l Re, è p'-sommabile e quindi

possiamo stimare il secondo integrale in (1.25) per mezzo della disuguaglian­
za di Holder, ottenendo

r I IN~Re, If(x - y)1 dy
} B(O,R)' Y

< (l(O,R)' If(x - y)I
P

dY); (l(O,R)' -IY-I(,"N"";;;C:-e,")'~" dY) ~
< Ilfllp (NWN f'''' (N-R~ )--"- ,.N-1dr)~JR r· "f p-l

=.!
= (NWN(P-1)) p RRe,-~ IIfli

N-pRe"( p

Mettendo assieme (1.26) e (1.27) si ha

II,f(x)1 < C[M f(x)RRn + IIfllpRRe,- .~]

dove C è una costante che dipende solo da N, p e "(. Questa stima va­
le per ogni R > O. Scegliamo in particolare R in modo tale che risulti

Mf(x)RRe, = IIfllpRRn-~, quindi prendiamo R= (~~I!~))*. Per

tale valore di R allora si ha

II,f(x)1 < 2CM f(x)RRe, = 2C(Mf(x)) l-E!jp Il fII?""' .

'1 I l Re"( . d' pRe"( l p Ali
" a per ipotesi q = p - N e qum 1 N = - q' ora

II,f(x)1 < 2C(Mf(x)) ~ Ilfll~-~.

Infine per il Corollario 1.26

!. II,f(x)lq dx < 2qCQllfllrp!. (Mf(x))P dx < 2QC·A;; IIfll~
IRN RN

da cui discende che

III,fll. < C'lIfll p

dove C' è una costante dipendente da N, p e "(. o
OSSERVAZIONE 1.42. L'ipotesi p > l non è dovuta alla tecnica dimostrativa
adoperata, ma è una restrizione essenziale.

Infatti se p = l, allora q sarà dato dalla relazione ~ = l - 1... Supponiamo
q N

per assurdo che I, : L' (lRN) _ Lq(lRN) sia limitato, ossia esista C > O
tale che III,fllq < CIIflll per ogni f E LI(lRN). Sia ora 'l' E C,?"(lRN),
'l' >0 con flR N 'l' = 1. Per ogni é > O definiamo 'l'<(x) = CN'I'(x/<). Posta
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l
1jJ(X) = Ixl N " I,<p, = <p, *1j; E Lq(!RN

) e per l'ipotesi di limitatezza di 17

risulta

1i<P, *1j;llq = IiI,<p,liq < CII<p,lh = C.
Siccome (<pe) è una famiglia di mollificatori, I,<p, converge a 1jJ in Lio,(!RN )

per f -+ Oe possiamo quindi estrarre una successione <Pen tale che

<P,. *1jJ(x) ~ 1j;(x)

per q.o. x E !RN Per il lemma di Fatou

ma questo è assurdo perché

1.4.5. Potenze frazionarie del Laplaciano. Presa una funzione f E
S(!RN ), per le note formule che legano derivazione e trasformata di Fourier
richiamate nel Paragrafo 1.2.1 rbulta

per ogni ç E !RN .

Da questa identità nasce l'idea di definire le potenze frazionarie deWope­
ratore di Laplace per mezzo della trasformata di Fourier. Presi (3 E <C e
f E S(!RN ), definiamo (-Ll.)~f come quella funzione la cui trasformata di
Fourier è data da

per ogni ç E !RN

In questa sezione proveremo che se O< Re'Y < N, allora esiste una costante
ch) > O tale che

Il senso in cui va intesa questa identità verrà chiarito nel Teorema 1.44.

r (N-')
LEMMA 1.43. Se O < Re,,! < N, posto ch) = () 2 li. ,allora

r!1r 2 2ì

1. 1 () d J. (271")-' l '(ç) ~c
RN Ixl N ,<P X X = RN ch) lçl' <p "..,

. (271")-' l . ..
per ogn< <p E S(!RN

). In altre parole ch) lçl' e lo trasformata d, FouTter

l
(nel senso delle distribuzioni temperate) di Ixl N _,'
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DIM. Sia '{' E S(IRN). Preso o > 0, consideriamo la funzione 1/1(x)
81' 12 N ~ ... ""1(1

2

e- rr ., . E' ben noto che 1/1 E S(IR ) e che 1/1(0 = o-';-e- , Per
l'identità di Parseval si ha che

r e-rr'lxl' '{'(x) dx = r 0- ';C~<p(0 d{.
J'RN JRN

Moltiplichiamo ambo i membri per J"';1-1 ed integriamo formalmente in J

dove !'integrale che definisce r( N :e 1) converge perché per ipotesi Re f <
N. Se poi integriamo in X, allora

perché localmente Ixl N~Rq è .sommabile e all'infinito '{' è a decrescenza

rapida. Per il Teorema di Tonelli allora l'integrale a primo membro della
(1.28) converge assolutamente.
Integriamo allo stesso modo il modnlo della funzione integranda dell'inte­

grale a secondo membro della (1.28). Ponendo 8 = rr l: l' si ha

~<Ll e-~ 1<p(01 do = n!<p(OI ['''' s,,?-l e-' ds
,,'T 1{IRq Jo

1<p(01 r(RC')
",,? 1{IRq 2'

dove l'integrale che definisce r( R?) converge perché per ipotesi Re, > O.
Come per il primo integrale
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(1.30)

D

e quindi, ancora una volta per il Teorema di Tonelli , l'integrale a secondo
membro della (1.28) risulta assolutamente convergente.
Allora la (1.28) è soddisfatta e per il Teorema di Fubini abbiamo che

1. cp(x) dx ("" ON,'-1 e-'~I'I' do =!. e,O(ç) dç (OO 0- 1- 1e-~ do
RN lo IRN lo

e quindi

r(N,l) 1. l rm 1. l .
"N,' RH IxIN-~ Icp(x)1 dx = ,,1' RN lçl~ Icp(ç)1 dç.

Da quest'ultima discende immediatamente la tesi. D

TEOREMA 1.44. Siano O < Re-y < N e c(-y) definito come nel Lemma
precedente. Se l E S(IRN), allora

c(-y)J~1 = (_~)-1' l,

cioè c(-y)(I~JJ(ç) = (2"IW-~ j(ç) nel senso delle distribuzioni temperate.

DIM. Sia l E S(IRN). Per il Lemma 1.43

1. l 1. (2,,)-~ l .
RN IxIN-~<p(x) dx = RN c(-y) lçl~ <p(ç) dç (1.29)

per ogni <p E S(IRN ). Fissato x E IRN poniamo <p = I(x - .), sostituiamo in
(1.29) ed otteniamo

1.
l !. (27')-~ eh ' •. ( .

RN IYIN_~I(x - y) dy = RH c(-y) lçl~ I(ç) dç.

Osserviamo che il primo membro della (1.30) è J~I(x).

Prendiamo adesso 9 E S(IRN ), moltiplichiamo ambo i membri della (1.30)
per g(x) ed integriamo in x. Allora

1. 1. 1.
(2,,)-~ e2"'.( •

J~I(x) g(x) dx = g(x) dx () 1<1 J(ç) dç.
RN RH RH C 'Y , 'Y

Come si può facilmente verificare entrambi gli integrali a primo e a secondo
membro convergono assolutamente. Possiamo perciò usare il teorema di
Fubini e invertire l'ordine di integrazione, ottenendo

1.
. 1. (2,,)-~ e2.,•. ( •

RH [~I(x) g(x) dx = RH c(-y) lçl~ I(ç) g(ç) dç.

Quest'ultima uguaglianza, valida per ogni 9 E S(IRN ), afferma che la trasfor­
mata di Fourier nel senso delle distribuzioni temperate di [~I è la funzione

(2"IW-~j. .
c(-y) , ossia la tesI.
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(1.31)

1.4.6. Immersioni di Sobolev. Una dimostrazione dei teoremi di immer­
sione di Sobolev per 1 < p < 00 può essere fatta con l'ausilio dei potenziali
di Riesz. Il Teorema 1.41 ci permette infatti di dedurre le disuguaglianze
di Sobolev l dopo aver osservato che vale la seguente rappresentazione per
funzioni C~(lRN).

LEMMA 1.45. Sia f E C~(IRN), allora per ogni x E IRN

1 1. yf(x) = N 'Vf(x - y). I IN dy.
WN IRN Y

DIM. Sia x E IRN Fissato w E SN-I, per ogni t E IR poniamo g(t)
f(x - tw). Per il teorema fondamentale del calcolo integrale

f(x) = g(O) = -l'''' g'(t) dt = l'''' 'V f(x - tw)· w dt.

Integriamo l'identità precedente rispetto a w su 8 N - 1 ed otteniamo

1 1
00 tw

da(w) 'V f(x - tw)· N tN-Idt
SN-l o t

f.N 'V f(x - y) . lyrN dy,

dove ISN-II = NWN è la misura (N-I)-dimensionale della sfera SN-l D

Proviamo dapprima le disuguaglianze di Sobolev in tutto IRN per 1 < p < N.
Osserviamo che questa tecnica dimostrativa non consente di ottenere le
stime nel caso p = 1.

TEOREMA 1.46 (Sobolev).

C> O tale che

1 1 1
Siano 1 < p < N e - = - - -.

p" p N
Allora esiste

1If1I,,· < CII 'Vfllp
per ogni f E WI,p(IR N), cioè WI,p(IR N) '-' LP' (IRN).

(1.32)

DIM. Per la densità di C~(IRN) in WI,P(IR N) è sufficiente provare la stima
(1.32) per le funzioni di C~(IRN). Sia allora f E C~(IRN). Per il lemma
precedente

If(x)l< 11. l'Vf(x-y)l dy = 1 h(l'Vfl), (1.33)
NWN i!<N lylN 1 NWN

dove I, (l'Vfl) è il potenziale di Riesz di densità l'V fl di parametro 'Y = 1.
Per il Teorema 1.41, I, è continuo da LP(IRN) a LP"(IRN). Questo fatto
insieme alla (1.33) implica che

1
Ilfllp" < N II I I(I'Vfl)lIq < CN,plI'Vfll p,

WN
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dove CN .p è una costante che dipende da N e da p. D

E' immediato verificare che le stime provate sopra continuano a valere per
spazi di Sobolev W~,p(n), con n aperto di lRN

COROLLARIO 1.47 (Sobolev). Siano n aperto non vuoto di lRN, l < p < N
l l l

e - = - - N' Allora esiste C > °tale che
p' p

1I/11p' < CII\71111,

per ogni I E W~,p(n), cioè W~,p(n) '-< LP' (n).

(1.34)

I(x)

DIM. Presa I E C~(n), possiamo estenderla a zero fuori di n ed ottenere
una furizione, che indichiamo ancora con I, che appartiene a C~(lRN). Per
il Teorema 1.46, esiste una costante CN,p > °indipendente da I tale che

II/I1LP'(ilN) < CN,plI\7 IIILP(R'V),

Poiché la I ha supporto compatto in n si ha che II/I1LP'(RN) = II/l1u'(n) e
11\7IIILP(ilN) = 11\7IIILP(n). La tesi segue allora per densità. D

Vediamo adesso come dal Lemma 1.45 si possa ricavare anche la disugua­
glianza di Morrey.

OSSERVAZIONE 1.48. Con un semplice cambio di variabili, riscriviamo la
(1.31) per un aperto qualsiasi di]RN Sia n c ]RN aperto non vuoto e sia
I E C~(n); allora

l l (x-y)
I(x) = N \7I(y) I IN dyWN n x-y

per ogni x E n.
Infatti, se prendiamo I E C~ (n) e la estendiamo a zero al di fuori di n,
allora, per il Lemma 1.45,

l 1. y l 1. (x - y)
N \7 I(x - y) . I IN dy = N \7 I(y) . I IN dy

WN RH Y WN RH X - Y

l ( (x-y)
NWN Jn \7 I(y) . Ix _ ylN dy

per ogni x E n.
LEMMA 1.49. Siano n c lRN aperto non vuoto, g :)0,00[--> [0,001 funzione
decrescente e7jJ(x) = g(lxl) E L1(lRN ). Se Inl = IB(O, R)I per qualche
R> 0, allora

( 7jJ(x) dx < ( 7jJ(x) dx.
Jn JB(O,R)
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OIM. Valgono le seguenti identità

33

In\B(o, R)I = Inl-lnnB(O, R)I e IB(O, R)\nl = IB(O, R)l-InnB(O, R)I,

dalle quali, tenuto conto che Inl = IBR(O)I, segue che

In \ BR(O)I = IBR(O) \ nl·
Siccome

f 1/J = f 1/J+ f 1/J e
l B(O,R) l B(O,R)\n l B(O,R)nn

risulta

f 1/J = f 1/J+ f 1/J
ln ln\B(O,R) lnnB(O,R)

(1.35)

f 1/J-f1/J
l B(O,R) ln

f g(lxlJ - f g(lxlJ
l B(O,R)\n ln\B(O,R)

> g(R) IB(O, R) \ nl- g(R) In \ B(O, R)I = o.
D

TEOREMA 1.50 (Morrey). Sia n c IRN aperto limitato e sia p > N. Allom

W~,p(n) '-' LOO(n).

OIM. Sia I E C~(n). Per l'Osservazione 1.48 per ogni x E n risulta

II(x)1 < l f IV' l(y)1 dy.
NWN ln Ix - ylN l

L'ipotesi p > N implica che Ix _ ~IN I appartiene ad Lr~c(lRN), sicché

applicando la disuguaglianza di H61der si ha

l (f )*(f dy )-;'11(x)1 < NWN lnlV'l(y)I
P

dy ln Ix _ yl(N-l)p' (1.36)

per ogni x E n.
Sia adesso R > Otale che Inl = IB(O, R)I = wNRN

. Per il Lemma 1.49

(f dy )? < (f dY )? -cR'-l(;' (1.37)
lnlx -yl{N-I)P' - lB(O,R) lyl(N-l)p' - ,

dove c = c(N,p) > °è una costante che dipende da N e da p. Mettendo
assieme (1.36) e (1.37) otteniamo che

1111100 < c(N, p) IIV'Ilip R' - ~ = c(N, p, n) Il V'III..
La tesi segue per densità. D

COROLLARIO 1.51. Sia n C]RN aperto limitato di classe C'. Allom

w',p(n) '-' LOO(fl).
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OIM. Sia n'aperto limitato di ]RN tale che n cc n'. Allora esiste un
operatore di estensione

U 1-+ Eu

tale che IIEullw~.p(o') < Cllullw,.p(l1) per ogni u E W"p(n) e qualche C> O
(vedi ad esempio [l, Teorema III.3.16, Teorema IV.4.26J.) Per il Teorema
1.50 Eu E LOO(n') ed esiste C' > O tale che

IIEuIlL~(o') < C'IIEullwo'(o').

Pertanto

D

Proviamo ora le immersioni degli spazi di Sobolev con p > N in spazi di
funzioni h6lderiane.

LEMMA 1.52. ·Siano n un aperto convesso limitato di ]RN, u E C'(n),

S c n di misura non nulla. Posti Us = I~I fs u e d = diam(n) risulta per

ognixEn

dN ( l\7u(y)1
lu(x) - usi < NISI Jo Ix _ ylN , dV·

OlMo Siano x, y due distinti elementi di n. Poniamo w = IY - XI e g(t) =
V-x

u(x + /w) per O< t < Iv - xl. La convessità di n assicura che la funzione 9
è ben definita. Per il Teorema fondamentale del calcolo integrale si ha

(I,-xl
u(y) - u(x) = g(ly - xl) - g(O) = J

o
g'(t) dt

(I,-xl
J

o
\7u(x+tw)·wdt.

Integrando rispetto a y su S e dividendo per ISI ambo i membri di quest'ul­
tima uguaglianza risulta

1 ( 11,-x l
Us - u(x) = ISUs dy o \7u(x + /w). w dt.

Posto

v _ { l\7ul- O
in n
fuori,

(1.38)
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risulta

lus - u(x)1 < I~I { dy (''' V(x + tw) dt
J1y-xj<d ./0

l 1d 1 100

t
N

-

1

-ISI pN-1 dp dcr(w) V(x + tw) dt· N I
O SN-I O t

dN (V(X+Z) dN J. V(X-Z)
NIBI J"N IzlN l dz = NISI RN IzlN l dz

dN J. V(y) dy _ dN ( lV'u(y)1 dy
NISI RN Ix - ylN l - NISI Jn Ix - y!N-1 .

PROPOSIZIONE 1.53. Siano u E WI,P(B(xo, R)) e N < p < 00; al/ora

(i) u E C(B(xo, H))
(ii) Itultoo < c(N, H,p)ltuItW"P(B(••.R))

N

(iii) lu(x) - UB(••.R)I < c(N,p)ltV'uItLP(B(•• ,R))RI-p per x E B(xo, H).

OSSERVAZIONE 1.54. Dalla (iii) discende immediatamente che

lu(x) - u(y)1 < 2c(N,p)ltV'ulb(B(••,R))HI-~

per ogni x, y E B(xo, H).

35

o

DIM. (Proposizione 1.53) (Passo l) Supponiamo p < 00.
Sia u E CI(B(xo, R)). Per il Lemma 1.52, posti S = n = B(xo, R), abbiamo
che

2N /, lV'u(y)1
lu(x) - UB(•• ,R)I < N I IN l dy

WN B(xQ,R) X - Y
(1.39)

l
per ogni x E B(xo, R). Siccome p > N la funzione .p(y) = Ix _ ylN l E

LP' (B(xo, R)) e per il Lemma 1.49 JB(•••R) .p(y)dy < JB(x,R) .p(y)dy. Per la
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disuguaglianza di HOlder, dalla (1.39) discende

Posto

(N )
= 2N (NWN)-~ ( )

c ,p c=.! > O 1.40

(N - (N -I);!!) ,

abbiamo provato la (iii) per funzioni di classe CI(B(xo, R)). Dalla (iii)
discende immediatamente la (ii), infatti per ogni x E B(xo, R)

Iu(x) I < UB(zo,R) +c(N, P)Rl
- .; Il'17ulI L'(B(zo,R» < c(N, R, p) lIuliW1"(B(zo.R»,

dove abbiamo posto

(1.41)

Sia ora U E W1,P(B(xo, R)). Poiché CI(B(xo. R)) è denso in W1'P(B(xo. R))
esiste (Un)nEN C C1(B(xo,R)) che converge ad U in W1,P(B(xo.R)). Dalla
(ii) ricaviamo che per ogni n, m E N

lIun- u.. lloo < c(N,R,p) lIun- u..IIJ."
e cioè che la successione (Un) è di Cauchy per la norma 11·11=. Questo prova
la (i). infatti (un) converge ad u uniformemente in B(xo, R) ed u risulta
perciò continua in B(xo, R). Per ciascuna Un valgono sia la (ii) che la (iii).
Da queste, per n --> 00, si ricavano la (ii) e la (iii) per la funzione u.
(Passo 2) Supponiamo p = 00.

Sia U E WI,OO(B(xo. R)). Allora per ogni p > N U E Wl,P(B(xo, R)) e per
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il primo passo u E C(B(xo, R)) e valgono le stime

37

lIull oo < c(N, R,p)llullw"P(B(x,R» (1.42)

lu(x) - UB(xo,RJ1 < c(N,p)llV'uIlLP(B(xo,R))R1- ~ (1.43)

per ogni x E B(xo,R), Osserviamo che le costanti c(N,R,p) e c(N,p)
definite rispettivamente in (1.40) ed in (1.41) non esplodono al tendere di
p all'infinito, Facciamo tendere allora p ad infinito in (1.42) e (1,43) ed
otteniamo le stime

lu(x) - UB(xo,R) I < 2N R lIV'uIILoo(B(xo,R))

Ilull oo < c(N, R) Ilullw"oo(B(x"R)),

che sono proprio rispettivamente la (iii) e la (ii) dell'enunciato, O

TEOREMA 1.55 (Morrey), Sia N < p < cc; allora, posto a = 1 - ~ , risulta

DIM, Sia u E WI,P(lRN), Fissiamo una palla B(xo, 1), Per la Proposizione
1.53

Ilull oo < c(N,p) lIullwLP(B(x"l» < c(N,p) Ilullw"p(IRN),

per ogni x E B(xo,I), Data l'arbitrarietà della palla B(xo,l) e data
l'indipendenza della costante c(N,p) da quest'ultima abbiamo cbe

IluIILOO(B(x"l) < c(N,p) Ilullw"p(RN), (1.44)

Sia ora (Un)nEN una successione di fu~zioni di C;:"'(lRN) che converge ad u

in W1,p(lRN ), Applicando la disuguaglianza (1.44) alla differenza Un - u e
facendo tendere n all'infinito ricaviamo che u E CO(lRN ).

Prendiamo x, y E lRN e consideriamo la palla B(x, Ix - yl). Per l'Osserva­
zione 1.54

lu(x) - u(y)1 < 2c(N,p) IIV'uIILP(B(x,lx-YI)) Ix _ yll- ~

e quindi
1 J:!.lu(x) - u(y)1 < 2c(N,p) lIV'uIlLP(IRN) Ix - yl - p.

N
Questa prova che u E ca(lRN), con a = 1 - -,

p
O

Grazie a quanto visto finora si può agevolmente provare la seguente carat­
terizzazione dellospazio W1'OO(lRN).

TEOREMA 1.56, Risulta
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DIM. "C" : Sia u E W"oo(IRN ). Allora u E Loo(IRN ) e u E W',P(B(xo, R))
per ogni p > l e per ogni Xo E IRN ed R > O. Presi x, y E IRN consideriamo
la palla B(x, Ix - yl) e per l'Osservazione 1.54 abbiamo che

lu(x) - u(y)1 < 2c(N,p) IIVuIIL'(B(x,lx-YI) Ix _ YI'-;·
Mandando p ad infinito nella disuguaglianza precedente e ricordando che la
costante c(N, p) non esplode al tendere di p all'infinito, si ha

lu(x) - u(y)1 < 2c(N) IIVuIILoo(B(x,(x-yl) Ix - yl
< 2c(N) IIVuIILoo(D<N) Ix - yl·

Quest'ultima stima ci dice che u E Lip(IRN).
Vediamo un altro modo per provare questa implicazione. Consideriamo una
famiglia di mollificatori ('Po) C C.;"'(IRN ) e poniamo u, = u * 'P, per ogni
€ > O. Per ogni € > 0, u, E coo(IRN ) e

IIVuoll oo = IIVu * 'P,lloo < IIVulloo.
Siccome U é ---? U in LfocCJR.N ) possiamo estrarre una successione Ue.. che
converge ad u quasi ovunque in }RN _ Per il Teorema di Lagrange

IU'n (y) - u'n (x)1 < IIVu,.. lIoo Ix - yl < IIVulloo Ix - yl
per ogni x, y E }RN. Da questa stima se mandiamo n --+ 00 otteniamo che
u E Lip(IRN).
" ::J " : Sia u E LOO(IRN

) n Lip(IRN). Esiste allora L > °tale che lu(x) ­
u(y)1 < L Ix - yf per ogni x,y E IR N. Per ogni h> °poniamo

( )
_u(xl+h,x" ... ,XN)-U(Xl,X" ... ,XN)

Th
U x - Ihl

per ogni x = (Xl, X2, .. ' l In) E RN. Per l'ipotesi di lipschitzianità di ti

risulta
hu(x)1 < L (1.45)

per ogni h > °ed x E IR N. Fissata allora la palla B(O, R) si ha

{ hul' < L'IB(O, R)I·
} B(O.H)

Per la rifiessività di L'(B(O, R)) esistono hn -> °e v E L'(B(O, R)) tali che
Th n U -> V per n -> 00 debolmente in L'(B(O, R)). Ne segue

{ v q, = lim { Th
n

U q, = - lim { u Lh
n

q,JaN n_cc JaN n_cc JRN
_ ( U oq,

}RN aXI

per ogni q, E C.;"'(B(O, R)). Allora u ammette derivata nel senso delle
distribuzioni D,u = v in B(O, R). Siccome R > °è arbitrario u ammette
derivata debole D, u in IRN.
Rimane da provare che D,u E LOO(IRN ). Sia E un insieme misurabile tale
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che lEI> O, E C B(O, R) per qualche R > O. Allora dalla (1.45) discende
che

1~ll Dlu = I~II< D,u,XE >1 = I~I ,:~';, < ThnU,XE > <L

e quindi, data l'arbitrarietà di E, segue che IID,ull"" < L. D

Proviamo infine che se N < p < 00 le funzioni in W,::(IR N) sono quasi
ovunque differenziabili. In particolare ciò si applica alle funzioni lipschitzia­
ne.

TEOREMA 1.57. Siano N < p < 00 ed u E W,::(IRN). Allora u è differen­
ziabile quasi ownque.

DIM. Possiamo supporre p < 00. Sia u E W,~':(IRN) e sia Xo E !>,.c(V'u)
(cioè un !>,punto di Lebesgue per ciascuna componente di V'u). Poniamo
per ogni x E ]RN

g(x) = u(x) - u(xo) - V'u(xo) . (x - xo).

La funzione 9 così definita appartiene a W,::(IRN), g(xo) = Oe V'g(x) =

V'u(x) - V'u(xo) per ogni x E]RN Fissata la palla B(xo, Ix - xol), per
POsservazione 1.54 si ha

Ig(x)1 Ig(x) - g(xo)1

"
< 2c(N,p) ( r lV'g(y)IP dY)' Ix - xol'-%J8(xo.lx-xol)

J.

2c(N,p) Ix - xol 1
- ~ ( r lV'u(y) - V'u(xo)IPdV) ,

JB(xo.lz-zoD

Dividiamo primo e secondo membro della disuguaglianza precedente per
Ix - xol # Oed otteniamo

lu(x) - u(xo) - V'u(xo} . (x - xo)1
Ix - xol ,

< 2c(N,p) (I 1 IN r lV'u(y) - V'u(xo}IP dV) ii
x - Xo JB(xo,lx-xol>

che converge e zero per x ~ Xo- Quindi u è differenziabile nel punto Xo­
Per il Corollario 1.37 quasi ogni punto di ]RN è un !>,punto di Lebesgue per
una funzione localmente !>,sommabile e da qui segue la tesi. D

TEOREMA 1.58 (Rademacher). Le funzioni Lipschitziane sono differenzia­
bili quasi ovunque.

DlM. Basta usare i Teoremi 1.56 e 1.57. D



CAPITOLO 2

L'equazione di Poisson

L'obiettivo di questo capitolo è quello di studiare Pequazione di Poisson
Àu - C;u = I con dato I E LP. Per far ciò proveremo la disuguaglianza
di Calderòn e Zygmund che consente di stimare la norma LP delle derivate
seconde di u con quella del suo Laplaciano. In questo modo se u E LP()RN)
è soluzione dell'equazione ellittica Àu - C;u = I, con I E LP()RN), allora
u E W 2,p()RN).

La disuguaglianza di Calder6n-Zygmund si riduce ad un'uguaglianza nel
caso p = 2 e si ottiene immediatamente con una semplice integrazione per
parti. Per p =1= 2 la dimostrazione richiede, come vedremo} sforzi maggiori.
Applicheremo infatti il teorema di interpolazione di ~1arcinkiewicz.

Prima di occuparci della disuguaglianza di Calder6n-Zygmund facciamo
vedere come si determina la soluzione dell'equazione di Poisson.

2.1. Il potenziale Newtoniano

Sia n un aperto non vuoto connesso limitato di {RN l con frontiera di classe
Cl a tratti. Il Teorema della divergenza afferma che per ogni I E C' (!1.)RN)

r div I dx = r I, n M,
ln . lan

dove n è la normale esterna a n e du la misura di Lebesgue su on. Prese
u, v E C 2 (!1), dal Teorema della divergenza scaturiscono le identità di Green

r uC;v dx = - r 'ilu· 'ilv dx + r u ~v du (2.1)hl k ho un

in (uC;v - vC;u) dx = fan (u ~~ - v ~~) du (2.2)
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La soluzione fondamentale dell'operatore di Laplace b. è la funzione così
definita

per N >3

per N = 2
r(x) =

1
-Iog Ixl
2" 1 1

N(2 - N)WN Ixl N 2

e soddisfa b.r =°in IRN \ {O}. Risulta r E Lloc(IRN
) e inoltre

Osserviamo che le derivate prime della r sono localmente sommabili, mentre
le derivate del secondo ordine non lo sono. In generale

per Ixl --> 0, 00 (2.3)

dove con D k indichiamo una qualunque derivata di ordine k.

Data I ; IRN --> IR, definiamo Potenziale Newtoniano di I la funzione

N(f) = r * I = J. r(x - y)/(y) dy.
RN

In particolare il Potenziale Newtoniano risulta ben definito per funzioni in
C.;"'(IRN ) ed è soluzione dell'equazione di Poisson b.u = I, come proveremo
nelle seguente proposizione.

PROPOSIZIONE 2.1. Se I E C.;"'(IRN ) allora N(f) E C""(IRN) e

b.N(f) = f

DIM. Sia I E C.;"'(IRN). Poniamo u = N(f). Per definizione

u(x) = J. r(x - y)/(y) dy = J. r(y)/(x - y) dy
RN RN

per ogni x E IRN . Si verifica facilmente che è possibile derivare infinite volte
sotto il segno di integrale e quindi che u E C""(IRN). Inoltre

b.u(x) J. r(y)M(x - y) dy = J. r(y - x)M(y) dy
RN RN

Hm J. r(y - x)M(y) dy.
p-o RN\B(x,p)
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du(y).

Sia li = B(x, R) \ B(x, p) con R> O tale che B(x, R) contenga il supporto
di f. Per l'identità di Green (2.2) applicata a r(x _.) ed a f risulta

( r(y - x)6.f(y) dy
J B(x,R)\B(x,p)

= ( 6.r(y - x)f(y) dy
J B(x,R)\B(x,p)

+ { (r(y - x) aa
f

(y) - aa
r

(y - X)f(y)) dn(y)
JaB(x,R) n n

- { (r(y - x) aa
f

(y) - aa
r

(y - X)f(y)) du(y).
} aB(x,p) n n

Poiché supp f C B(x, R) e 6.r(y-x) = Oper y '" x, da quest'ultima identità
segue che

1. r(y - x)6.f(y) dy
RN\B(x,p)

= - { (r(y - x/f (y) - ar (y - X)f(y))
JaB(x,p) an an

Risulta

fa af l
r(y - x)&(y) du(y) < CII'Vflloo N 2 pN -

l

aB(x,p) n P

e quindi

( r(x - y)6.f(y) dy = O(p) + N l N 1 ( f(y) du(y).
JRN\B(x,p) WNP J8B(x,p)

Facciamo allora tendere p ~ Oe otteniamo

1. r(y - x)6.f(y) dy = f(x),
Ill N

ossia 6.u(x) = f(x). O

ESERCIZIO 2.2. Provare che se f E C~(lRN) allora N(f) E C2(]RN) e
6.N(f) = f.

Per completezza diamo anche una formula di rappresentazione per funzioni
U E C2 (lI).

PROPOSIZIONE 2.3. Siano li aperto limitato di ]RN di classe Cl e u E
C2 (lI). Allora

u(x) = l r(y-x)6.u(y) dy+ fan (~~ (y - x)u(y) - r(y - x) ~~ (y)) du(y)

per ogni x E li.
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OSSERVAZIONE 2.4. Se assumiamo inoltre che u abbia supporto compatto
in Sì allora

u(x) = in r(y - x)t.u(y) dy,

cioè u = N(t.u).

DIM. Fissiamo x E Sì. Per l'dentità di Green (2.2) applicata ad Sì \ B(x, p)
risulta

( f(y - x)t.u(y) dy
Jn\B(x,p)

= ( t.f(y - x)u(y) dy
. Jn\B(X,p)

. ( fJ fJf )+ fon r(y - x) fJ~ (y) - fJn (y - x)u(y) dO'(y)

_ { (r(y - x) ~u (y) _ ~f (y _ X)U(y)) dO'(y),
JÒB(X,P) un un

dove, fra gli integrali a secondo membro, quello su Sì \ B(x, p) è nullo perché
t.r(y - x) = Oper y E Sì \ B(x, p) e quello su fJB(x, p) converge ad u(x) per
p ~ Ocome nella dimostrazione della Proposizione 2.1. Mandiamo allora p
a zero ed otteniamo la tesi. O

(2.4)per Ixl - 00.

Soffermiamoci sulle derivate del potenziale Newtoniano. Se f E C~ (IRN ),

posto U = NU), per ogni k E N si ha

IDku(x)1 = O Cxl NI 2+k ) ,

Infatti, scelto R > O tale che supp f C B(O, R), si ha

u(x) = ( f(x - y)f(y) dy = ( f(x - y)f(y) dy.
JIRN J B(O,R)

Allora per Ixl > R

IDku(x)1 =

<

( Dkr(x - y)f(y) dy
J B(O,R)

(Ixl- ~N-2+k l(o,n) Ifl·

< C ( lJ(y)1 dy
- J B(O,R) Ix - ylN 2+k

Come anticipato, per p = 2 la disuguaglianza di Calder6n-Zygmund si ot­
tiene facilmente integrando per parti. Nel seguito indichiamo con D'u la
matrice Hessiana di u. Inoltre poniamo ID'ul2 = Li,j IDijul'.
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LE:MMA 2.5. Sia u E C~(IRN), allora

IID2ull2 = l16.uI12'

DIrvI. La tesi segue immediatamente integrando per parti. Infatti

45

N N

I: 1. D"uDjju = - I: J. .D,uD,jjU
i,i=1 RN i,i=1 RN

N

I: 1. D'juD"u = J. ID2ul'.
.. 1 nN RNt.J= ~...

o

Come nel lemma precedente, dalla Proposizione 2.1 discende il risultato
seguente dal quale dedurremo esistenza, unicità e regolarità in L2 .

PROPOSIZIONE: 2.6. Data I E C~(IRN) e posto u = N(J), si ha

J. ID2ul2 = J. 1/12= J. l6.ul'.
RN RN RN

OIM. Fissato R > O consideriamo la palla E(O, R) di raggio R e centro
l'origine. Per ogni i,j = 1"",N

{ DiiuDjju = - { DiuDijiU + ( DiuDjju l/i da
i B(O, n) i B(O, n) i 8B(0,R)

{ DijuDiju - ( DiuDiju Vj da
i B(O,R) i8B(0.R)

+ r D,uDjju Vi da.
i8B(0.R)

Sommando l'uguaglianza precedente su i,j, usando 6.u = I e (2.4), si ha

r W = r \6.uI2= r ID2ul2+ O(~) .
i B(O,R) i B(O,R) i B(O,R) R

Per avere la tesi è sufficiente far tendere R all 'infinito. o

Studiamo adesso le derivate prime del potenziale Newtoniano.

LE:MMA 2.7. Sia rl aperto limitato e K'E Lloc(lRN). L'operatore di convo­
luzione TK definito da

TK!(x) = rK(x - y)/(y) dyin
è continuo da LP(rl) in LP(rl) per ogni 1 < p < 00.
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!nlg(x)IP

DIM. Supponiamo l < p < 00: i casi p = 1,00 sono elementari. Poniamo

g(x) = !nIK(X - y)llf(y)ldy

e sia R tale che fl C B(R). Allora

g(x) = !nIK(X - Y)I* IJ(y)IIK(x - y)l} dy

< (!nIK(X - y)ldY) 1-* (!nIK(X - Y)IIJ(Y)IPdY) ;

< (l(2R) IK(r)ldr) 1-; (!nIK(X - Y)IIJ(Y)IPdY);

Quindi

g(x)P < IIKlli-;-/B(2R)) !nIK(X - y)llf(y)IPdy

e, integrando su fi,

< II K IIF/B(2R)) J r IK(x - y)IIJ(y)IPdxdy
lnxrt

- II K lli-;-/B(2R» !nIJ(y)IPdY !nIK(X - y)ldx

< IIKlli'(B(2R»IIJII~.

Ne segue Tk(J) E LP(fl) e

o

Il Potenziale Newtoniano è un operatore di convoluzione con nucleo local­
mente sommabile. Il lemma precedente ci dice allora che, se fl è limitato,

N : LP(fl) ~ LP(fl)

è un operatore continuo per ogni 1 < p < 00.

Lo stesso accade per il suo gradiente che è l'operatore di convoluzione
associato al gradiente di r, anch'esso localmente sommabile.

PROPOSIZIONE 2.8. Se fl è limitato, allora

(i) J E LOO(fl) '* N(J) E C 1(lRN ) C Cl(fl)
(ii) N: U'(fl) ~ W 1,P(fl) è continuo per ogni l <p< <Xl.
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OIM. (i) Sia I E LOO(fl). Poniamo u = N(f) e v = ( V'f(· - y)/(y) dy.Jn .
Consideriamo una funzione 'I : IR ---. IR, O< 'I < 1, 'I E COO(IR) tale che

{
O _! < x < !

'I(x)= 1 Ixl>l.-z

Per ogni E > Oe per ogni x E IRN poniamo

u,(x) = kf(x - y)'I ex ~ YI) I(y) dy.

Le funzioni u~ convergono uniformemente ad u per € --+ O, infatti

lu(x) - u,(x)1 < k1f(x - y)1 [1- 'I ex ~ YI)] I/(y)1 dy

< 11/1100 { If(x - y)1 dy = 11/1100 { lf(z)1 dz
J1x-yl<e J1z1<e

Ilflloo ( 1:=2 O.
N(N - 2)WN J1'1<' IzI N- Z

Consideriamo adesso V'u,. Risulta per ogni x E IR N

V'u,(x) = k V'f(x - y)'I ex ~ YI) I(y) dy

+~ (f(x-y)'I' (Ix- YI ) IX-YI/(y)dy.
EJ" E x-Y

Proviamo che V'ue --+ V uniformemente per é --+ O.

Iv(x) - V'u,(x)1 < klV'f(x - y)1 [1 - 'I ex ~ YI) ] I/(y)1 dy

+~ klf(X - y)1 'l' ex ~ YI) If(y) Idy

< 11/1100 { 1 d
NWN J1'1<' IzIN-1 z

+ Il'1'11001111100 ~ { 1 dz
N(N - 2)WN E J1<j<, IzIN-Z

(1'1 11'1 )< C rN-1dr + - rN-1dr
orNI €orN2

3C ,~O O
- E ~
2 '

dove C = 11/1100 max {l, ~'~,,;}. Possiamo concludere allora che u E

Cl (IR N ) e V'u = v.
(ii) Sia I E V'(fl) e sia In C LOO(fl) tale che In converge ad I in V'(fl).
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Siccome N è un operatore continuo da LP(fl) in LP(fl), N(Jn) ---> N(J) in
LP(fl). Per il punto (i) N(Jn) E C1(fl) e per il Lemma 2.7 risulta

'VN(Jn) = 'Vr * In ---> 'Vr * I

in L·(fl). Pertanto N(J) E W'·.(fl) con 'VN(J) = 'Vr * I e

IIN(J) Il.,. = IIN(J)II. + Il'VN(J)lIp = Ilr *III. + Il'Vr *III. < CIIIII.·
O

Come ci si può aspettare una soluzione dell'equazione di Poisson con dato
L· è data dal potenziale Newtoniano. Nella proposizione che segue di­
mostreremo questo fatto per p = 2. Punto essenziale di questa verifica è
l'uguaglianza provata nella Proposizione 2.6. Per generalizzare questo risul­
tato ad un p # 2 sarà necessaria quindi la stima di Calderon-Zygmund che
proveremo nella prossima sezione.

PROPOSIZIONE 2.9. n Potenziale Newtoniano N è continuo da L2(fl) In

W2,2(fl). Inoltre
tlN(J) = I

per ogni I E L2 (fl).

DIM. Sia I E L2(fl) e sia (Jn) C C~(fl) convergente a I in L2(fl). Per la
proposizione precedente N(Jn) converge a N(J) in Wl,2(fl). Proviamo la
convergenza L 2 delle derivate seconde. Per la Proposizione 2.6

IID2 [N(Jn) - N(Jm)IIlL2(n) < IID2 [N(Jn) - N(Jm)J1IL'(RN)

= IltlIN(Jn) - N(Jm)J1IL2(RN)

= IIIn - ImIlL2(n).

Da qui segue che (N(J,,)) è una successione di Cauchy in W2,2(fl). Allora
N(J) E W2,2(fl) e IIN(f)II2,2 < CIII112. Per finire

tlN(J) = lim tlN(Jn) = lim In = f.
n-co n---oo

O

2.2, La disuguaglianza di Calder6n-Zygmund

Lo strumento principale per la dimostrazione della disuguaglianza di Cal­
deron-Zygmund è il teorema di interpolazione di Marcinkiewicz. Al fine di
applicare quest'ultimo abbiamo bisogno del procedimento di decomposizione
in cubi di Calderon-Zygmund, qui di seguito illustrato.

LEMMA 2.10 (decomposizione in cubi). Siano O < I E L1(JRN) e t > O.
Esistono fl, F misurabili tali che IRN = fl u F con fl n F = 0 e
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(i) I < t su F;
(ii) n = Ur lQk, dove (Qk) sono cubi coi lati paralleli agli assi tali che

o o
QknQh=0 perki-h e

t < I~kl lo. I <2
N

t

per ogni k E 1\/.

DIM. Sia 9 una griglia di RN , cioè una suddivisione di RN in cubi di lati
paralleli agli assi tale che se Q E 9 allora

I~I lo I <t.

Per ottenere 9 basta suddividere RN in cubi congruenti di misura IQI tale

che ,~,1N I < t.

Fissiamo un cubo Q E g. Dividendo ogni sno lato in due parti ugnali
suddividiamo Q in 2N sottocubi congruenti e sia Q' uno di questi sottocubi.
Possono verificarsi due eventualità:

Se Q' verifica la 1), allora Q' è uno dei cubi che andrà a formare l'insieme
fl. Se invece Q' verifica la 2) suddividiamo Q' in 2N sottocubi congruenti
e ripetiamo per ognuno di essi quanto fatto per Q'. Quindi continuiamo
indefinitamente a suddividere i cubi che verificano la 2) ed a selezionare e
porre in n i cubi che verificano la I).
Ripetendo quanto fatto per il fissato cubo Q per ognuno dei cubi che costi­
tuiscono la griglia 9 otteniamo la decomposizione in cubi cercata. Infatti fl
risulta unione nurncrabile di cubi Qk i cui interni sono a due a due disgiunti
e tali che

I {I < IQ'I I {I < N
t < IQkl lQ. - IQkIIQ'1 lQ' - 2 t

dove Q' è il cubo di cui Qk è la 2N-esima parte e per il quale quindi

r&r !Q' I < t.
Poniamo F = R N \ n e proviamo che I < t su F. Se x E F allora esiste una

successione di cubi (<lk) con ! ( I < t tale che x E <lk per ogni k E N
IQkl lò.

e Qk -> X nel senso della Definizione 1.32. Poiché per il Teorema 1.30 quasi
ogni x E RN è un punto di Lebesgue di I, possiamo assumere x punto di
Lebesgue di I e per il Corollario 1.33 risulta

I(x) = Hm ! { I < t.
k-oo IQkl lò.

o
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{
I/(x)1

g(x) = I r III
]Q;;[ JO,

rIgl + rIgl = rIII + I: r Ifi
JF ln JF kENJQk

lr/l + li/i

J. Ifl = 11/1f,
RN

OSSERVAZIONE 2.11. L'insieme F della decomposizione in cubi del lemma
precedente è sicuramente non vuoto. Infatti se F fosse vuoto allora li = IRN

e, contraddicendo la sommabilità di f, avrenlIDO

1. I = I: r I > t I: IQkl = 00.
RN kEN lQk kEN

L'insieme n può invece essere vuoto e questo si verifica se e solo se f < t
. ""Nq.o. lO n .

TEOREMA 2.12 (Calderon-Zygmund). Sia l < p < 00; allora esiste c =
c(N,p) > O tale che

IIDijN(f)lIp < cIII Il. (2.5)

per ogni I E C~(IRN).

DIM. Per ogni I E C~(IRN) poniamo SI = DijN(f) = Dij(r * !l.
"Caso l < p < 2": Sappiamo che IIS/112 < 11/112 per ogni I E C~(IRN). Per
densità allora S si estende ad una contrazione da L2 (IR N ) in sé. Vogliamo
provare che S è cii tipo debole (l, l), cioè che esiste una costante c > O tale

che m{IS/I > t} < cll~1I1 per ogni· t> Oe I E L'(JRN) n L2 (IRN), in modo

tale da poter poi applicare il teorema di interpolazione di Marcinkiewicz ed
ottenere la (2.5) per l < p < 2.
Siano I E L'(lRN)nL2 (IRN) et> O. Per il Lemma 2.10 possiamo considerare
la decomposizione in cubi di Calderon-Zygmund JRN = li U F relativa a III
e a t. Spezziamo ora III in una parte buona 9 definita da

se x E F
sex E Qk,k= 1,2, ...

e in una parte cattiva b data da

{
O sexEF

b(x) = I/(x)l- g(x) = I/(x)l- iii 1
0

,1/1 se x E Qk, k = 1,2, ...

Osserviamo che r b = O per ogni k E N. Risulta Igi < 2N t e quindiiQk
9 E Loo(JRN),

IIgll> = 1. Igi =
RN

ed inoltre

(2.6)
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Pertanto b = 1/1- 9 E L1(JRN) n L2 (JRN).
Poiché S è lineare, SI = S9 + Sb e quindi

IL{ISII > t} < IL {ISgl > n+IL{ISbl > ~}. (2.7)

Stimiamo separatamente i due addendi a secondo membro della (2.7). Per
il primo, usando la disuguaglianza di Chebyshev e la (2.6), si ottiene subito
che

l' {ISgl > n < 411;;"~ < 41~"~ < 2~+211/Ih. (2.8)

Stimare IL {ISbl > ;} risulta molto meno immediato.
Per ogni k E N poniamo bk = bXQ•. Poiché b E L2 (JRN), b = O su F e i
Qk hanno interni a due a due disgiunti si ha che I:%" l bk = b in L 2 (JRN)
e quindi, poiché S è continuo da L2 (JRN) in L2(JRN), I:%" l Sbk = Sb in
L2 (JRN) .
Fissiamo k E N. La funzione bk appartiene a L'(Qk) n L2 (Qk) e soddisfa

fQ• bk = O. Sia (bk.l)IEN C C~(Qk) con ( bk,l = O tale che bk,l --> bk in
lQ.

L 2 (Qk) per l --> 00.

Per ogni x E JRN \ Qk:= Qk
c

Sbk,I(X) = Dij(f * bk,I)(X) = ( Dijf(x - y)bk,I(Y) dy.JQk

Sia Yk il centro del cubo Qk e Ok il suo diametro. Dato che ( bk,l = O si
lQ.

ha che

Sbk,I(X) = { (Dijr(x - y) - Dijr(x - Yk))bk.l(Y) dy
lQ.

per ogni x E Qkc. Ora, per qualche ç E YYk, risulta

ID'jr(x - y) - Dijr(x - Yk)l <

<

<

e quindi

l'VDijr(x - ç)I'ly - Ykl
C

Ix _ çIN+IIY - Ykl

C
[dist(x, Qk)]N+l Ok

COk (
ISbk,I(X)1 < [dist(x, Qk)JN+1 lQ. Ibk,l(y)1 dy (2.9)

per ogni x E Qk c. Sappiamo che bk,l --> bk in L2 (JRN) e quindi anche
Sbk,l --> Sbk in L2 (JRN). Possiamo inoltre sempre suppore che tali conver­
genze valgano anche quasi ovunque. Allora, passando al limite per l --> 00
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in (2.9), abbiamo che per quasi ogni x E Qkc

(2.10)

Consideriamo adesso la palla Bk di centro Yk e raggio dk. Per ogni x E B~

e quindi

dist(x, Qk) > ~ Ix - Ykl·

Da quest'ultima e dalla (2.10) segue che

< Cdk { Ibk(y)1 dyl I llNH dxJQk lx-Ykl>6k x - Yk

_ Cdk { Ib(y)1 dy {"o 1
2

dr
lo.. j,,1o: r

C { Ib(y)1 dy. (2.11)lQ,

A questo punto poniamo n" = ukBk e F" = IRN \ n". Per la (2.11), poiché

F" C B~ per ogni k, si ha che { ISbkl < C { Ibl Vk, e quindi per illF· lQk
Teorema di Beppo Levi

- L: { ISbkl < CL: ( Ibl
k JF " k lQJc

< C J. Ibl < C(IIIII, + IIglb)
RN

2Cllllb·

Sicché Lk ISbk(x)1 < 00 per q.o. x E F" e, dato che Lk Sbk = Sb in
L2(IRN), per unicità del limite Lk Sbk(x) = Sb(x) per q.o. x E F". Allora

lo ISbl < 2CIIIII,

e quindi per la disuguaglianza di Chebyshev

Il {x E F" : ISbl > ~} < 2 I1 Sbllt '(FO) < ~ 11111,. (2.12)
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Vale anche che

J.L { x E O' • ISbl > ~} < J.L(O') < I>(B.)
•

- WN L <5f = wNNlf 'L,lt
• • •

- C(N) L.:: IQ.I < C(;) 11111" (2.13)

•
dove con l. indichiamo il lato del cubo Qk. Per la (2.7), mettendo assieme
(2.8), (2.12) e (2.13) otteniamo che

J.L{ISfi > t} < Ct;') 11111,

per una costante C(N) > Odipendente solo dalla dimensione dello spazio N.
Quest'ultima stima altro non è che la (1, I)-debole continuità dell'operatore
S.
Possiamo finalmente applicare il teorema di Marcinkiewciz. Allora esiste
una costante C (N, p) > O tale che

IIDijN(J)lIp= IISIlip < C(N,p)IIIlIp·
"Caso p > 2". Questo caso si ottiene per dualità dal caso precedente,
siccome S è autoaggiunt.o. Infatti per ogni I, 9 E C,?"(IRN )

1. (Sf)g -
RN

Allora, fissato p > 2 e indicato con p' l'esponente coniugato, si ha che

e quindi

IISIlip < C(N,p')IIIII..
o

COROLLARIO 2.13. Se u E W 2,p(IRN ), 1 < p < 00, allora esiste C(N,p) > O
tale che

(214)

OIM. Per la Proposizione 2.1 e per il Teorema di Calderon-Zygmund se
u E C,?"(IRN ), allora 1t = N(t!.u) e quindi

IID2ullp= IID2 N(t!.u)lIp < Cllt!.ullp·
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La stima si estende a W 2"(IRN ) per densità. o
ESERCIZIO 2.14. Siano u E C~(IRN, IR N), (DU)i) = (Diu}),,) la matrice
jacobiana di ti e Eu = Du+~Dtlr la sua parte simmetrica. Allora

!. IDul2 +!. (div u)2 = 21. IEul"
RN RN RN

[Suggerimento: integrare per partiI.

2.3. Alcune stime interpolative in L'

In questa se""tione proviamo alcune disuguaglianze interpolative che permet­
tono di stimare la norma LP delle derivate prime di una funzione con le
Dorme della funzione stessa e delle sue derivate seconde. Consideriamo
dapprima il caso unidimensionale.

Sia u E C~(IR) e sia x E IR. Per la formula di Taylor con resto integrale per
h>Osihache

u(x +h) = u(x) +hu'(x) +!oh(h - t)u"(x +t) dt

da cui, portando u'(x) a primo membro e dividendo tutto per h, si ottiene

u'(x) = u(x+h) -u(x) _.!:. t(h-t)u"(x+t) dt.
h h lo

Se prendiamo le norme L' allora

2 l {h
lIu'lI. < h lIuli. + h lo (h - t)lIu"(- + t)lI. dt

~ lIuli. + ~llu"II •.
.

Posto E = ~ scriviamo la prima disuguaglianza interpolativa cercata

l
lIu'lI. < Ellu"lI. + -liull.·

E
(2.15)

La disuguglianza vale per ogni € > O. Se minimizziamo su € otteniamo una
seconda disuguaglianza interpolativa e cioè

, ,
lIu'll. < 21Iu"ll$ lIull$·

Sia ora u E C~(IRN). Fissati E > Oed i = l, ... , N dalla (2.15) segue che

!.ID'ul• dXi < 2.-
1 (E' !.IDiiul· dx i + E~ !.Iul· dx i ) ,
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da cui per il Teorema di Fùbini si ha

J. [DiU[P dx < 2P- 1 (eP J. [Diiu[P dx + 2- J. lulP dX)
RN RN gP RN

e quindi

IIDi ulip< c [eli Diiull p + ~ lIul[p] < c [e llD2ullp+ ~ I[U llp] (2.16)

per una qualche costante c > O dipendente solo da p.

PROPOSIZIONE 2.15. Sia u E W 2,
p(lR N ) con 1 < p < 00, allora per ogni

0>0
lI\7ullp< cellD2ullp+ c IInllp

e
per una qualche costante c = c(P) > O. Inoltre, minimizzando su é, si ha

, ,
lI\7ul[p < 2c[[D2u[[$ [[u[[$. (2.17)

DIM. Se u E C,:"'(lRN ), allora dalla (2.16) si ricava che per ogni e > O
c

lI\7ullp< cell D2ullp+ -lIullp·
e

Quindi la stima si estende per densità a W 2,p(lRN ). O

Mettendo assieme la stima ottenuta nella proposizione precedente e quel­
la del Corollario 2.13 possiamo stimare la norma LP del gradiente di una
funzione con quella della funzione stessa e delle sue derivate seconde pure.

COROLLARIO 2.16. Sia u E W 2 ,P(lRN) con 1 < p < '00, allom esiste C =
C(N,p) > O tale che per ogni e> O risulta

C1[\7ullp< ellLlnllp + -I[ul[p·
o

Il corollario seguente afferma che l'operatore Ll con dominio W 2,p(lRN ) è un
operatore chiuso.

COROLLARIO 2.17. Se 1 < p < 00, allora esiste C = C(N,p) > O tale che

[[U[[2,p < C(N, p) IIlulip + [[Llu[[p]

per ogni u E W2,p(lRN ).

2.4. Esistenza e unicità per il Laplaciano in JRN

Siamo a questo punto in grado di provare esistenza e unicità per l'equazione

Àu - Llu = f
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TEOREMA 2.18. Siano 1 < p < 00 e À > O, allora per ogni 1 E U'(RN )

esiste un'unica u E WZ,P(RN) tale che

Àu - ~u = f.
Inoltre

(2.18)

Per provare il teorema abbiamo bisogno del seguente

LEMMA 2.19. Se 1 < p < 00 e u E WZ,p(IRN) allora

l. ~u ululP- z < O.
RN

DIM. Distinguiamo i due casi: p > 2 e 1 < p < 2.
"p > 2": Se u E WZ,P(IRN) allora ululP- z E W l •p ' (IRN). Integrando per
parti otteniamo

1. ~u ululP- z = -(p - 1) 1. l'i7ulzluIP- z < O. (2.19)
RH RN

"p < 2": In questo caso non è detto che ululP- z sia in Wl,p' (IRN). Pro­
viamo dapprima la tesi per fWlzioni regolari a supporto compatto. Sia
u E C,;'" (IRN ) e dato a> Oponiamo

u, := u(uz +a)'? E C~(IRN).

Per le funzioni U6 è valida la formula cl'integrazione per parti:

1. u(uZ+a)'?~u=-J. l'i7uIZ(uz+a)~((p-l)uz+a) <O
RN RN

e quindi

l. uluIP-z~u = lim 1. u(uz + a)'? ~u < O.
RH o-o RN

Siano adesso u E WZ,P(IRN) e (Un) C C,;"'(IRN ) tale che Un --> u in WZ,p(IRN).
Allora UnIUn'P-z --> ululP- z in LP' (IRN), ~'Ln --> ~u in LP(JRN) e quindi

unlUnIP- z~un --> ululP- z~u

in LI (IRN). Ne segue

l. ululP-z~u = lim 1. unlunlP- z~un < O.
RH n--oo RN

o

DIM.(Teorema 2.18)
"Unicità + stima": Siano 1 E LP(IRN) ed u E WZ,P(IRN) tali che Àu-~u =
I. Moltiplichiamo per ululP- z ed otteniamo

ÀlulP - ~uuluIP-z = luluIP- z.
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(2.20)

Integriamo su JRN ed usiamo il Lemma 2.19 e la disuguaglianza di H6lder

Ah.N lui· < Ah.N lui· - kN L'.u ulul·-
2

< J. 1/llul
p
-

1 < 1I/IIp lI uWI

"N
Quindi, dividendo primo e secondo membro per lIull~-I, si ha

Allull p <: 11/11 •.

Questa disuguaglianza implica l'unicità della soluzione. A questo punto,
per il Teorema di Calderon-Zygmund

IID2ullp < CIIL'.ull. = Cpu - III. < 2CII/II. (2.21)

e per la disuguaglianza interpolativa (2.17)

A! IIVulip < A! 2c IID2ull,t Ilullt < 2v'2c/Cll/llp. (2.22)

Mettiamo insieme (2.20), (2.21) e (2.22) e, ridefinendo opportunamente la
costante C l otteniamo la stima cercata.
"Esistenza": Data I E S(niN), la soluzione in W 2,.(JRN) di Au - L'.u = I è
la funzione u E S(JRN) la cui trasformata di Fourier è data da

•

. I
U = .

A+ 1{1 2

Sia ora I E V'(IRN) e sia (fn)nEN C S(iRN) tale che In converga ad I in
L.(IRN). Per ogni n E J\I sia Un E S(IRN) la soluzione di AUn - L'.u" = In.
Per la (2.18) per ogni n, m E J\I

Ilun - u m l12,p < kll/n- Imllp,
per una qualche costante k > O, cioè la successione Un è di Cauchy e quindi
convergente in W2,p(JRN) ad una u E W2·p(IRN). Allora, passando al limite
in ÀUn - .6.un = In, si ha

Au - L'.u = f.
o

2.5. I casi p = l, P = 00

Le stime della pr.ecedente sezione non valgono nei casi p = l e p = 00. I
seguenti esempi mostrano infatti come non sia possibile controllare le norme
LI o Leo delle singole derivate seconde di una funzione con quelle del suo
laplaciano.

ESI3MPIO 2.20. Sia N = 2. Non esiste C costante positiva tale che per ogni
u E C~(B(O, l» risulti

IIDxyull eo < C IIIL'.ull eo + lIull eo + ilVulleoJ. (2.23)
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DIM. Consideriamo, per ogni O< é < l, le funzioni

u,(x, y) = 1)(xy)xy log(o + x2+ y2)

dove 1) E C.;"'(1R2
), O <1)< 1,1) = l in B(O, ~) e sUPP 1) C B(O, l). Risulta

u, E C.;"'(B(O, l)). Inoltre si prova facilmente che esiste M > O tale che

'/0<0<1.

D'altra parte si ottiene

IIDxyu,lI= > IDxyu,(O, 0)1 = Ilogoi

quindi non esiste una costante C tale che valga (2.23) per ogni o > O. O

ESEMPIO 2.21. Sia N = 2. Non esiste C costante positiva tale che per ogni
u E C.;"'(B(O, l)) risulti

IIDxyull1 < C Ilifluill + lIulll,I!' (2.24)

DlM. Supponiamo che esista C > O tale che valga (2.24) per ogni u E
C.;"'(B(O, l)). Sia v E C.;"'(1R2 ) con supp v C B(O, p) e sia R > p. Poniamo
u(x, y) = v(Rx, Ry). Risulta u E C.;"'(B(O, l)) e, usando (2.24),

R2 r IDxyv(Rx, Ry)1 < C [R2 r Iflv(Rx, Ry)[
) D(O,I) ) D(O,I)

+R r l\7v(Rx, Ry)1
) E(O,I)

+ r Iv(Rx, RY)I]
) D(O,I)

da cui

Facendo tendere R a +00 otteniamo

1. IDxyvl < C J. Iflvl (2.25)
R2 R2

per ogni v E C.;"'(1R2) e, per densità, per ogni v E W 2 ,1(1R2 ).

Siano ora f,g E C.;"'(R2) e consideriamo i, ii E S(lR2) tali che i - fli = f
e ii - flii = g, ossia

Integrando per parti si ha

r (I - fl)-l fg 1. (I - fl)-l f(ii - flii)
J[f2 R2

J. i(ii - flii) = r (i - fli)ii = 1. f(I - fl)-lg.
R2 JR2 R2
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l. Dzy(I - 6»-I(I - 6»fg
!l'

l. (I - 6»-1 Dzy(I - 6»fg
!l'

l. Dzy(I - 6»f(I - 6»-l g
H'

r (I - 6»fDzy (I - 6»-l g
li<'

da cui, applicando (2.25) e tenendo presente che IlglI, < IlgIII, otteniamo

l. Dzyfg < Il (I - 6»fll""IIDzy(I - 6»-'glh
!l'

< CII(I - 6»fll""II6>(I - 6»-lg lh

CII(I - 6»fll""lIg - (I - 6»-lg lil

< 2C11glltll(I - 6»fll""

Integrando ancora una volta per parti, applicando l'uguaglianza sopra pro­
vata e usando la commutatività dell'operatore risolvente con le derivate
seconde, segue che

l. Dzyfg
!l'

e quindi

IIDzyfll"" < 2Clllfll"" + IIMII",,],
che contraddice (2.23).

ESERCIZIO 2.22. Provare che

D"(I - 6»-lh = (I - 6»-1 D,; h

D

ESERCIZIO 2.23. Provare che

J. 6>h(sign h) < O
HN

e
l seh>O

signh= -l seh<O
O seh=O

facendo tendere p a l nel Lemma 2.19. Dedurre quindi che IlgIII < IIg111
nell'Esempio (2.21).

ESERCIZIO 2.24. Provare che se 6>u E LI allora 'ii'u E V' per ogni p < NN 1.



CAPITOLO 3

Operatori ellittici in ]RN

3.1. Stime LP in IR N per operatori uniformemente ellittici

Ora ci proponiamo di dimostrare risultati analoghi a quelli ottenuti per
l'operatore di Laplace nel caso di operatori ellittici. Iniziamo col provare
stime LP per operatori a coefficienti costanti del tipo

N

Ao := L aijDij

i,j=l

con a = (aijkj=l, ... ,N matrice reale simmetrica soddisfacente la seguente
condizione di ellitticità:

N

L aijçiç] > vlçl2 'ti ç E IRN econ v > O.
i,j=l

Con un semplice cambio di variabili l possiamo trasformare l'operatore ellit­
tico Ao sopra definito nellaplaciano per ottenere in modo immediato stime
analoghe a quelle provate in precedenza.

PROPOSIZIONE 3.1. Se l < p < 00, allora esiste G = G(N,p, v) tale che

lIulh,p < C(N,p,v) [lIuli p + IIAoull p ]

per ogni u E W 2 ,p(IRN ).

DIM. Consideriamo prima il caso in cui (aij) è una matrice diagonale ossia
l'operatore è del tipo

N

Ao = L ÀiDii ·

1.=1

Osserviamo che la condizione di ellitticità vale con v = min{Ài 1.­

1, ... ,N}.
Sia u E W 2 ,p(IRN) e consideriamo v E W 2 ,p(IRN) tale che

u(x) = v (~) ,
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(con la notazione :ix intendiamo il vettore di componenti ..:.J...., .... , ~).
A VAI ';>',v

Risulta

e

Aou(x) = ~v (~) .

Per quanto osservato e per il Corollario 2.13, abbiamo

IID'jUllp < ~ D'jv (.;>.) p

c(À) c(À)
~IID'jvllp < C(N,p)lI~vllp

v v

C(N, p) ~v (~) = C(N, p) II Aoull p.
v v>" p v

Abbiamo così ottenuto

IID2uli p < G(N,p) IIAoullp. (3.1)
v

Trattiamo il caso generale. Sia Q matrice ortogonale tale che QaQ" = D",
dove D>. è una matrice diagonale avente come elementi ÀI , .... , ÀN , autovalori
di a, e sia v tale che u(x) = v(Qx). Siccome

Vu(x) = Q"Vv(Qx) e D2u(x) = Q" D2v(Qx)Q

risulta

Aou(x)

Osserviamo che

tr(aD2u(x)) = tr(aQ" D2v(Qx)Q))

tr(QaQ" D2v(Qx)) = L À,Dii(QX)., (3.2)

ID2u(xW = ID 2v(Qx)1 2 (3.3)
poiché Q è ortogonale. Per (3.3), (3.2), (3.1) e siccome.ldetQI = 1

Il 2 Il 2 C(N,p) '"D v(Q·) p = IID vll p < LJÀ,Di,v
v .,

p

C(N,p) LÀ,Diiv(Q)
v .,

= G(N,p) IIAoull p.
v

p

Sia nel caso dell'operatore in forma diagonale, che in quello generale, dal­
la disuguaglianza interpolativa (vedi Proposizione 2.15) e dalle precedenti
segue

Ilull2,p - IID2ulip+ IIVulip+ lIullp
< G(N,p, v) [lIulip + IIAoullp].

o
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Passiamo adesso al caso generale di un operatore A uniformemente elIttico
così definito

N N

Au(x) = L aij(x)Diju(x) + Lbi(x)Diu(x) +c(x)
i,j=1 i=1

dove aij = aji E BUC(JRN), bij E L""(JRN) per i,j = 1, .... ,N, c E
L""(JRN). Inoltre supponiamo che i coefficienti a,] soddisfano la condizione
di ellitticità

N

L aij(x)çiçj > vlçl2
i,j=1

e la stima
N

L aij(x)ç,çj < Alçl2
i,j= 1

per ogni ç, x E IRN
I dove

v = inf {minimo autovalore di aij(x)};
xEIRN

A = sup {massimo autovalore di a'j(x)}.
xEIRN

Poniamo

M:= max{lIaijll"", Ilbili"", IIcll",,};
. w(r) := max sup lai](x) - aij(y)l.

t,) Ix-yl<r

OSSERVAZIONE 3.2. La funzione w(r) è il massimo dei moduli di continuità
dei coefficienti aij. Poiché questi sono uniformemente continui risulta

lim w(r) = o.
T-O

Nel seguito proveremo stime LP per la classe di operatori ellittici sopra
definiti, La tecnica usata nella dimostrazione consiste nell'applicazione del­
le stime provate nella Proposizione 3.1 ad operatori a coefficienti costanti
ottenuti "congelando" i coefficienti delPoperatore dato nei centri di oppor­
tune palle di JRN. Per poter passare dalle palle a tutto JRN applicheremo il
seguente lemma di ricoprimento.

LEMMA 3.3 (di ricoprimento). Esiste ç(N) E N tale che per ogni r > O
esiste una famiglia di palle (B(xn,rlz)) che ricopre JRN, con al più ç(N)
tra le palle di raggio doppio B(xn , r) aventi intersezione non vuota, cioè

(i) JRN = UnEN B(xn , TIz)
(ii) n'ES B(Xi, r) = 0 peT ogni 8 C N con 181 > ç(N).
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DIM. Fissiamo r > O e poniamo L := };:;. Ricopriamo RN con cubi
disgiunti di lato L,

IRN = UQ(xn , L).
nEN

Osserviamo che, in virtù della scelta di L, ciascun cubo di centro Xn e lato
L è contenuto nella palla di centro X,t e raggio ~ l così

IRN
= UQ(x,,,L) C UB (xn , ;)

nEN '1lEN

Sia ora S C ]\l e sia x E n'ES B(x" r). Per ogni i E S

Q(x"L) C B (Xi, ;) C B (X, ~r)

essendo Ix - xd < r. Pertanto, essendo i cubi disgiunti,

Quindi abbiamo provato che se niESB(xi,r) è non vuota ISI < r;N1fwN .
3N N

Basta allora prendere ~(N) := wN"2"rN'. D

Passiamo adesso a provare stime a priori LP per operatori ellittici.

TEOREMA 3.4 (Stime a priori). Se l < p < 00, allora esiste C = C(N,p, Il,

M,w) > O tale che

lIull2,p < C(N,p, Il, M,w) IIlullp + IIAullp]

DIM. Dati Xo E IRN , r > O, sia 1) E C;:"(B(xo, T)) tale che O< 1) < 1,1) = l
in B(xo, ;), Il'\71)1100 < ~ e IID21)1100 < -/!I per qualche L > O. Scriviamo
semplicemente 11·llk,p,r al posto di 11·lIw."(B(xo,r)) per k = 1,2, L'operatore

Axo = L aij (xo)D,j
',l

è a coefficienti costanti e la Proposizione (3.1) applicata alla funzione 1)U

fornisce
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Da qui segue

lIuI12.p" < 1l1JUll2.p
< C(N,p, v) [lIullp,r + IhAz.u + uAz.1J + 2 L ai;(xo)D,uD;1Jll p]

'.]

[
ML NIL ]< C(N,p,v) Ilullpr + IIAz.ull",r + 1'2 IIU llp,r + l' Il 'i7ull",r

= C(N,p, v) IiIAx.ullp,r + K(M,T')IIUlh,p,r]

< C(N,p, v) [IIAullp,r + Il (Az. - A)ullp,r + K(M,1')llulll,p,rl

= C(N,p,v) [IIAu llp" + Il L(ai;(xo) - ai;(x))Di;ullp,r
',]

+K(M, 1')lIuII1,p,r]

< C(N, p, v)[IIAullp,r + w(1')IID2ullp" + K(M, 1')lIulh.p,r!
< C(N, p, v)fIlAullp,r + w(1')lIuI12,p" + K (M, 1') lIul"-p.,]

65

dove con C(N, p, v) e K(M, 1') abbiamo indicato generiche costanti dipen­
denti dai parametri in parentesi.
Elevando ambo i membri alla potenza p-esima, otteniamo

lIull~,p,' < C(N, p, v )[IIAull~,r +wP
( T') Ilull~,p,r + W(M, r1IIullf,p,r)' (3.4)

Sia ora (B(xn , ;)) una famiglia di palle come nel Lemma 3.3. Applichiamo
la stima (3.4) in ciascuna delle B(x,,, ;) e sommiamo su n. Otteniamo

Ilull~", < L lIull~,p,B(z",>l
nEN

< C(N,p,v) L [II Aull:. B(zn,r) +wP(r)lIull~,p,B(Zn")
nEN

+KP(M, r) IIUII~,p'B(zn,r)]
< ç(N)C(N, p, v)fIlAull~ + wP(r)lIull~,p + W(M, r)lIullf.vl·

Scegliendo r in modo tale che wP(r)ç(N)CP(N,p, v) < ~ e portando a primo
membro wP(r)ç(N)CP(N,p, v)lIull~,p otteniamo

lIull~,p < CP(N, p, v )[11 Aull~ + KP(M, r) lIullf,p)
da cui segue

Ilulb < C(N, p, v)[IIAullp+ K(M, r)lIulh,p]·
Usando le stime interpolative della Proposizione 2.15

lIull2,p < C(N,p, v) [IlAulip + K(M, T')EIID2ullp+ K(~, r) IIU llp] .
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Scegliendo infine € in modo tale che C(N,p, v)K(M, r)€ <
tesi.

~ abbiamo la
O

Proviamo adesso una stima analoga a (2.18) per l'operatore ellittico nella
forma più generale.

TEOREMA 3.5 (Agmon). Sia l < p < 00. Esistono >'0, C costanti stret­
tamente positive dipendenti da N,p, v, M,w, tali che I;f u E W 2,p(IRN ),

I;f >. > >'0

DIM. Definiamo un nuovo operatore Al in questo modo:

Al := A + Du .

A, è ancora un operatore ellittico e agisce su funzioni della variabile (x, t) E
JRN+l. Osserviamo che le nuove grandezze Nll vt,lvlt ,wl sono legate·alle
precedenti dalle seguenti relazioni:

Nl = N + l vI = min{v, l} M, = max{M, l} Wl = w.

Sia TJ E C,:"'(IR) tale che TJ = l in [ - ~, ~] e sUpPTJ C l-l, lJ. Applichiamo
il Teorema 3.4 all'operatore A, e alla funzione v(t, x) := TJ(t)eir'u(x), con
r E IR. Otteniamo

IlvI12,p,RN+' < C(N,p, v, M, w)lIlvllp,RN+' + IIAlvllp,RN+,j
< C(N,p, v, M,w)

x [llullp + IITJe"" Au + UTJ" e'Tt + 2ire'rtTJ'u - r2TJe'T'ull p,RN+']

< C(N,p, v,M,w)[lIull p + II(A - r 2 )ull p,RN+' + (l + 2r)llullp]

< C(N, p, v, M, w)[(l + r)lluli p + Il (A - r 2Ju11pl.

Inoltre

> IIvll~ RN 1_' 'J = {! ( L IDG(eirtu(x))IPdxdt
,p, x 2'2 J_ l Jr:cN

-'2 . lal<2

Ilull~ + lIV'ull~ + IID2ull~ + rPllull~ + r2Pllull~ + 2rPIIV'ull~

> IID2ull~ + rPIIV'ull~ + r2Pllull~·

Pertanto

IID2ulip + "II V'ull p + r211ullp < C(N, p, v, M, w)[(l + r) lIulip + Il (A - r 2Ju11p).

Scegliendo ro in modo tale che, se r > ro, r 2 -C(N,p,v,M,w)(l+r) > r;,
otteniamo infine

l
IID2ullp +rllV'ullp + 2r211ullp < C(N,p,v,M,w)II(A-r2 Ju11p (3.5)

per ogni r > ro. lliscrivendo (3.5) per>' = r 2 e ponendo >'0 := rZ, segue la
t~i. O
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Per ricavare esistenza e unicità della soluzione delPequazione Àu - Au = j,
useremo un risultato generale di analisi funzionale, che è noto come me­
todo di continuità e rappresenta un potente strumento nella risoluzione di
equazioni differenziali alle derivate parziali.

TEOREMA 3.6 (Metodo di continuità). Siano X, Y spazi di Banach, Lo
ed LI operatori lineari e continui da X in Y. Consideriamo gli operatori
lineari

L, = (l - t)Lo + tL" tE [0,1],

e supponiamo che esista una costante C > °tale che

IIL,xlly > C Ilxllx, x E X, t E [0, l]. (3.6)

Se Lo è suriettivo allora anche L, è suriettivo (e quindi bigettivo per lo
stima (3.6)).

OIM. Osserviamo che la stima (3.6) implica che ogni L, è iniettivo.

Sia E = {t E [0, l] : L, è bigettivo}. Per ipotesi °E E, per cui E oF 0.
Se to E E allora L,o è bigettivo, e, per (3.6), IILto'll < b. Inoltre L, =

L,o (I + (t - to)L'o'(L I - Lo)). Allora L, è invertibile se e solo se I + (t­
to )L,o I (LI - Lo) è invertibile. Ciò è assicurato se Il (t - to)L,o l (LI - Lo) Il < l

e per questo è sufficiente che It - tal < IILdl~IILoll' Posto 6 = 2(IILJ+IILo) e
preso to = °E E, per quanto provato si ha che [0,6] C E. Ripartendo da
6 e ripetendo lo stesso ragionamento si ottiene che [6,26] C E, e così via.
Dopo un numero finito di passi si avrà che [O,lJ C E, quindi la tesi. O

A questo punto, come anticipato, siamo in grado di provare esistenza e
unicità.

TEOREMA 3.7. Sia l < p < 00. Esistono Ào, C > °dipendenti da
N,p, v, M, w tali che per ogni À > Ào l'operatore À - A : W 2,p(JRN) ~
LP(JRN) è invertibile e le seguenti disuguaglianze sono verificate (la norma
è quella degli operatori in LP)

II(À - A)-Ilip < ~;

11\7(À - A)-Ilip < 5>.;
IID2 (À - A)-III. < C.

(3.7)

(3.8)

(3.9)

OIM. Consideriamo gli spazi

X = W 2 ,p(JRN),
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e gli operatori

Lo = >. - t>, L, = >. - A, L, = >. - [(1 - t)t> + tAl.

Per il Teorema 2.18, l'operatore Lo è invertibile se >. > O. Per il Teorema
3.5 applicato all'operatore A, := (1 - t)t> + tA, esistono C e >'0 dipendenti
da N , P, Vb /vIt, w, tali che

lIull2,p < CII (>. - A')ullp

per ogni >. > >'0. Osservando che

M, < max{I, M}, v, > min{l, v}, w, = tw < w,

possiamo pertanto eliminare la dipendenza delle costanti C e >'0 da t. Sono
soddisfatte le ipotesi del Teorema 3.6 da cui otteniamo )'invertibilità dell'o­
peratore L, = >. - A.
Le disuguaglianze (3.7), (3.8) e (3.9) seguono immediatamente dal Teorema
(3.5). O

3.2. Stime LP in !RN per operatori ellittici in forma divergenza

Ci occupiamo di operatori ellittici della forma
N N

A= I: Di(a;, D,) + I:biD;+c
i,j=l 1=1

con ai" bE ct(!RN
), cE L=(!RN

) e

N

I: ai,çiç, > vlçl2 per ogni x, ç E IRN

1';=1

dove v > O. Poniamo

e
w(r) := max sup lai,(x) - ai,(y)l.

1,1 Ix-yl <r

Osserviamo che, per l'ipotesi sui coefficienti a;" risulta w(r) < Mr.
In questa sezione diamo stime esplicite per le costanti >'0 e C del Teorema
3.7.
Abbiamo bisogno di un lemma preliminare la cui dimostrazione è analoga
a quella del Lemma 2.19.

LEMMA 3.8. Sia 1 < p < 00 e sia Ao := L,t,j~1 Di(ai,Dj ) ['operatore
ottenuto da A annullando i coefficienti bi e il termine noto c. Allora

J. Aouululp-2 < O
RN
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divb(x)
Àv := sup [- ,+c(x)],

XEIRN P

69

TEOREMA 3,9, Sia l < p < 00, Se À > Àv, l'operatore À- A : W 2,V(IRN ) ->

LV(IRN ) è invertibile, Inoltre, vale la stima

(3,10)

DIM, Consideriamo l'equazione À - Au = f con u E W 2,V(IRN ) e f E
LV(rn:N ), Moltiplichiamo ambo i membri per ululv- 2 e integriamo sU IR N

Otteniamo così
N

À1. lulV - 1. L Di(aijDju)uluIV-2
IRN jRN i,j=1

N-1. L bi (Diu)uluIV-
2

- 1. clulV = J. fulul V-
2

IRN . RN RN
. 1=1

Siccome (Diu)uluIV- 2 = ;Dilulv si ha

N

ÀJ. lulV - 1. L D;{aijDju)uluIV-2
RN IRN .. 1 .

t,J=

-~ 1. t biDi lulv - J. clulv = J. fulul v-
2

P IRN i=1 IRN ]RN

e, per il Lemma 3,8,

À1. lulv - ~ 1. t b,Dilulv - 1. clul P < J. fulul v-
2

IRN P RN i=1 IRN RN

Integrando per parti il secondo integrale a primo membro e applicando la
disuguaglianza di Holder otteniamo

da cui, per com'è definito .Àp ,

(À - Àv)llullv < Ilfll v' (3,11)

Se À > Àv e À E p(A) := {À E <C: (À - A) è invertibile}, quest'ultima
disuguaglianza ci dà (3,10), Proviamo che per ogni À > Àv, À E p(A),
Per il Teorema 3,7, esiste Ào = Ào(N,p, v, M,w) tale che per ogni À >
Ào l'operatore À - A è invertibile, Se Àv > Ào, abbiamo subito la tesi.
Supponiamo .Àp < .Ào. e, per assurdo,

À, = inf {À E (Àp , Ào) I (À, Ào) C p(A)} > Àp-
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Allora À I E ,,"(A), perché p(A) è aperto, e lim;'-À, IIR(À, A)II = +00, In

contraddizione con (3.11). Allora À I = Àp e la tesi è provata. O

Vediamo adesso come i risultati di esistenza e unicità permettono di provare
risultati di regolarità ellittica.

PROPOSIZIONE 3.10. Siano l < p, q < 00 e sia u E W,~~(IRN). Se u, Au E

Lq(IRN), allora u E W2,Q(IRN),

DIM. La funzione f := Àu - Au appartiene a U(IRN) per ipotesi. Per il
Teorema 3.9 se À > Àq esiste un'unica v E W 2 ,Q(IRN) tale che

Àv - Av = f = Àu - Au.

La funzione w := u - v soddisfa w, Aw E Lq(IRN) e

Àw - Aw = O. (3.12)

Sia q, E C.;"'(IRN
). Moltiplichiamo ambo i membri di (3.12) per q, e integria­

mo su R N . Otteniamo

0= J. (Àw - Aw)q, = J. w(Àq, - A'q,) (3.13)
RN IRN

dove
N N

A' = L D,(a"Dj ) - L b,D, + c - divb.
i,j=1 i=l

Per densità, (3.13) vale per ogni q, E W 2,q(IRN). Per il Teorema 3.9 applicato
all'operatore A', per ogni À > Àq" l'operatore À - A' : w2,q' (IRN ) ->

Lq' (IRN) è invertibile. Fissato À > max{Àq, Àq'} esiste q, E w2,q' (IRN) tale
che

e, per (3.13),

0= J. Iwl"
RN

Pertanto w =Oe u = v E W 2,q(IRN). O

PROPOSIZIONE 3.11. Siano l < p < q < 00 e Sta u E W 2,p(IRN). Se
Àu - Au E Lq(IRN), allora u E W 2,q(IRN).

DIM, Sia u E W 2 ,p(IRN). Supponiamo p < ~, Per i Teoremi di immersione
di Sobolev, u E LP' (IR N ) con PI tale che -.L = l - N2 . Supponiamo PI < q.

P, P

Per ipotesi, posto 9 = Àu - Au, risulta 9 E LP(IRN) n U(IRN) e quindi
9 E LP' (IRN). Allora Au = Àu + 9 E 1)'. (IRN) e per la Proposizione 3,10,
u E W 2 ,p, (IRN). A partire da PI, ripetendo un ragionamento analogo un
numero finito di volte, si prova che u E W 2,q(IRN),
Se invece PI > q otteniamo la tesi al primo passo, Se p > ~, per la
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disuguaglianza di Morrey n E L"'(JRN) e quindi per interpolazione n E
LQ(JRN). Allora An = Àn + (An - Àn) E LQ(JRN) e per la Proposizione 3.10,
n E W 2,Q(JRN). D

Vediamo adesso che il risolvente di un operatore ellittico non dipende da
p. Usiamo la notazione Ap per A come operatore in LP(IRN ) con dominio
W2,p(JRN).

PROPOSIZIONE 3.12. Siano l < p, q < 00, e À E p(A,,) n p(Aq). Se
i E LP(JRN) n Lq(IRN), allora

(À - Ap )-1 i = (À - AQ )-1f.

DIM. Poniamo n .- (À - Ap)-l i E W 2.p(JRN) e v :- (À - AQ)-li E
W2,Q(JRN). Allora

Àn-An= i
e

Àv - Av = f.
Supponiamo p < q. La funzione n appartiene a W 2.p(JRN) per ipotesi e
risolve Àu - An = i con i E L"(JRN), quindi per la Proposizione 3.11,
n E W 2.Q(JRN). La funzione v E W2,Q(JRN) risolve la stessa equazione
ellittica e per unicità della soluzione u = v. Se p > q, perveniamo allo
stesso risultato invertendo nella dimostrazione i ruoli di p e q. D

OSSERVAZIONE 3.13. L'ipotesi À E p(Ap) n p(Aq) nella precedente proposi­
zione è superflua poiché si può provare che gli insiemi risolventi coincidono.

3.3. Stime LP interne per operatori uniformemente ellittici

Sia A l'operatore differenziale
N N

An = L a;jD'j +L b,D, + c
i,j=l i=1

dove, come già richiesto in precedenza, a'j = aj' E BUC(RN
), b'j E

L"'(JRN) per ogni i,j 1, .... , N, c E L"'(JRN). Anche qui i coefficienti
aij soddisfano

L a'j(x)ç,çj > IIlçl2;
')

per ogni ç, x E ]RN e con v > O. Ricordiamo le notazioni

e
w(r) := max sup la'j(x) - a;j(y)l.

',) Iz-yl <r
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Proviamo stime LP senza condizioni al bordo. Con le notazioni del Teorema
3.14 seguente, è necessario che 11, cc 112 . Infatti se 11, = 112 = B(O, l) è
il disco unitario in C, le funzioni in(z) = zn soddisfano L'.(zn) = O ma la
stima

non può valere per ogni n.

TEOREMA 3.14 (Stime interne). Siano l < p < 00, 11" 112 aperti di IR N

con 111 limitato e 11 , cc 112 . Allora esiste C = C(N,p,v,M,w,I1 , ,112 ) tale
che

lIuIl2,p.n, < C IlIullp,n, + IIAull",n,j

per ogni u E W 2•p (11 2 ).

Dimostriamo prima questo teorema per palle di IRN

LEMMA 3.15. Siano l < p < 00, B(R) e B(2R) palle concentriche di IRN
di raggio R e 2R rispettivamente. Allora esiste C = C(N,p, v, M,w, R) tale
che

lIulb,B(R) < C(N, p, v, M, w, R) IlIullp,B(2R) + IIAullp,B(2R»)

per ogni u E W 2 ,P(B(2R)).

DIM. Per semplicità di notazione, scriviamo 1I·1I2.p,R invece che 1I·112,p,11(R)

e analogamente per le norme LP.
Poniamo

n

Rn:= RL2- k
.

k=O

Evidentemente R<J = R, Roe = 2R e Rn+1 - Rn = R2-(,,+I). Indichiamo
con B n la palla di raggio Rn. Consideriamo funzioni 'In E C,:"'(IRN ) tali che
O< 'I" < l, 'In = l in B", sUPP'ln C B n+!, 1V''Inl < ~2n e ID2 '1nl < ftr4n

per qualche L > O. Applicando le stime globali (Teorema 3.4) alle funzioni



Equazioni Ellittiche del Secondo Ordine Il 73

-Il'7nUlb < C(N, p, V, M, w)III'7"Ullp+ IIA('7"l')llp]

< C(N,p, V, M,w) [llullp,'R + Ih"Au +22~>ijDiUDj'7"
',l

+u LaijDij'7n +u LbiDi'7"llp]
~,J t

< C(N,p, V, M,w) [llullp"R + IIAullp,'R + ~~4nllullp"R

+ ~L2"IIVullp'R"+']

< C(N, p, V, M, w, R) [IIAullp"R + 4"llullp,2R + 2" IIV'7"+1U llp] ,

Se stimiamo IIV('7,,+ 1u) IIpservendoci delle disuguaglianze interpolative della
Proposizione 2.15 otteniamo

Il'7,,ull,,p < C(N,p, V, lvI,w, R)

[
2" ]

X IIAullp,'R + 4"lIullp,2R + 2nell'7"+lUlb + [llullp,'R

per ogm c > O. Posto ç := C(N, p, V, M, w, R)2"e, la stima precedente
diventa

Moltiplicando ambo i membri per ç-lt l otteniamo

ç"II'7"ull2.p < ç"CIIAull p"R + CI4"çn- l llullp,2R + ç"+1II'7"+IUI12,p (3.14)
dove CI = CI(N,p,v,M,w,R), Scegliamo c" in modo tale che ç sia indi­
pendente da n e minore di ke sommiamo su n le disuguaglianze (3,14)

co

L çnll'7"UIl2,p
n=O

co co

< CIIAullp,2R L çn + Cl lll'llp,2R L 4"çn-1
n=O n=O

co

+ L çn+lll'7"+1ull2,p
n=O

(le serie convergono perché Il'7,,uI12,p < C4"llull',p,B('R) e ç < ~). Osser­
viamo che I:~ oç" = Il, e Cl I:~ o4"çn-l = C" dove C, dipende da
N,p, v, M,w ed R. Cancellando i termini uguali a primo e secondo membro
otteniamo infine

lIull"p,R < Il'7oull,,p < C(N,p, V, M,w, R)[IIAullp,2R + Ilullp"R].
o
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DIM. (Teorema 3.14) Scegliamo R in modo che 2R < dist(lìj,al"h). Ov­
viamente risulta

o, C U B(x, R).
xEn t

Per compattezza possiamo estrarre un sottoricoprimento finito di n1 j risulta
quindi

k

lì, C UB(Xi, R).
i=l

Dal Lemma 3.15 segue
k

lIuIl2,.,o, < L lIulb,.,B(x;,R)
i=l

k

< C(N,p,v,M,w,R) L (ilull p ,B(x,,2R) + II Aull.,B(x;,2R))'
i=I

Per l'ipotesi su R, B(Xi' 2R) C lì2 , pertanto

Il''lb,o, < kC(N,p, v, M, w, R) 111"11.,0, + IIAull.,o,].
o

•



CAPITOLO 4

Operatori ellittici

Premettiamo alcune notazioni.

•
In

IRN _{ -(' ) IRN- 1 IR-IRN . a}'+ - x - X l XN E x - . XN > :

olR';' = {x E IRN
: xN = a} =IRN

-
1

Consideriamo l'operatore ellittico

N N

Au = L a,;D,; + LbiDi +c
i,j::::} i=l

dove a,; = a;, E BUC(JR';f), bi; E LOO(JR';') per i,j = l, .... , N, c E
LOO(JR';f). Inoltre i coefficienti ai; soddisfano la condizione di ellitticità

N

L ai; (X)çiç; > vlçl2
i,j=l

e la stima
N

L a,,(x)ç,ç; < Alçl2
i,j=1

per ogni ç E JR';', x E JRN, dove

v = inf {minimo autovalore di ai; (X)};
XER~

A = sup {massimo autovalore di a,;(x)}.
:tERN

Poniamo

M := max{lIa,;II"" Il bi Il,,,, IIcll",};
w(r) := max sup Ia;;(x) - a;;(y)l·

l,' Ix-yl<r

In questa sezione ripercorreremo le varie tappe dello studio di operatori
ellittici nell'intero spazio. Inizieremo col provare esistenza e unicità della



76 v. Manco - C. Metafune - C. Spina

soluzione del problema di Dirichlet

{
Au - L'.u = l(x',xN) in R~
u=O suaR~.

Proveremo poi stime LP per operatori a coefficienti variabili. Servendoci del
metodo di continuità, dedurremo che il problema di Dirichlet è ben posto.

In modo analogo al caso dell'intero spazio, si provano il lemma e la propo­
sizione seguenti.

LEMMA 4.1. Se 1 < p < 00 e u E w2.P(R~) n wci,P(IR~), allora

J. L'.uululp-2 < O.
RN

+

PROPOSIZIONE 4.2. Sia u E W2,p(IR~) con 1 < p < 00, allora per ogni
E>O

Il'i7ullp< CEIID2ullp + cllullp
E

per una qualche costante c = c(p) > O. Inoltre, minimizzando su E, si ha
, 1

Il'i7ullp< 2cllD2ullJ lIulir
TEOREMA 4.3. Siano 1 < p < 00 e A > O; allora per ogni I E
esiste un'unica u E W2"'(IR~) n wci,P(JR~) tale che

Au - L'.u = f.
Inoltre esisle C = C(N, p) > O tale che

Allull" < 11/11".,
A"II'i7ullp< C(N,p)ll/llp·
IID2ulip< C(N,p)ll/llp·

(4.1 )

(4.2)

(4.3) .

La dimostrazione poggia sul seguente lemma.

LEMMA 4.4. Sia u E W',p(JRN) con 1 < p < 00, tale che u(x', -XN)
-U(X',XN). Allora UIR~ E Wci,P(JR~).

•

DIM. Regolarizziamo la funzione u prendendo come funzioni approssimanti
u, = u * </>, dove q, è un mollificatore pari nella variabile x N. Allora u, E
C=(IRN ) n W1,p(IR N) e u, --> U in W"p(IRN). Risulta inoltre

u,(X',-XN) = -u,(X',XN)

da cui segue
u,(X', O) =0

e quindi u, E Wci,P(JR~). In quanto limite di funzioni in Wci,P(R~) anche u
appartiene allo stesso spazio. D
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DIM.(Teorema 4.3)
"Unicità + stima (4.1}": Siano 1 E LP(IR:;') ed u E w2,p (IR:;') n W~,P(IR:;')

tali che Au - l>u = I. Moltiplicando per ululp - 2 otteniamo

AlulP -l>uul"lp-2 = 1"luIP- 2.

Integrando su IR:;' ed usando il Lemma 4.1 e la disuguaglianza di H6lder

A ( I"IP < AJ. lulP
- J. l>" ululP

-
2

JRN RN RN
+ + +

< J. 1/11ulp- 1 < 1I/IIp Il''11~-1
RN

+

Quindi, dividendo primo e secondo membro per Il''II~-l, si ha

Allullp < Il fii p' (4.4)

Questa disuguaglianza implica l'unicità della soluzione.
"Esistenza": Sia 1 E LP(IR:;'). Consideriamo la funzione 1ottenuta da 1
mediante una riflessione dispari.

I-(x' x ) = { I(x', XN)
, N _ I(x', -XN)

-
Risulta evidentemente II/l1p ,RN < 2111I1 p ,R:;"

un'unica u E W 2 ,p(IRN) tale che

se XN > O
se XN < O.

Per il Teorema 2.18, esiste

D

-Au - l>" = 1 (4.5)

in IRN ed esiste C = C(N,p) > Otale che

A!II\7ullp ,RN < C(N,p)111I1p, nN < 2C(N,p)ll/ll p.R:;'; (4.6)

2 -IID ullp,RN < C(N,p)ll/llp, RN < 2C(N,p)ll/lIp.R:;'· (4.7)

La restrizione di u a R~ è la funzione candidata a risolvere l'equazione nel
semispazio. Da (4.6) e (4.7) rispettivamente deduciamo che essa soddisfa
(4.2) e (4.3). Resta da provare la sua appartenenza allo spazio W~'P(IR:;').

Sia V(X',XN) = -u(x', -XN). Allora

AV(X',XN) -l>V(X',XN) = -A,,(X',-XN) + l>,,(X',-XN)

- J(x', -XN) = J(x', XN)'

Le funzioni v(x', XN) e ,,(x', XN) risolvono allora la stessa equazione ellittica
in IRN e per unicità coincidono. Pertanto

U(X',XN) = v(X'.,XN) = -,,(x', -XN)

e dal Lemma 4.4 segue che "IR:;' E W~·P(IR:;').

Dal teorema appena provato deduciamo immediatamente stime LP per l'o­
peratore di Laplace.·
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COROLLARlO 4.5. Sia 1 < p < 00. Esiste C = C(N,p) > O tale che

Ilulb < C(N,p)(lIuli p + lI~ullp)

per ogni u E W2,p(IR~) n W~,P(IR~).

(4.8)

DIM. Basta applicare le stime (4.1), (4.2) e (4.3) con f = u-~u e >. = 1. O

Come in }RN l proviamo stime LP per l'operatore a coefficienti costanti

N

Ao = L aijDij

i,j=1

con a = (aij) matrice reale simmetrica e costante di ellitticità v > o.

PROPOSIZIONE 4.6. Se 1 < p < 00, allora esiste C = C(N,p, v) tale che

Ilul12,p < C(N,p, v) IlIullp + IIAoullp]

per ogni U E w2,p(IR~) n W~,P(IR~).

DIM. La dimostrazione è analoga a quella fatta in RN dove ci si riconduce
all'operatore di Laplace con un cambio di variabile. Tuttavia è necessario
assicurarsi che lR.~ sia invariante rispetto alle trasformazioni usate.
Sia Ql matrice ortogonale tale che QlaQì = D>, dove D>, è la matrice
diagonale avente come elementi gli autovalori di a, À1 , ..... , ÀN . Ponia­
mo Q2 := D 1 Q1 dove D 1 è la matrice diagonale i cui elementi sono

7>.' 7>.'

v0:1"'" AN' Allora

Non è detto però che Q2(1R~) coincida con IR~. Per questo motivo intro­
duciamo una nuova matrice ortogonale S tale che S(Q2(1R~)) = IR~. Per
costruzione, posto Q = SQ2, Q : IR~ -> IR~ e Q(IRN-l) = IRN- 1. Risulta
inoltre

QaQ' = SQ2aQ;S' = SIS' = I.

Sia v E W2,P(IR~) n W~,P(IR~) tale che u(x) = v(Qx), allora

D2u(x) = Q' D2v(Qx)Q

e

Aou(x) tr(aD2u(x)) = tr(aQ' D2v(Qx)Q)

_ tr(QaQ' D2v(Qx)) = tr(D2v(Qx)).
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N

'" IDiJ ul 2 = ID, D2v(Qx)D...L1 2
~ ~ .j).

i,j=1

< -;ID2v(Qx)1 2

v

Possiamo infine applicare le stime già provate per il Laplaciano ed ottenere

< 2.IID2v(Q')llp = c(À) IID 2vOlip
v v

< C(N,p)c(À) IIL:.vOll
p

= C(N,p) IIL:.v(Q')lIp
v v

C(N,p) IIAou ll p.
v

Abbiamo così ottenuto

Per le disuguaglianze interpolative (vedi Proposizione 4.2)

lI\7ull p < C(llull p + IID2ull p)·

Da (4.9) e (4.10) segue la stima desiderata.

(4.9)

(4.10)

D

Siamo ora in grado di provare stime LP per operatori ellittici qualunque. Il
metodo dimostrativo, già adottato in }RN, è quello di "congelare" i coeffi­
cienti nei centri di opportune palle di IR N .

TEOREMA 4.7 (Stime a priori). Se l < p < 00, allora esiste C = C(N,p, v,
M,w) tale che

Ilul12,p < C(N, p, v, M, w) [llullp + IIAullp]

per ogni u E W 2'P(IR-;') n W~,P(IR-;').

OlMo Dati Xo E IR-;', c > 0, sia 1) E C~(B(xo, c)) tale che °< 1) < 1, 1) = l
in B(xo, ;), 11\71)1100 < ; e IID21)lloc < !T per qualche L > O. Scriviamo
semplicemente Il . Il •.p,,., per k = 0,1,2 al posto di Il . IIw'.'(B(xo".)nlR;")·
L'operatore

• ,J

è a coefficienti costanti. La Proposizione 4.6, applicata alla funzione 1]7J.. E
W 2 'P(IR-;') n W~"'(IR-;'), fornisce
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Da qui segue

Ilul12.." < C(N,p, v) [lIullp,r + Il'7AxoU + uAxo '7 + 2 L aijDiuDJ'7llp]
i,;

ML ML
< C(N,p, v)[Ilullp,r + IIAxoullp,r + r2 Ilullp,r + r II\7ullp,r]
- C(N, p, v)[IIAxoullp,r + K(M, r)lIulh,p,r]
< C(N,p, v)[IIAullp,r + II(Axo - A)ullp,r + K(M, r)lIulh,p,rl

C(N,p, v) [IlAullp,r + Il L(a;j(xo) - aij(x))DijUllp.r
'.J

+K(M, r)lIulil,p.r]
< C(N, p, v)[IIAullp,r + w(r)IID2ullp,r + K(M, r)lIulh,p,r]
< C(N, p, v)[IIAullp,r + w(r)lIuIl2,p,r + K(M, r)lIulil,p,r].

Elevando ambo i membri alla potenza p-esima, otteniamo

Ilull~,p" < C(N, p, v)[IIAull~,r +wP
(,.) lIull~,p,r + KP(M, r)llull\',p,r)' (4.11)

Sia (B(xn, ;)) una famiglia di palle ricoprente IR~ con al più E,(N) tra le
palle B(xn , r) aventi interse2ione non vuota (come nel Lemma 3.3). Ap­
plichiamo la stima (4.11) in ciascuna delle B(xn, ;) e sommiamo su n.
Otteniamo

Ilull~,p < L lIull~,p,B(Xn")
nEN

< C(N, p, v) L IIIAull:,B(xn,r) + wP(r)llull~,p,B(xn,r)
nEN

+KP(M, r) lIull~,p,B(Xn,r)]

< E,(N)C(N, p, v) [IlAull~ + wP(r) lIull~,p + KP(M, ,.) lIull\',p]'
Scegliendo r in modo tale che wP(r)PE,(N)C(N, p, v)) < ~, otteniamo

lIull~,p < C(N,p,v)[IIAull~ + KP(M,r)lIull\',p]

da cui

lIull2.p < C(N,p, v)[IIAulip + K(M, r)llulil,p].
Per le stime interpolativ€,

lIull>.. < C(N,p,v)[IIAulip + K(M,r)eIlD2ull p+ K(M,r) lIullp].
e

Scegliendo infine e in modo tale che C(N,p,v)K(M,r)é < ~ otteniamo la
tesi. Cl

TEOREMA 4.8 (Agmon). Sia l < p < 00. Esistono Ao, C > O dipendenti
da N, p, v, M, w tali che V u E W2,P(IR~) n W~·P(IR~), V A > Ao

Allullp+ A! lI\7ullp+ IID2ulip < CII(A - A)ull..
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DIM. Consideriamo l'operatore ellittico

AI := A + Dtt

in R x R~ = RZ+ 1
. Osserviamo che le nuove grandezze Nt,vl,Ml,Wl

relative ad A, sono legate alle precedenti dalle seguenti relazioni:

N I = N + l V, = min{v, l} MI = max{M, l} W, = w.

Sia 1] E C,?"(IR), 1] < l tale che 1] = l in [ - ~, 4] e sUPP1] C [-l,II. Appli­
chiamo il Teorema 4.7 all'operatore AI e alla funzione v(t, x) := 1](t)eirtu(x),
con ,. E IR. Otteniamo

IIvIl2,.,RZ+1 < C(N, p, V, M, W )[lIvll.,RN+ xR + IIA,vll",RN+>]
< C(N,p,v,M,w)

xIliuli. + lI1]eirt Au + U1]" eirt + 2ireir'1]'u - r21]eir'ull.,RN+' I
< C(N,p, V, M,w)[lIuli. + Il (A - r2)ull.,IlN+' + (l + 2r)llull.)
< C(N,p, V, M,w)[(l +r)lIull. + Il (A - r2Ju11.] ,

Inoltre ,
> IIvll~ l_l 'J RN= l' J. L ID~(eir'u(x))I'dtdx

,p, '2' '2 X + .l aN
- '2 + 101<2

lIull~ + lIV'ull~ + IID2ull~ + r'llull~

+1,2'llull~ + 2r'lIV'ull~

> IID2ull~ + r'llV'ull~ + r2'lIull~·

Pertanto

Il D 2ull. +rllV'uli. + r211ull. < C(N, p, V, M, w)[(l +r) lIuli. + Il (A - r2 )ullp )·

2
Scegliendo ro in modo tale che, se r > ro, r2-C(N,p,v,M,w)(l +r) > r2 ,
otteniamo infine

per ogni r > ro.
la tesi.

Riscrivendo (4.12) per>' = r 2 e ponendo >.o := r;j, segue
O

Abbiamo a questo punto gli strumenti necessari per applicare il metodo di
continuità e dedurre il teorema di esistenza e unicità per operatori arbitrari.

TEOREMA 4.9. Sia l < p < 00. Esistono >'0, C dipendenti da N, p, V, M, w
tali che per ogni >. > >'0 l'operatore >'-A : W2"(IR';")nW~"(IR';") --> LP(IR';")
è invertibile e le seguenti disuguaglianze sono verificate (la norma è quella
operatoriale in L' )

(4.13)
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1I\7(À - A)-III < 5x;
IID2 (À - A)-I)11 < C.

(4.14)

(4.15)

DIM. Consideriamo anche qui gli spazi

X = W2,P(IR~) n W~,P(IR~), y = L"(IR~)

e gli operatori

Lo = À- t., LI = À- A, L, = À- [(1 - t)t. + tAl.

Per il Teorema 4.3, l'operatore Lo è invertibile. Per il Teorema 4.8 applicato
all'operatore A, := (1 - t)t. + tA, esistono C = C(N,p,v"M"w.) e Ào
dipendente dagli stessi parametri tali che

Ilul12,p < CII(À - A,)ullp

per ogni À > Ào. Osserviamo che, come già fatto notare in R N
l

M, < max{l, M}, v, > min{l, v}, w, = tw < w,

possiamo pertanto eliminare la dipendenza della costante da t. Applicando
il Teorema 3.6 otteniamo l'invertibilità dell'operatore LI = À - A.
Le disuguaglianze (4.13), (4.14) e (4.15) seguono immediatamente dal Teo­
rema 4.8. D

OSSERVAZIONE 4.10. Con dimostrazione analoga si provano nel semispazio
i risultati ottenuti per operatori eHittici in forma divergenza in tutto lo
spaZIO.

ESERCIZIO 4.11. Data f E LP(IR:;'), provare esistenza e unicità per l'equa-
ZlOne

Àu - t.u = f
nello spazio W 2 ,P(R:;') e con condizioni di eumann al bordo.



CAPITOLO 5

Operatori ellittici in domini limitati

Concludiamo il nostro studio estendendo quanto finora provato ad operatori
ellittici in domini regolari r! di IRN

Richiamiamo la definizione di domini regolari di IRN ed alcuni risultati utili
in seguito riguardanti densità di spazi di funzioni regolari in spazi di Sobolev
W 2,P(r!) e operatori di estensione.

DEFINIZIONE 5.1. Diciamo che un aperto r! di IRN è di classe ek , con
k E N, se per ogni x E Br! esistono U intorno di x in IRN e H: B(O, R) ..... U
diffeomorfismo di classe ek , tali che

U nr! = H(B+(O,R)) = H«x E B(O,R): XN > O}) e

U n Br! = H(B(O,R) n {XN = O}).

La coppia (U, H) è detta carta locale su r!.

OSSERVAZIONE 5.2. Componendo eventualmente con un'omotetia, si può
sempre prendere R = l nella definizione precedente.

I seguenti risultati sono ben noti, vedi [1, Teoremi III.3.16, IV.4.26J.

TEOREMA 5.3. Siano 1 < p < 00 e r! un aperto di IRN di classe ek . Allora
eOO(r!) è denso in Wk,p(r!).

TEOREMA 5.4. Siano l < p < 00 e r! un aperto di IRN limitato di classe ek .

Allora esiste un operatore lineare e limitato E da Wk,P(r!) in Wk,p(IRN) tale
che Eu = u in r! ed esiste una costante K = K(k, p, r!) tale che

(5.1)

per ogni i. = 0,1, .... , k.

Nel seguito r! sarà sempre un aperto limitato di IRN di classe C"
Le seguenti disuguaglianze interpolative sono simili a quelle viste per RN e
IR~ .
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PROPOSIZIONE 5.5. Sia l < p < 00. Allora esiste C = CIP, fI) > O tale che

ClI\7ullp< Ellull2,p + -lIulip
E

per ogni u E W 2 ,P(fI) e per ogni E > O.

DIM. Consideriamo l'operatore di estensione E come nel Teorema 5.4. Per
la Proposizione 2.15 esiste C = C(p) > Otale che

I 2 C
II\7Eul p,RN < 1JIID Eullp,RN + -IIEullp,RN

1J
per ogni 1J > O. Allora

CII\7ull.,n < 11\7Eull.,RN < 1JKllull2,.,n + K -Ilull.,n
1J

per ogni 1J > O. In particolare prendendo prima 1J = K e ridefinendo poi
opportunamente la costante C si ha la tesi. O

COROLLARIO 5.6: Sia l < p < 00. Allora esiste C = CIP, fI) > O tale che

C
lI\7ull. < EIID2ull. + -liuli.

E

per ogni u E W 2"(fI) e per ogni E < ~.

DIM. Per la Proposizione 5.5, esiste C = C(p, fI) > O tale che

CII\7ullp< t[llullp+ lI\7ullp+ IID2ull.1 + -liuli.
E

per ogni E > O. Da qui otteniamo'

C
(l - E)II\7ull. < EIID2ull. + (E + -)lIull.·

E

Infine, se € < ~ I

O

Fatte queste premesse, consideriamo come sempre l'operatore uniformemen­
te ellittico

N N

A= L aijDij + LbiDi+c
i,j=l i=l

avente i coefficienti aij E BUC(fI) e bi,c E L""(fI). Sia M > O tale che

lIaijll"", 11M"", IIcll"" < M

e siano v > Ola costante di ellitticità e w il modulo di continuità della ma­
trice (<lij). Vogliamo provare stime L' in fI e poi esistenza e unicità per il
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problema di Dirichlet. L'ipotesi di regolarità sul dominio suggerisce di riCOll­

dursi, mediante carte locali, a palle di RN o semipalle e applicare a questo
punto i risultati dei capitoli precedenti. E' opportuno perciò soffermarsi
brevemente sulle trasformazioni associate alle carte locali ed esaminare ìl
nuovo operatore differenziale ottenuto in seguito a tali trasformazioni.
Siano n e II. aperti limitati di ]RN e sia H : II. ~ n un diffeomorfi8mo di
classe C 2 con inverso] : n --+ A. .'

Data u E W2 ,p(n), definiamo

v(y) = u(H(y)), Y E 11..

Allora v E W 2 ,P(A) e, 8e u si annulla su an, v si annulla su ali.. Dunque è
ben definita la seguente applicazione

u ~ Tu = u o H = v.
(5.2)

v ~ T-1v = vo] = u.

Si può facilmente verificare che T è lineare, limitata e invertibile con inversa
data da

T-l : W2,p(A)nW~'P(A) ~ W2,p(n)nW~,p(n),

Consideriamo l'operatore

Au(x) = L aij(x)Dx;x;u(x) + L bi(x)Dx;u(x) + c(x)u(x)
t.} t

definito in n. Se u(x) = v(Jx), si ottiene facendo un calcolo esplicito e
ponendo y = Jx

Au(x) = Av(y) = LO<hk(y)Dyhy,v(y) + Lf3kDy,V(Y) +ì(Y)V(Y) (5.3)
h,k k

dove

O<hk(Y) = Li,j aij(H(y))Dx;J,,(H(y))DxJk(H(y)),

f3k(y) = Li,j aij(H(y))Dx,x,Jk(H(y)) + Li bi(H(y))DxJk(H(y)),

ì(y) = c(H(y)).

Le ipotesi relative al cambio di variabile assicurano che

Inoltre
M <cl(J)M w = w(w, J, M) ;; > C2(J) v

dove Cl (J) e C2 (J) dipendono solo dal cambio di variabile fissato (e quindi
dall'aperto) e non dall'operatore A. Osserviamo infine che con la notazione
introdotta si ha

Au(x) = Av(Jx)
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Au = T-IÀTu.

TEOREMA 5.7 (Stime Li' in 11). Sia l < p < 00. Esiste C = C(N, p, v, M, w,
11) costante positiva tale che per ogni u E W 2 ,P(I1) n W~,P(I1) risulti

lIull>.. < C(N,p, v, M,w, O) IIIAulip + lIull.l·

Per dimostrare questo teorema faremo ricorso al seguente lemma di parti­
zione dell'unità.

LEMMA 5.8 (Partizione dell'unità). Siano [( un compatto di IRN, {UI , ... ,
Uk} un suo ricoprimento aperto. Allora esistono TI ...... , Tlk E COO(IR N) che
soddisfano le seguenti proprietà:

• O < TI, < II/i = l, ... , k

·I:~ITI,=l
• supp 'li compatto
• SUPPTJi C Vi 'Vi= l, .... ,k.

DIM. Sia {Vili'=I, ... ,k} una famiglia di insiemi aperti tali che Vi cc U, e
[( C Uf I Vi. Vediamo in che modo può essere scelta una tale famiglia.
Dato x E U" sia rx tale che B(x,2rx ) C U,. Per ipotesi [( è compatto e,
poiché [( C UxEK B(x, T x ), esiste un sottoricoprimento finito

[(Cuj IB(Xj,Tx,).

Poniamo Vi = Ux,EU; B(xj, Tx,). Allora Vi soddisfa le proprietà richieste.
Sia ora {W;}{'=I, ... ,k} un'altra famiglia di insiemi compatti tale che

_ o

Vi cW,c W, C U,

e, in corrispondenza di questa, poniamo 1/Ji = XWi . Sia E > O tale che
c < min{dist(Vi, aW,), dist(W, , aU,)} e sia Pe = ~p(~) con p E C~(IRN),

O< p < l, supp p C B(O, l) e fRN li = 1. Poniamo 'l', = Pe • .p,. Risulta

supp 'l', C supp Pe + supp.p, = B(O,é) + W,

{x E IRN : dist(x, W,) < c} C U,.

Inoltre

'l''(x) = ( .p,(x - Y)Pe(y)dy = lJB(O,e)

se x E Vi in virtù della scelta di c. Pertanto 'l', E C~(U,) e 'l''(x) = l se
x E Vi. Poniamo infine

TlI = 'l'I, TI, = (l - '1'1)(1 - '1'2) ... (1 - '1',-,)'1', 1/ i > 1.
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Allora 1)i E C;;C(Ui ) e per induzione si prova che

•I>i = 1 - (1 - 'Pl)(l - 'P2) .... (1 - 'P.).
i=l
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Se x E K C Uf l Vi, 3, tale che x E 17 e '!'i(x) = 1, quindi Li 1)'(x) = 1. D

DIM. (Teorema 5.7) Denotiamo con B(O, 1) la palla unitaria di IRN Per la
regolarità di O, per ogni x E 80 esiste una carta locale (Ux> Hx ) con

H x : B(O, 1) --> Ux diffeomorfismo di classe C2 ,

Hx(B+(O, 1)) = Ux n O,

Hx(B(O, 1) n {XN = O}) = Ux n80.

Inoltre, essendo O aperto, per ogni x E O esiste B(x, Rx) C O. Risulta così

D C (UxEnB(x, Rx)) U (UxE8nUx).

Siccome n è compatto esistono nl l n2 E N tali che

O C (U~"B(x"R;)) U (U;",Uj )

dove R = RXi 1 Uj = UXj . Posto n := nl + n2, consideriamo la par­
tizione dell'unità {1Jih=1,... ,n relativa al ricoprimento suddetto con 7}i E
C;;C(B(Xi,R;)) se i <nl, 1), E C8"(Ui )se i = n, + 1, .... ,n e L7 ,1)i = 1
in O. Possiamo scrivere la funzione u E W 2,P(0) n W~'P(D) (prolungata a
Ofuori di D) come L7 ,1)iU. Trattiamo separatamente le funzioni 1)iU nei
casi i < nl e nl < i < n.
a) i < n,. Risulta SUPP1)iU C B(Xi, R;) e 1)'u E W 2,p(IRN). Per poter ap­
plicare le stime LP note in tutto lo spazio, dobbiamo estendere i coefficienti
dell'operatore ellittico A dalla palla a tutto IR N in modo che conservino le
proprietà di continuità e limitatezza e in modo che il nuovo operatore sia an­
cora uniformemente ellittico. Definiamo estensioni radiali per i coefficienti
aij ponendo

se Ix-x'l < R,- ,
se Ix-xii> R;.

(5.4)

Estendiamo invece banalmente a O i coefficienti bi e c fuori di B(Xi, R;).
Evidentemente la costante di ellitticità, la costante M e il modulo di con­
tinuità rimangono invariati. El ora lecito applicare il Teorema 3.4 da cui
otteniamo

lI1)iulb,p II1)iulb,p,RN < c(N, p, 1/, M, w) 1II1),ullp,l<N + IIA(1)iU) II p ,l<N ]

< c(N,p, 1/, M,w) IIlullv,n + 1I1),Aullp,l<N + K(1)i, M)llul,,"p,n]
< C(N,p,I/,M,w,D) [IIAullp,n + Ilul,,".,n].
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b) n, < i <n. Poniamo

v,(y) := ('1,u)(H,y).

Osserviamo che Vi E W 2'P(IRZ) n W~·P(IRZ) e suppv, C B+(O, l). Conside--riamo l'operatore A definito in (5.3) ed estendiamo i suoi coefficienti al se-
mispa2io adottando una tecnica analoga a quella vista in (5.4). Applicando
il Teorema 4.7 otteniamo

-IIv,112,p,R';' < C(N,p, v, M, w) IIlvdlp,R';' + IIAv,llp,R';']

e quindi

Il'1,ull2.v < c(N,p, v, M,w) iII'IUllp,R';' + IIA('1,u)lIp,R';']

< C(N,p,v,M,w,n) IIIAullp + lIulkp],
Sommando sull'indice i = l, .... }n , abbiamo

"
IIul12,p < L Il'1iul12,p < C(N,p, v, M,w, n) IIIAullp+ lIulkp]·

1=1

Infine, dalla disuguaglianza interpolativa della Proposizione 5.5 otteniamo

-
lIulkp < C(N,p, v, M,w, n) [IlAullp +Ellulkp + (l + ~) lIullpl

- -per ogni E > O e qualche C = C(p, n,) > O.
C(N,p,v,M,w,n)E< i abbiamo la tesi.

Scegliendo E tale che
O

Anche in un dominio n regolare, possiamo provare la stima ottenuta nel
Teorema 3.5.

TEOREMA 5.9. Sia l < p < 00. Esistono Ao, C > °dipendenti da
N, p, v, w, M, n tali che 'ti u E w 2 ,p(n) n w~,p(n) e 'ti A > Ao risulta

Allullp+ A! lIV'ullp + IID2ulip < C(N, p, v, M, w, n) II(A - A)ullp'

DIM. La dimostra2ione è sostanzialmente analoga a quella fatta in IRN o
R~. Definiamo un nuovo operatore ellittico

A, := A + D"

in n x IR. Consideriamo la funzione v(t, x) := '1(t)e'rt u(x) con 'I E C,;"'(IR),
'I = l in [ - i, ;] e supp'l C [-l, l]. Sia n, un aperto limitato di classe
c 2 contenente n x [-l, lJ e tale che V E w2 ,p(n,) n w~,p(nJl per ogni v
come sopra. Applichiamo le stime lJ' in n, del Teorema 5.7 alla funzione v
e all'operatore Al- Procediamo poi come nella dimostrazione del Teorema
3.5 O
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TEOREMA 5.10. Siano l < p < 00, f E LP(n). Allora esiste .\0
.\o(N,p,v,M,w,n) > a tale che'i.\ >.\0 l'equazione

.\U - Au = f
ammette un'unica soluzione u E W 2,P(O). Inoltre esiste = C(N, p, v, M, W,

n) > a tale che 'i .\ > .\0

11(.\ - A)-III < ~;

11\7(.\ - A)-III < 5x;
IID2

(.\ - A)-III < C
(le norme sono quelle operatoriali in LP(n)).

(5.5)

(5.6)

(5.7)

DIM. Una volta provata l'invertibilità di .\ - A, (5.5), (5.6) e (5.7) seguono
dal Teorema 5.9. Anche l'unicità segue dal teorema. Infatti la stima

.\llulip < CII (.\ - A)ullp

prova l'iniettività di ,,\ - A. Proviamo la suriettività.
Sia f E LP(n). Per ogni x E an esiste una carta locale (U" Hx) dove

Hx : B, ~ Ux diffeomorfismo di classeC2
• Hx(B+(a,l)) = uxnn,

Hx(B(a,l)n{xN = a}) = uxnan.

. Poiché n è aperto, per ogni x E n esiste B(x, 14) C n. Allora

n C (UxElìB(X, Rx )) U (UxEanUx).

Per compattezza possiamo estrarre un sottoricoprimento finito

n C (U~"B(xi,14)) U (Uj',Uj).

Posto n := nl +n2, consideriamo la partizione dell'unità {7J;h=l, ... ,n relativa
al ricoprimento di cui sopra e scriviamo una funzione f E LP(n) (prolungata
a Ofuori di O) come L~ l rd f. Distinguiamo i casi l < i < nl e nl < i < n.
Supponiamo dapprima l <i < n,. Le funzioni '7d E LP(lRN) e sUPP'7d C
B(Xi' RJ Estendiamo i coefficienti aij radialmente in tutto IR N come in
(5.4) e poniamo i coefficienti bk e c nulli fuori dalla palla. Per il Teorema
3.7, esiste.\i = .\i(N,p,v,M,w) > a tale che per ogni.\ >.\i l'operatore
.\ - A è invertibile da W 2,

p(lRN) in LP(lRN ). Poniamo pertanto

14(.\)(f) := '7i(.\ - A)-l ('7if).

Risulta suppRi(.\)f C B(xi,14), 14(.\)f E w 2·p(n) n w~,p(n) e

(.\ - A)14(.\)f (.\ - A)1)i(.\ - A)-l (1)d)

1)i('\ - A)(.\ - A)-l (1)if)

+ ((.\ '-- Ah -1)i('\ - A)) (.\ - A)-'(1)if)

1); f + [.\ - A, 1)i)('\ - A)-l (Tlif)
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dove [X, Y! = XY - Y X denota il commutatore di due operatori X e
Y e denotiamo per semplicità con 1Ji l'operatore di moltiplicazione per TIi·
Ponendo

• •possiamo SCrivere

(>. - A)R.;(>')f = 'Il f + S.(>')f.

E' facile verificare che per ogni 9 E W 2,p(IRN )

I>' - A, '1.Jg = -lA, '1;)g
N N

-2 L Uhk(Dh'l.Dk9 + 9Dhk'l.) + L bi,gDh'lk
h,k=l h=l

da cui, posto B, = l>' - A, 'l,I, si ottiene

II B,gllp < C.(M, '1;}lIglb,p.

Applicando quanto prima ricavato e le stime (3.7) e (3.8) del Teorema 3.7
abbiamo

IIS,(>')fllp IIB,(>. - A)-' ('1.J)JIp

< C"I(>. - A)-l ('Id) IlJ.p < C; 5x 1l 'ldllp

dove C = C(N,p,v,M,w) e >. > >.,. Abbiamo così provato

con Ci opportunamente ridefinita e À > Ài .

Supponiamo adesso n, < i <n. Poniamo

v;(y) = ('1;f)(H;(y» = T;('1d)(y)

dove H; = Hx• e T; è definito come in (5.2). Osserviamo che v E W2,p(IR';:')n
W~,P(IR';:'). Indichiamo con À l'operatore ottenuto effettuando il cambia­
mento di variabili definito in (5.3), ricordiamo che À = T;-lAT, ed esten--diamo i coefficienti di A a tutto il sernispazio. Per il Teorema 4.9, esiste->., = >.,(N,p,v,M,w) tale che V >. > >., l'operatore>' - A: W 2'P(R';:') n
W~,P(IR';:') --> LP(IR';:') è invertibile. Ha senso quindi considerare (>. ­
À)-IT'('1,f) per ogni >. > >.,. Poniamo

R.;(>')f := T;-l (T;('1;)(>' - À)-IT'('1d») .
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Risulta R;(>')I E W 2,P(fl) n W~'P(fl) e

(>. - A)R;(>')I T,-I(>. - ..1)T,T;-1 (T,('I')(>' - ..1)-'T'('Id))

T,-l (Ti('I;)T,('Iif))

+Ti-
1 (l>' - A, T,('I')](>' - ..1)-1 (Ti('I,f)))

'171+ S,(>')I

dove abbiamo posto

S,(>')I := T,-l ([>. - A, T,('I;)](>' - ..1)-1 (T,(ruf))) .
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Anche qui, siccome Si è un operatore differenziale del primo ordine, appli­
cando le stime del Teorema 4.9, otteniamo

IIS,(>')/llp < C,(N,P~'w, fl) 1I/11p

per qualche Ci > O e per ogni >. > >.,. A questo punto, posto R(>')I =
E: l R;(>')I e S(>')I = E: 1 Si(>')/, risulta

R(>')I E W 2,P(fl) n W~,P(fl)), S(>')I E U(fl)

e
n

(>. - A)R(>')I = L '171+ S(>')I = I + S(>')I
i=l

Posto >. = max{>',: i = 1, ..... ,n}, risulta

IIS(>')/llp < ~ll/lIp

con C > Oopportuna e per ogni >. > >.. Scegliamo >'0 > >. tale che IIS(>')II <
~ per ogni >. > >'0. Questo assicura che l'operatore 1+ S(>.) è invertibile in
LP(fl) con inverso V(>.) : U(fl) --> U(fl). Pertanto segue

(>. - A)R(>')V(>') = (I + S(>.))V(>.) = I

da cui

(>. - A)R(>')V(>')I = l
La funzione n := R(>')V(>')1 E W2,P(fl) n W~'P(fl) è la soluzione cercata.

D

Vediamo alcune conseguenze del teorema appena provato.
Indichiamo con Ap e Aq gli operatori ellittici definiti negli spazi W 2.P(fl) n
W~'P(fl) e W 2,q(fl) n w~,q(fl) e a valori in LP(fl), Lq(fl), rispettivamente.

COROLLARIO 5.11. Siano l < p l' q < 00 e n E W 2,P(fl) n W~,P(fl). Se
n, An E U(fl), allora n E w2,q(fl) n W~,q(fl).
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OIM. Supponiamo p < q e scegliamo >. > max{.\o,p, >'o,q} con >'o,p, >'0,'1
come nel Teorema 5.10. Posta f = >'u - Au E Lq(n), per il Teorema 5.10
applicato all'operatore Aq, esiste v E w 2,q(l1) n w~,q(l1) tale che >.v - Av =
f. Poniamo w:= u-v; siccome l1 è limitato risulta w E W2,p(n)nW~,p(n)

e >'w - Aw = O. Pertanto w = O cioè u = v e quindi u E w 2,q(l1) n
~,q(n). D

TEOREMA 5.12. Siano l < p # q < 00. Allora a(Ap) = a(Aq) e per ogm
f E LP(n) n Lq(l1) e>' E pIA) risulta

(>. - Ap)-l f = (>. - Aq)-l f.

OIM. Supponiamo p < q. Per il Teorema 5.10, Ap ha risolvente non vuoto.
Siccome W 2 ,p(n) è immerso con compattezza in LP(l1), l'operatore risolven­
te è compatto e il suo spettro è costituito solo da autovalori. Ovviamente lo
stesso discorso vale per lo spettro di Aq. Proviamo che a(Aq) = a(Ap). Sia
>. E a(Aq). Allora esiste O# u E w 2,q(l1) n w~,q(l1) tale che >.u - Au = O.
Ma p < q, quindi u E W2,P(l1) n w~·P(l1) e risolve la stessa equazione, così
>. E aIA,,).
Sia ora>' E a(Ap), allora esiste O # u E w 2,p(n) n W~'P(l1) tale che
>'u - Au = O. Supponiamo p > ~, allora u E L'(n) per ogni r < 00, in par­
ticolare u E Lq(l1) e Au E L"(l1), essendo >'u = Au. Per il Corollario 5.11,

u E w 2,q(n) n w~,q(n) e quindi>. E aIA,,). Supponiamo adesso p < ~

e sia Pl tale che ..l = l - N
2 . Allora u E LP' (n), Au E LP' (n) e per il

7)1 P

Corollario 5.11 u E W 2,p, (l1) n w~,p, (n). Se Pl > q, abbiamo subito la tesi,
altrimenti ripetiamo lo stesso ragionamento un numero finito di volte.
Proviamo la seconda parte. Siano f E LP(n) n L"(n) e >. E p(Ap) = p(Aq).
Essendo p < q,

(>. - Aq)-l f = u E w 2,q(l1) n w~,q(n) c W2,P(l1) n w~,p(n)

e quindi

D

OSSERVAZIONE 5.13. Se l'operatore è dato in forma divergenza, si possono
ottenere gli stessi risultati provati in tutto lo spazio. In particolare, si può

determinare un valore Àp = sUPxEO [_diV;<X) +c(x)] tale che, per ogni

>. > >'p, >. - A è invertibile.

Consideriamo infine l'operatore ellittico

N N

A = L aijDij + LbìDi +c
i,j=l i=l
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avente coefficienti Q-holderiani in n con O< Q < l e proviamo che .\') = O
in questo caso. Il risultato è vero con la sola uniforme contiunuità dei coef­
ficienti ma non verrà provato in quest'ultimo caso. Enunciamo un clas~ico

teorema di esistenza e unicità in tali spazi.
Diremo che un aperto n è di classe C 2,Cl se è come nella Definizione 5.1 con
H x di classe C 2,Ct.

TEOREMA 5.14. Sia!1 un aperto limitato con bordo di classe C2.u. Suppo­
niamo c < O in!1. Allora per ogni f E CO,O(!1), V ), > O, esiste un'unica
u E C2 ,O(!1) tale che ),U - Au = f e U18l1 = O.

(per esempio vedi [3, Teorema 6.14J o [5, Teorema 5.6.41.

COROLLARIO 5.15. Sia l < p < 00. Se u E W 2,P(!1) n W~'P(!1), u, Au E

CO(!1) e c <O allora u E C5'O(!1) = {u E C20(!1) : U18l1 = O}.

DIM. Sia), > ),p, Per ipotesi, ),u - Au = f E CO(!1). Per il Teorema 5.14,
esiste v E C5'o tale che ),v-Av = f. Allora w:= u-v E W2,p(!1)nW~,P(!1)

e),w - Aw = O. Per il Teorema 5.10, w = O e quindi u = v E C5,O(!1). O

TEOREMA 5.16, Siano l < p < 00, c < O in!1. Se f E LP(!1), esiste
un'unica u E W 2,P(!1) n W~'P(!1) tale che Au = f.

DIM. Dobbiamo provare che O 't ",(A). Per il Teorema 5.12, lo spettro
di Ap non dipende da p. Possiamo pertanto supporre, senza perdere di
generalità, p > ~. Sia O f' u E W 2,P(!1) n W~,P(!1) tale che Au = O. Per

i Teoremi di immersione di Sobolev, u E CO(!1) con a = 1- ;;" allora

u, Au E CO(!1) e, per il Corollario 5.15, u E C5,U(!1). Per il Teorema 5.14,
u deve necessariamente essere identicamente nulla. Questo vuoI dire che O
non è un autovalore di Ap , ossia OE p(Ap ). O



CAPITOLO 6

Regolarità di ordine superiore

Nelle sezioni precedenti abbiamo provato esistenza e unicità della soluzione
in W2,P(fl) dell'equazione >'u - Au = f con condizioni al bordo di Dirichlet,
dove A è l'operatore differenziale ellittico del secondo ordine

N N

Au = L aijDiju + L biu + cu.
i,j=1 i=l

In questa sezione studiamo regolarità di ordine superiore della soluzione in
presenza di maggiore regolarità del dato f. Supporremo infatti f in Wk,P(fl)
con k E N.
Ripercorriamo il procedimento già usato nelle sezioni precedenti, provando
regolarità di ordine superiore dapprima in IR N ed infine in un aperto limitato
regolare n, passando attraverso il semispazio IR~ .

Per cominciare abbiamo bisogno di richiedere maggiore regolarità ai coeffi­
cienti dell'operatore A, assumendo pertanto d'ora in avanti

aij = aji E BUck
l bi, C E Wk,oo.

Supponiamo al solito che l'operatore sia uniformente ellittico con costante
di ellitticità li > Oe poniamo

w(r) := max sup laij(x) - aij(y)l;
t,) Ix-yl<r

Sia u E LP(jRN) e h E jRN, h '" O; chiamiamo quoziente differenziale di u in
x l'espressione

()
u(x+h)-u(x)

Th U x = Ihl .
E' immediato verificare che per ogni u, v E LP(jRN) si ha

r (ThU)V = r U(T-h v)
JlRN JJRN

ed inoltre

(6.1 )
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(a) Th(UV)(X) = U(X + h)ThV(X) + ThU(X)V(X), per ogni u, v E LP(IRN );

(b) ThDu = DThU, per ogni U E W 1,p(IRN) con Du generica derivata di u.

Se u E LP(fl) e w è un aperto a chiusura compatta contenuta in fl (breve­
mente w cc fl), allora ha senso considerare Dhu(x) per x E w e O< Ihl <
dist(w,&fl).

La prossima proposizione è una ben nota caratterizzazione degli spazi di
Sobolev in termini di quozienti differenziali (vedi [2, Proposizione IX.3J).

PROPOSIZIONE 6.1. Sia u E LP(fl), l < p < 00. Sono equivalenti

(i) U E W'.P(fl) ;
(ii) esiste C > O tale che per ogni aperto w cc fl e per ogni h E !!I. N .con

O< Ihl < dist (w, afl) risulti

Ih,uIlLv(w) < C.

In tal caso possiamo prendere C = IIV'uIlLP(ll)'

OSSERVAZIONE 6.2. L'ipotesi Ihl < dist (w, &fl) serve a garantire che il quo­
ziente differenziale Thu sia ben definito. Se siamo in ]RN, non vi è alcun
bisogno di restringersi ad un aperto w e si può prendere un h qualunque,
purchè ovviamente diverso dal vettore nullo.

La proposizione si può applicare ad ogni singola derivata parziale. Basta
infatti che IIThuliLv(w)
< C per ogni h = te, con O < t < dist (w, &fl) per dedurre l'esistenza di
DhU E LP(fl).

Proviamo adesso un primo risultato di regolarità in IRN . Nella dimostrazione
useremo la stima a-priori del Teorema 3.4

lIull2,p < c(lIulip + IIAullp) (6.2)

valida per ogni u E W 2,p (IRN).

PROPOSIZIONE 6.3. Siano l < p < 00 ed U E W2,p(IRN) tale che Au E

Wk"'(IRN ). Allora u E W k+2,p(IRN ) ed esiste C = C(N,p, v, M,w) > O tale
che

(6.3)

DIM. Proviamo la tesi per induzione su k.
passo 1: Sia u E W 2,p(JRN) tale che Au E W1,p(IR N ). Prendiamo h E IRN •

h l' O, e consideriamo il quoziente differenziale ThU. Applichiamo la stima
(6.2) a ThU
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Per le proprietà dei quozienti differenziali si ha

N

A(ThU)(X) = T,.(Au)(x) - L ThUij(x)Diju(x + h)
ij=l
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N

- L Thbi(X)Diu(x + h) - nc(x)u(x + h) (6.4)
i=l

e quindi

N

IhuIl2,. < C hull" + hAUII. + L IIThUijlloollDijull.
i,j= l

Per la Proposizione 6.1 possiamo maggiorare con una costante ogni termine
a secondo membro della (6.5), sicchè

IIThuIl2,. < cost

e questo, sempre per la Proposizione 6.1, implica che u E W 3'.(IRN ).

Possiamo adesso applicare l'operatore A ad una qualsiasi derivata parziale
Dru, che come abbiamo appena visto appartiene a W 2'·(IRN ). Data la
regolarità Wl,oo dei coefficienti dell'operatore si ha

N N

A(Dru) = Dr(Au) - L DrUijDijU - L DrbiDiu - Drc u,
i,j=l i=l

allora IIADruli. < IIDrAull. +MlluI12,•. Applicando più volte la stima (6.2)
si ottiene

IIDruIl2,. < C(IIDrull. + IIADrullp)

< C(IIDrull. + IIDrAuli. +MlluIl2,.)
< C'<Ilulkp + II D r Aull.)

< C"(lIuli. + IIAuli. + IIDrAull.)
dove C' e C" sono costanti positive dipendenti da N, p, V, M, w. Per finire

N

lIul13,p = lIuli. + L IIDru1l2,p < C"(lIuli. + II Aulh,p)
r=l

che è proprio la stima cercata.
passo 2: Sia k > 2, supponiamo la tesi vera per k - l e proviamola per
k. Sia u E W2,p(IRN ) tale cbe Au E Wk'·(IR N ). Per l'ipotesi induttiva
u E Wk+1,p(IRN ) ed esiste C = C(N,p, v, M,w) > Otale che

lIullk+l,p < C(lIuli. + IIAullk-l,p).
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Sia Dru una qualsiasi derivata parziale di u. Dru E Wk,p(IR N ) C W 2,p(IRN )

e
N N

ADru = Dr(Au) - L DraijDijU - L Drb,D,u - Drc u. (6.6)
i,j=1 i=l

Per ipotesi i coefficienti di A sono in Wk,oo(IRN), perciò dall'uguaglianza
precedente si ha che ADru E Wk-1,p(IRN ) e

IIADrullk-1,p < IIDrAullk-1,p + Mllullk_1,p.

A questo punto per il passo induttivo Dru E Wk+l,P(IRN ) e

IIDrUIIk+1,p < C(lIDrulip+ IIADrullk-1,p)

(6.7)

(6.8)

Mettendo assieme (6.7) e (6.8) ed usando ancora una volta il passo induttivo
otteniamo

IIDrUIlk+1,p < C(IIDrulip + IIDrAullk-l,p + Mllullk-l,p)
< C'(lIullk-1,p + IIDrAullk-1,p)

< C"(llulip+ IIAullk-l,p + IIDrAullk-l,p),

dove C' e C" sono nuove costanti positive dipendenti da N,p, V, M, w. Infine
dall'arbitrarietà di T discende che u E Wk+ 2 ,p(IRN) e che vale la stima

Ilullk+2,p < C"(lIulip + IIAullk,p).

Proviamo llanalogo risultato nel semispazio lR.Z' .

PROPOSIZIONE 6.4. Siano l < p < 00 ed u E W 2,p(IRZ)nwJ,P(IRZ) tale che
Au E Wk,P(IRZ). Alloro u E Wk+2,p(IRZ) ed esiste C = C(N,p, v, M,w) >
O tale che

(6.9)

DIM. Per k = O la tesi è stata già provata nel Corollario 4.5. Procediamo
per induzione su k. Supponiamo dapprima Au E WJ'P(IRZ). Sia h =
(h1, ... ,hN_1,0) E IRZ), h i O, vettore tangente all'iperpiano {XN = O}.
Allora il quoziente differenziale ThU risulta ben definito ed appartiene a
W 2,P(IRZ) n wJ'P(IRZ). Possiamo perciò applicare a ThU la stima (4.8) e
procedere come nella dimostrazione della Proposizione 6.3, ottenendo che

IlThul12,p < costo

Per la Proposizione 6.1, questa maggiorazione ci permette di affermare che
una qualsiasi derivata seconda Drsu ammette derivata parziale in LP(IRZ)
nella direzione coordinata ej per ogni j < N. Se j = N distinguiamo i casi
seguenti:
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1) almeno uno dei due indici r ed s è diverso da N. Supponiamo r # N,
allora I invertendo l'oretine di derivazione, risulta

che appartiene a LP(]R~) per quanto già provato.
2) Se ,. = s = N, allora

N

Au - L ~jDijU - L DrbiDiu - Drc U

(',j)#(N,N) '=1

e quindi DNNU E Wl.P(]R~).

Abbiamo pertanto provato che u E W3.p(]R~). Da questo punto in poi si
procede come nella dimostrazione della Proposizione 6.3. D

Passiamo alla regolarità in un aperto fl di]RN, limitato e di classe Ck . Come
nella sezione 5 mediante carte locali ci riconduciamo a studiare il problema
in palle di R..iV o intersezioni di palle con R~. Per comodità ricordiamo come
si trasforma l'operatore A se si cambia variabile, questa volta assumendo
che il cambio di variabile sia un diffeomorfismo di classe Ck .

Siano fl e A aperti limitati di ]RN e sia H : A --> fl un diffeomorfismo di
classe Ck con inverso J : fl --> A. Data u E Wk,P(fl), definiamo

v(y) = u(H(y)),

Risulta ben definita la seguente applicazione

Y E A.

T: Wk,P(fl) n W~'P(fl) --> Wk,P(A) n W~'P(A),

u 1-+ Tu = u o H = v.

(6.10)

Si può facilmente verificare che T è lineare, limitata e invertibile con inversa
data da

T-l: wk,P(A) n W~"'(A) --> Wk,P(fl) n W~'P(fl), v ...... T-IV = V o J = u.

Se u(x) = v(Jx), si ottiene facendo un calcolo esplicito e ponendo y = Jx

dove

a/'dy) = L',j a'j(H(y))Dx,J/,(H(y))DxJdH(y)),

f3/,(y) = L,j a'j(H(y))Dx,x,Jh(H(y)) + L, b,(H(y))DxJ/,(H(y)),

ì(y) = c(H(y)).
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Quindi risulta definito A = T AT-1 operatore uniformemente ellittico i cui
coefficienti

exh. E Cub(A) n W""'(A), f3h, "I E W',,,, (A).

Inoltre
M<Cl(J)M w=w(w,J,M) V>C2(J)V

dove c, (J) e C2 (J) dipendono solo dal cambio di variabile fissato (e quindi
dall'aperto) e non dall'operatore A.

PROPOSIZIONE 6.5. Siano l < p < 00 ed u E wZ,p(n) n wJ,p(n) tale che
Au E Wk,p(n). Allora u E wk+Z,p(n) ed esiste C = C(N,p,v, M,w,n) > O
tale che

DIM. Supponiamo dapprima Au E W1,p(n). Denotiamo con B(l) la palla
unitaria di IRN . Per la regolarità di O, per ogni x E 80 esiste una carta
locale (U., Hx ) con

Hx :B(l) -->Ux diffeomorfismodi classe C', Hx(B+(l)) =uxnn
Hx (B(l) n {XN = O}) = Ux n an.

Inoltre, essendo n aperto, per ogni x E n esiste B(x, Rx) C n. Risulta così

n C ( UB(x, Rx)) u ( U Ux).
:rEO xEOO

Per compattezza possiamo estrarre un ricoprimento finito. Esistono pertan­
to n" n2 E N tali che

n C (iQ B(x"R;) ) U ,

dove per semplicità denotiamo Rx, con R; e UXj con Uj . Posto n = n, + nz
consideriamo una partizione dell'unità {17ih=1,... ,n relativa al ricoprimento
con TI, E C'g"(B(x" R;)) se i < n" TI, E C'g"(U;) se n, < i < n.

Trattiamo separatamente le funzioni 7JiU nei casi i < nl e nl < i < n.
'caso i < nl ': Risulta sUPPTI' C B(x" R;) e TI,u E W 2 ,P(IRN

). Per applicare
i risultati di regolarità nell'intero spazio estendiamo l'operatore A dalla
palla a tutto IRN in modo tale che l'estensione A sia ancora un operatore
uniformemente ellittico e conservi le proprietà di regolarità dei coefficienti
di A. A tal fine sia 'P E C'g"(JRN ) tale che

O< 'P < l, 'P = l in B(l), 'P = Oin IRN
\ 2B(1).

Consideriamo allora <7>(x) = 'P (x;;.Xi) e poniamo

A = <7>A + (l - <7»À.
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,
Osserviamo che A è uniformemente ellittico perché combinazione convessa
di operatori uniformemente ellittici ed ha costante di ellitticità

v >min{1,v}.

I coefficienti di A sono

aij = <j;aij + (1 - <j;)Oij E BUC(JRN) n W"oc(JRN)

bi = <j;bi E W"oo(JRN), C = <j;c É W"oo(JRN)

ed inoltre

M= max{lIaijllI.oo, IlbillI.oo, IIcli"oo} < c(N)M
w< w + (M + l)w,,;

dove c(N) > O è una costante che dipenda da N e w,,; è il modulo di
continuità di ep.
E' ora lecito applicare la Proposizione 6.3, da cui otteniamo che 7)iU E
W3,p(JRN), quindi 7)iU E W3,P(0), e

l17)iuIi3,p;n < li7)iuIl3,p;I<N < C(II7)iullp;I<N + IIA(7)iu)II"p;I<N)

- C(llulip;n + II A (7)iu)Ii',p;B(x;,R,))

< C(llulip;n + l17)iAulb,p;B(x"R;} + K(7)" M)lIuIi2,p;B(x"R,))

< C(lluIi2,p;n + Ii Au ll"p;n).

'caso n, < i < n ': Poniamo Vi(Y) = (7)iu)(Hiy).· Osserviamo che Vi E

W2,P(JR';') n wg'P(JR';') e SUPPVi C B+(I), Consideriamo l'operatore A
, -

definito in (6.11) ed estendiamolo, come prima, all'operatore A = l'A +
(1- <p)L'l definito in JR';'. Applichiamo la Proposizione 6.4 ed otteniamo che
Vi E W3,P(JR';'), quindi 7)iU E W3,p(0), e

II7)iU lh,p;n < c(J)ll vdI3,p;I<:i < C(lIvdlp;I<:i + II Avill"p;I<:i)

C(lI villp;B+(l) + IIAvili"p;B+(l))

< C(II7)iullp,;u, + II A(7)i u)II"p;u.)

< C(lIuli,>;n + li7)iAulb,p;u, + K(7)i,M)ll uIl2,p;u.)

< C(lluIi2,p;n + II Aull"p;n).

Sommando sull'indice i = l, .... ,n, abbiamo che u = L7)iU E W3,p(0) e
N

li u I13,p;n < L l17)iu ll2.p;n < C(N,p, v,M,w, 0,1') (liuIi2,p;n + IIAull',p;n)
i=l

da cui la tesi, siccome Ilull2.p;n < C (Iluliv;n + IiAuliv;n).

Il passaggio da k - 1 a k si fa come nella Proposizione 6.3. o
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Notazioni

Siano fl un aperto di ]RN, l <p < +00, k E N, O< Q < 1.

c,;'" (fl)

(LP(fl) , Il 'IILP(n»)

(LOO(fl), Il . 1100)

(Wk"'(fl), II· IIk,p)

Wk,P(fl)
loc

wo"'P (fl)
C(fl)
Cb(fl)
Ck(fl)

Co(fl)
BUC(fl)

BUCk(fl)

B(xo, R)

spazio delle funzioni derivabili con continuità infinite
volte e a supporto compatto in fl;
spazio delle funzioni u misurabili secondo Lebesgue
con IlulliP(n) := In lu(x)IPdx < +00 (se non c'è
ambiguità, scriveremo lIullpal posto di IluIlLP(n»);
spazio delle funzioni u misurabili secondo Lebe­
sgue con lIull oo := inf{C > O lu(x)1 <
C quasi ovunque in fl} < 00;
spazio delle funzioni u con derivate distribuziona­
li fino all'ordine k in LP(fl) con norma Ilulik,p :=

L:1Wk IID~uIlLP;

spazio delle funzioni appartenenti a Wk"'(fl') per ogni-,
aperto limitato n' con n c o;
chiusura di C,;"'(fl) in Wk,P(fl);
spazio delle funzioni continue in O;
spazio delle funzioni continue e limitate in fl;
spazio delle funzioni derivabili k volte con continuità
in n·,
spazio delle funzioni continue in fl nulle su 80;
spazio delle funzioni limitate e uniformemente
continue in O;
spazio delle funzioni in BUC(fl) derivabili con conti­
nuità k volte in n con tutte le derivate sino all'ordine
k in BUC(fl);
spazio delle funzioni U o:-h61deriane in n, ossia in

lu(x) - u(y)1
Cb(fl) e con [ula := sup I la < +00,

x,YEO;x;év X - Y
munito della norma Ilulia := Ilull oo + [ula;
palla di centro Xo e raggio R. Scriveremo solo B(R)
quando non sarà importante indicare esplicitamente il
centro',
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IRZ
B+(xQ, R)
WN

Inl O ,,(n)
n' cc n
Q(XQ, R)
Ee
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{x = (x',XN) E IR N - 1 X IR I XN > Dj;
B(xQ, R) n IRZ;
misura di Lebesgue della palla unitaria di IRN ;

misura di Lebesgue dell'aperto n;-,
aperti con n c n;
cubo di centro IO e lato Rj
complementare di E.

•


