Introduzione

Questo quaderno e basato sulle lezioni tenute da G. Metafune nel corso di
Analisi Reale ed Equazioni Ellittiche per gli studenti di dottorato in Mate-
matica dell’Universita di Lecce, nell’anno accademico 2003-2004. 11 quader-
no € la naturale continuazione del quaderno 4/2004 dove vengono presentati
metodi risolutivi L2 e C%, ma puod essere letto indipendentemente.

La trattazione ¢ divisa in due parti. Nella prima vengono trattati i teo-
remi classici di interpolazione di Riesz-Thorin e Marcinkiewicz cercando di
mostrare una varieta di applicazioni anche al di fuori della teoria delle equa- -
zioni ellittiche. Per questa ragione sono stati inseriti risultati classici quali
il teorema di derivazione dell'integrale di Lebesgue, i potenziali di Riesz, le
immersioni di Sobolev.

La seconda parte inizia con la disuguaglianza di Calderon-Zygmund che
permette di stimare le derivate seconde di una funzione in W2%P(R¥) (1 <
p < o) col suo Laplaciano. Una volta ottenuto questo risultato, gli usuali
metodi di perturbazione, localizzazione e congelamento dei coeflicienti per-
mettono di ottenere le stime a priori LP per un operatore ellittico generale.
La risolubilita del problema ellittico per il Laplaciano, le stime a priori e il
metodo di continuita consentono poi di avere teoremi di esistenza e unicita.
Per semplicita e per evitare una teoria delle tracce al bordo che comporte-
rebbe I'introduzione di spazi di Sobolev frazionari, la trattazione e limitata
al problema di Dirichlet con dato omogeneo al bordo.
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CAPITOLO 1

Alcuni teoremi classici di interpolazione

Questo capitolo e incentrato su due teoremi fondamentali della teoria clas-
sica di interpolazione: il Teorema di Riesz-Thorin ed il Teorema di Marcin-
kiewicz. Quest’ultimo in particolare sara utile per la stima delle derivate
seconde del potenziale newtoniano secondo ’approccio di Calderén e Zyg-
mund.

Accanto a questi risultati, abbiamo ritenuto interessante presentare una se-
rie di conseguenze e applicazioni che vanno dalla trasformata di Fourier agli
operatori di convoluzione, dall’operatore massimale di Hardy-Littlewood ai
potenziali di Riesz.

Nel seguito (€2, B, 1) denota uno spazio di misura dove B € una o—algebra
di sottoinsiemi di {2 e x4 una misura positiva o—finita su B. Indichiamo poi
con X I'insieme delle funzioni semplici

\

i | k€ N, A; misurabile ,0 < u(4;) < o©
XA e AiNA;j =0peri#j

1=1 y

e con M(€2) quello delle funzioni misurabili in {2. Le funzioni p—sommabili
in  rispetto alla misura p definiscono lo spazio LP(2), 1 < p < co. De-
notiamo con || - ||, la norma standard in L?(§2). Ricordiamo che ¥ & denso
in LP(Q)) per ogni p € [1,00]. Inoltre, data f € LP(Q2) N L(Q2) ¢ possibile
trovare una successione di funzioni semplici convergente a f sia in L?(2)

che in L9(£2).

1.1. Il Teorema di interpolazione di Riesz-Thorin

Sia dato un operatore lineare 7' : ¥ — M () per cui esistano 1 < pg, p1, qo,
q1 < oo con (po,qo) # (p1,q1) ed Mo, My > 0 tali che ||T'f|g, < Mol fllp, €

T fllg, < Myl|fl|lp, per ogni f € ¥. Allora, per densita, si ha T': LP°(£2) —
L%(Q) e T : LP1(Q) — L9(f2). Il Teorema di Riesz-Thorin permette di
“Interpolare” tra gli spazi intermedi, permette cioé di definire T anche da

LP?(Q) in L% (Q)) con py e gg compresi tra pg e p; (rispettivamente gg € q; ).
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La dimostrazione di questo teorema si basa su due risultati di analisi com-
plessa che enunciamo e proviamo di seguito. Il primo € un principio del
massimo modulo per una funzione olomorfa limitata in una striscia.

LEMMA 1.1 (Phragmen-Lindelof). Sia S={2€ C:0<Rez< 1} esia f

una funzione continua e limitata in S e olomorfa in S. Se |f(2)| < M per
ogni z € 38, allora |f(2)] < M per ogni z € S.

DiM. Supponiamo dapprima chellim|z|_,m, 2es|f(2)] = 0. Per ogni e > 0
esiste R > 0 tale che |

f(z)| <e
per ogni z € S\ Qr, dove Qr ={z € S : |Imz| < R}. Per il teorema del
massimo modulo applicato al limitato )z abbiamo che

sup |f(2)| < max{M, e},
2€QR

da cul, mandando € a zero e quindi K a 400, si ottiene la tesi.
Ora per ogni n € N consideriamo la funzione barriera

fn(z) = f(z)ez?g, z € 8.

Come si puo facilmente osservare, risulta lim f,(z) = 0, sicché per il primo
|z | — o0

zeS

passo risulta
32
f(2)e™| < Mev

per ogni z € S. Passando al limite per n — oo si ottiene la tesi.

OSSERVAZIONE 1.2. Il Lemma 1.1 vale in una qualsiasi striscia del pia-
no complesso. La dimostrazione segue da quella gia vista, componendo la
funzione con opportune traslazioni e rotazioni.

Dalla dimostrazione del Lemma 1.1 si vede che l'ipotesi che f € L°°(S) pud
essere indebolita richiedendo ad esempio che per ogni € > 0 si abbia

1|im f(z)eEEE = (.
|z | =00

z€8S

E’ inevitabile tuttavia imporre una condizione di crescita come dimostra il
controesempio seguente.

ESeEMPIO 1.3. Consideriamo la funzione f(2) = e¢ " definita in S = {zeC:
—Z2 < Rez £ %}. La funzione f ha modulo 1 su 85, mentre per Re z = (

f(z)] =€

esplode per Im z — —o0.

La prossima proposizione raffina la stima del Lemma 1.1.



Equazioni Ellittiche del Secondo Ordine II 3

PROPOSIZIONE 1.4 (Teorema delle tre rette). Sia S = {z € C : 0 <

Rez < 1} e sia f una funzione continua e limitata in S e olomorfa in
o

S. Supponiamo che

(a) [f(2)| < My se Rez =0,
(b) |f(2)| £ M; se Rez = 1.

Allora per ogni ¥ € [0, 1] risulta
F(2) < MIT°MP? seRez=19. (1.1)

DiM. Supponiamo My, M; > 0. Per ogni z € C, sia g(z) = M[}_‘?‘Mf =
e(1=2)log Mo gzlog My T 9 funzione g & olomorfa in C e tale che

0<m<|g(z)| = My~ 2 Me* < M

per ogni z € S, dove m ed M sono rispettivamente il minimo ed il massimo

f

tra Mgy e M;. A questo punto applichiamo il Lemma 1.1 alla funzione h = =
g
ed otteniamo che

f(2)l _ _
()| = 5 < suplh(z)[ =1
per ogni z € S. In particolare per Rez = ¥ si ha la (1.1).
Supponiamo adesso che almeno una delle due costanti My, M sia nulla. Se,
per esempio, My = 0, allora |f(z)| < ¢ per ogni € > 0 se Rez = 0. Dal
passo precedente si ottiene

f(2)] <MY,

Facendo tendere € — 0 si ha f = 0.

Possiamo adesso dimostrare il risultato principale della sezione.

TEOREMA 1.5 (Riesz-Thorin). Sia T : ¥ — M() un operatore lineare e
stano 1 < po, o, p1,q1 < 00, con (po,qo) # (p1,q1), tali che

”Tf”t}'n < MUHf”Pn € ”Tfoh < M, ”f”i'h

per ognt f € 2.

1 1—-9 ¢ 1 1—-9 ¢
Per ogni 0 < ¥ <1, posti — = | e — = - —, st ha che
P9 Po P14y 4o q1

1T fllgo < Mg~ " MY || fllps

per ogni f € X.

OSSERVAZIONE 1.6. Notiamo innanzitutto che, data la densita di 20 in
LPi(Q), 2 = 0,1, l'operatore T puo essere esteso a tutto lo spazio LP¢(2)
ottenendo cosi un operatore continuo

Tpiﬂi : L7 (Q) — Lm (Q)
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Il teorema di Riesz-Thorin dice che per ogni ¥ € |0, 1] 'operatore T puo
essere esteso ad un operatore continuo

Tpy.qe - L7 (2) — LT (£2),

dove py € compreso tra pg € p1 € ¢y € compreso tra gop € qp.

DiM. Fissiamo 9 € [0, 1].
(Passo 1) Supponiamo che 1 < pg,qg,p1,q1 < 00. Per ottenere la tesi &
sufficiente provare che

fﬂ Tf g dﬁ\ < MEP M2 £llpo 9l

per ogni f e g funzioni semplici, dove con ¢, indichiamo l"egpmnente coniu-
gato di gy.

Siano allora f = >, _; ckxa, € § = Z?_l d;xB,, con ci,d; # 0, due fun-
zioni semplici non nulle tali che || flp,, ||g||q < 1. Per ogni z € C con
0 < Rez <1 poniamo

1 1—-2 =z 1 l—2z2 =z
= i ¢ == R
Pz Po P1 9 90 1
Se ¢ = |ex|e™* e d;j = |d;j|e¥s, definiamo
T Py S ";.-f;l .
fo=) lekl7= €™ xa, e g.=)|dj|" e™ixp,. (1.2)
k=1 j=1

Osserviamo che fy = f e g9 = g. Per ogni 2z € C poniamo

q.f
‘I’(E)Z/sz 9> dp = y\rlcklhem‘“ld e /T(xﬂk)-x.e;,— dys

k=1 j=1 §2

Evidentemente ® & olomorfa in C. Inoltre ® & limitata in S = {0 < Rez <
1} poiché

f

2
|d;| o

-- 1c;clpﬂ(l_”i”+ T:) e

Py
| |Ck| Px
Al fine di applicare il teorema delle tre rette stimiamo ® al bordo di S.

. Py
Sia z € C, Rez =0, allora | f,| = D5, |ex|?0 xay, 921 = 205, |d_._,| XB, €
quindi

!
q

vo @
| Fellpe = Il fllos e llgzllg = llglly, , Rez=0. (1.3)

. P
Analogamente, se z € C con Rez =1,si ha |f,] = >, |C;¢|£“XAH 92| =

L)

Zj:]_ |d_j" qi XB; € quindi

f

Py

£ 7
| Felloy = 1 fllps € gzl = llglly, s Rez=1. (1.4)
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Da (1.3) discende che se Rez =0

i)

Py 1

2(2)| < T fallaollgelley < Mollfllps llgllyy < Mo,

mentre da (1.4) si ha che se Rez =1

/!

q
Py —2

B(2)] < ITFellallgzlleg < MalIFIEE gl s < M.

Per la Proposizione 1.4, ricordando che fy = f e gy = g, abbiamo che

/Tf-gdau
€2

che e proprio quello che ci proponevamo di dimostrare.

= [®(9)| < Mg~ MY

(Passo 2) Passiamo ora al caso generale in cui pg, p1, qo. ¢1 pOSSONo assumere
i valori 1,00. La dimostrazione presenta delle differenze rispetto al primo
passo solo nei casi in cul pg = p; = 00 0 g = g1 = 1. Nel primo caso
perde di significato la definizione di f, per via dell’esponente py che vale oc.
Prendiamo allora f, = f e g, come in (1.2) e ripetiamo la dimostrazione
del primo passo. Similmente, nel secondo caso, cioe il caso in cui ¢y = o0,
prendiamo f, come in (1.2) e g, = g.

OSSERVAZIONE 1.7. La dimostrazione del teorema di Riesz-Thorin nel ca-
sO in cuil pg = p; si puo semplificare. E’ sufficiente infatti applicare la
disuguaglianza di Holder ed ottenere

1T fllgs < 1T fllgo “NT£llgy < Mo™" M7 || fllpo-

Osserviamo inoltre che le estensioni dell’operatore 7' sono tali che se f €
L™(Q) N L%(§2), con pyg < r,s < py, allora T.f = Tsf, dove con T e Ty
indichiamo rispettivamente I’estensione di 7" a L"(2) e 'estensione di T" a
L*(2). Infatti, presa f € L™(Q) N L*(Q2) esiste una successione di funzioni
semplici (f,)nen che converge a f in L™(2) e in L*(2). Per continuita e a
meno di estratte si ha che T, f,, converge a T.. f e T, f,, converge a T f quasi
ovunque. Ma T, f, = T, f,, = T f,, perché f,, € semplice e quindi T}, f =T, f
quasl ovunque.

1.2. Applicazioni del Teorema di Riesz-Thorin

1.2.1. Trasformata di Fourier. In questa sezione assumiamo che la mi-
sura pu sia la misura di Lebesgue in R”. Richiamiamo.la definizione di
trasformata di Fourier ed alcune delle sue proprieta principali. Data una
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funzione f in L'(R?") indichiamo con Ff o con f la trasformata di Fourier
di f definita da

FHQ) = [ ) de,  geRY. (15)

La trasformata di Fourier & un isomorfismo da S(R") in S(R"), dove S(R¥)
e la classe di Schwarz delle funzioni a decrescenza rapida all’infinito, con
inverso dato dall’antitrasformata di Fourier, che indichiamo con F~1f o
con f, definita da

FfE) =Ff(=€), €eRY.

Inoltre per ogni u,v € S(RY) valgono le seguenti proprieta:

(a) Flu*v)(€) = Fu(€) - Fu(§) per ogni £ € RY;

(b) DPFu(¢) = Fu(€) per ogni multiindice 3 € N e £ € RY, dove
v(z) = (=2miz)Pu(z);

(c) F(DPu)(€) = (2mi€)? Fu(€) per ogni multiindice § € Ny e £ € RY.

E’ ben noto che
F: LI(RN) — Lm(]P?.N) con || Fll100 <1

e che (Teorema di Plancherel) la trasformata di Fourier si estende ad un’i-
sometria di L*(R")

F:L*RN) - L2RM)  con | Fllz2 = 1.

I1 teorema di Riesz-Thorin permette di dimostrare la continuita di F tra
altri spazi funzionali.

TEOREMA 1.8 (Hausdorfl-Young). Se 1 < p <2, allora per ogni f € ¥

IF fllzr < 1115
. . 1 9 VY
DiMm. Sial <p<2esiad € |0,]1] talechej—j=(1—15')+§:1—§ . Per

il teorema di Riesz-Thorin, per ogni f € X
IF Fllgs < Nl fllp
1 1-9 J 9

dove — = — + — = —. Ma allora gy € proprio ’esponente coniugato di
Qs 00 2 2

p e quindi la tesi ¢ provata.

Possiamo allora estendere la trasformata di Fourier ad ogni L? con 1 < p <
2, ottenendo un operatore continuo

F:LP(Q) — LP (), con | Fllppy < 1.
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Facciamo vedere adesso che queste sono le uniche estensioni possibili della
trasformata di Fourier nell’ambito degli spazi LP.

PROPOSIZIONE 1.9. Siano 1 < p,q < oo tali che ||[Ffllq < C||fllp per ogni

1 1
f € LP(RN); allora 5 + E = 1.

DiM. Fissata f € S(R") non nulla, per ogni A > 0 poniamo fy(z) = f(\z).
La trasformata di Fourier di f) e

Fa€) =f e~ 2™E £y (z) d$=/

e~ 2miz 3 (NN dez = \"NFf (é) .
BN BN )\

Siccome |[Ffallg = AN ¥ Ffllg e Ifall, = A7 | llp, Vipotesi implica
immediatamente .
1Ffllg < CA™NGEH £l

1 1
Se — + — — 1> 0 allora mandando A — oo si otterrebbe Ff = 0, da cui

P q

1 1
f = 0 contro Pipotesi. Analogamente se — + — — 1 < 0 (mandando A — 0).
P g
1 1

Allora necessariamente — + — =1 .
P q

La proposizione appena vista prova che la trasformata di Fourier puo es-
sere un operatore limitato solo da LP(R") in LY (RY), con p’ esponente
coniugato di p. Ora vogliamo vedere che la condizione p < 2 non puo esse-
re rimossa. A questo scopo, consideriamo u € S(R?), non nulla, tale che
suppt C B(0,1) (data v € S(RY) con suppv C B(0,1), sia u = ).

Per ogni t > 0 definiamo wu; tramite la sua trasformata di Fourier

i1y (€) = a(&)eel (1.6)
Siccome @ € C°(B(0,1)) € S(RY), si ha uy; € S(RY).

LEMMA 1.10. Per ognit > 0

(2) lluelle = lufl2
(b) [luelloo < et~ ¥ Julls.

DiM. (a) Applicando il teorema di Plancherel si ha immediatamente che
fuello = [[aell2 = [|a]le = ||lull2. o

(b) Per ogni € > 0 definiamo u; . tramite 4, . (§) = @(§)e~ W € S(RY).
Allora

a2y.2
RN At |
Ut e = Uk (€ — t) 7 e E—10)

X
lutelloo < llully e —at]= . (1.7)
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Per il teorema di convergenza dominata 4 ¢ — Uz in L? per € — 0 e quindi,
per il teorema di Plancherel, u; . — u; in L? per ¢ — 0. Possiamo allora
estrarre una successione (u¢ ¢, Jnen da ug . che converge quasi ovunque a u
e passare al limite per € = &, — 0 nella stima (1.7) ottenendo la (b).

PROPOSIZIONE 1.11. Supponiamo che la trasformata di Fourier si estenda
ad un operatore continuo

F: LP(RY) — LY (RYN),
allora p < 2.

DIM. Supponiamo per assurdo che p > 2 e per ogni £ > 0 condideriamo la
funzione uy definita in (1.6). Allora, applicando il Lemma 1.10, si ha

f wlP = f welP el < JluelZ2 o (1.8)
H” ]EN

P2 |ul|f
+ 5 (p—2)

< lully = ext= 7 @2,

dove ¢; = ¢1(p,u). Per la disuguaglianza di Holder e data la continuitd di
F da LP? in L? ., abbiamo che

faall = [ laallil < Nal el < Clucpliady (19
Per il Lemma 1.10 e per le disuguaglianze (1.8) e (1.9)
~ - _Np—2 R _Np—2 .
lull3 = ladllz < c2 llaully 7% < ez llifloo t™2 7, (1.10)

dove ca = ca(p,u). Data l'ipotesi p > 2, ’esponente di ¢ in (1.10) & stret-
tamente minore di zero. Mandando ¢ — 400 otteniamo w = 0 contro
I'ipotesi.

1.2.2. Operatori di convoluzione. Fissiamo f € L?(R"). E’ ben noto
che per ogni g € L*(R?¥) il prodotto di convoluzione f x g appartiene a
LP(R™) e vale la disuguaglianza di Young

|f*allp < [ fllp llglla-

Se g € LP' (RM), allora dalla disuguaglianza di Hélder segue che f * g & in
L=®(RN) e

1 * gllos < [I£lp lgllp-

TEOREMA 1.12 (Hausdorff-Young). Siano f € LP(RV) e 1 < ¢ < oo tale

1 1 1 1 1

che —+ = —1>0. Allora, posto = = —+ = — 1, per ogni g € L4(R"Y) si
P q rpr 4g

ha che f x g€ LT(RY) e

Lf * gllr < ||fllo lgllq-
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DiM. Posto Tyg = f * g, per quanto richiamato prima, si ha
T; : LY(RY) — LP(R")

l1,p < I fllp e
Ty : LP (RY) — L2 (RV)

con norma ||7

1
con norma ||T¢|lp 0o < ||fllp - Osserviamo che ’ + pi 1 > 0 equivale a
1 1-9 S,
< q < p'. Sia allora ¢ € [0,1] tale che — = - — =1-— —. Posto

1

q 1 4 p
1 1-9 9 1-9
S

- | = —— per il Teorema di Riesz-Thorin si ha che
p 0 p

Tr : LY(RY) — L*(R"Y)
¢ un operatore continuo con norma ||7||4s < || fllp- A questo punto la tesi
segue dal fatto che r = s, come si puo facilmente verificare.

Anche stavolta il risultato ottenuto € ottimale, nel senso precisato dal se-
guente esercizio.

EsercIzio 1.13. Provare che se ||f * gl|» < c||fllp llgll; per una costante

1 1 1
c>0edogni fe€ LP(RY) e ge LIRY) allora = = = + - — 1.

r P g
(Suggerimento: Per ogni A > 0 si applichi la disuguaglianza alle funzioni

fr € LP(RY) e gy € LY(RY) definite da fy\(z) = f(Az) e ga(z) = g(\z) e

se ne deduca la tesi come nella dimostrazione della Proposizione 1.9).

1.2.3. Interpolazione di operatori compatti. Nelle ipotesi del Teore-
ma di Riesz-Thorin vediamo che se uno degli operatori 1y, 77 € compatto,
allora Ty € compatto per ogni 0 < ¥ < 1.

TEOREMA 1.14. Siano 1 < pg, o, p1,q1 < 00, con (po,qo) # (p1,q1) e siano
To: LP°(Q2) — L®(Q2) e Ty:LP(Q2) —» LY ()

due operatori limitati, tali che T7 = Ty su 2. Se uno dei due operator: é
compatto allora per ogni 0 < 9 < 1 loperatore

Ty : LP2(Q) — L% (),

dato dal Teorema 1.5, é compatto.

DiM. Per semplicita di dimostrazione supponiamo che u(£2) < oco. Suppo-
niamo che T} sia compatto. Allora K = To(Bj»0) € relativamente compatto
in L9%(€)), dove Brro ¢ la palla chiusa di LP°(Q). Siccome K & compatto,
per ogni € > 0 esistono fi, f2,..., fx € 2 tali che

£
K c | ) B(f:¢). (1.11)
=1
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Possiamo scrivere le f; nel modo seguente

S
fi= E Cij XA;
=1

con A; insiemi misurabili a due a due disgiunti e tali che 0 < p(A;) < oc.
Siano 1 < p < oo e g € LP(R2). Posto span{xa, : 3 = 1,---,s} Pinviluppo
lineare delle funzioni caratteristiche x 4,, consideriamo 'operatore di rango
finito P : LP(2) — span{xa, : j =1, -, s} definito per ogni g € L?(Q2) da

Pg = i (ﬁ(;j) /AJ g dﬁ) XA;-

j=1

Stimiamo la norma L? di Pg. Per la disuguaglianza di Jensen,

ng ﬂf;j) pXAj < ZS: (fAj 917 ﬂﬁj))x%

1=1
5
f |Pgl” du < Zf g|” dp < f 9/ dp.
Q o1V A Q

Allora P : LP(£?) — LP(S2) ha norma < 1 e in quanto operatore di rango fini-
to € compatto. Inoltre per ogni funzione semplice del tipo s = Z:’:’:l djXA,
si ha che Ps = s.

Da (1.11) segue che per ogni f € Bpro esiste f; tale che ||Tof — fi]| < €.
Pertanto

S

[PglP =

j=1

e quindi

|Tof — PTofll < | Tof — fill + Ife = PTof|
= |Tof = fill + [|Pfi — PTof|| < 2e.
Consideriamo allora gli operatori Ty — PTy : LP°(£2) — L9°(€)) di norma

|To—PTo|| < 2¢eTy—PT : LP1(Q) — L9 () di norma ||T7— PT1|| < 2M;,
dove My = ||T1||. Per il Teorema di Riesz-Thorin, per ogni 0 <9 <1

|Ts — PTy|py,qe < (26)'77(2M1)7,

dove Ty,ps € gy sono quelli dell’enunciato del Teorema di Riesz-Thorin.
Quest’ultima stima ci dice che per 0 < ¥ < 1 possiamo approssimare in
norma 1 con operatori di rango finito e quindi che T3 € un operatore
compatto.

1.3. Il teorema di interpolazione di Marcinkiewicz

Sia f € M(2). Per ogni a > 0 poniamo Ala) = As(a) = p{|f]| > a}.
Notiamo che A & una funzione decrescente in (0,00). Nei prossimi due
lemmi presentiamo le proprieta di base di A.
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LEMMA 1.15. Sia f € M(Q2); allora
/ £l dp = / Ae) da

DiMm. Sia G = {(t,z) € (0,00) x Q2:0 <t < |f(z)|} e indichiamo con m la
misura di Lebesgue sull’intervallo (0, oc); allora

(m x p)(G) = / |f(z)| du(z /ﬁ dﬂ(ﬂ!)/ﬂmm”dt

/ﬂ dt ~/{|f|::~t} du(z) = /:ﬂ A(t) dt

LEMMA 1.16. Sia f € M(£2), allora
[ 1P du=p [ x(@) dar
Q 0

DiM. Per il lemma precedente

fuPan = [ uisr>a)da= [ ulifl> ot} da
p /ﬂ W{If] > B} BP~1dp.

Introduciamo gli spazi L? deboli cosi definiti
AP
LP () = {f e M(Q):dA>0 Ma) < —}
Se f € LP(§2) con p < oo, allora per la disuguaglianza di Chebychev

A@) = u(lf] > a} < 1L

e quindi LP(2) C LP (). I due spazi sono pero diversi, per esempio la

(1.12)

1
funzione f(z) = — appartiene a L? (0,1) ma non a LP(0,1).
€Tre

Dati p; < p2 consideriamo lo spazio vettoriale
LPr 4+ L7 ={f=fi+ fo: fi € L*}.
Se p1 < p < py allora
IPrN P2y [P C I —|—LPE.

Proviamo la prima immersione.
Essendo p; < p < p9, si ha i— < % < pll e quindi esiste t € (0, 1) tale che
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L =L 4 1=t Osserviamo che [u[P!~9 ¢ L70-5 e |uPt € L¥ . Inoltre
pUd=t) 4 Pt — 1 Allora, presa u € LP! (Q) N LP2(Q)), per la disuguaglianza

1 P2
di Holder, vale

[l = [ (= e < =l < oo
Dimostriamo la seconda inclusione. Sia f € L? e sia v > 0. Definiamo

_ ) flz) self(z)] >~ _J o se [f(z)| >
fl(m)_{ 0 se |f(z)| < fﬁ(m)‘{ flz)  se|f(z)] <~

f1 € LP' ed f, € LP2, come risulta dalle seguenti disuguaglianze

L} — P1—PpP| £|P pP1—p p
f £ [{W}|f| P <~ / £,

/WM } f{mm} PP < ’rm_pf fIP-

Chiaramente f = f1 + fs.

DEFINIZIONE 1.17. Sia T : LP(Q) — M(§2) un operatore (non necessaria-
mente lineare).
Sel <p< ooy T di dice di tipo debole (p,p) se esiste A, > 0 tale che per
ogni f € LP(2)

(rs1> o < (Zeldle)

per ogni o > 0.
Se p = o0, T si dice di tipo debole (00,00) se esiste Axe > 0 tale che per
ogni f € L*°(Q)

1T flloo < Aol flloc-

In particolare se T é lineare allora T € continuo da L>®(§2) in sé.

OSSERVAZIONE 1.18. Un’operatore limitato da LP(£2) in sé € in particolare
di tipo debole (p, p) come si verifica facilmente usando la (1.12).

Fatte queste premesse siamo ora in grado di enunciare e dimostrare il teo-
rema di interpolazione di ‘Marcinkiewicz che generalizza quello di Riesz-
Thorin, ma e meno preciso nelle stime di alcune costanti.

TEOREMA 1.19 (Marcinkiewicz). Siano 1 <p<r < oo e sia 1 : LP(Q2) N
L7(§2) — M(Q2) tale che

1) 1T(f+9)| <|Tf|+|Tgl, per ogni f,g € LP(Q) NL"(Q) ;
(ii) T é di tipo debole (p,p);
(iii) 7" € de tipo debole (r,T).
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Allora per ogni p < g <r esiste A, > 0 tale che
ITfllqg < Aqll fllq

per ogni f € LP(Q2) N L™ ().
DiM. Prendiamo f € LP(Q2) N L™(§2) e fissiamo « > 0. Definiamo

@ =4 3@ I @ = @) - fita)

Osserviamo che [f;| < |f| e quindi f; € LP(Q) N L"(Q) per i = 1, 2.
(Caso r < o©) Per (i) |T'f| < |Tf1] + |T f2|, sicché

(771> oy < {irsi > $HU{ il > 51

Da quest’ultima inclusione e da (i7) e (#27) discende che

p{ITf] > a} < ﬂ{foﬂ > %} +#{1Tf2’ > %}
< (Ml (Mellle’
o Q
Per il Lemmma 1.16

[rfran = ¢ [ tuliTs]> o} da

. o
< Ay [ a7 [ AP duda
0 Q
+q2""A:/ ﬂ:q_l_rf |f2|” dp do
0 £2

24y [ a1 da [ @) du
0 {If|>a}

b g2 AT / 011" do f (@) du(z)
{1 fl<a}

|f ()]
q?pAP/ |f(z)|P du( :r:)f ad=17P do

q2" A7 / |f(z)]" dpa(:r)/ a? 177" da
Lf(z)]

qg2P AP 2T AT
= ( b 4 3 )/ £ dpe .
q—2p r—4q

(Caso r = oo) Per la (4it) esiste As > 0 tale che ||Tf2]loc < Aocollf2]loe <
Aca. Percio, posto 8 = 24, abbiamo che

{ITf] > B} c.{|Tf1\ > g}
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Da questa inclusione e da (iz) discende che

p{|Tf| > B} < (mplgflnp)p.

Come nel passo precedente, per il Lemma 1.16 si ha che

/ T dp = g f BT W{|T f| > B} df
€2 0

< qrar / ge-1-r [ FIP du
0 {f1> 2=}

2A o0

|

2Ax|f(z)]
$2° AP / S@P du(z) | 517 dp

q29 ADALSP
f 19 dp.

OSSERVAZIONE 1.20. (a) Supponiamo che 7" sia lineare. Allora T si estende
ad un operatore lineare limitato da L9(§2) in L9(S2).

(b) Sia sempre T lineare. Nell’enunciato del teorema di Marcinkiewicz ab-
biamo considerato un operatore 71" definito su LP(Q2) N L"(£2). Spesso perd
in letteratura 7' e definito su LP(£2) + L™(§2). Cid non cambia di fatto il
teorema in quanto le due ipotesi su 7' sono equivalenti.

Infatti, dato T : LP(Q2) + L™ (2) —» M(Q), possiamo definire gli operatori
Tp: LP(Q) - M(Q) e T, : L"(Q2) — M(§2) come le restrizioni di T a LP(£2)
e ad L"(2) rispettivamente. Allora se prendiamo f € LP(2) N L™(2) si ha
che ,f =T, f=Tf.

Viceversa se ho due operatori T, : LP(2) — M(Q) e T, : L™ (Q}) — M(Q)
che coincidono su LP(Q2)NL"(Q?), allora presa f = fi+f2 € LP(2)+L"(Q2) de-
finiamo l'operatore T': LP(2) 4+ L"(2) — M(2) ponendo T'f = T}, f1 + T fo.
Verifichiamo solo che la definizione di T' non dipenda dalla scelta di f; ed
fo. Siano g1 € LP(QY) e go € L"(Q2) tali che f1 + fo = ¢1 + g2 allora
fi—ag1 =92 — f2 € LP(2) N L™ (2), ma poiché T, coincide con T, nell’in-
tersezione degli spazi, abbiamo che T, f; — T,g1 = =1} fa + Trg2 e quindi
Tpof1 + T fo = Tpgr + T g2

1.4. Applicazioni del Teorema di Marcinkiewicz

1.4.1. La funzione massimale di Hardy-Littlewood.

DEFINIZIONE 1.21. Data f € L} (RY) si definisce funzione massimale di
Hardy-Littlewood di f la funzione M f RN — R cost definita

|f ()]

MIE) =38 () o
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per ogni x € RV,

Vediamo quali sono le proprieta di base della funzione massimale.

PROPOSIZIONE 1.22. Sia f € L}, (RY), allora

1) Mf=M|f|,
2) M(f+g) < Mf+ Mg;
3) se f € L®(RYN) allora M f € L¥RY) e |Mflloo < || flloo;
4) M f é semicontinua inferiormente;
5)

se Mf € L*(R") allora f = 0.

DiM. Le proprieta 1), 2) e 3) si verificano facilmente.

4) Per ogni 7 > 0 la funzione f,.(z) = IB(;T}I fﬂimﬂ") f(y)| dy & continua
in z. Allora M f € semicontinua inferiormente perché estremo superiore di
funzioni continue.

5) Supponiamo f # 0; allora esiste R > 0 tale che me‘R) f(z) dx =a > 0.

Sia |z| > R, allora

1
Mf(z) > F()| dy
=) 2 1B 22D Jaeaen !
1 a
> J(y)| dy = -
B 220 Joom " N Y oy

Siccome la funzione z + |z|™" non & sommabile in RY risulta M f ¢
L'(RM).

Un’utile conseguenza della semicontinuita inferiore della funzione massimale
di Hardy-Littlewood e¢ il seguente

COROLLARIO 1.23. Per ogni o > 0 linsieme {M f > a} ¢ un sottoinsieme
aperto di RV.

Ogni funzione semicontinua inferiormente ha soprallivelli aperti, quindi il
corollario precedente € di fatto dimostrato. Presentiamo tuttavia una dimo-
strazione che sfrutta direttamente la definizione della funzione massimale.

DiM. Sia zp € RY tale che M f(xy) > «. Fissiamo 8 € R tale che
Mf(zo) > B > «. Data la definizione di M f(z(), in corrispondenza di
(3 esiste r > 0 tale che

/ |f| > B|B(zo,7)| > a|B(zo,7)|.
B(zg,r)
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5 N
Prendiamo allora 0 > 0 tale che (r +9) < E Un tale o esiste perché

SN rN o
Bl
Q r

Per ogni z € RY tale che |z — zy| < § risulta che B(zo,7) C B(z,r + 4) e
quindi, data la scelta di ¢, si ha che

f mz/ 1> Bun ™ > awy (r+8)N = a|Blz,r +6)|.
B{(x,r+48) B(zo,r)

— 1 per 6 — 0.

Quest’ultima disuguaglianza ci dice allora che M f(z) > o per ogni = €
B(xg,9d) e cio prova che l'insieme {M f > «} & aperto.

Per ogni 1 < p < oo possiamo definire 'operatore
M : LP(RY) - MRY),  f— Mf.

Per la Proposizione 1.22 (punti 2 e 3) M & sublineare e di tipo debole (oo, 00).
Nel Teorema 1.25 proveremo che M & di tipo debole (1,1). Concluderemo
pertanto, grazie al teorema di Marcinkiewicz, che M : LP(RV) — LP(R™Y)
é un operatore limitato per ogni 1 < p < 0.

Il seguente lemma di ricoprimento sara utilizzato nella dimostrazione della
disuguaglianza massimale.

LEMMA 1.24 (di ricoprimento di Vitali). Sia W C |J-, B(zi,r;). Allora
esiste S C {1,2,...,m} tale che

(i) B(z;,ri)NB(zj,r;) =0 per ognit,j € S con i # j;
(11) W C U B(ng,g?‘i).

€S

DiM. Consideriamo preliminarmente due palle B(x,r) e B(y, s), con r > s,
tali che B(z,r)NB(y,s) # 0. Allora |[x —y| < r+s < 2r e quindi B(y, s) C
B(xz,s + 2r) C B(x,3r).

Supponiamo che ry > r9 > --- > r,. Partiamo da r; e poniamo By =
B(z1,71) e i = 1. Quindi, posto 45 il primo degli z > 1 tale che B(z;, ;) N
B(zy,71) = 0, poniamo By = B(x;,,ri,). Procedendo in questo modo
dopo un numero finito di passi avremo individuato 'insieme di indici S =
{i1,%2,...,%r} le cui rispettive palle B; = B(z;,,r;;) sono a due a due
disgiunte e, per quanto osservato nella prima parte della dimostrazione,
verificano la (ii).

TeEOREMA 1.25 (Disuguaglianza massimale di Hardy-Littlewood). Se f €
LY(RYN), allora per ogni o > 0 si ha

{Mf>a} <3V ”Qll, (1.13)

ossia M ¢ di tipo debole (1,1).
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DiM. Sia K un compatto contenuto in {Mf > «}. Per ogni z € K,
M f(z) > a e quindi esiste un r(x) > 0 tale che

[ il alBr@) (1.14)
B(xz,(x))

Siccome K & compatto esistono {z1,...,2n} C K tali che K & contenuto
nell’insieme | J—, B(z;, 7(x;)). Per il Lemma 1.24 esiste S C {1,2,...,m}

tale che K C |J;cg B(xi,3r(z;)) e le palle B(z;,r(x;)), al variare di ¢ in S,
sono a due a due disgiunte. La (1.14) implica che

|K‘ < ZIB(:‘SHBT(SJE))‘ =3NZ‘B($ET($’E))‘

teS ieS

3N 3N 3N
< =Y/ == HEEATN
Cx B(zi,r(z:)) U, Blzir(z:)) &

1€S

Siccome {Mf > a}| = Sup{\K\ : K compatto , K C {Mf > E}f}} si ha la

tesi.

COROLLARIO 1.26. Se 1 < p < oo allora esiste A, > 0 tale che

1M fllp < Apllfllp
per ogni f € LP(RV).

DiM. La tesi segue immediatamente dal teorema di Marcinkiewicz.

La Proposizione 1.22(5) mostra che il Corollario 1.26 non € vero per p = 1.
Vale tuttavia il seguente semplice risultato

COROLLARIO 1.27. Se f € L*(R¥) allora M f(x) < oo per q.o. x € RV,

DiM. Per ogni n € N risulta {Mf = o0} C {Mf > n}. Allora per la (1.13)

3NJ|fH1.

[{Mf=ocot| <[{Mf>n}| < —>

Se mandiamo n — oo abbiamo che [{M f = co}| = 0 e quindi la tesi.

1.4.2. Punti di Lebesgue.

DEFINIZIONE 1.28. Sia f € L} (RY). Un punto x € RY si dice punto di

loe

Lebesgue di f (scriveremo x € L(f)) se

1
i y) — flx)| dy = 0.
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OSSERVAZIONE 1.29. (i) Se z € un punto di Lebesgue di f allora

1
= i dy.
I = 0 Bl Jogem T

Infatti,

1 1

Jz) = 1B(z,T) B(I,T)f(y)dy = Bz, ") B(ar)

(i¢) Se f & continua in z allora x € L(f). Infatti, fissato € > 0 esiste un
ro > 0 tale che |f(z) — f(y)| < e se |x — y| < rg. Allora per ogni r < g

1
B@n)| Jpn W)~ @Idy<e

TEOREMA 1.30 (Lebesgue). Se f € LY(RY) allora |RN \ L(f)| =0

f(z) — f(y)ldy — 0,

DiM. Fissato r > 0 poniamo

T, f(x) = !

|B(z,7)| JB(z,r)

e Tf(z) = limsup,_, o+ Trf(x). Dobbiamo provare che T'f = 0 q.o. in R¥.
Per la densita di L* (RY)NC(RY) in LY (RY), dato € > 0 esiste g € L}*(RY )N
C(RY) tale che || f — gl||; < &. Per 'Osservazione 1.29(ii)

[f(y) — f(z)| dy

Tg =0in R". (1.15)
Poniamo h = f — g,
1
T.h - h(y) — h(z)| d 1.16
(z) Bla.r) B(m!r}l (y) — h(z)| dy (1.16)
1

< |h(y)| dy + [h(x)| < Mh(z) + |h(z)],

|B(.’E, T)l B(z,r)
dove Mh ¢ la funzione massimale di Hardy-Littlewood. E’ evidente che T..

e sublineare, quindi 7. f < T,.g + T;-h. Passando al limsup per r — 0, da
(1.15) e (1.16) otteniamo che

Tf<Tg+Th=Th< Mh+ |hl.
Da quest’ultima disuguaglianza discende che per ogni a > 0
(Tf>a)C {Mh > -‘:25} {1l > %}
e quindi per il Teorema 1.25 e per la disuguaglianza di Chebychev
{Tfzall < [{MrzZ}H+|{n23}

2 3N 2
—||R||1 + —=||R]I1
84 X

(23” 2)
— + — ] £.
8 '

IA
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Mandiamo € a zero ed otteniamo che |{T'f > a}| = 0 per ogni a > 0.
Allora {Tf > 0} = |J,,cn{Tf > +} ha misura nulla e quindi 7'f = 0 g.o.
in RV,

OSSERVAZIONE 1.31. Il Teorema 1.30 vale anche per funzioni f € L}, (R™Y).
Infatti per ogni R > 0 la funzione fxpo,r) € LY(RN) e quindi q.0. z €

B(0, %) e un punto Lebesgue di f.

Vediamo alcune conseguenze del teorema di Lebesgue.

DEFINIZIONE 1.32. Sia {Ep}n>0 una famiglia di sottoinsiemi di RY e sia
z € RY. Diciamo che {En} converge a  per h — 0 se esistono o > 0 e
numeri realt v, — 0 talt che per ogni h risults

Ey C B(x,m) e |En| 2 a|B(z,rh)|.
COROLLARIO 1.33. Siano f € L}, (RY), z € L(f) e {Ex} — z, allora

1
lhim y) — f(x)| dy = 0.
VoA Ehl f(y) — f()] dy

DiM. Infatti

1 1
A If(y)—f(m)ldyiﬂlB(Wh)l B{M)Jf(y)uf(m)idy

che tende a zero al tendere di A — 0 perché x € un punto di Lebesgue di

f.

‘Dal corollario precedente segue un risultato di derivazione dell’integrale di
Lebesgue in dimensione 1.

COROLLARIO 1.34. Per ogni f € L}(R) la funzione F(z) = [~ __ f(
derivabile q.0. con F' = f q.o.

DimM. Sia x € L(f). Per ogni h € R, h # 0, ed x € R, poniamo F,; =
[z, + h]se h >0e Ep = [z + h,z] se h < 0. Secondo la Definizione 1.32
{En} — = per h — 0. Allora per il Corollario 1.33

1 . f@)dt 1
EF(:c-i—h) — F(z) = : |Eh| . f(t) dt (1.17)

converge a f(x). Questo prova che F' € derivabile q.0. e che F' = f q.o.

r+h

COROLLARIO 1.35. Sia f = xg con E sottoinsieme misurabile di RV .
Allora

|E M B(fﬂ, T)l . 1 q'ﬂ' E'ﬂ' Eg (1-18)
|B(z,7)| 0 gq.o. in E°
I punti x € RY per cui vale (1.18) si chiamano punti di densita per E.
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DimMm.
|EN B(x,r)] 1 /
= XEe(y) dy
|B($:T)‘ ‘B(:I?,‘?‘)I B(x,r)

che per I’Osservazione 1.31 converge q.0. a Xg.

I punti interni di £ sono punti di densita per E. Infatti preso z interno in
F basta prendere una palla B(z,rg) C £ e per ogni r < rg

[ENB(z,7)| _ |Bz,r)
Bl,r)|  |Bla,r)

=1.

Il viceversa € falso. Si consideri ad esempio un insieme E di misura non
nulla con mterno vuoto.

La definizione di punto di Lesbegue si generalizza in modo naturale a quella
di p-punto di Lebesgue.

DEFINIZIONE 1.36. Siano 1 < p<oo; f € LY (RN) ed xz € RN, z si dice

loc
p-punto di Lebesque di f e scriviamo x € p-L(f), se esiste

g )

Applicando la disuguaglianza di Jensen si vede subito che se x € un p-punto
di Lebesgue per una funzione f € LY (RY) per qualche p > 1, allora z &

loc

un punto di Lebesgue per f. Infatti risulta

dy ’ — f(2)|IP dy

COROLLARIO 1.37. Se f € LY (RN) con 1 < p < o0, allora |[RY \p-L(f)| =
0.

DiM. Sia {g;}ien un sottoinsieme denso di C. Siccome f € LY (RY), per

loc

ogni i € N si ha che |f — ¢;|P € L} (RY). Allora, per il Teorema 1.30, per

loc
ogni i esiste N; C RN di misura nulla tale che se z ¢ N; risulta

1
lim — {3 p d = - (i p. 119
S B o f(y) — @l dy = | f(z) — 4 (1.19)

Poniamo N = |J, N;. Evidentemente N ha misura nulla. L’identita (1.19)
vale allora per ogni z ¢ N e per ogni ¢ € N.
Prendiamo adesso = ¢ N e fissiamo ¢ > 0. Data la densita dei g; in C esiste
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un indice ¢ tale che |f(z) — ¢;| < €. Si ha allora che
1

1
— \B(x ,r)l B( )lf(y)”fi’i+%‘_f(m)|p dy
y T,r
2 ) —alr d
< Yy — 4qi Y
fB(iI?,,T)‘ B(x.r)
i 7@) - ail? d
| r)— q;|" ay
|B(z,7)| B(z,r)
op—1

S f(y) — al” dy + 2P eP.
‘B(E T)‘ B(xz,r)

Tenendo conto della (1.19), si ha

1
lim sup
r—0 IB(:‘C&T)‘ B(xz,r)

1f(y)—f(@)|P dy < 2P~ f(z)—qi|P+2P"1eP < 2PeP,

Data 'arbitrarieta di € > 0 z € un p-punto di Lebesgue per f.

1.4.3. Convergenza puntuale di operatori di convoluzione. Come
noto una funzione f € LP(RY), con 1 < p < oo, p ud essere approssima-
ta in norma LP da funzioni piu regolari, usando prodotti di convoluzione.
In questa sezione vedremo sotto quali ipotesi tale approssimazione diventa
puntuale quasi ovunque. Ricordiamo che, presa ¢ € L*(R") con Jpn o =1

e posto per ogni € > 0 ¢.(z) = Ny (%), si ha
pex f— f

per € — 0 in norma, LP”.

Assumendo inoltre che ¢ € L=¥(R") e suppyp C B(0,1) si dimostra facil-
mente che

@E*f—-"f q*ﬂ':

infatti

0 * f(z) — f(z)] — f(z)| dy

¢ (;)\ f(z—y) - f(@)| dy

[ A\
{ny
t
2
e
>
”"-----._.---"'r
:
E-?:
|

IA
N
_=
iy

8
—
==
8
|
&
|
=
N
&
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Da questa stima segue subito che ¢, * f(z) converge ad f(z) per ¢ — 0 in
tutti i punti di Lebesgue di f e quindi quasi ovunque in R¥

Le ipotesi su ¢ affinche la convergenza quasi ovunque sia verificata possono
essere indebolite, come vedremo nel prossimo teorema. Premettiamo un
lemma, tecnico.

LEMMA 1.38. Sia ¥(z) = g(|z|) € L*(RY), con g :]0,00[— Rt funzione
decrescente e sita f > 0. Allora

(0 F)(z) < ( [ ¢) M)

DiM. Per ipotesi ¥ € L*(RY) e quindi

OO
Y(x)dr = NmN/ rN=1lg(r) dr < .
RN 0

Fissiamo n € N e definiamo per ogni t € R

=§g(k;1) s 2] () (1.20)

Osserviamo che, fissato ¢, la serie che definisce g, () si riduce ad un unico
termine. Risulta inoltre 0 < g, < g e go(t) — g(f) nei punti ¢ in cui g €
continuna. Dato che g € monotona, € continua q.o0. e quindi

gn(t) — g(t)

per q.o. t € R.
Fissato ¢ riscriviamo g, (t) come segue,

ant) mg(’““) e

( n ) =Tl](t)_9(knj) X]n,g](t)}
g( ) cA (%’}') X]mﬁ](*)]
9(2) -9 (22) | oy

Siccome g e decrescente, il termine generale della serie ax, = ¢ (—) —

(k + 1 )
g e positivo.

mn

wiviiviiive

S|z 3|

I

o
I
sk
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Definiamo a meno di un insieme di misura nulla

— Z i n Xﬁ(ﬂjﬁ) (m)
k=1

e stimiamo il seguente prodotto di convoluzione

Yn x fz) = o Yn(y)f(z —y dy—Zakn[B P fy) dy
0 B(0,%
= Y / N OLR Eﬁ ig
< M@ o B(o?§)|:w(m) [ b
Allora
pxflz) = | vWfz-y)dy<lminf | ¥n(y)f(z-y)dy
< Mf(z) liminf - Yn(y) dy = M f () -

dove nell’ultimo passaggio abbiamo usato il teorema di convergenza domi-
nata dato che ¥, (z) = gn(|z]) < g(|z]) = ¥(x) € LY(RYN).

Il lemma precedente ci permette di sostituire I'ipotesi di limitatezza e la
condizione sul supporto di ¢ con ipotesi piu deboli. E’ sufficiente infatti
che p sia dominata in valore assoluto da una funzione sommabile, radiale e
decrescente.

TEOREMA 1.39. Sia p € L'(RY), [on ¢ =1, |@(z)] < g(|z|) con g :]0, c0[—
R* decrescente e supponiamo che P(x) = g(\:c|) e LY(RY). Allora

we*x f— f qo. inRY

per ogni f € LP(RY), con 1 < p < oo.

DiM. Per ogni € > 0 poniamo

Gef(@) = | lecw)(f@=v) - f@)] dy

e Gf(x) = limsup._ o+ Ge f(z). Per ottenere la tesi e sufficiente provare che
G f = 0 quasi ovunque.
Osserviamo che se f € L®(R") ed & continua in zo allora Gf(zy) =
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Infatti, scelto r > 0 tale che |f(xg — v) — f(xo)| < &, per ogni y € B(0,r)

Gef(zo)| < fB ol — 1) ~ f(ao))| dy
" [ 0e () (f(zo — y) — f(z0))| dy
RN\ B(0,r)
< E/B({},r} [0e(y)] dy+2||fllm/w\5m} e (y)] dy

< <[ oWy 20l |l dy =0
YlZe

In generale se f € LP(RY) per ogni n € N esiste h € C°(R") tale che

£ = hllp < - (1.21)

Gh = 0 perché h & continua e limitata in RY. Poniamo r = f — h, allora
per la sublinearita di G,

Gef < G:h+Ger
e, passando al limsup per € — 0,
Gf <Gh+Gr=0Gr. (1.22)
Per 1l Lemma 1.38

Garl@) = [ 1ec@)lirt@ —y) = r(@)] dy

< [ WeWlir =) - r(z) dy
< [ Wlre-vld+ ([ 1)@
<

([ 191) (r@) + @,

Gr@) < ( [ 191) (Mr(@) + @), (129

Posto C = fIRN 1|, per ogni a > 0, da (1.22) e (1.23) risulta

(Gf>a}C {Mrg 'z%}“{|""| 3%} |

e quindi, per il Corollario 1.26 e per la (1.21)
AP |Irip (2C)P I Irll5 (2C)P o (i)

e quindi

{Gf>a}| <

P P nP

per n — 00. Quindi [{Gf > a}| =0 per ognia >0e Gf =0 q.o0.
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1.4.4. Potenziali di Riesz. Siano f € L} (R") e 0 < Rey < N. Posto
1

plx) = e e L}, .(RY), definiamo potenziale di Riesz di densita f la

funzione I, f definita da

L f(z) = f = p(x) =/RN [y‘;_,ff(fﬂ—y) dy = /HH 'ﬁ_;lw_ﬁ,f(y) dy

per ogni z € RV,

LEMMA 1.40. Sia 1 < p < c0. Se f € LP(RV) ¢ 0 < Ren < % allora
lintegrale che definisce I,f converge assolutamente per q.o. z € RY.

DiM. Dato che dobbiamo provare la convergenza assoluta dell’integrale,
possiamo supporre senza perdita di generalita che f > 0 e che 0 < v < %
Fissato R > 0 spezziamo l'integrale in due parti

fR 1 fle—y)dy = /B 1 flz—y)dy

N y[N 0.r) (YN

1
+f | —f(z —y) dy.
B0,R)e Y[V 7

Il primo integrale converge per q.o. * € R" perché prodotto di convolu-
zione di f € LP(RV) e di exBo.r) € L*RY), dove p(z) = |z|""V. La
convergenza del secondo integrale discende dalla disuguaglianza di Holder.
Infatti, indicato con p’ I’esponente coniugato di p, per 'ipotesi 0 < v < %.}

risulta ¢ € L? (B(0, R)¢) e quindi

“3?'
1 1 P
— fz —y) dy < || f| / Sdy | < oo
/B(u,ﬁ)c y[N =7 ’ B(o,R)e [y|(N=7)P

per ogni € RY.

Fissato 1 < p < o0, supponiamo che esistano 1 < g < oo ed una costante
C > 0 tali che per ogni f € LP(R"N) risulti

15, £llg < Clf _ (1.24)

cioe che I, : LP(RY) — LI(RY) sia un operatore limitato, e vediamo che
relazione deve sussistere fra p,q e .

Fissata f € LP(RY), per ogni A > 0 consideriamo la funzione fy definita
da fa(z) = f(Az). Si verifica facilmente che f\ € LP(RY) con || fill, =

_N
AT 7 || f]lp e che

, = O = X) dy =277 (L f) ().
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Allora I, f) € LYRY) con || I, fally = )FRET—%HIT]”HQ e per la (1.24) con
fx al posto di f

_N_N.p,
”I’rf”q < CA p e Hf”p

* C i ey _ N N
L’arbitrarieta di A implica che —— 4 + Rey = 0.
P q
Possiamo concludere allora che se esiste un ¢ per cui il potenziale di Riesz

risulta un operatore limitato da LP(R") in L(R¥), allora necessariamente

1 Rer
g p N
. : . _ , Revy 1
Osserviamo inoltre che ¢ risulta strettamente maggiore di p e che N < -.
p

Quest’ultima condizione, come visto nel Lemma 1.40, garantisce ’assoluta
convergenza dell'integrale che definisce I,.

. 1 1 R N
TEOREMA 1.41. Siano 1 < p< o e - =— — e,}i, con 0 < Rey < —. 1l

o | g p N P
potenziale di Riesz definisce un operatore limitato

I, : LP(RY) — LYRM).

DiM. Sia f € LP(RY). Fissato R > 0, per ogni z € R" stimiamo |I, f(z)]
nel modo seguente

1 1
Lf@l< [ o / o ]
(1.25)

Per ogni y € RY \ {0} poniamo ¢(y) = |y|**""Nxp,r)(y). Risulta che
Y(y) = g(ly|) con g :]0,00[— R* funzione decrescente cosi definita

o(t) = { ther=N ge |t| < R

0 se [t| > R.

Per il Lemma 1.38 risulta

[B L \f(z - y)l dy = ¥ * |fI(2)

o.r) [yl He

) — Nwp Re ~
< (/Bmﬁ} Y(y) dy) Mf(z) = 7 2B M(@)26)
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1
|y|N—R£*}f

possiamo stimare il secondo integrale in (1.25) per mezzo della disuguaglian-
za di Holder, ottenendo

1
——|f(z —y)| dy
[B(ﬂ,ﬂ)ﬂ |y| NV —Re

1 p—2
P 1 P
<([ e-vra) (] — dy
( B(0,R)e JBo,rye y|\¥ ~Ee 5=

e p’-sommabile e quindi

Siccome 0 < Revy < % la funzione y +—

AV =1
< “f”}? (NWNﬁt r(N—Rev)Ey ' dT)
p—1
Nwn(p—1)\ 7 LRey-X
— R 1.27
() 11 £l (1.27)

Mettendo assieme (1.26) e (1.27) si ha
1 f(2)| < C[Mf(x)RTY + || flpR™ 7 ]

dove C' e una costante che dipende solo da N,p e . Questa stima va-
le per ogni R > 0. Scegliamo in particolare R in modo tale che risulti

&
Mf(z)ReY = RRET_%j quindi prendiamo Rz( /1l ) . Per

tale valore di R allora si ha
p He e
L f(z)] < 2CM f(z)RFeY = 2C(Mf ()™ ™ ||fllp™ .

1 1 R R
Ma per ipotesi — = — — °7 o quindi PRET 1 - P Allora

g p N N q
P 1-2
L f(z)| <2C(Mf(z)) |1 fllp °-
Infine per il Corollario 1.26

RN

da cui discende che
Iy fllg < Tl Flp
dove C’ & una costante dipendente da N,p e ~.

(OSSERVAZIONE 1.42. L’ipotesi p > 1 non ¢ dovuta alla tecnica dimostrativa

adoperata, ma € una restrizione essenziale.

1 :
Infatti se p = 1, allora q sara dato dalla relazione — =1 — % Supponiamo
q

per assurdo che I, : L}(RY) — LI(RYV) sia limitato, ossia esista C' > 0
tale che ||I,f|l, < C||fll. per ogni f € L}(R"N). Sia ora ¢ € C(R"),
¢ >0 con [pn ¢ = 1. Per ogni ¢ > 0 definiamo @¢(z) = e~ Np(x/.). Posta
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1

Y(z) = L. = pe %1 € LI(RY) e per Vipotesi di limitatezza di I,

risulta

e *ﬂbuq = HL:*(PEH:; < Cllgellr =C.

Siccome (p.) € una famiglia di mollificatori, I,¢¢ converge a % in L}, (R")
per € — 0 e possiamo quindi estrarre una successione @, tale che

e, * P(x) = P(2)

per q.0. £ € RY. Per il lemma di Fatou

[Vl < l%gi;f @, x Y|l <C

ma questo e assurdo perché

1
Y9 = / —— dx = 00.
II ”q RN IiI:lN

1.4.5. Potenze frazionarie del Laplaciano. Presa una funzione f €

S(R™M), per le note formule che legano derivazione e trasformata di Fourier
richiamate nel Paragrafo 1.2.1 risulta

(—AFNE) = (2nl€])2 (&)

per ogni £ € RY.
Da questa identita nasce l'idea di definire le potenze frazionarie dell’ope-
ratore di Laplace per mezzo della trasformata di Fourier. Presi 7 € C e
f € S(RY), definiamo (—A)” f come quella funzione la cui trasformata di
Fourier e data da

(=AY NE) = (2mE)* f(€)

per ogni £ € RY.
In questa sezione proveremo che se 0 < Rey < N, allora esiste una costante
c(v) > 0 tale che

(—8)"% = e(7)L,

Il senso in cui va intesa questa identita verra chiarito nel Teorema 1.44.

r(%5)
LEMMA 1.43. Se 0 < Rey < N, posto c(y) = —+— allora
r(3) ot o
1 — (2m)~Y 1 —
— () de = 2(6) de
Joo TP 4= [ S O
, N (2m)~ 1 | _ _
per ogni @ € S(RY). In altre parole o) P e la trasformata di Fourier

1
[N

(nel senso delle distribuzion: temperate) di
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|

DiM. Sia ¢ € S(RY). Preso 6 > 0, consideriamo la funzione 1 (z)

) J.' '“'l 2
e~™lz1° . E’ ben noto che ¢ € S(RN) e che ¥(§) = 6~ 2e" 5=, Per

'identita di Parseval si ha che

[ e o@ = [ ot R ae
]EN HN

. qe 7 s . . N—~ . . .
Moltiplichiamo ambo i membri per 6~z ~! ed integriamo formalmente in §

> N—_~v_1 5 |2 oC Y1 udld "
/ dd 57 “lemmlEl o) d:r:::/ dd 0727 e” T8 (&) dE.
0 RN 0 RN
(1.28)
Perché 'uguaglianza (1.28) sia vera, dobbiamo provare che gli integrali a
primo e secondo membro convergono.
Integriamo il modulo della funzione integranda del primo integrale prima in
6 e poi in z. Integrando in §, per quasi ogni x € RY si ha

b

5”—2—1-1' o= 0|z’ lm‘ 15

£ o0 N —Re
= N—H{elf( )‘ / S 71 e " ds
0

T2 ‘m[N"RE"}"

@l (N - Rev) |

‘H.N—Eﬂﬂ'? ‘$|N_RE,.T 2

dove 'integrale che definisce I'( N_f“) converge perché per ipotesi Re~vy <

N. Se poi integriamo in z, allora

T N—Re~
= )/ L p(@)] de < oo
K

N — Re = f— e
‘ﬂ‘+ N |$rihil" RLH}
perché localmente Z[N=Fer e .sommabile e all'infinito ¢ € a decrescenza
;’I: -

rapida. Per il Teorema di Tonelli allora 'integrale a primo membro della
(1.28) converge assolutamente.

Integriamo allo stesso modo il modulo della funzione integranda dell’inte-

grale a secondo membro della (1.28). Ponendo s = ﬂ?i si ha

oC — He ™ < . > £ 7Y -
/ 67T e e [P(8)] dd = o) / s 7 L g8 s
0 0

m || Rey
G- (Rm)
_ He ~ 7
g Rer T\ 2

Re ~
2

dove l'integrale che definisce I'( ) converge perché per ipotesi Re~y > 0.

Come per il primo integrale
Re ~
C(=5Y) / !
R

Rey N fé-EREr}[@[g)l d£ < o0

T 2
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e quindi, ancora una volta per il Teorema di Tonelli, l'integrale a secondo
membro della (1.28) risulta assolutamente convergente.
Allora la (1.28) & soddisfatta e per il Teorema di Fubini abbiamo che

/ () dm/ 571 e=mdlal” g 2/ A(€) d&/ 57! e 5 ds
RN 0 RN 0

e quindi

r(52) 1 IERAC) A Y
/}R o(@)] de = —2 /R (6] de.

T2 N x|V T2 N EF

Da quest’ultima discende immediatamente la tesi.

TEOREMA 1.44. Siano 0 < Rey < N e c(vy) definito come nel Lemma
precedente. Se f € S(RY), allora

c(NIyvf = (_ﬁ)_%f:
cioé c(y) (I, f)(€) = (2n|&]) ™ £(€) nel senso delle distribuzioni temperate.

DiM. Sia f € S(RY). Per il Lemma 1.43
I —— (2m)~7 1
p(x) dor =
/uw [N @) rv c(y) €I

per ogni ¢ € S(RY). Fissato z € RY poniamo ¢ = f(z — -), sostituiamo in
(1.29) ed otteniamo

p(€) d& (1.29)

)Y E?ﬂi:&&: )
/RN |y‘§:—w flx—y) dy = . (Qc(f)r) = (&) de. (1.30)

Osserviamo che il primo membro della (1.30) & I, f(z).
Prendiamo adesso g € S(RN), moltiplichiamo ambo i membri della (1.30)
per §(z) ed integriamo in z. Allora

(2'}1‘) — EEm’:[:-ﬁ ~

[ @ i) de= [ o de | S S de

Come si puod facilmente verificare entrambi gli integrali a primo e a secondo
membro convergono assolutamente. Possiamo percio usare il teorema di
Fubini e invertire l’ordine di integrazione, ottenendo

) B (2*}1‘)_7 E2m’.z:+§ )
[ mi@ st de= [ BT Senie) 0@ de

Quest’ultima uguaglianza, valida per ogni g € & (RY), afferma che la trasfor-
mata di Fourier nel senso delle distribuzioni temperate di I, f € la funzione

@2rle)~ f
c(7y)

, ossia la tesi.
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1.4.6. Immersioni di Sobolev. Una dimostrazione dei teoremi di immer-
sione di Sobolev per 1 < p < oo puo essere fatta con 'ausilio dei potenziali
di Riesz. Il Teorema 1.41 ci permette infatti di dedurre le disuguaglianze
di Sobolev, dopo aver osservato che vale la seguente rappresentazione per

funzioni C!(RY).

LEMMA 1.45. Sia f € C}H(RY), allora per ogni z € RN

1 .
@) = = | Ve =) e dy (1.31)

DiM. Sia z € RY. Fissato w € SV~ per ogni t € R poniamo g(t) =
f(z — tw). Per il teorema fondamentale del calcolo integrale

f(z) = g(0) = -—/ﬂmg"(t) dt=£m Vf(z —tw) - wdt.

Integriamo 'identitd precedente rispetto a w su S* ! ed otteniamo

ISV f(z) = ];M do(w) /ﬂm Vi(x —tw)- % tN 1t
_ a2

dove |[SV~1| = Nwy & la misura (N-1)-dimensionale della sfera S¥~1.

Proviamo dapprima le disuguaglianze di Sobolev in tutto RY per1 < p < N.
Osserviamo che questa tecnica dimostrativa non consente di ottenere le
stime nel caso p = 1.

1
TEOREMA 1.46 (Sobolev). Siano 1 < p < N e —

1
p* P
C > 0 tale che

1
N Allora esiste

I

I flipe < ClIVFp (1.32)
per ogni f € WHP(RN), cioe WIP(RN) — LP"(RM).

DiMm. Per la densita di C}(RY) in WHP(RY) & sufficiente provare la stima

(1.32) per le funzioni di C}(R¥). Sia allora f € C!(R¥"). Per il lemma
precedente

L Vf(z—y)l L
e dy = I (|Vf]), 1.33
@< o | T dy = o h(VA) (139
dove I;(|V f|) ¢ il potenziale di Riesz di densita |V f| di parametro v = 1.
Per il Teorema 1.41, I; & continuo da LP(RY) a LP*(RV). Questo fatto
insieme alla (1.33) implica che

1

7l < = IV 5Dllg < Cr VS|

f
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dove Uy p € una costante che dipende da N e da p.

E’ immediato verificare che le stime provate sopra continuano a valere per
spazi di Sobolev W,"?(€), con Q aperto di RY.

COROLLARIO 1.47 (Sobolev). Siano Q2 aperto non vuoto di RY, 1 <p< N

1 1
g — = — — i Allora esiste C > 0 tale che
p* p N

[fllp- < IVl (1.34)
per ogni f € W, P(Q), cioé WyP(Q) — LP" (Q).

DiM. Presa f € C}(2), possiamo estenderla a zero fuori di Q ed ottenere
una furizione, che indichiamo ancora con f, che appartiene a C!(R”). Per
il Teorema 1.46, esiste una costante Cn , > 0 indipendente da f tale che

[fllLes ®vy < CnpllV FllLe@n).

Poiché la f ha supporto compatto in Q si ha che || f|| o= ®ny = | fllLo* (o) €
IV fllLeryy = IV fllLrq)- La tesi segue allora per densita.

Vediamo adesso come dal Lemma 1.45 si possa ricavare anche la disugua-
glianza di Morrey.

OSSERVAZIONE 1.48. Con un semplice cambio di variabili, riscriviamo la
(1.31) per un aperto qualsiasi di RV. Sia Q@ c R" aperto non vuoto e sia

f € CHQ); allora

f(x) = Niw fﬂ Vi) oY) gy

per ogni x € (1.
Infatti, se prendiamo f € C!(Q) e la estendiamo a zero al di fuori di €2,
allora, per il Lemma 1.45,

1

Y 1 (z - y)
— Vilz—y) —% dy = —— \% - d
‘- [R V=)t dy =g [ Vi) 2 dy

/()

1 (z—y)
Nwn fn Viw) lz —y|V “

per ogni x € (1.

LEMMA 1.49. Siano @ C RY aperto non vuoto, g :]0, oo[— [0, 00| funzione
decrescente e Y(z) = g(|z]) € LYRYN). Se | = |B(0,R)| per qualche

R >0, allora
/ Y(x) dx < / Y(x) dx.
0 B(0,R)



Equazioni Ellittiche del Secondo Ordine 11 33

DiM. Valgono le seguenti identita
Q\B(0, B)| = [2-|0NB(O,R)| e |B(0, R\Q| = |B(0, R)|~|2nB(0, R),
dalle quali, tenuto conto che |2| = |Br(0)|, segue che

2\ Br(0)| = |Br(0) \ ©].

Siccome

[ - o we [u=[ oy oy

B(0,R) B(0,R)\Q B(0,R)NS) Q O\ B(0,R) QNB(0,R)
(1.35)

risulta

/ ¥ — ] b = / o(lz]) - / o(lz])
B{D,R) 0 B(D,R]\ﬂ ﬂ\B{U,R)

> g(R) |B(0,R)\ Q| - g(R) |2\ B0, R)| =0.

TEOREMA 1.50 (Morrey). Sia Q2 C RN aperto limitato e sia p > N. Allora
| Wy P(2) — L=(9).

DmM. Sia f € C(§2). Per I'Osservazione 1.48 per ogni z €  risulta

L Vi)l
@) € o [ o du

1

iz —y|N-1
applicando la disuguaglianza di Holder si ha

1 y d >
1@< g ([P a) ([ — =) s

per ogni x € ).
Sia adesso R > 0 tale che || = |B(0, R)| = wyR". Per il Lemma 1.49

. dy P’ x
{: — i
(/ 2= l(N o ) - (/B{D.R) |:UI{N”F’) ckw, (137)

dove ¢ = ¢(N,p) > 0 & una costante che dipende da N e da p. Mettendo
assieme (1.36) e (1.37) otteniamo che

I £l < c(N,p) IV ]|, B = ¢(N,p, Q) V],

La tesi segue per densita.

appartiene ad Lzu.: (RY), sicché

L’ipotesi p > N implica che

COROLLARIO 1.51. Sia Q Cc RY aperto limitato di classe C. Allora
Wl*p(ﬂ) — L>()).
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DiM. Sia ' aperto limitato di RY tale che Q cC /. Allora esiste un
operatore di estensione

E:Wh'P(Q) — WP ()

u— Eu

tale che || Eully1p g < Cllullwis(o) per ogni u € WHP(Q) e qualche C > 0

(vedi ad esempio [1, Teorema II1.3.16, Teorema IV.4.26].) Per il Teorema
1.50 Eu € L°°(Y') ed esiste C’ > 0 tale che

|Eull Loy < C'||Eullwp @)-

Pertanto

|ull L) < [EullLe() < CTllullwip).

Proviamo ora le immersioni degli spazi di Sobolev con p > N in spazi di
funzioni holderiane.

LEMMA 1.52. Siano Q un aperto convesso limitato di RY, v € C1(Q),
1
S C Q di misura non nulla. Posti ug = 9] / u e d = diam(f2) risulta per
S

ogni x € §)
d" Vu(y)]
N|S| Jq |z —y|V 1

u(z) - us| < dy.

y—
‘ e g(t) =
ly — x|

u(z +tw) per 0 < ¢t < |y — z|. La convessita di Q assicura che la funzione g
¢ ben definita. Per il Teorema fondamentale del calcolo integrale si ha

DiM. Siano z,y due distinti elementi di §2. Poniamo w =

ly—zx|
u(y) — u(z) 9(ly — z|) — g(0) = /U g'(t) dt

y—|
f Vu(z + tw) - w dt .
0

Integrando rispetto a y su S e dividendo per |S| ambo i membri di quest’ul-
tima uguaglianza risulta

1 ly—=|
ug —u(x) = rg—‘-/sdy/[; Vu(z + tw) - w dt.

Posto
V= { V| in ) (1.38)

0 fuori,
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risulta
1 0
us —u(zx)] < dyf Viz + tw) dt
FSI ly—z|<d
hr . o0 tN—*i

_ Vix dt -

\S\/ dﬁ’/N 1 dﬂ'(w)jl; (z + tw) FN—1
N N o

_d V(z+ z) gy — da Viz —z) -
.NlSI mN ’E[N 1 N’S‘ JRN EE’N_I

- aN V(y) o dy Vu(y)]

N9l N1 WY = 7 NoT W
N|S| Jg~v |z — vy N|S| Jo |z — ¥

PROPOSIZIONE 1.53. Siano u € WHP(B(zg, R)) e N < p < 00; allora

(i) ue C(B(zg, R))
(1) Jullo < (N, R, p)||lullwre(B(zoR))
(ili) |u(z) ~ uB(ao,r)| < (N, D)Vl Lr(B(zo. RN R~ » perz € B(zg, R).

OSSERVAZIONE 1.54. Dalla (iii) discende immediatamente che

u(z) — u(y)| < 2¢(N, )|Vl Lo(Bzo. ) B ™7

per ogni x,y € B(xg, R).

DiM. (Proposizione 1.53) (Passo 1) Supponiamo p < 0.
Sia u € C'(B(xzg, R)). Per il Lemma 1.52, posti S = Q = B(zg, R), abbiamo
che

2 / Vu(y)|
u(zx) — u | < —— dy 1.39
‘ ( ) B(ma,ﬂ}l Nwn B(z0.R) |$_ylj\_1 ( )
. , , 1
per ogni r € B(zp, R). Siccome p > N la funzione 9 (y) = P €

L? (B(zg, R)) e per il Lemma 1.49 fBEme) Y(y)dy < fB(LR} Y(y)dy. Per la
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disuguaglianza di Holder, dalla (1.39) discende

1

21“"!1? P
u(Z) — UB(zo,R)| < f Vu(y)? dy
o= Nun \ peo.n)

A
1 4
X —— dy
(/B(;r[],}?) |z — y| (V=L )

1
<2 IV ] L\
_— e U : 7 <
Nwn EE )\ Jo.ry 1[N

2N ft N—1—-(N—-1)=E_
= ——||Vull e 5. Nwy —1-(IN-125
NW‘M H HHL {E‘-’{.E{],R}} Wfi..- A r d?"'

p—1

ON RN-(N=Dgx \ 7
— Vu N
Now VUl Le(B(20, R)) “NNZ (N —1)-5

2N (Nwy)™» 1- &
_ = B ||[VullLe(B(2o, r)).

(N — (N — 1)5_&1) ’

Posto
2N (NL:JN)_T%
p=1

(N — (N - 1)55) :

c(N,p) = > 0 (1.40)

abblamo provato la (iii) per funzioni di classe C*(B(zg, R)). Dalla (iii)
discende immediatamente la (ii), infatti per ogni x € B(xq, R)

_N
()| < up(zo,m) TN, P)R' ™7 ||Vl Lo(B (2o, r)) < (N, R, D) lullwre(Bzo, R)):

dove abbiamo posto

[.J—l

c(N,R,p) =wy’ RY™% +¢(N,p)R'" 7. (1.41)

Siaorau € W'P(B(xo, R)). Poiché C*(B(zo, R)) & denso in W1 (B(z¢, R))
esiste (un)nen C C'(B(z0, R)) che converge ad u in WP (B(z¢, R)). Dalla
(1i) ricaviamo che per ogni n,m € N

”un - um“m < ﬂ(-‘w: Ru P) “uﬂ - um”l‘p

e cioe che la successione (u,,) € di Cauchy per la norma || - ||oo. Questo prova
la (i), infatti (u,) converge ad u uniformemente in B(zg, R) ed u risulta
percio continua in B(zo, R). Per ciascuna u, valgono sia la (ii) che la (iii).
Da queste, per n — oo, si ricavano la (ii) e la (iii) per la funzione u.
(Passo 2) Supponiamo p = oo.

Sia u € WH*°(B(zo, R)). Allora per ogni p > N u € Wh?(B(zg, R)) e per
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il primo passo u € C(B(zg, R)) e valgono le stime

‘ulim < G(N-.r R!p)HUHWI‘P{B(ﬂJQ.RJ) (142)
_N

w(T) — UB(e r)| < (N, )|Vl Lo(B(zo, R R 7 (1.43)

per ogni x € B(xg,R). Osserviamo che le costanti ¢(N, R,p) e ¢(N,p)

definite rispettivamente in (1.40) ed in (1.41) non esplodono al tendere di

p all’infinito. Facciamo tendere allora p ad infinito in (1.42) e (1.43) ed

otteniamo le stime

[u(z) — “B(mu,R}f < 2V R HVHHLN{B(R:;],R})
|ul|oo < (N, R) ||ullwr.oo(B(zo.R))>

che sono proprio rispettivamente la (iii) e la (ii) dell’enunciato.

TEOREMA 1.55 (Morrey). Sia N < p < oo; allora, posto oo =1 — %, risulta

WIP(RN) < Cy(RY) N C*(RY).

DiM. Sia u € WHP(RY). Fissiamo una palla B(zg,1). Per la Proposizione
1.53

Hu“f:x: < C(N: p) HHHWI*P(B(I(}J):} < E(Nﬁp) IluI|W11F[RNJ=

per ogni x € B(xp,1). Data Darbitrarieta della palla B(zp,1) e data
I'indipendenza della costante ¢(V, p) da quest’ultima abbiamo che

]| Loo (B(zo,1)) < (Y, P) ||u|lwr@y). (1.44)

Sia ora (un)nen una successione di funzioni di C°(RY) che converge ad u
in WHP(R™). Applicando la disuguaglianza (1.44) alla differenza u,, —u e
facendo tendere n all’infinito ricaviamo che u € Co(R™).

Prendiamo z,y € R" e consideriamo la palla B(z, |z — y|). Per I’Osserva-
zione 1.54

i ErE—

u(z) = w(y)| < 2¢(N,p) [VullLr(B ey |2 — 4[>
e quindi
_N
u(z) — u(y)| < 2¢(N,p) [Vullr@ny [z =y~ >
N

Questa prova che u € C*(RY), cona=1—- —.
p

Grazie a quanto visto finora si puo agevolmente provare la seguente carat-
terizzazione dello spazio W1 (RY).

TEOREMA 1.56. Risulta

Wb (RY) = L°(RY) N Lip(RY).
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DmM. “C”: Siau € WH(RYN). Allorau € L®(RV)eu € WHP(B(zo, R))
per ogni p > 1 e per ogni xg € RY ed R > 0. Presi z,y € RY consideriamo
la palla B(z,|x — y|) e per I’Osservazione 1.54 abbiamo che

u(z) — u(y)| < 2¢(N,p) || Vull Lo(Ba.je—yp) 1T — 4~ .

Mandando p ad infinito nella disuguaglianza precedente e ricordando che la
costante c¢(IV, p) non esplode al tendere di p all’infinito, si ha

lu(z) —u(y)] < 2¢(N) ”V“||Lm{5[-_c*!:r-y|)} z -y
< 2¢(N) [|Vullpeowny |2 = yl.

Quest ultima stima ci dice che u € Lip(RV).

Vediamo un altro modo per provare questa implicazione. Consideriamo una
famiglia di mollificatori (¢;) C C(R") e poniamo u; = u * . per ogni
e > 0. Per ogni € > 0, u. € C®(R") e

[Vuelloo = [V * @elloo < [[Vt][oo

Siccome u, — u in L} _(RY) possiamo estrarre una successione wu,, che

converge ad v quasi ovunque in RY. Per il Teorema di Lagrange

e, (y) — te, (7)] < [V, |

per ogni z,y € RY. Da questa stima se mandiamo n — oo otteniamo che
u € Lip(R™N).

“>7”: Siau € L¥(RY) N Lip(RY). Esiste allora L > 0 tale che |u(z) —
u(y)| < L |z — y| per ogni z,y € RY. Per ogni h > 0 poniamo

oo [T =y < [Vulloo [z — ]

h,zo,...,zNn) —u(x1,29,...,
T}l‘h‘,(ﬂ?) . T.L(Ifl + 2 ; N) ( 1542 :L'N)
Al
per ogni ¢ = (1,%2,...,%p) € RY. Per ipotesi di lipschitzianita di u
risulta
lThu(z)| < L (1.45)

per ogni h > 0 ed z € RV, Fissata allora la palla B(0, R) si ha
/ rnul? < L7 |B(0, R)).
B(0,R) |

Per la riflessivita di L*(B(0, R)) esistono h, — 0 e v € L?(B(0, R)) tali che
Th, ¥ — v per n — oo debolmente in L?(B(0, R)). Ne segue

/ v¢o = lim Th, U ¢ = — lim U T—h, @
BN

TL— O Eh’ TL—>O0 EN

BN 811'11

per ogni ¢ € CX(B(0,R)). Allora v ammette derivata nel senso delle
distribuzioni Diju = v in B(0, R). Siccome R > 0 & arbitrario u ammette

derivata debole Diu in RY.
Rimane da provare che Diu € L*(R"). Sia E un insieme misurabile tale
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che |E| > 0, E C B(0, R) per qualche R > 0. Allora dalla (1.45) discende
1
im <7 u,xg > <L

che
Dlu
). 1] Insx

e quindi, data Parbitrarieta di F, segue che ||Dyu|lo < L.

< Diu,xg >| =
IE\

Proviamo infine che se N < p < oo le funzioni in W,"?(RV) sono quasi
ovunque differenziabili. In particolare cio si applica alle funzioni lipschitzia-
ne.

TEOREMA 1.57. Siano N <p< > edu € WEL’E(RN). Allora u € differen-
ziabile quasi ovunque.

DiM. Possiamo supporre p < co. Sia u € W, P(RN) e sia zg € p-L(Vu)
(cioé un p-punto di Lebesgue per ciascuna componente di Vu). Poniamo

per ogni x € RN

g(z) = u(z) —u(zo) — Vu(zg) - (x — z0).
La funzione g cosi definita appartiene a Wil’p (RM), g(zg) = 0 e Vg(z) =
Vu(z) — Vu(zo) per ogni z € RY. Fissata la palla B(xg, |z — z¢|), per
’Osservazione 1.54 si ha

9(z)] = lg(z) — g(zo)|

1

p
h]’

< 2¢(N,p) (f Va(y)|” d‘y) @ — zo|' ™
B(xp,|z—x0])

Fi')

2¢(N,p) | — zo|' ™% (/ [Vu(y) — Vu(zo)|” dy) :
B(zo,|z—z0])

|

Dividiamo primo e secondo membro della disuguaglianza precedente per
|z — x9| # 0 ed otteniamo

lu(z) —u(zo) — Vu(xo) - (x — 20)|

lx — x|

1
P

1
< 2¢(N : - 0)|” d
< 2¢f *P)(mmnw / s T = Vo) J)

che converge e zero per x — xzg. Quindi u ¢ differenziabile nel punto zg.
Per il Corollario 1.37 quasi ogni punto di R” & un p-punto di Lebesgue per
una funzione localmente p-sommabile e da qui segue la tesi. L

TEOREMA 1.58 (Rademacher). Le funzioni Lipschitziane sono differenzia-
bili quasi ovunque.

DiM. Basta usare 1 Teoremi 1.56 e 1.57.




CAPITOLO 2

L’equazione di Poisson

L’obiettivo di questo capitolo € quello di studiare 1’equazione di Poisson
Au — Au = f con dato f € LP. Per far cio proveremo la disuguaglianza
di Calderéon e Zygmund che consente di stimare la norma L? delle derivate
seconde di u con quella del suo Laplaciano. In questo modo se v € LP(RY)
& soluzione dell’equazione ellittica A\u — Au = f, con f € LP(RY), allora
u € W2P(RY).

La disuguaglianza di Calderon-Zygmund si riduce ad un’uguaglianza nel
caso p = 2 e si ottiene immediatamente con una semplice integrazione per
parti. Per p # 2 la dimostrazione richiede, come vedremo, sforzi maggiori.
Applicheremo infatti il teorema di interpolazione di Marcinkiewicz.

Prima di occuparci della disuguaglianza di Calderén-Zygmund facciamo
vedere come si determina la soluzione dell’equazione di Poisson.

2.1. Il potenziale Newtoniano

Sia € un aperto non vuoto connesso limitato di RY, con frontiera di classe
C! a tratti. Il Teorema della divergenza afferma che per ogni f € C*(Q2,R¥Y)

/divfdmz f-ndo,
Q - Jan

dove n € la normale esterna a () e do la misura di Lebesgue su 0€). Prese
u,v € C?%(Q), dal Teorema della divergenza scaturiscono le identita di Green

fu&wdmz—/Vu-Vvdm+/ H-C?Edﬂ' (2.1)
0 9) an dan

/ﬂ(uzﬁlv — vAu) dx = /5{1 (u% — ‘U%) do. (2.2)
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La soluzione fondamentale dell’operatore di Laplace A & la funzione cosi
definita

1
oy log |z| per N = 2
Mz)=9 " 1 1

N(2 - N)wpn |z|N—2
e soddisfa AT' = 0 in RY \ {0}. Risulta I' € L} (R") e inoltre

per N > 3

loc
1 Ti
D;I'(x) = -
() Nwpy |z|V
1 | 51 Lil g
Di;I'(z) = N—WN 2|V -N x| N+2 |

Osserviamo che le derivate prime della I" sono localmente sommabili, mentre
le derivate del secondo ordine non lo sono. In generale

\D*‘i‘-]ﬁ‘(m){ =0 (|:1:|N1—2+k) per |z|] -0, c0 (2.3)

dove con D* indichiamo una qualunque derivata di ordine k.

Data f : RY — R, definiamo Potenziale Newtoniano di f la funzione

N(f)=Txf= . e —y) f(y) dy.

In particolare il Potenziale Newtoniano risulta ben definito per funzioni in
C*(RY) ed e soluzione dell’equazione di Poisson Au = f, come proveremo
nelle seguente proposizione.

PROPOSIZIONE 2.1. Se f € C°(RY) allora N(f) € C®(RY) ¢

AN(f)=f.

Dmm. Sia f € C*(RY). Poniamo u = N(f). Per definizione

wa) = [ Ta-nfe)dy= [ Ty dy

per ogni x € RY. Si verifica facilmente che & possibile derivare infinite volte
sotto il segno di integrale e quindi che u € C®°(R"). Inoltre

|

Au(z) _fw F(y)Af(z —y) dy=/ Iy —z)Af(y) dy

RN’

~ lim Dy - 2)Af(y) dy.
PV JRN\B(z,p)
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Sia 2 = B(z, R) \ B(z, p) con R > 0 tale che B(z, R) contenga il supporto
di f. Per I'identita di Green (2.2) applicata a I'(xz — -) ed a f risulta

/ Dy — 2)Af(y) dy
B(z,R)\B(z,p)

Al'(y — x) f(y) dy

of O, ]
t ] (f-5w - G- aw

fﬁim,R}\B(I,ﬂ}

of oI
[ (rw-05w - Fw-2sw) s

Poiché supp f C B(z, R) e Al'(y—2z) = 0 per y # x, da quest’ultima identita
segue che

/ Dy — 2)Af(y) dy
RN\ B(x,p)

of or )

T Py —2z)3~y) — -y —= do(y).

Lﬁ{x,p) ( (v )@n () n (y —x)f(y) (¥)
Risulta

of 1 N
'y —z)—(y) do(y)| < C||V/[lle
~/t5‘B{1:,p) (y )65'1 (y) (J) — H f“ pN—Zp

e quindi

1
fRN\B(m,p) Iz —y)Af(y) dy = O(p) - NanpV 1 /{98(%#}) f(y) do(y).

Facciamo allora tendere p — 0 e otteniamo

/RN My —z)Af(y) dy = f(z),

ossia Au(x) = f(z).

ESERCIZIO 2.2. Provare che se f € C?(RY) allora N(f) € C?*RM) e
AN(f) = f.

Per completezza diamo anche una formula di rappresentazione per funzioni

u € C%(Q).

PROPOSIZIONE 2.3. Siano 2 aperto limitato di RY di classe C’l e u €
C?%(Q). Allora

ol ou
ue) = [ Tu-0)au) v+ [ (G- 2uw) - T -0)500)) dot)

per ogni x € (.
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OSSERVAZIONE 2.4. Se assumiamo inoltre che u abbia supporto compatto
in €2 allora

u(z) = ]ﬂ D(y — 2)Auy) dy,

cioe u = N(Au).

DiM. Fissiamo x € ). Per I'dentita di Green (2.2) applicata ad 2\ B(z, p)
risulta

f ['(y — z)Au(y) dy

O\ B(z.p)
= [ Ay dy
- Q\B(z,p)

..+ faﬂ (F(y — m)g—i(y) — g—i(y — :E)u(y)) do(y)

ou or
— /d . (I‘(y ~ %) 5-(y) = 5-(y - ﬂ-’r)u(y)) do(y),

dove, fra gli integrali a secondo membro, quello su 2\ B(x, p) € nullo perché
Al'(y—x) =0 per y € Q\ B(x, p) e quello su 0B(z, p) converge ad u(x) per
p — 0 come nella dimostrazione della Proposizione 2.1. Mandiamo allora p
a zero ed otteniamo la tesi.

Soffermiamoci sulle derivate del potenziale Newtoniano. Se f € C°(RY),
posto u = N(f), per ogni k € N si ha

|D*u(z)| = O (MNEHE) : per |z| — . (2.4)

Infatti, scelto R > 0 tale che supp f C B(0, R), si ha
uo)= [ Te-wfG)dy=[ Te-nfwdy
RN B(0,R)

Allora per |z| > R

|

()] dy

| D u(z)| -
B(0,R) | — Y|V *HE

[ DTe-piwa|<c
B(0,R)

|\

C
(el = RN 2+ fm,m 7l

Come anticipato, per p = 2 la disuguaglianza di Calderén-Zygmund si ot-
tiene facilmente integrando per parti. Nel seguito indichiamo con D?u la
matrice Hessiana di «. Inoltre poniamo [D?ul® =37, ;| Djjul®.
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LEMMA 2.5. Sia u € C(RY), allora

| D%ull2 = || Aulla.

DiM. La tesi segue immediatamente integrando per parti. Infatti

N N
/ ].&HF — Z DﬁuDjju - — Z Di.:uD,i.;jju
RY i,j=1YRY ij=17RY
N
= Z D.gjuDiju :f \Dzu\z.
’Lj=1 JREN BN

Come nel lemma precedente, dalla Proposizione 2.1 discende il risultato
seguente dal quale dedurremo esistenza, unicita e regolarita in L?.

PROPOSIZIONE 2.6. Data f € C°(RY) e posto u = N(f), si ha
[ 10 = [ 1= [ 1aup
RN RN RN

DiM. Fissato R > 0 consideriamo la palla B(0, R) di raggio R e centro
Vorigine. Per ogni¢,57 =1,..., N

] Dﬁuﬂjju “/ DiuDijju + / DiuDjju I/ do

B(O,R) B(0,R) OB(0.R)

f DijuD;u — / DiuDiju v do
B(0,R) dB(0,R)

‘|‘/ DiuDju v; do.
5B(0.R)

Sommando 'uguaglianza precedente su ¢, 7, usando Au = f e (2.4), si ha

. 1
f P2 = / Au? = / D?uf? + 0 (—N) |
B(0.R) B(0.R) B(0.R) R

Per avere la tesi e sufficiente far tendere R all’infinito.

Studiamo adesso le derivate prime del potenziale Newtoniano.

LEMMA 2.7. Sia Q aperto limitato e K € L} (RY). L’operatore di convo-
luzione T definito da

T (z) = /ﬂ K(z —)f(y) dy

e continuo da LP(QQ) in LP(Q) per ogni 1 < p < oo.
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DIM. Supponiamo 1 < p < oo: i casi p = 1, 0o sono elementari. Poniamo

o(z) = fﬂ K (2 — )£ (y)ldy

e sia R tale che 2 C B(R). Allora

g(z) = /ﬂm(m_y)mf(ymm_y)m

([ K- y)|a:y)1_:’ ([ K- y)llf(y)lpdy);

1

( / - JK(r)ldr) - ( JLCE y)uf(y)iwy) F

9@ < IK I pany | 1K@~ w)llFw)Pdy

FA

FA

Quindi

e, integrando su (2,

fﬂ[g(:g)[ﬁ < IKHLI(B@R} /L 0 Kz -y ) f(y)|Pdxdy

= UK s [ 1F@)Pdy [ 1K (2= y)lda
< KN pamy I FIE.

Ne segue Ty (f) € LP(Q2) e

1Tk fllp < 1K) L2 (B2r)) 1 £ llp-

Il Potenziale Newtoniano e un operatore di convoluzione con nucleo local-
mente sommabile. Il lemma precedente ci dice allora che, se Q & limitato,

N : LP(Q) — LP(Q)

e un operatore continuo per ogni 1 < p < 0.
Lo stesso accade per il suo gradiente che & l'operatore di convoluzione
associato al gradiente di I', anch’esso localmente sommabile.

PROPOSIZIONE 2.8. Se Q2 ¢ limitato, allora

(i) fe€L>(Q)= N(f)eC'RY)cCC Q)
(ii) N : LP(Q) — WHP(Q) é continuo per ogni 1 < p < 0.
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DiMm. (i) Sia f € L°°(Q2). Poniamo u = N(f) e v —/ VI'(—y)fly) dy
Consideriamo una funzione : R —» R, 0 < 5 < 1, n € C*°(R) tale che

0 ——i:x:*-iil
i 2
w0 ={ 0 ST

Per ogni € > 0 e per ogni z € R" poniamo

Le funzioni u. convergono uniformemente ad u per € — 0, infatti

ue) - ul) < [ IM@-v) [1~—w(‘$“y'): )] dy

E

- [(z - = 1 £lloo
< Ifl /i LS H /MEJI‘(::ME

N(N = 2)wn Jjz<e 121V 72

Consideriamo adesso Vu.. Risulta per ogni z € RV

Vue) = [ re-un(E4) 1) ay

+;_1-fﬂr‘(m—y)n" (lﬂ:;yl) I:r—ylf(y) dy.

Proviamo che Vu. — v uniformemente per € — 0.

o(@) - Vu@] < [ VT -w)l[1- (=) |irwray

(5

Ilfllm/
< dz
Nwp |z|<e |‘Z|N_1
Ml 171,
N(N—Z)WN € Jz|<e 2|V =2
R R L[~ 1 N
< C(/; AN—1 r d?‘—{—;/{; N—2 Tr dr
3 g—+{)
— —C — U?
5 e
dove C' = ||f Hmma}c{ El,\? [ES 2}. Possiamo concludere allora che u €

CHRY) e Vu = .
(ii) Sia f € LP(Q) e sia f, C L*®(Q) tale che f, converge ad f in LP(Q).
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Siccome N & un operatore continuo da LP(2) in LP(2), N(f,) — N( f) in
LP(S2). Per il punto (i) N(f,) € C*(€) e per il Lemma 2.7 risulta

. VN(fn)=VDlx* f, 5 VD« f
in LP(§2). Pertanto N(f) € WHP(Q) con VN(f) = VI % f e

INCOLe = INElo + IVN()llp = IT * fll, + IVT = fll, < C|l £l

Come ci si puod aspettare una soluzione dell’equazione di Poisson con dato
LP ¢ data dal potenziale Newtoniano. Nella proposizione che segue di-
mostreremo questo fatto per p = 2. Punto essenziale di questa verifica &
I"'uguaglianza provata nella Proposizione 2.6. Per generalizzare questo risul-
tato ad un p # 2 sara necessaria quindi la stima di Calderén-Zygmund che
proveremo nella prossima sezione.

PROPOSIZIONE 2.9. Il Potenziale Newtoniano N é continuo da L?(Q) in
W?22(Q). Inoltre

AN(f)=f
per ogni f € L*(Q).

DiM. Sia f € L*(Q) e sia (f,) C C=(Q) convergente a f in L%(Q). Per la
proposizione precedente N(f,) converge a N(f) in W12(Q). Proviamo la
convergenza L* delle derivate seconde. Per la Proposizione 2.6

ID*IN(fn) = N(fm)lllz2@) < DN (fa) = N(fm)lll 2@y
= [[A[N(fn) - N(fm)]”LE{HN)
= /o — fm”Li‘(n)-

Da qui segue che (N(fy,)) & una successione di Cauchy in W22(Q). Allora
N(f) e W22(Q) e [N(f)llz2 < C||f||- Per finire

’ﬁN(f) - HILH;G‘&N(fﬂ) — T}Lngﬂ fn=1F.

2.2. La disuguaglianza di Calderén-Zygmund

Lo strumento principale per la dimostrazione della disuguaglianza di Cal-
derén-Zygmund e il teorema di interpolazione di Marcinkiewicz. Al fine di
applicare quest’ultimo abbiamo bisogno del procedimento di decomposizione
in cubi di Calderén-Zygmund, qui di seguito illustrato.

LEMMA 2.10 (decomposizione in cubi). Siano 0 < f € LY(RM) et > 0.
Esistono ), F misurabili tali che RN = QUF con QNF =0 ¢
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(i) f<tsuF;
(ii) Q = U2, Qk, dove (Qr) sono cubi coi lati paralleli agly assi tali che
QrNQL=0per k+#h e
1
t< — [ f<2M¢
Qx| Jo,

per ogni k € N.

DiM. Sia G una griglia di RY, cioé una suddivisione di RN in cubi di lati
paralleli agli assi tale che se Q € G allora

7.
— | [ <t
Q] Jo
Per ottenere G basta suddividere R¥ in cubi congruenti di misura |@Q| tale
1
che — f <t
Q| Jrw

Fissiamo un cubo @ € G. Dividendo ogni suo lato in due parti uguali
suddividiamo @ in 2" sottocubi congruenti e sia Q' uno di questi sottocubi.
Possono verificarsi due eventualita:
1 1

2) — < t.
Q1o 7 D @Syt
Se (' verifica la 1), allora Q' & uno dei cubi che andra a formare Iinsieme
{2. Se invece Q' verifica la 2) suddividiamo @’ in 2V sottocubi congruenti
e ripetiamo per ognuno di essi quanto fatto per Q’. Quindi continuiamo
indefinitamente a suddividere i cubi che verificano la 2) ed a selezionare e
porre in () i cubi che verificano la 1).
Ripetendo quanto fatto per il fissato cubo Q per ognuno dei cubi che costi-
tuiscono la griglia G otteniamo la decomposizione in cubi cercata. Infatti O
risulta unione numerabile di cubi Q, i cui interni sono a due a due disgiunti

e tali che JQ’[
ST o S i@ Lo

dove Q' € il cubo di cui Qi & la 2V-esima parte e per il quale quindi

1
@1 o f <t
Poniamo F' = R" \ Q e proviamo che f < t su F. Se z € F allora esiste una

. 1 -
successione di cubi (Qx) con —=— [ f <t tale che z € @}, per ogni k € N

|Qk’ x

e Qk — « nel senso della Definizione 1.32. Poiché per il Teorema 1.30 quasi
ogni z € RY & un punto di Lebesgue di f, possiamo assumere z punto di
Lebesgue di f e per il Corollario 1.33 risulta

f(z) = lim .,1 f<t.

k=00 ]Qk’ Qk

1)

f <Nt
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OSSERVAZIONE 2.11. L’insieme F' della decomposizione in cubi del lemma
precedente e sicuramente non vuoto. Infatti se F' fosse vuoto allora ) = RY
e, contraddicendo la sommabilita di f, avremmo

/Mfzszf}tZ@k\:m.

keN keN

L’insieme €2 puo invece essere vuoto e questo si verifica se e solo se f < ¢
q.o. in RV,

TEOREMA 2.12 (Calderén-Zygmund). Sia 1 < p < oo; allora esiste ¢ =
c(N,p) > 0 tale che

1Dig N (f)llp < el f| (2.5)
per ogni f € C(RY).

DiM. Per ogni f € C°(RY) poniamo Sf = D;; N(f) = D;;(T * f).

“Caso 1 < p < 2”: Sappiamo che ||Sf|2 < || fll2 per ogni f € C=(RYN). Per
densita allora S si estende ad una contrazione da L*(R") in sé. Vogliamo
provare che S e di tipo debole (1, 1), cioé che esiste una costante ¢ > 0 tale

che m{|Sf] > t} < C“'};”l per ognit >0 e f € LY(RNYn L2(RY), in modo

tale da poter poi applicare il teorema di interpolazione di Marcinkiewicz ed
ottenere la (2.5) per 1 < p < 2.

Siano f € LY (RV)NL?(RY) et > 0. Per il Lemma 2.10 possiamo considerare
la decomposizione in cubi di Calderén-Zygmund RY = QU F relativa a |f|
e a t. Spezziamo ora |f| in una parte buona g definita da

(:r:)—{ | f(z)] sez € F
9 o ﬁfﬂ?k‘fl SE£€Qk:k:1321”*

e in una parte cattiva b data da

0 sex e F
b(m):\f($)|—9($)={ F@) = fo, Ifl sez€Quk=1,2,...

Osserviamo che / b=0 per ogni k¥ € N. Risulta |g| < 2Vt e quindi

Qx
g € L (RYN),
[ i
Qr

o= [ 1ol = [lal+ [ 1ol= [ 191+ %

keN
= [+ [ 1A
[ =1l

lot = [ 1o <2V¢ [ 1l =2Vels1, 2.6

|

ed inoltre
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Pertanto b = |f| — g € L*(RY) N L*(RY).
Poiché S e lineare, Sf = Sg + Sb e quindi

MISf\zt}iip{{Sglz%}M{ISME%}- 2.7)

Stimiamo separatamente i due addendi a secondo membro della (2.7). Per
il primo, usando la disuguaglianza di Chebyshev e la (2.6), si ottiene subito
che

4 S 2 4 2 ZN-I—Q
}{ |59llz _ 4llgllz _ 1£1ls. (2.8)

{
Sal > —

2
Stimare 4 {|Sb| > %} risulta molto meno immediato.
Per ogni £ € N poniamo by = byg,. Poiché b € L2(RV), b =0su F e i
Qr hanno interni a due a due disgiunti si ha che Y ;_, b = b in L%(RY)
e quindi, poiché S & continuo da L*(RY) in L%(RY), > 72, Sby = Sh in
L*(RMN) .
Fissiamo k € N. La funzione by appartiene a L*(Q) N L*(Qx) e soddisfa

ka b = 0. Sia (bg,1)ien C CF(Qk) con / br,, = 0 tale che by ; — by in

@k
LE(Q;:) per [ — o0.
Per ogni € RV \ Qf := Q.
Sbk1g($) — DEJ(F * E}k’g)(fﬂ) — Dijl"(m — y)bkg(y) dy
Qr

Sia yi il centro del cubo Q) e §; il suo diametro. Dato che f br1 = 0 si
ha che

k

Sbi(x) = . (Di;I'(x —y) — DisI'(z — y&))bra(y) dy

per ogni z € Q. Ora, per qualche & € Yy, risulta
1Dz —y) — DiT(z —yi)| < |VDyul(z— &) |y — ykl

C
< ¢ 0
= [dist(z, Q)N
e quiﬁdi
Cé
5hesle) < i Qo o, o) 29

per ogni £ € Qf . Sappiamo che by; — by in L*(R") e quindi anche
Sby,; — Sby in L?(R"). Possiamo inoltre sempre suppore che tali conver-
genze valgano anche quasi ovunque. Allora, passando al limite per | — oo
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in (2.9), abbiamo che per quasi ogni = € _Q:E

0401 < e o [, el (210

Consideriamo adesso la palla By di centro yx e raggio 8. Per ogni € B

5 _
|z — yi| < dist(z, Qk) + Eki < dist(z, Qk) 4 Z kal

e quindl

1

dist(z, Qr) > §|$ — Yk|-

Da quest’ultima e dalla (2.10) segue che

1
|Sb(z)| dxz < Cék/ \br(y) dy/ dz
'/1;3 ke l |z —yi| >0k |$ o yk’N+1

k
1
() —
o [ 1wl dy |

C [ b(y)| dy. (2.11)
Qx

I

A questo punto poniamo Q* = Ui By e F* = RN \ Q*. Per la (2.11), poiché
F* C Bj per ogni k, si ha che / 1Sby| < C’/ 1b| Yk, e quindi per il

_ F Qi
Teorema di Beppo Levi

/. > ISt

> [ isul<ey [ w
kVET Y@k

< ¢ / 51 < CUIf I + llgll)
RN
= 2C|f|1.

Sicché ), |Sbr(z)] < oo per q.o. = € F* e, dato che Y, Sby, = Sb in
L*(R™), per unicitd del limite 3°, Sby(x) = Sb(z) per q.0. z € F*. Allora

/ 1S8] < 2C]£]x
N

e quindi per la disuguaglianza di Chebyshev

< 2{|.50]| L1

2O <D (212)

L
,u{mEF*:|Sb|25}
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Vale anche che

: t *
p{meﬂ sz g} < (0) < (B

f N
""JNZ'SE = wnIV? Zlf
k - k

C(N)
L

C(N) Y |Qk| <

k

dove con I indichiamo il lato del cubo Q. Per la (2.7), mettendo assieme
(2.8), (2.12) e (2.13) otteniamo che

w1712 1y < S8,

per una costante C(N') > 0 dipendente solo dalla dimensione dello spazio N.
Quest’ultima stima altro non & che la (1, 1)-debole continuita dell’operatore
S.

Possiamo finalmente applicare il teorema di Marcinkiewciz. Allora esiste
una costante C'(N,p) > 0 tale che

HDijN(f)Hp - HSf“;n < C(Naiﬂ)nﬂlp*

“Caso p > 27: Questo caso si ottiene per dualitd dal caso precedente,
siccome S e autoaggiunto. Infatti per ogni f,g € C®(RY)

/ (Sf)g = Dij(r*f)ng (I'« f) Dijg
RN RN RN
— f(I‘:a:D”g) — fDij(F*g)
RN RN
= f(S9).
RN

Allora, fissato p > 2 e indicato con p’ I’esponente coniugato, si ha che

/RN Sfa) < fllp[1Sgller < (N, D) f1lp gl

e quindi

|5Flly < CN, )| flp-

COROLLARIO 2.13. Seu € W2P(R™Y), 1 < p < 00, allora esiste C(N,p) >0
tale che

| D?ull, < C(N, p)l|Aul,. (2.14)

DiM. Per la Proposizione 2.1 e per il Teorema di Calderén-Zygmund se
u € CE(RY), allora © = N(Au) e quindi

HDEHHP = HDQN(&“)HP < CH&U”F‘
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La stima si estende a W2P(RY) per densita.

ESERCIZIO 2.14. Siano u € CX (RN, RY), (Du);; = (D;uj)i; la matrice

. . . D Dui™ . .
jacobiana di u e Fu = “'F'g “” la sua parte simmetrica. Allora

/ Dul+ [ (div u)? = 2/ Eul2.
RN RN RN

[Suggerimento: integrare per parti).

2.3. Alcune stime interpolative in L?

In questa sezione proviamo alcune disuguaglianze interpolative che permet-
tono di stimare la norma LP delle derivate prime di una funzione con le
norme della funzione stessa e delle sue derivate seconde. Consideriamo
dapprima il caso unidimensionale.

Sia u € C°(R) e sia x € R. Per la formula di Taylor con resto integrale per
h > 0 si ha che

h
u(z + h) = u(z) + hu'(z) +/U (h —t)u” (z +t) dt

da cui, portando u'(z) a primo membro e dividendo tutto per h, si ottiene

h) — 1 /"
o (z) = YEHR) —ul@) —/ (h — t)u" (z +t) dt.
h h Jo
Se prendiamo le norme L” allora
! 2 1 " H
Il < Zllullp+ 5 [ (A=Ollu"(- + )|, dt
h h J,
2 h
= 3Nl + 51wl
Posto ¢ = % scriviamo la prima disuguaglianza interpolativa cercata
1
/llp < ellu’llp + ~ lul,. (2.15)

La disuguglianza vale per ogni € > 0. Se minimizziamo su ¢ otteniamo una
seconda disuguaglianza interpolativa e cioe

1 1
1 llp < 20w || Jlull3-

Sia ora u € C°(RY). Fissatie >0edi=1,...,N dalla (2.15) segue che

1
/lDqu dx; < 2P~1 (spflﬂiiu[p dmi-l—*—[l'ulp dz; |,
R R &P Jr
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da cuil per il Teorema di Fubini si ha

1
/ ID,,,;‘U,F’ dx < 2;.0—1 (Epf |Dﬁu|p dr + — I?L'p Cfiﬂ)
RN RN gp BN

e quindi

1 1
IDaly < e |elDuuly + Fluly| < c[elD?ul,+ 1hal,] @16

per una qualche costante ¢ > 0 dipendente solo da p.

PROPOSIZIONE 2.15. Sia u € W2P(RY) con 1 < p < oo, allora per ogni
>0 .
| Vully < =l D%ully + < ull,

per una qualche costanie ¢ = c(p) > 0. Inoltre, minimizzando su €, si ha

‘ 1 1
IVullp < 2¢]| D?ul|3 flull3 (2.17)

DiM. Se u € C°(RY), allora dalla (2.16) si ricava che per ogni € > 0

C
[Vullp < cellD2ully + < ul,

Quindi la stima si estende per densita a W2P(R™).

Mettendo assieme la stima ottenuta nella proposizione precedente e quel-
la del Corollario 2.13 possiamo stimare la norma L? del gradiente di una
funzione con quella della funzione stessa e delle sue derivate seconde pure.

COROLLARIO 2.16. Sia u € W2P(RY) con 1 < p < 00, allora esiste C =
C(N,p) > 0 tale che per ogni € > 0 risulta

C
HVqu < ’5“&“”;:- + ;HHHP

Il corollario seguente afferma che 'operatore A con dominio W2P?(R¥) & un
operatore chiuso.

COROLLARIO 2.17. Se 1 < p < o0, allora esiste C = C(N,p) > 0 tale che
lullz,p < C(N;p) [[lullp + [ Ay
per ogni u € W4P(RY),

2.4. Esistenza e unicita per il Laplaciano in RY
Siamo a questo punto in grado di provare esistenza e unicitd per I'equazione

~ Au—Au=f
con f e LP(RY)e X > 0.
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TEOREMA 2.18. Siano 1 < p < oo e A > 0, allora per ogni f € LP(RY)
esiste un'unica u € W4P(R"Y) tale che

Au— Au = f.

Inoltre 1
Mullp + A2[|Vaull, + | D?ull, < Clf]l,. (2.18)

Per provare il teorema abbiamo bisogno del seguente

LEMMA 2.19. Sel <p< oo eu€ W2P(RN) allora

/ AuululP™* <0.
BN

DiM. Distinguiamo iduecasi: p>2el <p< 2.
“p>2": Se u € W2P(RN) allora ulu|P~? € WL? (RM). Integrando per
parti otteniamo

f Au ufulP™ = —(p — 1) |Vu|?[ulP~2 < 0. (2.19)
RN RN

“p < 2”: In questo caso non & detto che u|u[P~? sia in W1 P (RVN). Pro-
viamo dapprima la tesi per funzioni regolari a supporto compatto. Sia
u € CP(RY) e dato § > 0 poniamo

us = u(u’ + 6)}35_2 e C>®(RY).

Per le funzioni us € valida la formula d’integrazione per parti:
f u(u2—!—§)'p5_2&u= —/ ]Vufz(ug—l—é)'ﬁ_d((pnl)uz—kﬁ) <0
BN BN

e quindi

f u|uP~4 Ay = lim u(u® + 6)%—?&15 < 0.
RN §—0 RN

Siano adesso u € W#P(RY) e (u,,) C C(RY) tale che u,, — u in W2P(RV).

Allora, un |uy|P~% — u|uP~2 in LP (RY), Au, — Au in LP(RY) e quindi
Un [Un P72 Auy — ululP2Au

in L*(R"). Ne segue

fN ululP"?Au = lim Un [Uun|P 2 Au, <0,
R

TL— 00 EN

DiM.(Teorema 2.18)
“Unicita + stima”: Siano f € LP(R") ed u € W2P(R¥) tali che \u— Au =
f. Moltiplichiamo per u|u|P~2 ed otteniamo

AulP — AuululP~? = fululP2.
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Integriamo su RY ed usiamo il Lemma 2.19 e la disuguaglianza di Hélder

u ul? — w|u|P?
A/RNH?-‘ < A/EN\UJ /mwﬁ G
<[ Uk < Al

Quindi, dividendo primo e secondo membro per ||u[[?~", si ha
Melly < 1 £l (2.20)

Questa disuguaglianza implica 'unicita della soluzione. A questo punto,
per il Teorema di Calderén-Zygmund

||D2“”p < CllAullp = Cl[Au — fllp < 2C|fllp (2.21)
e per la disuguaglianza interpolativa (2.17)
1 1 1
AZ(|Vullp < A% 2¢|| D%l [lullf < 2v2eVOllfl,  (2:22)

Mettiamo insieme (2.20), (2.21) e (2.22) e, ridefinendo opportunamente la
costante C, otteniamo la stima cercata.

“Bsistenza”: Data f € S(RY), la soluzione in W2P(RV) di \u — Au= f &
la funzione u € S(R™) la cui trasformata di Fourier & data da

.

P |
A+ €2

Sia ora f € LP(RY) e sia (fn)nen C S(RY) tale che f, converga ad f in
LP(RY). Per ogni n € N sia u,, € S(RV) la soluzione di \u,, — Au, = f,.
Per la (2.18) per ogni n,m € N

”uﬂ— o um”lp < k”fn — fm“p:

per una qualche costante £ > 0, cioe la successione u,, € di Cauchy e quindi
convergente in W2P(RV) ad una v € W2P(RY). Allora, passando al limite
in Au, — Au, = f,, si ha

2 — Au = f.

2.5. lcasip=1, p=

Le stime della precedente sezione non valgono nei casip =1e p = oco. 1
seguentl esempil mostrano infatti come non sia possibile controllare le norme
L' o L* delle singole derivate seconde di una funzione con quelle del suo
laplaciano.

ESEMPIO 2.20. Sta N = 2. Non esiste C costante positiva tale che per ogni
u € C(B(0,1)) risults ~

| Dayulloe < C [ Au]loo + fulloo + [Vurfloo]. (2.23)
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DiM. Consideriamo, per ogni 0 < € < 1, le funzioni

us(z,y) = n(zy)zy log(e + ° + y°)

dove n € C(R?),0<n<1,n=1in B(0, 1) e supp n C B(0,1). Risulta
ue € C°(B(0,1)). Inoltre si prova facilmente che esiste M > 0 tale che

”UEHW"FHVHHW‘I*”'QHEHGG <M Vi<e<
D’altra parte si ottiene
HDIqu“m > ‘Dmyus(on 0)| = | log €]

quindi non esiste una costante C tale che valga (2.23) per ogni € > 0.

ESEMPIO 2.21. Sia N = 2. Non esiste C costante positiva tale che per ognt
u € CX(B(0,1)) risults

1 Dzyully < Cl|Aully + [Jull11].- (2.24)

DiM. Supponiamo che esista C' > 0 tale che valga (2.24) per ogni u €
Ce?(B(0,1)). Sia v € C°(R?) con supp v C B(0,p) e sia R > p. Poniamo
u(z,y) = v(Rw, Ry). Risulta v € C°(B(0,1)) e, usando (2.24),

R [ |Duu(Ra, Ryl < G{Rﬂz [ 1au(Re, Ry)
B(0,1) B(0,1)

+R Vo(Rz, Ry)]
B{0,1)

+/B{u,1}lv(R$? Ry)\]

da cui
1

1
D..,vl < A — — .
/RE\ _yﬂ\__C[HE\ 1:\+RR2\V11|+R2]REIU|J

Facendo tendere R a +o0o otteniamo
IDmyt’i < C Jﬁ}l’Ul (225)
R2 B2
per ogni v € CX(R?) e, per densita, per ogni v € W21(R?). .
Siano ora f,g € C°(R?) e consideriamo f, § € S(R?) tali che f — Af = f
e g — Ag = g, ossia
f=0I-A)"f; g=(I-4A)"g

Integrando per parti si ha

/A‘ I-A)"1fg = f (I-A)""f(g—Ag)
R2 R2
B /R f(a-2g) = /Rg(f— Af)g= | fI-4)"g

HE
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Integrando ancora una volta per parti, applicando 'uguaglianza sopra. pro-
vata e usando la commutativita dell’operatore risolvente con le derivate
seconde, segue che

D:r:yfg — Dmy(f_ &)_I(I _A)fg

R2 JR?2

_ /RE(I — A D, (I - A)fg

Day(I —A)f(I—-A)"'g
R2

= /. (I —A)fD. (I —A) g

da cui, applicando (2.25) e tenendo presente che ||g||1 < | ¢g[|1, otteniamo

B2

e quindi

che contraddice (2.23).

Dﬂfg| < T = A)F ool Day (T = A) gl
< O = A)flll AT = A) gl
= O = A)flleollg — (I — A) g
< 2C|glhll(I = ) fll

[1Dey flloo < 2C|[flloo + [[Aflloo],

ESERCIZIO 2.22. Provare che

se h € S(RY).

Dij(I =AY *h= (- A)"'Ds;h

ESERCIZIO 2.23. Provare che

/ Ah(sign h) <0  con h € S(RY)
RN

1 se h >0
stgn h=<¢ =1 se h<0
0 seh:O_

facendo tendere p a 1 nel Lemma 2.19. Dedurre quindi che ||g]]; < ||g]:
nell’Esempio (2.21).

N

ESERCIZIO 2.24. Provare che se Au € L' allora Vu € LP per ogni p < ——

N—1"



CAPITOLO 3

Operatori ellittici in RY

3.1. Stime L? in RY per operatori uniformemente ellittici

Ora ci proponiamo di dimostrare risultati analoghi a quelli ottenuti per
'operatore di Laplace nel caso di operatori ellittici. Iniziamo col provare
stime LP per operatori a coefficienti costanti del tipo

N
A{} .= Z EL;-;_;,:DE'J‘

ij=1
con a = (aij)i j=1,..,~ matrice reale simmetrica soddisfacente la seguente
condizione di ellitticita:

N
Z ai; €& > v|E]? VEEe RN e con v > 0.

i,j=1

Con un semplice cambio di variabili, possiamo trasformare 'operatore ellit-
tico Ap sopra definito nel laplaciano per ottenere in modo immediato stime
analoghe a quelle provate in precedenza.

PROPOSIZIONE 3.1. Se 1 < p < 00, allora esiste C = C(N,p,v) tale che
ullzp < C(N,p,v) [[lullp + [[Aoullp]
per ogni u € W2P(RY).

DiM. Consideriamo prima il caso in cui (a;;) € una matrice diagonale ossia
'operatore e del tipo

N
Ao =) AiDii.
1=1

Osserviamo che la condizione di ellitticita vale con v = min{A; : 7
1,..,N}
Sia u € W2P(RY) e consideriamo v € W2P(RY) tale che

I
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con la notazione —= intendiamo il vettore di componenti -2 ... LN,
( ] ﬁ p \/11 j ' .:\N )
Risulta

1 z
Diju(z) = T Vi (ﬁ)
by

Aou(z) = Aw (%) .

Per quanto osservato e per il Corollario 2.13, abbiamo
IDyuly < 7 |Dyo (=)

VA
c(A)

L/
_ ) o n
- 2 ”DIJHHP U C(AP)H‘&“HP

p

_ Av ([ — ||| = Il
2 a0 (75)], = L5,
Abbiamo cosi ottenuto
CN,p
1D%u, < LB o, (3.1)

Trattiamo il caso generale. Sia Q matrlce ortogonale tale che QaQ* = D,,
dove D) & una matrice diagonale avente come elementi Al,y ooy AN, autovalori
di a, e sia v tale che u(z) = v(Qx). Siccome

Vu(z) = Q*Vuv(Qz) e D?u(z) = Q*D*v(Qz)Q
risulta
Aou(z) = tr(aD*u(z)) = tr(aQ* D*v(Qz)Q))
= tr(QaQ*D*v(Qx)) Z}& D;;(Qz). (3.2)

Osserviamo che
|D*u(z)|?* = | D*v(Qx)|? (3.3)
poiche () e ortogonale. Per (3.3), (3.2), (3.1) e siccome |detQ| = 1

HDE‘““ﬁ

D@l = 100l < Z2 5™ A Do

f o

= C(N‘p) Z)\EDH’U(Q) — C(N!p) “ADU’“IJ

l/ v

p
Sia nel caso dell’operatore in forma diagonale, che in quello generale, dal-

la. disuguaglianza interpolativa (vedi Proposizione 2.15) e dalle precedenti
segue
[ullzp = HDQqu + [ Vullp + [[ullp
< CWVp,v) (llullp + ([ Aoull,].
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Passiamo adesso al caso generale di un operatore A uniformemente elltiico
cosi definito

N N
Au(z) = Z aij(z)Diju(z) + Z bi(x)D;u(z) + c(x)
1,7=1 i=1

dove a;; = aj; € BUC(RY), b € L>*(RN) per i, = 1,...,N, ¢ €
L®(RY). Inoltre supponiamo che i coefficienti a;; soddisfano la condizione
di ellitticita

e la stima

N
Y ai(z)€ks| < Al

id=1

per ogni &,z € RV, dove

v = inf {minimo autovalore di a;;(z)};
rERN

A = sup {massimo autovalore di a;;(z)}.
zeRN

Poniamo
M = max{”ﬂij”m: 116 || 0o ”CHm};

~w(r) :=max sup |ai;(z) — ai;(y)l.
bl e—yl<r
OSSERVAZIONE 3.2. La funzione w(r) € il massimo dei moduli di continuita
dei coefficienti a;;. Poiché questi sono uniformemente continui risulta

liII{]_.} w(r) = 0.

Nel seguito proveremo stime LP per la classe di operatori ellittici sopra
definiti. La tecnica usata nella dimostrazione consiste nell’applicazione del-
le stime provate nella Proposizione 3.1 ad operatori a coeflicienti costanti
ottenuti “congelando” i coefficienti dell’operatore dato nei centri di oppor-
tune palle di RY. Per poter passare dalle palle a tutto R¥ applicheremo il
seguente lemma di ricoprimento.

LEMMA 3.3 (di ricoprimento). Esiste £(N) € N tale che per ogni v > 0
esiste una famiglia di palle (B(z,,7/2)) che ricopre RY, con al pit {(N)
tra le palle di raggio doppio B(xy,r) aventi intersezione non vuota, cioé

(1) RY =U,en B(zn,7/2)
(i) Nieg B(xi,r) =0 per ogni S C N con |S| > &(N).
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DmM. Fissiamo r > 0 e poniamo L := —=. Ricopriamo R" con cubi
disgiunti di lato L,
- U Q(ITHL
nelN

Osserviamo che, in virtu della scelta di L, ci&&.cun cubo di centro z,, e lato
L & contenuto nella palla di centro z,, e raggio %, cosl

= U Q(xy,, L) C U B (:L‘n, 32:) .

nel necM

Siaora S C Nesiaxz €(),.q B(zi,7). Perognii € S

Q(z;, L) C B (3:,,;, g-) C B (:ﬂ, gr)

essendo |r — z;| < r. Pertanto, essendo i cubi disgiunti,

S|

Quindi abbiamo provato che se r“l.!_E SB(:IIM r) € non vuota |S| < 3 SeNTwy.

Basta allora prendere §(N) := wn 2y *N%

Passiamo adesso a provare stime a priori L? per operatori ellittici.

TEOREMA 3.4 (Stime a priori). Se 1 < p < 0o, allora esiste C = C(N, p, v,
M, w) > 0 tale che

“uH?,p i C(Na P, v, fbf,w) [HHHP T HAHHP]

per ogni u € W2P(RN).

DiM. Dati zg € RY,r > 0, sia n € CX(B(zo,7)) taleche 0 <n < 1,9 =1
in B(zo, 5), [Vnlleo < £ e [|[D?n]lec < & per qualche L > 0. Scriviamo
semplicemente |- ||k, al posto di ||« ||we.e(5(zo.r)) PEr k = 1,2. L’operatore

— Z 4 (x{})Dij
4]

e a coefficienti costanti e la Proposizione (3.1) applicata alla funzione nu
fornisce

”W“”Z,p < C(N,p,v) [”T?’”f“p + HA’-ED(TFH)”F]'



Equazioni Ellittiche del Secondo Ordine II 65

Da qui segue
lull2.p,5 < linullz,p

< C(N,p,0) [Ilullpr + |1 Azo + udsgn +2 3 aij(20) DsuDyn]| ]
i,]

ML ML
il + 1 Asy s+ 5l + 2=l

V)

) HAEDHHP,T‘ T K(ﬂ/fr T')HUHLPJ']

E C(N,p, U) HAHHPT + t(A-’I?U o A)HHPJ‘ + K(ﬂJ,T) ‘ﬂ“l,p,r-]
)

|IAH\|p,r +{| > (aij(zo) — aij(2)) Dijul|

FK(M, r)Hunl,p,r]

< C(N,p, v)[||Aul[pr + w ()| D*ullp,r + K (M, 7)||ull1p,r]
< C(N,p,v)[[|Aullpr +w(r)lull2pr + K(M,7)|ull1,p,r|

dove con C(N,p,v) e K(M,r) abbiamo indicato generiche costanti dipen-
denti dai parametri in parentesi.
Elevando ambo i membri alla potenza p-esima, otteniamo

lullf, = < CN, p,)[[[Aull} . + wP(r)llully, . + KP(M, 7)]|ull;

Lp,'r]'
Sia ora (B(zn, 5)) una famiglia di palle come nel Lemma 3.3. Applichiamo
la stima (3.4) in ciascuna delle B(z,, %) e sommiamo su n. Otteniamo

“““2;; i Z H“Jg

(3.4)

yP.T

Tp?'B(ITH%:}
nel
< O ) Y (1A ey + PO
nelN
+KP(M,r)||u|¥ 1.p.B(zn.r)

< EN)CN, p,v)[[|Aullf + wP(r)llullz , +KP(M:T)HHHP pl-

Scegliendo r in modo tale che w?(r)§(N)CP(N,p,v) < 2 e portando a primo
membro w?(r){(N)CP(N, p,v)|ull3 , otteniamo

b, < CP(N,p,v)[|Aull} + KP(M,7)|[ul?,

3?‘"

[l
da cui segue

2p < C(N,p,v)[[| Aullp + K (M, 7)l|ull1,p]

|

Usando le stime interpolative della Proposizione 2.15

K(M,r)
£

lullp| -

lull2,p < C(N,p,v) || Aullp + K (M, r)el| D*ullp
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Scegliendo infine € in modo tale che C(N,p,v)K(M,r)e < % abbiamo la
tesi.

Proviamo adesso una stima analoga a (2.18) per 'operatore ellittico nella
forma piu generale.

TEOREMA 3.5 (Agmon). Sia 1 < p < oo. Esistono Ay, C costanti stret-
tamente positive dipendenti da N,p,v, M,w, tali che ¥V u € WZ*F(IEEN ),
YV A > Ao

Alullp + AZ[|[Vullp + [[D%ull, < ClI(A = A)ull,.

DiM. Definiamo un nuovo operatore A; in questo modo:
Al = A -+ Dtt-

A; € ancora un operatore ellittico e agisce su funzioni della variabile (z,¢) €
RY*1. Osserviamo che le nuove grandezze Ni,vq, My,w; sono legate-alle
precedenti dalle seguenti relazioni:

Ni=N+1 vi=min{y,1} M, =max{M,1} w; =w.

Sia n € C°(R) tale che n =11in [ — 3, 3] e suppn C [—~1,1]. Applichiamo

il Teorema 3.4 all’operatore A; e alla funzione v(¢, ) := n(t)e"*u(x), con
r € R. Otteniamo

[v][2,prN+1 < C(N,p, v, M,w)|[[|v||prr+1 + || A1v]|, rev+1]
< C(N,p,v, M, w)
x [lully + e Au + un ™™ + 2ire™ n'u — r2ne'tul|, gr ]
< C(N,p, v, M,w)|llullp + [[(A = 7*)ull, gver + (14 27)||u| ]
C(N,p,v, M,w)[(1 +7)l[ullp + (A —r)ull,)

Inoltre
”U”2;}]RN+1 2 Hv”z;:aRNx[—um 1] fl/ Z | D% (e it u(z))|Pdxdt
2 || <2
= J[ull2 + IVull2 + | D2ull? + rP||ul2 + r2|[u][Z + 27| Vul?
> D2u|\g+rp|\‘?u §+T2p|]u||‘;’.
Pertanto

ID%ully + 7| Vullp + 7%(ull, < C(N, p,v, M,w)[(1+7)[|ully + || (A = r2)ull,).

Scegliendo ¢ in modo tale che, se r > ro, 7> — C(N, p,v, M,w)(1 +7) > L;
otteniamo infine
1
ID%ully + rVully + 2r2llull, < CN,p v Myw)l(A=r2)ull,  (35)
per ogni 7 > 7. Riscrivendo (3.5) per A = r? e ponendo Ay := 73, segue la
tesi.
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Per ricavare esistenza e unicita della soluzione dell’equazione Au — Au = f,
useremo un risultato generale di analisi funzionale, che ¢ noto come me-
todo di continuita e rappresenta un potente strumento nella risoluzione di
equazioni differenziali alle derivate parziali.

TEOREMA 3.6 (Metodo di continuita). Siano X, Y spazi di Banach, Ly
ed L1 operatori lineart e continut da X in Y. Considertamo gli operator:
lineari

Li=(1—1t)Ly+ tLy, t €10,1],

e supponitamo che esista una costante C > 0 tale che
|Lz|ly > Cllz||lx, z€X, telo,1]. (3.6)

Se Ly e suriettivo allora anche Ly é suriettivo (e quindi bigettivo per la
stima (3.6)).

DiM. Osserviamo che la stima (3.6) implica che ogni L; & iniettivo.

Sia £ = {t € [0,1] : L; & bigettivo}. Per ipotesi 0 € E, per cui E # 0.
Se tg € F allora Ly, & bigettivo, e, per (3.6), ||L; ‘|| < &. Inoltre L, =
Ly (I+ (t — tu)Lill(Ll — Ly)). Allora L, & invertibile se e solo se I + (t —
to)L; (L1 — L) & invertibile. Cio & assicurato se ||(t—to) L' (L1 — Lo)|| < 1
e per questo & sufficiente che |t — tp| < iILlllfllLall' Posto 0 = Z(HLli:l::F"Lﬂ} e
preso tg = 0 € E, per quanto provato si ha che [0,4] C E. Ripartendo da
0 e ripetendo lo stesso ragionamento si ottiene che [4,24] C E, e cosi via.

Dopo un numero finito di passi si avra che [0,1] C E, quindi la tesi.

A questo punto, come anticipato, siamo in grado di provare esistenza e
unicita.

TEOREMA 3.7. Sia 1 < p < oo. FEsistono Ao, C > 0 dipendenti da
N,p,v,M,w tali che per ogni A > Ao loperatore A\ — A : W2P(RY) —

LP(RYN) ¢ invertibile e le sequenti disuguaglianze sono verificate (la norma
e quella degli operatori in LP)

_ C
(A=A llp < 55 (3.7)
C

V(A= A)E — 3.8

IV( )l < %\ (3.8)

|D*(A = A)~H|, < C. (3.9)

DiM. Consideriamo gli spazi
X =W?*»PRY), Y =LPR")
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e gli operatori
L[]Z}«—ﬁ? L1:}~—A} LtZ}\—[(I"t).ﬁ—I—tA]

Per il Teorema 2.18, 'operatore Ly & invertibile se A > 0. Per il Teorema
3.9 applicato all’operatore A; := (1 — t)A + tA, esistono C e )¢ dipendenti
da N, p, vy, M;, w tali che

lullzp < Cll(A = At)ull,
per ognl A > Ag. Osservando che
My <max{l,M}, v >min{l,v}, w;=tw <w,

possiamo pertanto eliminare la dipendenza delle costanti C e \g da ¢. Sono
soddisfatte le ipotesi del Teorema 3.6 da cui otteniamo l'invertibilita dell’o-
peratore L = A — A.

Le disuguaglianze (3.7), (3.8) e (3.9) seguono immediatamente dal Teorema
(3.5).

3.2. Stime L? in R¥ per operatori ellittici in forma divergenza

Ci occupiamo di operatﬂri ellittici della forma

A= ZD% ZbD-{—c

t,7=1

con a;;, b€ C&(RN), CE LW(RN) e
N

> aijik; = vIE[* per ogniz, & € RY
t,7=1

dove v > (0. Poniamo
M := max{||ai;|| s, IVaijlloo, [|billoo, [lcfloo}

w(r) :==max sup |a;(z) — ai;j(y)].
LI |z—yl<r

Osserviamo che, per U'ipotesi sui coefficienti a;;, risulta w(r) < Mr.

In questa sezione diamo stime esplicite per le costanti Ay e C del Teorema,
3.7.

Abbiamo bisogno di un lemma preliminare la cui dimostrazione & analoga
a quella del Lemma 2.19.

LEMMA 3.8. Sia 1 < p < oo e sia Ay := z,:ﬁ';_l D;(ai; D;) Uoperatore
ottenuto da A annullando i coefficients b; e il termine noto c. Allora

/ Agquu|ulP~2 < 0
EN

per ogni u € W2P(RY),
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Poniamo adesso
divb(z
Ap i= sup | — ( ),—I— c(z)].
rcRN P

TEOREMA 3.9. Sial < p < 0. Se A > Ay, loperatore \— A : W2P(RY) —
LP(RYN) ¢ invertibile. Inoltre, vale la stima

1
. -1 < ;

DiMm. Consideriamo l'equazione A — Au = f con u € W2P(RV) e f €
LP(RY). Moltiplichiamo ambo i membri per u|u|P~2 e integriamo su R¥.
Otteniamo cosi

N
/\/RN julP — /RN Y Dj(aij Dju)ulul/P~?

ij=1

N
— f > bi(Diu)ululP? - / clulP = | fululP~2
RN =1 BN

BN

Siccome (Dju)u|ulP~™2 = %Ddu\'ﬁ si ha

N
A ulP — D;(a;: Diu)u|u|P~?
fRNH ANZ (‘JJ)U"I

t,7=1

1 N
2 [ S wi - [ cul = [ fulul
p ]RN i=1 RH RPJ

e, per il Lemma 3.8,

hf
1
A / ufp — - f S b Dyful? - / dulf < [ fulup2
RN P JRrN T RN RN

Integrando per parti il secondo integrale a primo membro e applicando la
disuguaglianza di Holder otteniamo
-4
(L)
RN

Joo OS2 e < ([, o7)
A= Mp)luly < 171 3.11)

da cui, per com’e definito A,

Se A > X e e pld) ={Ae C: (A— A) ¢einvertibile}, quest’ultima
disuguaglianza ci da (3.10). Proviamo che per ogni A > A,; A € p(A).
Per il Teorema 3.7, esiste A\g = Ao(NNV,p,v, M,w) tale che per ogni A >
Ao l'operatore A — A e invertibile. Se A, > Ag, abbiamo subito la tesi.
Supponiamo A, < Ag. €, per assurdo,

A =inf {A € (Ap, Ao) | (A A0) C p(A4)} > Ap.

=
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Allora A\; € o(A), perché p(A) e aperto, e limy_,», ||[R(\, A)|| = +o0, in
contraddizione con (3.11). Allora A; = A, e la tesi & provata.

Vediamo adesso come i risultati di esistenza e unicita permettono di provare
risultati di regolarita ellittica.

PROPOSIZIONE 3.10. Siano 1 < p, ¢ < oo e sia u € W.P(RN). Se u, Au €
Li(RY), allora u € W24(RN),

DiM. La funzione f := Au — Au appartiene a LY(RY) per ipotesi. Per il
Teorema 3.9 se A > ), esiste un’unica v € W%4(R") tale che

Av— Av = f = Au — Au.
La funzione w := u — v soddisfa w, Aw € LI(R"V) e
Aw — Aw = 0. (3.12)
Sia ¢ € C°(RY). Moltiplichiamo ambo i membri di (3.12) per ¢ e integria-
mo su RY. Otteniamo
0= f (Aw — Aw)¢p = / w(Ad — A* @) (3.13)
RN RN

dove

N N
A" = Z D@(ﬂiij) —_ ZbﬁDi + ¢ — divb.
i,j=1 i=1
Per densita, (3.13) vale per ogni ¢ € W249(R"). Per il Teorema 3.9 applicato
all’'operatore A*, per ogni A > Ay, l'operatore A — A* : W29 (RV) —
L9 (RN) & invertibile. Fissato A > max{\,, Ay} esiste ¢ € W29 (RN) tale
che
Ap — A% = w|w|?2

O=/ lw]9.
BN

Pertanto w = 0 e u = v € W24(RV).

e, per (3.13),

PROPOSIZIONE 3.11. Siano 1 < p < ¢ < oo e sia u € W2P(RY). Se
M — Au € L4RY), allora u € W24(RN).

DiMm. Sia v € W2P(RY). Supponiamo p < % Per i Teoremi di immersione

di Sobolev, u € LP*(R¥) con p, tale che p% = ﬁ — £ Supponiamo p; < ¢.

Per ipotesi, posto ¢ = Au — Au, risulta g € LP(RY) N LY(RV) e quindi
g € LP1(RY). Allora Au = Mu+ g € LP*(RVN) e per la Proposizione 3.10,
U € W2=F‘(RN ). A partire da p1, ripetendo un ragionamento analogo un
numero finito di volte, si prova che u € W%9(R¥V).

N

Se invece p; > ¢ otteniamo la tesi al primo passo. Se p > 5, per la
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disuguaglianza di Morrey v € L>®(R") e quindi per interpolazione u €
LY(RY). Allora Au = M+ (Au— Au) € LI(RY) e per la Proposizione 3.10,
u € W24(RN).

Vediamo adesso che il risolvente di un operatore ellittico non dipende da
p. Usiamo la notazione A, per A come operatore in LP(R") con dominio

W2P(RN).

PROPOSIZIONE 3.12. Siano 1 < p, ¢ < o0, e A € p(Ay) N p(A,). Se
fe LP(RN)YN LIRYN), allora

(A — Ap)_lf = (A— Aq)_lf-

DiM. Poniamo u = (A — 4,)7'f € W?P(RN) e v := (A - A,))"!f €
W24(RY). Allora
A —Au=f

Av— Av = f.
Supponiamo p < ¢. La funzione u appartiene a W#P(R¥) per ipotesi e
risolve Au — Au = f con f € LI(RY), quindi per la Proposizione 3.11,
u € W29RY). La funzione v € W2%4(RV) risolve la stessa equazione
ellittica e per unicita della soluzione v = v. Se p > ¢, perveniamo allo
stesso risultato invertendo nella dimostrazione i ruoli di p e g.

OSSERVAZIONE 3.13. L’ipotesi A € p(A,) N p(A,) nella precedente proposi-
zione € superflua poiché si pud provare che gli insiemi risolventi coincidono.

3.3. Stime L? interne per operatori uniformemente ellittici

Sia A l'operatore differenziale

N N
Au = Z aijDij + Zbif}i + c

i,j=1 i=1

dove, come gia richiesto in precedenza, a;; = a;; € BUC(RM), bi; €
L°(RM) per ogni 4,5 = 1,....,N, ¢ € L¥°(R"). Anche qui i coefficienti
a;; soddistano

> ay(x)&ig; > viEls

”
per ogni &,z € RY e con v > 0. Ricordiamo le notazioni

M := max{||aij | oo, ||billcos [l oo }

w(r) :=max sup |aij(z) — ai;(y)|.
bl Jz—yl<r
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Proviamo stime LP senza condizioni al bordo. Con le notazioni del Teorema
3.14 seguente, e necessario che {}y CC ;. Infatti se ; = Qs = B(0,1) &
il disco unitario in C, le funzioni f,(2) = 2™ soddisfano A(z2") = 0 ma la
stima

HfﬂHlﬁ <C [”fn“p + ”‘f—\‘fn”;ﬂ]

non puo valere per ogni n.

TEOREMA 3.14 (Stime interne). Siano 1 < p < oo, Qy, Qo aperti di RN
con §y limitato e 2y CC Qy. Allora esiste C = C(N,p,v, M,w,Q,Qs) tale
che

lullzp.0, < C {llullp.o, + [ Aullp,0.]

per ogni u € W2P(Qy).

Dimostriamo prima questo teorema per palle di RY.

LEMMA 3.15. Siano 1 < p < oo, B(R) e B(2R) palle concentriche di R
di raggio R e 2R rispettivamente. Allora esiste C = C(N,p,v, M,w, R) tale
che

|ull2,p,B(R) £ C(N,p,v, M,w, R) [||ul, B2r) + ||Au|

p.B(2R)]
per ogni u € W4P(B(2R)).
DiM. Per semplicita di notazione, scriviamo || ||2,, r invece che || - |2, 5(r)
e analogamente per le norme L7,
Poniamo

Evidentemente Ry = R, Ry = 2R e R,41 — R, = R2=("»*1)_ Indichiamo
con B, la palla di raggio R,,. Consideriamo funzioni n,, € C>°(R") tali che
O0<m £ 1,mn =110 By, suppn, C Buyi, |V, < %2ﬂ € ‘Dgﬂn! < }:%f‘iﬂ
per qualche L > 0. Applicando le stime globali (Teorema 3.4) alle funzioni
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mu € W2P(RYN) otteniamo

_———r

C(N,p.v, M, “-")[HT?HHHP + HA(T}'?E“}HP]

VAN

HWﬂ“”ZF

i 5(N P,V ﬂf-{ww) |:H‘U‘“PTQR T HT?'”-AH + 2 Z ﬂing‘TLDj?}'n

1,7

+Uu Z ;5 Dijnn + u Z bi Dinn Hp]
i, ¢

-~ ML
< C(V,p M0 lullpar + 4ulpan + 4 ulhan
ML -
ST IVulg,

{'—: C(N,p, v, -ﬂdeﬂ R) {”AUHPZR T 4HHHHP~.ER T Zn‘lvﬁﬂ%-l“’”ﬁ .

Se stimiamo ||V (nn+1u)||, servendoci delle disuguaglianze interpolative della
Proposizione 2.15 otteniamo

“nnu|l2:i‘3 E‘ O(N?p! Hj -J"/I:waﬁ)

2?’1-
par+ 21ty + —lullp2n

9 [umm 4

per ogni € > 0. Posto & := C(N,p,v,M,w, R)2"¢, la stima precedente
diventa

[mmtllap < C [nAu

C'4™ . g
pan+ (S 44 lullan + S lmsrules|.

Moltiplicando ambo 1 membri per £", otteniamo

" Immull2p < E"CllAullp2r + C14™E"  ullpor + €7 ntrull2,  (3.14)

dove C; = C1(N,p,v, M,w, R). Scegliamo &,, in modo tale che £ sia indi-
pendente da n e minore di 3 e sommiamo su n le disuguaglianze (3.14)

Zgnflﬂn’u“lp < CHAqu!szgn + Cl||u||p}2R24n€n—1
n=0

n=0 =0

£ ns1ul,

rn=()

(le serie convergono perché |[n,ull2, < C4™||ull2,p BeRr) € € < §). Osser-
viamo che Y 7 & = -l—ig e C1 Y. 44" = (3, dove Cy dipende da
N,p,v, M,w ed R. Cancellando i1 termini uguali a primo e secondo membro

otteniamo infine

p,2R)-

lull2,p.r < |Inotl2,p < C(N,p,v, M,w, R)|[||Aul||p2r + ||u|
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Dmv. (Teorema 3.14) Scegliamo R in modo che 2R < dist(1,9Q,). Ov-
viamente risulta
relly

Per compattezza possiamo estrarre un sottoricoprimento finito di Q1 ; risulta
quindi

k
=1

Dal Lemma 3.15 segue

k
HHHEEF!EEI < Z”unz,p,ﬂfmi,ﬂ)
1=1

k
< C(N: p,v, M,w, R) Z (Hu”p,ﬂ(ﬂ?i,ZR) T ”Au”ij'fIn?H}) ‘

i=1
Per l'ipotesi su R, B(z;,2R) C 9, pertanto
lull2,p,0, < EC(N,p,v, M,w, R) [[|ullp.a, + | Aullp0,].




CAPITOLO 4

Operatori ellittici in R

Premettiamo alcune notazioni.

RY = {z=(z",an) e RV"IxR=R" : 2y > 0};

@sz {I:ERN:mN ZU}ERN_I.

Consideriamo 'operatore ellittico

N N
Au = Z ﬂijDij -+ Z br,.;.D;-', + C
i i=1 i=1

dove a;; = aj;; € BUCRY), by € L®RY) per i,j = 1,..,N, ¢ €
L>=(RY). Inoltre i coefficienti a;; soddisfano la condizione di ellitticita

hf'

Z a;; (1)&:€5 > v|€|?

1,7=1

e la stima

) ai(@)€5| < AJEP

per ogni £ € RY, z € RY, dove

v = inf {minimo autovalore di a;;(z)};
IEHE

A = sup {massimo autovalore di a;;(z)}.
rERN

Poniamo

M = max{||ai;|| oo [|0i]|cos || €]l o0 };

w(r) :=max sup |a;;(z) — ai;(y)|.
b, ] |;;;_y|~::-r

In questa sezione ripercorreremo le varie tappe dello studio di operatorl
ellittici nell’intero spazio. Inizieremo col provare esistenza e unicita della
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soluzione del problema di Dirichlet

A —Au= f(z',zn) in ]Rf
u = () | su GIR?.E.

Proveremo poi stime L? per operatori a coefficienti variabili. Servendoci del
metodo di continuita, dedurremo che il problema di Dirichlet & ben posto.

In modo analogo al caso dell’intero spazio, si provano il lemma e la propo-
sizione seguenti.

LEMMA 4.1. Se 1 <p < oo eu€ W2P(RY)n W, P(RY), allora

f AuululP~2 <0.
R)

PROPOSIZIONE 4.2. Sia u € W?P(RY) con 1 < p < oo, allora per ogni
>0
-

[Vully < cell Dull, + < ul,

per una qualche costante ¢ = c(p) > 0. Inoltre, minimizzando su €, si ha
101
IVullp < 2¢]| D%ul|Z [|ul5.

TEOREMA 4.3. Stano 1 < p < o0 e A > 0; allora per ogni f € Li”{]l%f)
esiste un’unica u € W2P(RY) N W, P(RY) tale che

Au— Au = f.
Inoltre esiste C = C(N,p) > 0 tale che
Allullp < 111l (4.1)
AV, < C(N, )£, (42)
| D*ullp, < C(N,p)II£ll,- (4.3)

La dimostrazione poggia sul seguente lemma.

LEMMA 4.4. Sia u € WHP(RY) con 1 < p < oo, tale che u(z', —zy) =
—u(z',zn). Allora URN € WS‘”(RE)

DiM. Regolarizziamo la funzione u prendendo come funzioni approssimanti
ue = u * @ dove ¢ e un mollificatore pari nella variabile z5. Allora u, €

CoRN)NWIP(RN) e u. — w in WP (RN). Risulta inoltre
ue(z', —zn) = —u (', zN)
da cui segue
ue(z',0) =0
e quindi u. € Wy P(RY). In quanto limite di funzioni in W2"P(R%) anche u
appartiene allo stesso spazio.
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DiM.(Teorema 4.3)
“Unicita + stima (4.1)”: Siano f € LP(RY) ed u € W2P(RY) N W, P(RY)
tali che Au — Au = f. Moltiplicando per u|u|P~2 otteniamo

MulP — AuululP™? = fululP~2

Integrando su RY ed usando il Lemma 4.1 e la disuguaglianza di Holder

/\/ lu|?P < )\/ |u|p—/ Av u|uP~?
RN R R

N
- +

N

+

e
RY

Quindi, dividendo primo e secondo membro per ||u[|'f;_1, si ha

Allullp < N1 £llp- (4.4)

Questa disuguaglianza implica 'unicita della soluzione.
“Esistenza”: Sia f € LP(RY). Consideriamo la funzione f ottenuta da f
mediante una riflessione dispari.

~ ] fle zN) sexy >0
f(m’mﬁ}_{ —f(@',—zN) sexn <O.

A

Risulta evidentemente [|f||,ry < 2| f “p,lﬂf' Per il Teorema 2.18, esiste
un’unica u € W2P(R¥) tale che

P

A — Au = f (4.5)

in RV ed esiste C'= C(N, p) > 0 tale che
A2 (| Vull, ey < CN, D) fllp, rv < 2C(N,D)lIfllp s (4.6)
| D*ullprn < C(N,D)IIfllp, ry < 2C(N,p)lIfll, - (4.7)

La restrizione di u a ]Hif e la funzione candidata a risolvere ’equazione nel
semispazio. Da (4.6) e (4.7) rispettivamente deduciamo che essa soddisfa

(4.2) e (4.3). Resta da provare la sua appartenenza allo spazio W, P(RY).
Sia v(z',zn) = —u(z’, —zn). Allora
M(z',zy) — Av(z’,zny) = —du(d, —zn) + Aulz’, —2zn)

= —f(z',—zn) = f(z',zN).

Le funzioni v(a’, xn ) e u(2’, z ) risolvono allora la stessa equazione ellittica
in RY e per unicita coincidono. Pertanto

u(z',zn) =v(a',zn) = —u(z’, —zn)

e dal Lemma 4.4 segue che URY € Wﬂl P(RY).

Dal teorema appena provato deduciamo immediatamente stime LP per 1’o-
peratore di Laplace.:
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COROLLARIO 4.5. Sia 1 < p < 00. Esiste C' = C(N,p) > 0 tale che

2p < C(N, p)([[ullp + [[Aullp) (4.8)

|

per ogni u € W2P(RY) N W&’F(Rf).

DiM. Basta applicare le stime (4.1), (4.2) e (4.3) con f = u—Aue A = 1.

Come in R¥, proviamo stime LP per l'operatore a coefficienti costanti
N
A{} - Z ﬂijDij
t,j=1
con a = (a;;) matrice reale simmetrica e costante di ellitticita v > 0.
PROPOSIZIONE 4.6. Se 1 < p < oo, allora esiste C = C(N,p,v) tale che
|lull2,p < C(N,p,v) [llullp + [|Aoull,]

per ogni u € W4P(RY) N W&‘p(ﬂ{f).

DiM. La dimostrazione & analoga a quella fatta in RY dove ci si riconduce
all’operatore di Laplace con un cambio di variabile. Tuttavia € necessario
assicurarsi che Rf sia invariante rispetto alle trasformazioni usate.

Sia ()1 matrice ortogonale tale che QQ1aQ)7 = D) dove D) e la matrice

diagonale avente come elementi gli autovalori di a, A1,.....,An. Ponia-
mo @y := D 3 (21 dove D 1 e la matrice diagonale 1 cui elementi sono

A A

] 1
T e Allora
* *
(L =D (1 D1=D1DD1=I.
@200 S @1a Do = Do DaD o

Non & detto perd che Q2(RY) coincida con RY. Per questo motivo intro-

duciamo una nuova matrice ortogonale S tale che S(Q2(RY)) = RY. Per
costruzione, posto @ = SQsz, @ : RY — RY e Q(RY 1) = RV~1, Risulta
inoltre

QaQ” = 5Q2aQ55" = SIS =1.
Sia v € W2P(RY) N W, P(RY) tale che u(x) = v(Qzx), allora

D?*u(z) = Q*D*v(Qx)Q

Aou(z) tr(aD’u(z)) = tr(aQ* D*v(Qz)Q)

tr(QaQ" D*»(Qz)) = tr(D*v(Qx)).

1
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Inoltre

N
2 2 _ 12— 2, 2
| Du(z)|” = .ZIID”H‘ 1D D*(Qz)D |
L, =

1
< F\Dgl’(Qfﬂ)F-

Possiamo infine applicare le stime gia provate per il Laplaciano ed ottenere

c(A)

ID%ull, < 21D%(@Q)l, = S D% ()],
< CEDypy (), = EE2 i an(@o,
2 [ Aoul|p.
Abbiamo cosi ottenuto
|D?ull, < C(N.p, v)ll Aoull (4.9)

Per le disuguaglianze interpolative (vedi Proposizione 4.2)

IVullp < Cllullp + | D*ull)- (4.10)
Da (4.9) e (4.10) segue la stima desiderata. O]
Siamo ora in grado di provare stime L? per operatori ellittici qualunque. Il

metodo dimostrativo, gid adottato in RY, & quello di “congelare” i coeffi-
cienti nei centri di opportune palle di RY .

TEOREMA 4.7 (Stime a priori). Se 1 < p < o0, allora esiste C = C(N,p, v,
M,w) tale che

HHHE,p E C(N:pa vV, M:m) [”u“’ﬂ + ||Au”ﬂ]

per ogni u € W2P(RY) N W&’p(]ﬁf).

DiMm. Dati zg € RY,r > 0, sia n € C°(B(zo,7)) taleche 0 < n <1, n =1
in B(zo, %), Vil < £ € [|D?n]lec < % per qualche L > 0. Seriviamo
semplicemente || - ||x.pr, per £ = 0,1,2 al posto di || - Hwk,ﬂ(B(mw,}ﬁEf}.
L’operatore

Ago =Y aij(w0)Di;
i,

e a coeflicienti costanti. La Proposizione 4.6, applicata alla funzione nu €
W2P(RY) N W, P(RY), fornisce

Inull2.p < C(N,p,v) [lInullp + | Azo (nu)lip].
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Da qui segue

[ellzps < CONp V) [lullpr + [|14z0u + uAegn +2) " ai; DauDyn|| ]

[ Ea—

tyJ
< CON P ullpr + [ Aagllpr + Sl + 25 [Vul,,
= C(N,p,v)| Az, ullpr + K(M, T)H“”L;ﬂ:?‘:
< OV, p)[||Aullpr + [[(Azo — A)ullp.r + K(M,7)||ull1 p.r]
= C(N,p,v) [l Aully,r + || D (ais(@o) — aij(2)) Diju] |
t,J
+K (M, T)”“”Lw‘}
< C(N,p,v)[[|Aullp,r +w(r)||D*ullp.r + K (M, r)||ull1.p.r]
< C(N,p, )| Aullpr + w(P)ullz,pr + K (M, 1) lull1 pr).

Elevando ambo i membri alla potenza p-esima, otteniamo

ull}, . < CN,p, )| Aul,, +wP(r)ul,,, + KP(M,7)][ull?, ). (4.11)

Sia (B(zx,5)) una famiglia di palle ricoprente RY con al pitl £(N) tra le
palle B(z,,r) aventi intersezione non vuota (come nel Lemma 3.3). Ap-
plichiamo la stima (4.11) in ciascuna delle B(z,,%) e sommiamo su n.
Otteniamo

”u”g,p < Z”u”g,p,B(mm%)

nelN
< C(N:r p, "’") Z [“AHH;B[:gmr] + wp(r) ”ullgjp,B(&:ﬂ,T}
neN
+KP(M: T) Hu“ipjﬂ{mmr}}

< EWN)CWN,p,v)[l|Aulf + wP(r)[|ull3 , + K2 (M, r)]lul]} ]
Scegliendo r in modo tale che w?(r)PE(N)C(N,p,v)) < 2, otteniamo
lullz , < C(N,p,v)[| Aully + KP(M,7)|u||] )
da cuil
lull2,p < C(N,p, v)[[|Aullp + K (M, 7)[|ul1,p).
Per le stime interpolative,

K(M,r)

[ull2p < CN,p.v)[|Aully + K (M, r)el| Dullp + =

e 1]-

Scegliendo infine £ in modo tale che C(N,p,v)K(M,r)e < % otteniamo la
tesi.

TEOREMA 4.8 (Agmon). Sia 1 < p < co. Esistono Ay, C > 0 dipendenti
da N,p,v, M,w tali che V u € W2P(RY) N W,y P(RY), V A > A

Alullp + A2 ||V, + | D?ull, < ClI(A — A)ull,.
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DiM. Consideriamo 'operatore ellittico
Al .= A -+ Dtt

in R X ]Rif = Rf“. Osserviamo che le nuove grandezze Ni,vi, M, wq
relative ad A; sono legate alle precedenti dalle seguenti relazioni:

Ni=N+1 v =min{y,1} M; =max{M,1} w;=w.

Sian € C*(R),n <1 talechen=1in [=—- %, %} e suppn C [—1,1]. Appli-

chiamo il Teorema 4.7 all’operatore A; e alla funzione v(t, z) := n(t)e" *u(z),
con r € R. Otteniamo

””Hg,p’mfﬂ < C(N,p, V:-M:'W)[H““pﬁ”+ «r T 1A10]]p r8v+1]
< C(N,p,v,M,w)
x[||ullp, + |ne'™t Au + un’ et + 2ire n'u — rne' " ul|, gyv+1]
< C(N,p, v, M,w)(||ullp + (A = r*)ullpga+r + (1 + 2r)|Jullp)
< C(N,p,v, M,w)[(1 + 7)llullp + [[(A = 7%)ull,].

Inoltre
W e > 0y g = [ [ 3 1D u@) s
-7 VRY | <2
= |lu|?+ [|[Vull? + | D*ul|B + rP|lul?
——TZPI U E + ZTPHVHHE
> || D?ul|? + 7P| VullB + 7P |ull?.
Pertanto

HDEUHP + 7| Vullp +?"‘2Hu|1p < C(N,p,v, M,w)[(1+7)|lullp, +[[(A - 7"2)“”;:']-

Scegliendo 7o in modo tale che, se r > ry, 72 — C(N,p,v, M,w)(1+7) > %
otteniamo infine

1
ID?ullp + [ Vull, + 5?“2”%“;& < C(N,p,v, M,w)|[(A=7")ullp.  (4.12)

2 2

per ogni r > ro. Riscrivendo (4.12) per A = r“ e ponendo Ag := 713, segue

la tesi.

Abbiamo a questo punto gli strumenti necessari per applicare il metodo di
continuitd e dedurre il teorema di esistenza e unicita per operatori arbitrari.

TEOREMA 4.9. Sia 1 < p < oo. Esistono Ag, C dipendenti da N,p,v, M,w
tali che per ogni A > A loperatore \— A : W*P(RY)NW, P (RY) — LP(RY)
e invertibile e le sequenti disuguaglianze sono verificate (la norma € quella
operatoriale in LP )

C

I - 47 < 55

(4.13)



82 V. Manco - G. Metafune - C. Spina

Sy C
IVA=A)" < = (4.14)
ID*(A-A) | <C. (4.15)

DiM. Consideriamo anche qui gli spazi
1,
X =W*PRY)NWyPRY), Y =LP(RY)
e gli operatori .
Lo=A—-4A, Li=X—-A, LtZA—[(le)cﬁﬂ-tA].
Per il Teorema, 4.3, 'operatore Lg ¢ invertibile. Per il Teorema 4.8 applicato

all’operatore A; := (1 — t)A + tA, esistono C = C(N,p, vy, My,w:) e Ao
dipendente dagli stessi parametri tali che

lull2p < Cl[(A — Ag)ull,
per ogni A > Ag. Osserviamo che, come gia fatto notare in RY.
My <max{l,M}, v >min{l,v}, w;=tw<uw,

possiamo pertanto eliminare la dipendenza della costante da ¢. Applicando
1] Teorema 3.6 otteniamo I'invertibilitd dell’operatore L; = \ — A.

Le disuguaglianze (4.13), (4.14) e (4.15) seguono immediatamente dal Teo-
rema 4.8.

OsSERVAZIONE 4.10. Con dimostrazione analoga si provano nel semispazio
1 risultati ottenuti per operatori ellittici in forma divergenza in tutto lo
spazio.

ESERCIZIO 4.11. Data f € LP (Rf ), provare esistenza e unicita per ’equa-
zione

M — Au = f
nello spazio W2P?(R%) e con condizioni di Neumann al bordo.



CAPITOLO 5

Operatori ellittici in domini limitati

Concludiamo il nostro studio estendendo quanto finora provato ad operatori
ellittici in domini regolari 2 di RY.

Richiamiamo la definizione di domini regolari di RY ed alcuni risultati utili
in seguito riguardanti densita di spazi di funzioni regolari in spazi di Sobolev
W2P(Q) e operatori di estensione.

DEFINIZIONE 5.1. Diciamo che un aperto Q di RN ¢é di classe C*, con
k €N, se per ogni x € 00 esistono U intorno diz inRY e H: B(0O,R) - U
diffeomorfismo di classe C*, tali che

UnNnQ=H(B"(0,R))=H({xr€ B(0O,R):znx >0}) e
UNo=H(B(O,R)N{zn =0}).

La coppia (U, H) e detta carta locale su 1.

OSSERVAZIONE 5.2. Componendo eventualmente con un’omotetia, si puo
sempre prendere R = 1 nella definizione precedente.

I seguenti risultati sono ben noti, vedi [1, Teoremi I11.3.16, IV.4.26].

TEOREMA 5.3. Siano 1 < p < oo e} un aperto du RN di classe C*. Allora
C>(Q) ¢ denso in W5P(Q).

TEOREMA 5.4. Siano 1 < p < 0o e Q un aperto di RY limitato di classe C*.
Allora esiste un operatore lineare e limitato E da W5P(Q) in W kP(RN) tale
che Eu = u in Q) ed esiste una costante K = K (k,p, Q) tale che

|Eul;pry < Kl|ull;pry (5.1)

per ogni .= 0,1, ..., k.

Nel seguito  sard sempre un aperto limitato di R di classe C?.
Le seguenti disuguaglianze interpolative sono simili a quelle viste per RY e

N
RY.
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PROPOSIZIONE 5.5. Sia 1 < p < o0o. Allora esiste C = C(p,2) > 0 tale che

C
IVully < ellellzp + —lully

per ogni u € W2P(Q) e per ogni € > 0.
DiM. Consideriamo 'operatore di estensione E come nel Teorema 5.4. Per
la Proposizione 2.15 esiste C' = C(p) > 0 tale che
IV Eulpas < 1l D Bulpw + = | Bl ao
per ogni 17 > 0. Allora
IVullpo < IVEulzn < nKlullzpa + K lullpg

e ridefinendo poi

N =

per ogni 7 > 0. In particolare prendendo prima 7 =
opportunamente la costante C' si ha la tesi.

COROLLARIO 5.6. Sia 1 < p < 00. Allora esiste C = C(p,2) > 0 tale che

C
| Vul, < 5‘|D2“”P + ;”“”p

per ogni u € W2P(Q) e per ogni € < %

DiM. Per la Proposizione 5.5, esiste C = C(p,2) > 0 tale che

C
IVull, <efllull, + V||, + |192u||p] + “E“““”p

per ogni € > 0. Da qui otteniamo
C
(1 =&)|Vullp < el Dullp + (e + =)lull,.
Infine, se ¢ < %,

C
[Vully < 26 D%ully + 2(e + =)ul,

Fatte queste premesse, consideriamo come sempre 1’operatore uniformemen-

te ellittico
N N
A= Z {IijDij -+ Zbgﬂg +C
1=1

i,7=1

avente 1 coefficienti a;; € BUC(2) e b;,c € L>®(Q?). Sia M > 0 tale che

1@45 || oo [[0ill oy [l€fl o0 < M

e siano v > 0 la costante di ellitticita e w il modulo di continuita della ma-
trice (ai;). Vogliamo provare stime LP in € e poi esistenza e unicita. per il
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problema di Dirichlet. L’ipotesi di regolarita sul dominio suggerisce di ricon-
dursi, mediante carte locali, a palle di R"Y o semipalle e applicare a questo
punto i risultati dei capitoli precedenti. E’ opportuno percio soffermarsi
brevemente sulle trasformazioni associate alle carte locali ed esaminare il
nuovo operatore differenziale ottenuto in seguito a tali trasformazioni.
Siano {2 e A aperti llmltatl di RN esia H : A — € un diffeomorfismo di
classe C? con inverso J :  — A.

Data u € W2P(Q), definiamo

o(y) =u(H(y), yeA

Allora v € W#P(A) e, se u si annulla su 89, v si annulla su 8A. Dunque &
ben definita la seguente applicazione

T:W2P( Q) NW,yP(Q) = W2P(A)N W, P(A), u—Tu=uoH :( v.)
5.2

Si puo facilmente verificare che 7' e lineare, limitata e invertibile con inversa
data da

T W2P(A)NW,P(A) —» W2P(QONW,P(Q), v—-T lv=voJ=u

Consideriamo 'operatore

Au(z) = Z aij () Dy, 2, u(z) + Z bi(x)Dy,u(zx) + c(x)u(zx)

definito in ). Se u(:r:) = v(Jz), si ottiene facendo un calcolo esplicito e
ponendo y = Jzx

Au(z) = Av(y) = Zﬂhk Dy, 0(y) + ) BrDy v(y) +7(y)o(y) (5.3)
k

dove

ane(y) = 2_; ; 04 (H(Y)) Dz, Jn(H(y)) De; Ju(H(y)),
ﬁk(fg) = 213 EIJ( (y))DEinJk( (y)) + Z b; ( ( ) Dz, Jx(H(y)),
v(y) = c(H(y)).

Le ipotesi relative al cambio di variabile assicurano che
apk € BUC(A), Bk, v € LT(A).

Inoltre
M < c(J)M w=w(w,J,M) v 2>co(J)v
dove c1(J) e co(J) dipendono solo dal cambio di variabile fissato (e quindi

dall’aperto) e non dall’operatore A. Osserviamo infine che con la notazione
introdotta si ha

Au(z) = Av(Jz)
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cioe
Au =T 1ATu.

TEOREMA 5.7 (Stime LP in 2). Sia 1l < p < 0. Esiste C = C(N,p,v, M, w,
) costante positiva tale che per ogni u € W2P(Q) N Wy P(Q) risulti

““”lp < C(N,p,v, M,w, Q) [”A“”p + ”’Uf”:u]

Per dimostrare questo teorema faremo ricorso al seguente lemma di parti-
zione dell’unita.

LEMMA 5.8 (Partizione dell’unita). Siano K un compatto di RN, {Uy,...,
Ur} un suo ricoprimento aperto. Allora esistono ny,....,mr € CP(RY) che
soddisfano le sequenti proprieta:

e <, <1Vi=1,..k

k
o Zi:l Th‘ =1
® supp n; compalto
e suppm; CU; Vi=1,... k.

DiM. Sia {Vg}{i=1!_"}k} una famiglia di insiemi aperti tali che V; CC U; e
K C U¥_,V;. Vediamo in che modo pud essere scelta una tale famiglia.
Dato z € U, sia r, tale che B(x,2r,) C U;. Per ipotesi K & compatto e,
poiché K C Uzex B(z,7,), esiste un sottoricoprimento finito

K CU_1B(zj,7s,)
Poniamo V; = U, ey, B(zj,7¢;). Allora V; soddisfa le proprieta richieste.
Sia ora {Wi}{glek} un’altra famiglia di insiemi compatti tale che

- O

Ve CW;C W; C U;

e, In corrispondenza di questa, poniamo %¢; = xw,. Sia € > 0 tale che
e < min{dist(V;, OW;), dist(W;,0U;)} e sia p. = < p(Z) con p € CP(RY),
0<p<1,supppC B(0,1) e [,np=1. Poniamo ¢; = p. *1);. Risulta

supp p; C  supp pe + supp ¢; = B(0,¢e) + W,
= {$ c RV : dist(x, WI) < E} C U;.

Inoltre

0i(z) = / bil@ — y)pe (y)dy = 1
B(0,e)

se x € V; in virtu della scelta di €. Pertanto ¢; € C(U;) e pi(z) = 1 se
r € V;. Poniamo infine

m=e1, = (1= 1)(1 = p2)e(l = pim1)pi Vi > 1
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Allora n; € C2°(U;) e per induzione si prova che

k

Y omi=1-(1=@)(l—p2)..(1 = o1)-

1=1

Sex e K C UV, Jitalechex € Ve pz(z) = 1, quindi ), mi(z) = 1. O

DiM. (Teorema 5.7) Denotiamo con B(0, 1) la palla unitaria di R”Y. Per la
regolarita di €2, per ogni x € 0f) esiste una carta locale (U, H,) con

H, : B(0,1) — U, diffeomorfismo di classe C?,
H,(BT(0,1)) =U,NQ,
H.(B(0,1)N{zy =0}) = U, NON.

Inoltre, essendo {2 aperto, per ogni z € 2 esiste B(x, R,;) C 2. Risulta cosi
ﬁ (_: (U.’I':EQB($? R:ﬂ)) U (U:;-':E@ﬂU:r) .

Siccome 2 e compatto esistono n;, ne € N tali che

Q C (U2, B(zi, R;)) U (U?_E—JUJ)

dove R; = Ry, U; = U;,. Posto n := n; + ng, consideriamo la par-
tizione dell’'unitd {n;}:=1... ., relativa al ricoprimento suddetto con 7; €
Ce(B(zi,Ri))sei <ny,m € CPWUi)set=n1+1,...,ned.._n =1
in Q. Possiamo scrivere la funzione v € W2P(Q) N W, P (Q) (prolungata a
0 fuori di 2) come >, n;u. Trattiamo separatamente le funzioni 7;u nei
casit < nien; <i1<n.

a) 1 < ni. Risulta suppniu C B(z;, R;) e nju € W2P(RY). Per poter ap-
plicare le stime L? note in tutto lo spazio, dobbiamo estendere i coefficienti
dell’operatore ellittico A dalla palla a tutto RY in modo che conservino le
proprieta di continuita e limitatezza e in modo che il nuovo operatore sia an-
cora uniformemente ellittico. Definiamo estensioni radiali per i coefficienti
a;; ponendo

) ( aij(x) se |z —x;| < R;
W= ay (Rﬁ l"‘_li:f:tjl) se |z — x| > Ry, o4

Estendiamo invece banalmente a 0 i coefficienti b; e ¢ fuori di B(x;, R;).
Evidentemente la costante di ellitticita, la costante M e il modulo di con-
tinuita rimangono invariati. E’ ora lecito applicare il Teorema 3.4 da cui
otteniamo

“??z"u

2,p Iniullzpry < e(N,p, v, M, w) [lIniullp ey + | A(niu) || pr~]

E(Na P, vV, M,Ld) [”uHI},ﬂ + HniAqu,RN + K(Tﬁ? A{)HHHLEH]
C(N,p,v, M,w,9) [[|Aul

A IA

p.a + [|ull1p.0]-
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b) n1 <7 < n. Poniamo

vi(y) = (miu)(Hy).
Osserviamo che v; € W2P(RY) N Wy P(RY) e suppv; C B+(0,1). Conside-

riamo I’operatore A definito in (5.3) ed estendiamo i suoi coefficienti al se-
mispazio adottando una tecnica analoga a quella vista in (5.4). Applicando

1l Teorema 4.7 otteniamo
“vi“ip,fﬁf < C(N:rpfr v, M: w) [“ﬂi“p,lﬁf T ”Avinp,lﬁf]

e quindi

I

Iniulap < o(N,p, v, M,w) (lull, ay + [ A@i)l,gx]

< C(N,p,v, M,w,Q) [|| Aull, + |[u

LPJ-

Sommando sull’indice ¢ = 1, ...., n, abbiamo

T
lullep < lImivllzp < C(N,p, v, M,w, Q) [||Aullp + |[ullp)

1=1

Infine, dalla disuguaglianza interpolativa della Proposizione 5.5 otteniamo

P

C
il < CN,p,0,M,,9) (Al + el + (1+ 2 )l

per ogni ¢ > 0 e qualche C = é(p,ﬂ,) > 0. Scegliendo ¢ tale che
C(N,p,v, M,w,Q)e < % abbiamo la tesi. O

Anche in un dominio {2 regolare, possiamo provare la stima ottenuta nel
Teorema 3.5.

TEOREMA 5.9. Sia 1 < p < oo. Esistono \g, C > 0 dipendenti da
N,p,v,w, M, Q tali che V u€ W2P(Q)NW,P(Q) e VA > Ao risulta

1
Allully + AZ[[Vull, + |1 D*ull, < C(N, p,v, M,w,Q) [|(A = A)ull,.

DiM. La dimostrazione ¢ sostanzialmente analoga a quella fatta in RY o
Rf . Definiamo un nuovo operatore ellittico

A=A+ Dy
in £2 x R. Consideriamo la funzione v(t, z) := n(t)e""'u(z) con n € CX(R),
n=1in [ — %, %} e suppn C [—1,1]. Sia ©; un aperto limitato di classe

C? contenente 2 x [—1,1] e tale che v € W2P(Q;) N W, () per ogni v
come sopra. Applichiamo le stime L? in Q; del Teorema 5.7 alla funzione v

e all’operatore A;. Procediamo poi come nella dimostrazione del Teorema
3.5.
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TEOREMA 5.10. Siano 1 < p < oo, f € LP(Q). Allora esiste g =
A(N,p, v, M,w,§2) > 0 tale che VX > Ag Uequazione

Au— Au = f

ammette un’unica soluzione u € W#P(QQ). Inoltre esiste = C(N,p,v, M, w,
Q) > 0 tale che VA > Xg

0= 47 < 5 5.5
VO - 4)7< (5.6)
DA - A <C (5.7

(le norme sono quelle operatoriali in LP(S))).

DiM. Una volta provata 'invertibilita di A — A, (5.5), (5.6) e (5.7) seguono
dal Teorema 5.9. Anche 'unicita segue dal teorema. Infatti la stima

Allullp < ClIl(A = A)ullp
prova l'iniettivita di A — A. Proviamo la suriettivita.
Sia f € LP(€2). Per ogni x € 0f) esiste una carta locale (U,, H,) dove
H, : B, — U, diffeomorfismo di classe C*, H.(B"(0,1)) = U, N,
H.(B(0,1)N{zy =0}) = U, N L.
- Poiché €2 & aperto, per ogni z € (2 esiste B(x, R;) C 2. Allora
Q C (UgeaB(z, R:)) U (UreanUz) -
Per compattezza possiamo estrarre un sottoricoprimento finito
0 C (U, Blai, Ri) U (U2,U;).

Posto n := n;+ns, consideriamo la partizione dell’unita {n?};=1 ..., relativa
al ricoprimento di cui sopra e scriviamo una funzione f € L?(§2) (prolungata
a 0 fuori di Q) come >, n7 f. Distinguiamoicasil <i<njen; <i<n.
Supponiamo dapprima 1 < i < n;. Le funzioni n; f € LP(RY) e suppn; f C
B(z;, R;). Estendiamo i coefficienti a;; radialmente in tutto R come in
(5.4) e poniamo i coefficienti by e ¢ nulli fuori dalla palla. Per il Teorema
3.7, esiste \; = (N, p,v, M,w) > 0 tale che per ogni A > A; 'operatore
A — A & invertibile da W2P(R") in LP(R"). Poniamo pertanto

Ri(N)(f) := mi(X — A) " (mi f).
Risulta supp Ri(\)f C B(z;, Ri), Ri(A\)f € W2P(Q)NnW,P(Q) e
A—ARNf = (A=A = A" (nif)
= A=A\ - 4) 7 (nf)
+((A = A —mi(A = A)) (A = A) " (i f)
mf+ X = A,ml(A = A)7 (0 f)

|
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dove [X,Y] = XY — YX denota il commutatore di due operatori X e
Y e denotiamo per semplicita con 7; I'operatore di moltiplicazione per ;.
Ponendo

Si(A) == [A = A, m](A — A) ',
possiamo scrivere

A= AR, (N f =n7f + S;(N)f.
E’ facile verificare che per ogni g € W?%P(R")

A — A, milg = —[A, g

N N
= -2 Z ank(DnniDrg + gDnin;) + Z brg Dpni
h,k=1 h=1

da cui, posto B; = [\ — A, r;;], si ottiene

|1 Bigllp < Cs(M,m:)|191,p-

Applicando quanto prima ricavato e le stime (3.7) e (3.8) del Teorema 3.7
abbiamo

IS:fl = BN = A)
< Gl = A mif)lhp < cz%umfup

dove C = C(N,p,v, M,w) e A > )\;. Abbiamo cosi provato

C{,(N,}‘J,U, M,w, Q)
VA

con C; opportunamente ridefinita e A > ).
Supponiamo adesso n; < ¢ < n. Poniamo

vi(y) = (i f)(Hi(y)) = Ti(ni f) ()

dove H; = Hy, e T; & definito come in (5.2). Osserviamo che v € W2P(RY )N
Wy P(RY). Indichiamo con A P’operatore ottenuto effettuando il cambia-
mento di variabili definito in (5.3), ricordiamo che A = T,"*AT; ed esten-
diamo i coefficienti di A a tutto il semispazio. Per il Teorema 4.9, esiste
Ai = Mi(N,p,v, M,w) tale che V A > ); loperatore A\ — A : wW2P(RY) N
Wy ? (RY) — LP(RY) & invertibile. Ha senso quindi considerare (A —

e

A)~*Ti(n:f) per ogni A > );. Poniamo

IS (M) <

RiNf =T (Tm) (A = A7 Tulmif) ).
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Risulta R;(A\)f € W2P(Q) N W, P(Q) e
A-ARWNf = T = AT (T - A7 L))
= T (Ti(n:)Ti(m: f)
+77 (A= AT - A7 (T(nf))
ni f + Si(A)f

|

dove abbiamo posto

SNf =T (A= A Tim)I - A7 (TS)))

Anche qui, siccome S; & un operatore differenziale del primo ordine, appli-
cando le stime del Teorema 4.9, otteniamo

AN,p, M,w, )
1S fl, < S s AN

per qualche C; > 0 e per ogni A > X;. A questo punto, posto R(\)f =
Z?=1 Ri()‘)f € S(}\)f — Z?:l S?()\)f risulta

RO\ f e W*P(Q)NWyP(Q)), SA)f e LP(Q)

e
A=ARNf =) nf+SNFf=f+SNFf
i=1
Posto A = max{A; : ¢ = 1,.....,n}, risulta

C
IS(A) fllp < —ﬁHfllp

con C > 0 opportuna e per ogni A > X. Scegliamo Ay > A tale che ||S(\)|| <
% per ogni A > Ag. Questo assicura che 'operatore I + S()\) & invertibile in
LP(Q2) con inverso V(A) : LP(Q2) — LP(€)). Pertanto segue

(A= ARWV) =T + SOV =1

da cui

(A—A)RAV(N)f = T.
La funzione u := RV (\)f € W22(Q) N W,P(Q) ¢ la soluzione cercata.

Vediamo alcune conseguenze del teorema appena provato.
Indichiamo con A, e A, gli operatori ellittici definiti negli spazi W?27(Q) N
W, P () e W29(2) N Wy 4(9) e a valori in LP(2), L4(Q), rispettivamente.

COROLLARIO 5.11. Siano 1 < p # g < o0 e u € W2P(Q) N W, P (). Se
u, Au € L), allora v € W22(Q) N W,9(8).
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DiM. Supponiamo p < g e scegliamo A > max{Aop, Ao,q} con Agp, Ao
come nel Teorema 5.10. Posta f = Au — Au € L1(Q2), per il Teorema 5.10
applicato all’operatore A,, esiste v € W24(Q)NW, 9 () tale che v — Av =
f. Poniamo w := u —v; siccome 2 & limitato risulta w € W24?(Q)N W& P(Q))
e A\ w — Aw = 0. Pertanto w = 0 cio¢ v = v e quindi v € W%4(Q) N
W3 9(9).

TEOREMA 5.12. Siano 1 < p # q < oco. Allora 0(A,) = 0(A,) e per ogni
feLP(Q)NLIQ) e X € p(A) risulta

| (}‘ - A;H)—lf: ()‘ “ Af;)_lf*

DiIM. Supponiamo p < gq. Per il Teorema 5.10, A, ha risolvente non vuoto.
Siccome W2P(Q)) & immerso con compattezza in LP({2), ’operatore risolven-
te &€ compatto e il suo spettro e costituito solo da autovalori. Ovviamente lo
stesso discorso vale per lo spettro di A,. Proviamo che 0(A4,) = o(A4,). Sia
A€ a(A,). Allora esiste 0 # u € W24(Q) N W, () tale che du — Au = 0.
Ma p < ¢, quindi u € W2P(Q) N Wﬂl P(Q) e risolve la stessa equazione, cosi
A€ o(A4,).

Sia ora A € o(A,), allora esiste 0 # u € W2P(Q) N W,P(Q) tale che
Au — Au = 0. Supponiamo p > %, allora u € L™(Q) per ogni r < oo, in par-
ticolare u € LI(Q2) e Au € L9(2), essendo Au = Au. Per il Corollario 5.11,
u € W29(Q) N Wy 4R) e quindi A € o(A4,). Supponiamo adesso p < 2

e sia p; tale che pil = % — £. Allora u € LP1(Q), Au € LP1 () e per il

Corollario 5.11 u € W22 (Q)NW; P (Q). Se p1 > ¢, abbiamo subito la tesi,
altrimenti ripetiamo lo stesso ragionamento un numero finito di volte.
Proviamo la seconda parte. Siano f € LP(Q2)NLY(Q) e A € p(A4,) = p(A,).

Essendo p < g,
(A= Ay f =u e W29(Q) N Wy UQ) C W2P(Q) N WP (D)

e quindi
(A — A;ﬂ)—lf = (A - Aq)_lf*

(OSSERVAZIONE 5.13. Se I'operatore € dato in forma divergenza, si possono
ottenere gli stessi risultati provati in tutto lo spazio. In particolare, si pud

determinare un valore A, = sup,cq [—~ divﬁ(m) } c(:r;)] tale che, per ogni
A > Ap, A — A é invertibile.

Consideriamo infine 'operatore ellittico

N N
A= Z ﬂijD@j -+ ZbiDi +c
ij=1 i=1
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avente coefficienti a-holderiani in € con 0 < o < 1 e proviamo che A\, = 0
in questo caso. Il risultato € vero con la sola uniforme contiunuita dei coef-
ficienti ma non verra provato in quest’ultimo caso. Enunciamo un classico
teorema di esistenza e unicita in tali spazi.

Diremo che un aperto Q & di classe C%% se & come nella Definizione 5.1 con
H, di classe C%“.

TEOREMA 5.14. Sia Q un aperto limitato con bordo di classe C**. Suppo-
niamo ¢ < 0 in Q. Allora per ogni f € CY%(Q), V X > 0, esiste un’unica
u € C**(Q) tale che \u — Au = f e ujan = 0.

(per esempio vedi [3, Teorema 6.14] o [5, Teorema 5.6.4].

COROLLARIO 5.15. Sia 1 < p < co. Seu € W2P(Q) N W, P(Q), u, Au €
C(Q) e c <0 allora u € C¥(Q) = {u € C**(Q) : uga = 0}.

DiM. Sia A > A,. Per ipotesi, Au — Au = f € C*(Q). Per il Teorema 5.14,
esiste v € Cﬁ’“ tale che \v—Av = f. Alloraw := u—v € W2P(Q)NW, ?(Q)
e A\w — Aw = 0. Per il Teorema 5.10, w =0 e quindi u = v € CS’Q(Q).

TEOREMA 5.16. Siano 1 < p < o0, ¢ < 0 in Q. Se f € LP(Q), esiste
un’unica u € W2P(Q) N W,y P(Q) tale che Au = f.

DiM. Dobbiamo provare che 0 € o(A). Per il Teorema 5.12, lo spettro
di A, non dipende da p. Possiamo pertanto supporre, senza perdere di

generalitd, p > 5. Sia 0 # u € W2P(Q) N W, P(Q) tale che Au = 0. Per

i Teoremi di immersione di Sobolev, © € C*(£2) con a = 1 — %, allora

u, Au € C*(2) e, per il Corollario 5.15, u € C’S’“(Q). Per il Teorema 5.14,
u deve necessariamente essere identicamente nulla. Questo vuol dire che 0
non e un autovalore di A, ossia 0 € p(4,).




CAPITOLO 6

Regolarita di ordine superiore

Nelle sezioni precedenti abbiamo provato esistenza e unicita della soluzione
in W2?(Q) dell’equazione Au — Au = f con condizioni al bordo di Dirichlet,
dove A e 'operatore differenziale ellittico del secondo ordine

N N
Au = Z Qi Dij'u. -+ Z b;u + cu.

i,j=1 i=1
In questa sezione studiamo regolarita di ordine superiore della soluzione in
presenza di maggiore regolarita del dato f. Supporremo infatti f in W*?(Q)

con k € N.

Ripercorriamo il procedimento gia usato nelle sezioni precedenti, provando
regolarita di ordine superiore dapprima in R" ed infine in un aperto limitato
regolare {1, passando attraverso 1l semispazio Rf :

Per cominciare abbiamo bisogno di richiedere maggiore regolarita ai coefhi-
cienti dell’operatore A, assumendo pertanto d’ora in avanti

Ai5 = Ajj EBUOET bi,cEW"“m_

Supponiamo al solito che l'operatore sia uniformente ellittico con costante
di ellitticita v > 0 e poniamo

w(r) :=max sup |ay(z) — aiy(y)l;
bl e—y|<r

M = max{||ai;|| k00 |03l k,005 ||l k00 } -

Sia u € LP(RY) e h € RN, h # 0; chiamiamo quoziente differenziale di u in
x ’espressione
u(z + h) — u(z)

Id |

E’ immediato verificare che per ogni u,v € LP(R") si ha

/IFW (TRu)v = /RN U(T—p V) (6.1)

Thu(x) =

ed inoltre
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(a) Th(uv)(x) = u(x + h)mpv(z) + Thu(z)v(z), per ogni u,v € LP(RV);
(b) ThnDu = D7yu, per ogni u € WHP(RY) con Du generica derivata di .

Se u € LP(§)) e w € un aperto a chiusura compatta contenuta in Q (breve-

mente w CC §2), allora ha senso considerare Dpu(z) per z € we 0 < |h| <
dist (w, O82).

La prossima proposizione ¢ una ben nota caratterizzazione degli spazi di
Sobolev in termini di quozienti differenziali (vedi [2, Proposizione IX.3]).

PROPOSIZIONE 6.1. Sia u € LP(2), 1 < p < 00. Sono equivalenti

(i) we Wr(Q) ;
(ii) esiste C > O tale che per ogni aperto w CC Q e per ogni h € RN con
0 < |h| < dist (w, 0Q) risults

[Thul Loy < C.

In tal caso possiamo prendere C = ||Vu||Lr(q)-

OSSERVAZIONE 6.2. L’ipotesi |h| < dist (w, 09) serve a garantire che il quo-
ziente differenziale m,u sia ben definito. Se siamo in R¥, non vi & alcun
bisogno di restringersi ad un aperto w e si puo prendere un h qualunque,
purche ovviamente diverso dal vettore nullo.

La proposizione si pud applicare ad ogni singola derivata parziale. Basta
infatti che ||Thul|Lr(w)

< C per ogni h = te; con 0 < t < dist(w,dN) per dedurre Pesistenza di
Dhu € LP(Q)

Proviamo adesso un primo risultato di regolaritd in RY . Nella dimostrazione
useremo la stima a-priori del Teorema 3.4

lullzp < C([lullp + [|Aul]p) (6.2)
valida per ogni u € W2P(R¥).

PROPOSIZIONE 6.3. Siano 1 < p < oo ed u € W?P(RYN) tale che Au €
WEP(RN). Allora u € WE+2P(RN) ed esiste C = C(N, p, v, M,w) > 0 tale
che

[ullk+2.p < Cllullp + | Aullk,p)- (6.3)

DIM. Proviamo la tesi per induzione su k.
passo 1: Sia u € W2P(R") tale che Au € W'P(R¥). Prendiamo h € RV,
h # 0, e consideriamo il quoziente differenziale 7;,u. Applichiamo la stima
(6.2) a Thu

IThull2,p < C(llmaullp + [[AThullp).
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Per le proprieta dei quozienti differenziali si ha

A(tpu)(z) = 3, (Au)( Z Thai;(z)Diju(e + h)

N
_— Z Thbi (:E)DI‘M(LE -+ h) — Th[:(:n)u(;r, -+ h) (64)

e quindi

Imhullzpy < C | lImaully + I Aully + ) lI7haijllool| Dijull,
ii=1

N
+ > l17bill ool Dilp + Hﬂaf:flmllullp) . (6.5)

i=1
Per la Proposizione 6.1 possiamo maggiorare con una costante ogni termine
a secondo membro della (6.5), sicche

|Thul|2., < cost

e questo, sempre per la Proposizione 6.1, implica che u € W3P(RN).

Possiamo adesso applicare 'operatore A ad una qualsiasi derivata parziale
D,u, che come abbiamo appena visto appartiene a W2P(R"). Data la
regolaritd W1>° dei coefficienti dell’'operatore si ha

A(D,u) = D,(Au) — Z Drai; Diu — ZD b; Diu — Dyc u,

i,7=1

allora || AD,u||, < ||DrAul|, + M||ul|2,p- Applicando piu volte la stima, (6.2)
sl ottiene

[Drull2, < C([Drullp + [|ADrul|p)
< Cll|Drullp + [[DrAullp + Mjull2,p)
< C'llull2p + [ Dr Aullp)
< C"(lullp + | Aullp + || Dy Aull,)

dove C’ e C” sono costanti positive dipendenti da N, p, v, M, w. Per finire

N
lullsp = llullp + Y I Drullzp < C"(Jullp + || Aull1 )

r=1
che e proprio la stima cercata.
passo 2: Sia k > 2, supponiamo la tesi vera per k — 1 e proviamola per
k. Sia u € W%P(RY) tale che Au € W*P(RN). Per l'ipotesi induttiva
u € WEtLP(RN) ed esiste C = C(N, p,v, M,w) > 0 tale che

“u“kﬂ,:ﬂ < C(”“”p + ”A”Hk—-lm)-
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Sia Dru una qualsiasi derivata parziale di u. D,u € WEP(RN) ¢ W2P(RN)
e

AD,u = D,(Au) — Z Dyai;Diju — ZD biDiu — Drcu.  (6.6)

,7=1

Per ipotesi i coefficienti di A sono in W*(RN), percid dall’uguaglianza
precedente si ha che AD,u € WF~—1P(RV) e

lAD ul|k—1,p < || DrAullg—1,p + M ||ul[k-1,p. (6.7)
A questo punto per il passo induttivo D,u € W*T1LP(RY) ¢
“D-r“”k+1,p < O(”DTEIIP + ||AD:-~HHI:—1,p) (6*8}

Mettendo assieme (6.7) e (6.8) ed usando ancora una volta il passo induttivo
otteniamo

[Druflg+1p < C([|Drullp + | Dr Aullk—1,p + M||uflk-1,p)
< C'llulli-rp + 1Dr Auli—1,p)
< C"(JJullp + [|Aullk=1,p + (| DrAullk—1.p),

dove C’ e C" sono nuove costanti positive dipendenti da N, p, v, M, w. Infine
dall’arbitrarieta di r discende che u € W**+2:P(RV) e che vale la stima

lellirz.p < C(llullp + | Aulk,p)-

Proviamo ’analogo risultato nel semispazio R .
b +

PROPOSIZIONE 6.4. Siano 1 < p < 0o edu € W2P(RY)NWP(RY) tale che
Au € WRP(RY). Allora u € Wk+2: P(RY) ed esiste C = C(N,p,v, M,w) >
0 tale che

lellktzp < Cllullp + | Awllk,p). (6.9)

DIM. Per k& = 0 la tesi e stata gid provata nel Corollario 4.5. Procediamo
per induzione su k. Supponiamo dapprima Au € Wlp (]RN ). Sia h =
(h1,...,hn-1,0) € RY), h # 0, vettore tangente all’lperpla.nﬂ {zn = 0}.
Allora il quoziente differenziale 7,u risulta ben definito ed appartiene a
W2P(RY) N Wl’p(lﬁ’.w ). Possiamo percio applicare a 7pu la stima (4.8) e
procedere come nella dimostrazione della Proposizione 6.3, ottenendo che

“Thu“lp S cost,

Per la Proposizione 6.1, questa maggiorazione ci permette di affermare che
una qualsiasi derivata seconda D,;u ammette derivata parziale in LP(]R'.N )
nella direzione coordinata e; per ogni j < N. Se 5 = N distinguiamo i casi
seguenti:
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1) almeno uno dei due indici 7 ed s & diverso da N. Supponiamo r # N,
allora, invertendo 'ordine di derivazione, risulta

DNDTSH = DT-DNSU

che appartiene a LP (]P@.f ) per quanto gia provato.
2) Ser =s =N, allora

1

aNN

N
DNNH — Au — Z aijD?;ju — Z DrbiDiu — DTC U

(4,7)#(N,N) 1=1

e quindi Dynu € Wl*I’(IEfRf).

Abbiamo pertanto provato che u € WB‘F(Rf). Da questo punto in poi si
procede come nella dimostrazione della Proposizione 6.3.

Passiamo alla regolarita in un aperto 2 di RY, limitato e di classe C*. Come
nella sezione 5 mediante carte locali ci riconduciamo a studiare il problema
in palle di R o intersezioni di palle con Rf . Per comodita ricordiamo come
si trasforma l'operatore A se si cambia variabile, questa volta assumendo
che il cambio di variabile sia un diffeomorfismo di classe C¥.

Siano {2 e A aperti limitati di_]RN e sia H : A —  un diffeomorfismo di
classe C* con inverso J : @ — A. Data u € Wk» (€2), definiamo

v(y) =u(H(y)), yeA

Risulta ben definita la seguente applicazione

T:WPP(Q)NWyP(Q) — WRP(A) N WG P(A),  (6.10)

ur—ITu=uoH =v.

Si puo facilmente verificare che T & lineare, limitata e invertibile con inversa
data da

T=1WRP(A) N WP (A) - WEPQ)NWEIP(Q), v—T w=voJ=u.

Se u{z) = v(Jz), si ottiene facendo un calcolo esplicito e ponendo y = Jx

Au(z) = Av(y) = ) ank(y) Dy v(®) + > BrnDy,v(y) +7(y)v(y) (6.11)
h.k h

dove
ank(y) = 2_; ; 0i;(H(Y)) Doy Jn(H(y)) Dz, Jk(H (y)),
Bry) = Zf;‘,:j ﬂ'ﬂ'j(H(y)}Dﬂ:iﬁ:j Jn(H(y)) + 2_; bi(H(y)) Do, Jn(H (y)),
7(y) = c(H(y)).



100 V. Manco - G. Metafune - C. Spina

Quindi risulta definito A = TAT ! operatore uniformemente ellittico i cui
coefficienti

ank € Cup(A) N Wk’m(ﬁ)} Br, v € Wk*m(ﬁ).
Inoltre )
M<ca(J)M ©=ww,],M) v >co(d)v
dove ¢1(J) e c2(J) dipendono solo dal cambio di variabile fissato (e quindi
dall’aperto) e non dall’operatore A.

PROPOSIZIONE 6.5. Siano 1 < p < 0o ed u € W2P(Q) N W, P(Q) tale che
Au € WHP(Q). Allorau € WHZ-‘I’(Q) ed esiste C' = C(N,p,v, M,w,) >0
tale che

lullg+2 < C(|Jullp + || Aullr,p).

DiM. Supponiamo dapprima Au € W"P(Q). Denotiamo con B(1) la palla
unitaria di RY. Per la regolaritd di €2, per ogni x € Jf) esiste una carta
locale (U, H;) con

H;:B(1) — U, diffeomorfismo di classe C*, H (B (1)) =U,NQ
H,(B(1)N{zx = 0}) = U, N 9.
Inoltre, essendo (2 aperto, per ogni z € Q esiste B(z, R;) C Q. Risulta cosi

“C(UB(:E,RE))U( U Ux).
el T €8}

Per compattezza possiamo estrarre un ricoprimento finito. Esistono pertan-
to ny,ne € N tali che

n | n
_C(LJIB(HJI,RE))U leUj :
i= j=

dove per semplicita denotiamo R, con R; e Uz, con U;. Posto n = nj +no
consideriamo una partizione dell’unita {n;};=1 ., relativa al ricoprimento
conn; € CX(B(zi, Ry)) se i <ny, n € C°(U;) se ny < i <n.

Trattiamo separatamente le funzioni n;u nei casii < nyeny <i < n.

‘caso © < ny’: Risulta suppn; C B(x;, R;) e niu € W2P(RY). Per applicare

1 risultati di regolarita nell’intero spazio estendiamo 'operatore A dalla
palla a tutto R" in modo tale che I’estensione A sia ancora un operatore

uniformemente ellittico e conservi le proprieta di regolarita dei coefficienti

di A. A tal fine sia ¢ € C°(R¥) tale che
0<¢p<1l, ¢=1inB(1), ¢=0inRY\2B(1).
T — T
R;
A=¢A+(1-¢@)A.

Consideriamo allora ¢(x) = ¢ ( ) e poniamo
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Osserviamo che A e uniformemente ellittico perché combinazione convessa
di operatori uniformemente ellittici ed ha costante di ellitticita

v > min{l, v}.
I coefficienti di A sono
dij = Paij + (1 — ¢)d;; € BUCRY) n WH(RY)
b; = pb; € WLO(RY), ¢=@pce WHRV)
ed inoltre
M = max{||as; 1,00, [1bill1,00, llcll1,00} < c(N)M
w<w+ (M+ 1w
dove ¢(N) > 0 & una costante che dipenda da N e wg & il modulo di
continuita di ¢.
E’ ora lecito applicare la Proposizione 6.3, da cui otteniamo che n;u €
W3P(RN), quindi nu € W3P(Q), e
Iniullspmy < Clnawllpry + A1 pmn)
Cllullp;o + lAMmiu)ll1,p; B, R:))
Clllullp;e + IniAully,p;B:,r:) + K (i M)||ull2,p;B(z:,R:))
Clllullz,p;0 + [Aull1,p;0)-

‘caso n; < © < n’: Poniamo v;(y) = (mu)(Hiy). Osserviamo che v; €
W2P(RY) N Wg’p(lﬁf ) e suppv; C BT(1). Consideriamo l’ﬂgeratmr? A
definito in (6.11) ed estendiamolo, come prima, all’operatore A = @A +
(1 —)A definito in RY. Applichiamo la Proposizione 6.4 ed otteniamo che
v; € W3P(RY), quindi n;u € W3P(Q), e

[miul|s,p;0 |

I

VAN

A

”?HHH&F;R < C(J)!lﬂi”&p;ﬂﬁf < C(”vin;Rf -+ |’Aﬂi||1}p;ﬂﬁf)

= C(|villp;5+q) + | Avill1 p;5+(1))

< Cf ?}’i“”p,;m + llﬂ(mu)lll,p;m)

< C( HH;}:Q + ”THAHHI,;J;E& + K(ni':Mﬂlu”lP;Ui)
< Cllullapsn + I|Aull1p:0)- |

Sommando sull’indice i = 1, ....,n, abbiamo che v = 5 nu € W3P(Q) e

N
lulls.pie < D lImullzpio < C(N,p,v, M,w,2,90) ([ullzpn + | Au]1,p:0)

1=1

da cui la tesi, siccome |ull2p.0 < C (||ullpa + || Aupa)-

Il passaggio da &k — 1 a £ si fa come nella Proposizione 6.3.
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Notazioni

Siano Q un aperto di RY, 1 <p < +o0, ke N, 0 < a < 1.

Ceo ()

(LP(Q), || - lze(s))

(L), [ - fleo)

(WEP(Q), || - llx.p)

Wlif(ﬂ)
Wy P (Q)
C(€2)
Cp(£2)
C*(Q)

Co (%)
BUC()

BUCk(9Q)

(C(), [ - ller)

B(.‘IJ{}, R)

spazio delle funzioni derivabili con continuita infinite
volte e a supporto compatto in £;

spazio delle funzioni u misurabili secondo Lebesgue
con [[ul|zsqy = [fqlu(@)Pdz < +oo (se non c’&
ambiguita, scriveremo ||u||, al posto di ||u||1»(q));
spazio delle funzioni « misurabili secondo Lebe-
sgue con ||u)lee = inf{C > 0 : |u(z)] <
C' quasi ovunque in Q} < o0;

spazio delle funzioni uw con derivate distribuziona-
li fino all’ordine k in LP(£2) con norma |ullg, :=

Z“ﬂ!gk | D7 ul| Lo
spazio delle funzioni appartenenti a W*P?(') per ogni

aperto limitato 2’ con QO c Q,

chiusura di C°(2) in W5P(Q);

spazio delle funzioni continue in ;

spazio delle funzioni continue e limitate in €2;

spazio delle funzioni derivabili £ volte con continuita
in €2;

spazio delle funzioni continue in £ nulle su 6€;
spazio delle funzioni limitate e uniformemente
continue in £2;

spazio delle funzioni in BUC(f2) derivabili con conti-
nuita k volte in 2 con tutte le derivate sino all’ordine

k in BUC(S));

spazio delle funzioni u «-holderiane in €2, ossia in

Cp(2) e con [u]o:= sup [ulz) — u(y) < 400,
ryeQzty T —Y|®

munito della norma ||ullq = ||]|oo + [¢]a;

palla di centro zg e raggio R. Scriveremo solo B(R)
quando non sara importante indicare esplicitamente il
centro;
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{z=(2",2n) e RV"I xR | 2y > 0};

B(Im R) M Rf

misura di Lebesgue della palla unitaria di RYV:
misura di Lebesgue dell’aperto §:

aperti con q c Q;

cubo di centro zg e lato R;

complementare di F.



