CAPITOLO 4

Singolarita rimovibili

Si puo dimostrare il seguente teorema (vedi [28])

TEOREMA 4.1. Per ogni 2 aperto di R™, per ogni C' chiuso in Q con
H"H(C)=0

eu € C3(Q\ C) soluzione dell’equazione delle superficie minime, esiste
U € €(Q) con Ujg\¢ = u.

In questo capitolo noi dimostreremo una versione piu debole di tale teorema,
dovuta a De Giorgi e Guido Stampacchia (1922-1978) e pubblicata nel 1965
[13], che ipotizzarono C' = K CC . Senza ledere in generalita, nel seguito
supporremo la connessione di Q.

1. Lemma topologico

La dimostrazione di De Giorgi e Stampacchia richiede il seguente lemma
topologico.

LEMMA 4.2. Sia Q un aperto connesso di R"; se K CC € con
H"HK) =0,

allora Q\ K ¢é connesso.

DiM. Siano ©; e Qg due aperti disgiunti tali che Q\ K = Q; UQs. Vogliamo
dimostrare che

/divqbdx =0, VopeD),i=1,2. (17)
Q;
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Osserviamo che 09; NQ C K, i=1,2.

La condizione H"~}(K) = 0 implica lesistenza, per ogni ¢ > 0, di un
numero finito di palle {B,, (z;)}i=1,... .~ tali che

N N
K C | By, (2:) == I.(K), Z ot <e (18)

i=1

La condizione precedente implica in particolare che g; < ¢/~ per ogni
i=1,..., N. Notiamo che

N N
[I(K)| <> |Bg, (1) < w703 " gf 7 < e/ (070

i=1 i=1

inoltre,
N

OI.(K) = | J(0By, (z:) \ I.(K)),

i=1

e quindi

N N
HYOI.(K)) < ZJ—C"_I(GB& (x;)) = nwn, Z 0t < nwye
i=1 i=1

Possiamo scrivere che

/ div ¢dz = / div ¢da + / div ¢dz,

0 QNI (K) QN1 (K)
Ma
div gdz| < || div @||oo| I (K)| < wy || div ¢see™ Y,
QNI (K)
mentre
divpdz| = / ovr_ () dH" !
Qi\I:(K) QNI (K)

IN

18lloc" M (OL(K)) < nwn [l sce-

Quindi D1g, = 0 in © nel senso delle distribuzioni; ne segue che le funzioni
caratteristiche sono costanti. Quindi la coppia (21,2) ¢ costituita da () e
da . 0
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2. Il Teorema di De Giorgi e Stampacchia

TEOREMA 4.3 (De Giorgi-Stampacchia [13]). Sia Q aperto di R™ connesso,
sia K CC Q) con

H"HEK) =0
eu € CHQ\ K) soluzione dell’equazione delle superficie minime. Allora
esiste U € C%(Q) con Ujg\x = u.

DiM. Sia A un aperto limitato con
KccAccq.

Per la dimostrazione di questo teorema abbiamo bisogno di due lemmi.

LEMMA 4.4 (Principio del Massimo). Nelle stesse ipotesi del Teorema 4.3,
vale che

M :=maxu = sup u.
2 A\K

DiM. Dimostreremo che
{zr € A\K :u(z)> M} =0.
Consideriamo a tal fine la funzione
0 t< M
B(t) =
arctan(t) — arctan(M) ¢ > M.

La funzione B & Lipschitziana, limitata da 0 < B(t) < 7 e la sua derivata &
positiva.

Definiamo quindi per ogni € > 0 la funzione

1109 ),

)= {1 - 5

dove I.(K) & l'insieme costruito nella dimostrazione del Lemma 4.2. La
funzione ¢, & chiaramente Lipschitziana con |Dy.| < 1/e, si ha che ¢, =1
su I.(K) e, se 2e < d(K,09), . € Lip,(Q). Infine si ha che, se indichiamo
con

Ae = | Boite(mi),

-

i=1
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con B, (x;) gli insiemi costruiti nel Lemma 4.2, vale la seguente proprieta

/|D<p6|dx /|D<p6|dx
Ae

N
< Z / |D§06|dx
=1 By, +e(zi)
N
< Y ~|Boite(@i) \ By (i)l
=1

= an nol ! +o(1)) < nwnpe + Nwpo(1),

dove l'ultima condizione discende da (18).

Se poniamo ¢ = B(u)(1 — ¢.), chiaramente ¢ € Lip,(A4 \ K),

utilizzando questa funzione ¢ in (10), si ottiene

_ (DuaD(B(“)(l_(Pe)» "
' = / V1+ |Duf? I

I
— >

1— U
=2 = pap VIt DaP?

Siccome

Du, D
/B(U)Md.ﬁ S?T/lD(p5|d$—>0, per € — 0,
A

V14 |Dul?

ricaviamo, grazie al Lemma di Fatou, che

A

Dul? Du,DB
o < [BuAZL o [DuDEW),
1+ |Dul? 1+ |Dul?
A A
Du,DB
= /lim(l <p€)< u, DB(u >dx
A e—0 1+ |Dul?
o (Du, DB(u))
< liminf [ (1 — 2 dr=0.
T =0 Z( #) V 1+ [Dul?

e quindi

(DuDBW) ), [ gy DD,

Questo implica che la funzione B(u) deve essere costante su A, e quindi,

siccome si deve avere che

Jim B(u(z)) =0,

deve essere B(u) =0 su A, da cui u < M su tutto A.
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LEMMA 4.5 (Principio del Massimo Forte in A\ K). Sia v un’altra soluzione
avente le stesse proprieta della w. Supponiamo che valga la disequaglianza

v(z) > u(z), Ve dA.
Allora la diseguaglianza vale in tutti i punti di A\ K.

DiM. Entrambe le soluzioni u e v sono limitate in A \ K. Vogliamo
dimostrare che

{z € A\ K :v(z) <u(z)} =0.
Questa proprieta e conseguenza della stretta convessita del funzionale delle
superficie minime. Indichiamo con ¢ la funzione

d(z) = 1a(z) max{u(z) — v(zx),0}.

Difatti, con una tale scelta di ¢, dal fatto che sia u che v sono soluzioni, si
ottiene

Du Dv
Z( 1+|Du|2>D¢ ’ Z( 1+|DU|2>D¢ v

quindi

0:/ Du _ Dv Dédz,
) V1+[Dul2  \/1+|Dv]2

cioe

/ Du Dv (Du — Dv)d 0
- u — Dv)dz = 0.
V1+|Dul2  \/1+|Dv|?

{u>v}
Poiche l'integrando & strettamente positivo se Du(z) # Dv(z), segue che
Du(z) — Dv(z) =0 in ogni punto € A con u(z) > v(x), e cid implica che
u(z) < wv(z) in tutti i punti di A. O

Corollario del Principio di Massimo Forte 4.4 ¢ il principio di massimo dei
rapporti incrementali 2.4. Possiamo allora dire che la funzione u & Lips-
chitziana in A \ K, quindi & estendibile ad una funzione Lipschitziana U
definita su tutto A. Tale U verifica ’equazione di Eulero,

/ DU
J/1+|DUJ?
A

Grazie al Teorema di regolarita di De Giorgi, possiamo concludere che U €
C2(A). O

Dédx =0, Vo € Lip,(A).

OSSERVAZIONE 2. Robert Finn (1922-) [14] aveva dimostrato nel 1953 il
risultato di De Giorgi e Stampacchia nel caso bidimensionale, e per K =
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{zo}, ©o € Q. La dimostrazione di Finn passa attraverso i Principi di
Massimo e di Massimo Forte, ma non ha bisogno del ricorso al Teorema di
regolarita di De Giorgi [11].



