CAPITOLO D

Teoremi di Sylow ed Applicazione

Il teorema di Lagrange asserisce che ’ordine di un sottogruppo di un gruppo
finito € un divisore dell’ordine del gruppo. Il viceversa & perd falso. Non vi
sono molti teoremi che garantiscono I'esistenza di un sottogruppo di ordine
assegnato 1n un gruppo finito arbitrario. Il piu significativo & un lavoro
dovuto al matematico norvegese Sylow.

In questo capitolo tratteremo i teoremi di Sylow che descrivono i sottogruppi
di un gruppo finito arbitrario, aventi come ordine una potenza di un numero
primo. I primo teorema garantisce |'esistenza di tali sottogruppi, il secondo
mette In evidenza la relazione di coniugio tra i p-sottogruppi di Sylow dello
stesso ordine, mentre il terzo mostra le proprieta di divisibilita e congruenza
del numero dei p-sottogruppi di Sylow, che in alcuni casi ci consentono di de-
terminare con precisione il loro numero, come del resto avremo occasione di
vedere in qualche applicazione. Infine concludiamo con un approfondimento
della conoscenza di questi sottogruppi, studiando il loro comportamento in
strutture quoziente e prodotti diretti.

D1. Teoremi di Sylow

Definizione D1.1. Se G é un gruppo finito, p un numero primo e
T n+1
p"||G| e p"*'{|G| con mn €N

un sottogruppo di G di ordine p™ si chiama p-sottogruppo di Sylow. St tratta
quindi di un sottogruppo il cui ordine € la massirma potenza di p che divide
l'ordine dv GG.

Lemma D1.2. Siano p un numero primo e m un numero intero positivo.
Allora vale la sequente congruenza

mpﬂ
( o ) =m (mod p).
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DiMOSTRAZIONE. Per definizione di coefficiente binomiale si ha

N P plp—1p—=2)--p—k+1) _ J1. k=10p
k ip— k) 1-2:3..-k 7 0, 0<k<p;

dove con =, i indica la congruenza modulo p. Ora introdotte due variabili
x,y consideriamo lo sviluppo binomiale |

P
(x +7)P = Z (i) Pk

k=l

che ¢ conduce alle congruenze

4
(z +y)¥ = Z (i) PP =, 2P + P,
& =(]
2 , 2 2
(x + )7 =, (¥ + ") =, 2F + .

Continuando cosi abbiamo
(z+ ) =, 2 +,
@+ )™ =, (@ )"

iciente del ter-

Snlla base di quest’ultima congruenza, considerando 1l coe

mine 2 4™~ 1P" g ha
mpty _ {mY _
p” =p 1 =p TI,

Teorema D1.3 (Primo Teorema di Sylow). Siono G un gruppo finito e p
un primo che divide Uordine di G. Allora G ha un p-sottegruppo di Sylow.

DIMOSTRAZIONE. Per ipotesi p‘ |G|, allora possiamo serivere
&
Dimostriamo che esiste un sottogruppo di ordine p*. Dehniamo l'insieme §2
nel seguente modo

=mp" dove pim e n>1

Q={TCG|{T| =p"}

e determiniamone la cardinalita.

Poiché il numero di modi di scegliere un sottoinsieme di p™ elementi da un
insieme di mp™ e dato dal coefhciente binomiale, si ha

mp"
= pn '

Considerando ora ’azione di (& su £2 cosi definita

(g T)—T9=Tg perogni TEN e geG

(2
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si ha che

() = UTG

TeC
dove C e un sistema di rappresentanti per le orbite dei membri di 2, quindi

Q)= > |T¢].
TeC
Per il Lemma D1.2, vale la seguente congruenza
mp"
( pi ) =m (modp) == | =m (modp).

Dato che p t ||, esiste un’orbita T°C tale che p { |T¢|. Ora, considerando
lo stabilizzatore di T', per il Teorema C2.4 si ha |T%| = [G: Gr|. Gr & un
sottogruppo di G, se proviamo che |G| = p™ abbiamo la tesi.

Dalla relazione |G| = [G : G| - |G| si ha che
G]
G : Gr]

G| =

pertanto

p”“G| e pt|G:Gr] = p”’| Gr| = |G| >p".

Inoltre dalla definizione di stabilizzatore si ha
VgeGr: T9=T¢g=T =— ViteT: tGrCT

quindi

Gr| = [tGr| < |T|=p" = |G| <p".
Dalla doppia disuguaglianza si ha |Gr| = p', pertanto Gt & proprio un
p-sottogruppo di Sylow.

Proposizione D1.4. Sia G un gruppo finito tale che |G| = mp™, dove p é
un primo con med(p, m) = 1. Allora nel gruppo GG esistono p-sottogruppi di
ordine p,p%,- - ,p".

DIMOSTRAZIONE. Procediamo per induzione su |G|.

Quando |G| = p, la tesi € ovviamente vera. Supponiamo la tesi vera per tutti
1 gruppi di ordine minore di mp”™ e dimostriamo che vale per |G| = mp™.

Ricordiamo 'equazione delle classi
¢
G| =12(G)| + )_ |Cl(zx)]
k=1

dove {zx};_, & un sistema di rappresentanti delle classi di coniugio che con-
tengono piu di un elemento. Supponiamo che p‘ |Z(G)], allora per il teorema
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di Cauchy, esiste un sottogruppo in Z(G) di ordine p. Ora, indicando con
Py tale sottogruppo, non e difficile vedere che P; risulta un sottogruppo
normale di G. Consideriamo il gruppo quoziente G/P; il cui ordine ¢ dato

da:

TE

=mp"~! < mp"

quindi, per l'ipotesi induttiva in G/ P; esistono i sottogruppi
P?/Plu B’i;/Pl:r Ty P}'J./P].

di ordine rispettivamente p, p*, --- , p"~!. Ne segue che P, P, --- , P,, sono
p-sottogruppi di G di ordine rispettivamente p, p?, - -- , p".

Se pt|Z(G)| per 'equazione delle classi esiste una classe di coniugio Cl(z;)
tale che p 1 |Cl(xzx)|; ma
G

Cllan) =[G Colan) = gy = 1Cate0] = iy

pertanto
p'[|IGl e pt|Cllzk)| = p"||Calxi)l

Inoltre possiamo dire che
Col(zr)| < |G| =mp™ perché =z ¢ Z(G).

Quindi applicando l'ipotesi induttiva si ha che in Cg(zr) esistono i sot-
togruppi Py, Py, - - - , P, di ordine rispettivamente p, p?, - - - . p™. Questi sono
anche sottogruppi di G perché Cg(ax) < G. [

Teorema D1.5 (Secondo Teorema di Sylow). Siano G un gruppo finito e
p un primo che divide l'ordine di G. Se P ¢ un p-sottogruppo di G ed S un
p-sottogruppo di Sylow di G, esiste g € G tale che P C 89, In particolare:

e due p-sottogruppi di Sylow sono coniugati.
® ogni p-sottogruppo € un sottogruppo di qualche p-sottogruppo di Sylow.
e ogni p-elemento appartiene a qualche p-sottogruppo di Sylow.

DIMOSTRAZIONE. Poniamo () = {S5¢| g € G}. Se |G| = mp™ con med(m, p) =
1, poiché S & un p-Sylow si ha |S| = p™ e inoltre

G
S|
Definiamo ora un’azione di P su {) come segue

(P,QY): (x,Sg9) (Sg)" = Sqx

Q=[G : 8] = =m = p1|Q]

per la Proposizione C2.6 abbiamo che

Q2] = |Qo| (mod p)
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dove

QU —

P

Sg Q| Sgr = Sg wep}

= { Sgel(S9” = {sg} }.
Poiché p 1 |Q| si ha che p{ |Qp|; quindi Q ¢ non vuoto cioe
185g€fly: Sgr=859g VxeP

pertanto
grgteS = ze8 = PCSY
Nel caso in cui P € un p-sottogruppo di Sylow
IPl=p" e PCSY9 — P=459

perché [SY9| = |S] = p" e quindi P ed S risultano coniugati. Come con-
seguenza immediata, seguono le altre due affermazioni.

Teorema D1.6 (Terzo Teorema di Sylow). Siano G un gruppo finito e p
un primo che dwide U'ordine di G. Se ny, € il numero dei p-sottogruppt di
Sylow di G ed S é un tale sottogruppo, allora

n, | [G: 9] e ny, =1 (mod p).

DIMOSTRAZIONE. Ponendo {2 come 'insieme dei p-sottogruppi di Sylow di
G, consideriamo la seguente azione di G su ()

(G,Q): (¢,T) — TI9=g'Tg

quindi I'orbita di un membro 7', € la classe dei sottogruppi coniugati a cui
T appartiene. Ma per il Teorema D1.5 tutti i p-sottogruppi di Sylow sono
coniugati, ne segue che 1’azione considerata e transitiva. Pertanto

Q=S¢ = n,=[G:Gs]=[G: Ng(S).
Poiché np = [G : .Nr(;(S)] ed S < N{;(S) < G, sl ha
(@S
[Nc(S) - S
Consideriamo un’altra azione
(8,Q): (5, T) — T* =5 'Ts.
Ricordando la congruenza nella Proposizione C2.6
Q] = [Q| (mod p)

== n,|[G: 5]

My

dove ‘
Q[]={T€Q‘T5:{T}}

se proviamo che |{3] = 1 abbiamo subito la tesi dato che |£}| = n,,.

Osserviamo che

VzesS: =8 = Sy = Q[]?é@.
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Verifichiamo che S & 'unico membro di €. Infatti supponendo che esista
T € Q tale che T° = T, si ha che

VeeS: T°=T = §< Ng(T)

quindi S e T sono entrambi p-sottogruppi di Sylow contenuti in Ng (T). No-
tiamo che T & 'unico p-sottogruppo di Sylow del suo normalizzante Ng(T').
Inoltre S e T sono coniugati in Ng(T') per il secondo teorema di Sylow.

Allora S =T e || = 1.

Corollario D1.7. Sia G un gruppo abeliano finito. Allora

(a) G ha uno ed un solo p-sottogruppo di Sylow per ogni primo p che divide
Uordine di GG.

(b) G é ciclico se e solo se i suoi sottogruppi di Sylow sono ciclici.

DIMOSTRAZIONE. Procediamo per ordine, partendo dal primo punto.

[a] L’esistenza & garantita dal primo teorema di Sylow. L’unicita deriva dal
fatto che due qualsiasi p-sottogruppi di Sylow sono coniugati.

Infatti, se S & un p-sottogruppo di Sylow, poiché G € abeliano, ogni suo
sottogruppo & normale. Ne segue che l'insieme dei sottogruppi coniugati ad
S in G coincide con S, quindi per ogni primo p che divide l'ordine di G
esiste un unico p-sottogruppo di Sylow.

[b] La condizione necessaria segue dal fatto che ogni sottogruppo di un
gruppo ciclico & ciclico. Ora dimostriamo la condizione sufficiente. Sia G
un gruppo abeliano finito, allora possiamo scomporre l'ordine di G come
segue:

Tl
Gl =[] pi*
k=1

dove {px} sono primi distinti e {ms} numeri naturali. Poiché G e abeliano,
per ogni k esiste un unico pg-sottogruppo di Sylow che indichiamo con S.
Ora poiché ogni Si ¢ ciclico, se denotiamo con gi il suo generatore si ha:

‘Skl=|<gk>|:p?k per k':l,z,"'.,ﬂ,.

Possiamo dunque definire un elemento g = g1 - g2 --gn che ovviamente
appartiene a G, inoltre gli ordini dei generatori g1, g2, -+ , gn SONO coprimi,
pertanto

o(g) = o(g1) - o(g2) -+ 0(gn) = | | Pi**.
k=1

Ne segue che G € un gruppo ciclico generato da g.
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D2. Applicazione e gruppi ciclici

Proposizione D2.1. Dimostrare che per un primo p il numero dei p-sotto-
gruppt di Sylow di Sy, gruppo simmetrico, € uguale a (p—2)!, da cui si deduce
il teorema di Wilson

(p—1)= -1 {(mod p).

DIMOSTRAZIONE. Indichiamo con n, il numero dei p-sottogruppi di Sylow

del gruppo simmetrico S,. Se n, = (p — 2)!, allora per il terzo teorema di
Svlow, si ha che

np=1 (modp) == (p—-2)!'=1 (modp).

struttando la proprieta moltiplicativa delle congruenze, possiamo scrivere

p-1'=(-D)p-2 = p-1=, -1

A questo punto dimostriamo che il numero dei p-sottogruppi di Sylow di 5,
é effettivamente (p — 2)!. Poiché

Spl=p':  plpt e p*ip

I'ordine di un p-sottogruppo di Sylow non pud che essere p. Adesso, essendo
P prima, ogni p-sottogruppo di Sylow & ciclico con p — 1 generatori aventi
tutti lo stesso ordine p. Quindi il numero totale dei generatori dei gruppi
ciclici di ordine p & uguale a (p — 1)n,. Ogni elemento di ordine p in 5,
risulta un p-ciclo. Dunque, se calcoliamo il numero dei p-cicli, questo deve
cowncidere con 1l numero totale dei generatori dei p-sottogruppi di Sylow.
Considerando 'applicazione ¢ : 5, — &, con

(1 2 .- p) (:rl Ty - :rp)
—
£y X2 -+ dp Ly g -+ I
per £k =1.2,---,p, le permutazioni
1 2 oo p—k pok+1 .- p)
Lkl Th+2 -0 Lp, T o Tk

hanno la stessa immagine. Dunque ¢ induce una corrispondenza p a 1,
pertanto il numero dei p-cicli &

_ (o)
p:(p—l)!=ﬂp(P—l) — Tp p—1

che & la formula che volevamo dimostrare.

= (p — 2!

Esempio D2.2. Un gruppo di ordine 15 =3 % 5 e cuclico.
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DIMOSTRAZIONE. Sia G un gruppo di ordine 15, indichiamo con ng il nu-
mero dei sottogruppi di Sylow di ordine 3 e con 75 il numero dei sottogruppl
di Sylow di ordine 5. Per il terzo teorema di Sylow si deve avere:

ng=1 (mod3) e n3|[[15:3]=5 = mn3=1,

ns =1 (modb) e ns|[15:5]=3 = ns=1.

Quindi questi sottogruppi risultano essere normali in quanto essendo unici
sottogruppi di Sylow di ordini 3 e 5 rispettivamente. Inoltre, poiché ogni
gruppo finito il cui ordine € un numero primo e ciclico, possiamo scrivere

X = {(z): sottogruppo normale di ordine 3;
Y = (y): sottogruppo normale di ordine 5.

Ora poiché X e Y hanno in comune solo I’elemento neutro, risultano per-
mutabili, infatti

-1 —1 :I:_lify EX,
TTYTIY = mlyey e Y

pertanto
m_ly_lzry ceXNY = .I_lyhlmy = € == IY = Y.
Allora si ha che

o(xy) = mem(o(z),0(y)) = 15 = |G|.

Possiamo cosi concludere che &G e ciclico.

Questo esempio si generalizza con il seguente risultato.

Proposizione D2.3. Siano p e q due primi conp < q ep1t(q—1). Allora
ogni gruppo G di ordine pq e ciclico.

DIMOSTRAZIONE. Indichiamo con n, ed n, i numeri dei p e g sottogruppi
di Sylow. Per il terzo teorema di Sylow

ny,lqg e np,=1 (modp) = n,=1,
ng|lp e ng=1 (modgqg) = n,=1;
dove si escludono 1 casi :

¢ n, = q perché per ipotesi pt (¢ —1) = g # 1 (mod p);
e n, =p perché per ipotesip< g == p#1 (mod q).

Ovviamente questi sottogruppi sono ciclici, quindi possiamo scrivere

A = (a): sottogruppo normale di ordine p;
B = (b): sottogruppo normale di ordine g.
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Inoltre si ha che AN B = {e} perché per qualunque x € AN B, risulta che

r€ A = o(x)lp=|A]
IEBi}’U(I)‘q=IB|} olg)=1 e z=e

Dato che A ¢ normale in &G, consideriamo il gruppo quoziente G/A. Allora
G = (A, B) se possiamo dimostrare che

G/A={AV* |k=1,2,---,q}.

Infatti, basta verificare che questi g-laterali sono distinti. Supponiamo che
esistono i e jcon 1 <7< j <gq, tali che Ab® = AV, allora A = AV~ che

e equivalente alla relazione & ~* € A. Dunque o(¥ %) = ¢|p = |A|, che &
impaossibile.

Secondo i1l Teorema A4.2, si ha che G e prodotto diretto di A e B, cioé
G = A® B. Quindi a e b sono permutabili e o(a - b) = o(a) - o(b) = pq, che
significa |G| = pg = o(a - b) e G = (ab) & ciclico. ]

Esempio D2.4. Un gruppo di ordine 455 é ciclico.

DIMOSTRAZIONE. Se G & un gruppo di ordine 455, si ha che
|Gl =455 =5-7-13.

usando la notazione dell’esempio precedente, denotiamo con

[ N5 | 5 )
{ Nz } numero dei sottogruppi di Sylow di ordini ¢ 7 .
. 13 A, ]_3 /

Per il terzo teorema di Sylow si deve avere:
niz=1 (mod13) e nij3|[455:13] =356 = ny3=1;
ny =1 (mod7) e ny |[455:7] =65 = n; =1;
ny =1 (modb) e ng |[[465:5] =91 = nyz =1, 91.

[ sottogruppi di Sylow di ordine 5, 7, 13 ovviamente sono ciclici ed hanno
in comune solo 'elemento neutro. Se proviamo che ns # 91 allora risultano

anche tutti normali. Ne segue che G e uguale al prodotto diretto di tali
sottogruppi per il Corollario A4.3. Dunque G e ciclico in quanto gli ordini

dei suddetti sottogruppi sono numeri primi.

Supponiamo per assurdo ns = 91. Ogni sottogruppo di Sylow di ordine 5 ha
4 generatori di ordine 5, pertanto il numero totale degli elementi di ordine
5¢e 91 -4 = 364. Siano S7 'unico sottogruppo di Sylow di ordine 7 e S;3
[’unico sottogruppo di Sylow di ordine 13. Allora

57,813 < G e S? M 513 = {E} — 57313 = 57 @}313.



76 CHU Wenchang

Tutti gli elementi di S7 ® S13 hanno ordine coprimo con 5, inoltre
|S7 & S13| =T7-13 = 91.

Ora, sommando questi elementi con quelli di ordine 5 si ha 91 4+ 364 = 455.
Se troviamo un altro elemento il cui ordine non appartiene all’insieme

{5,7,13,91} si ha |G| > 455

e necessariamente ns = 1 e (G e ciclico.

Sia Ps un qualunque sottogruppo di G di ordine 5. Posto P = PsP;,
dimostriamo che P & un gruppo ciclico.

Siano zy, r1y1 € Pconz,z, € P5 e y,yn € Py
Ty=T1y1 = T, x=y1y ' € PsNP; = {e}
~1
— { x _$1=e — { T = I
ny - =¢€ Y=
ne segue che la rappresentazione di P € unica e |P| = 35.

Per ogni z € Ps e y € Py, verifichiamo che zy € P = yx € P. Poiché
yr = (22~ )yx = z(x ™ 'yr) = oy
st ha yr € P in quanto P < G e y* € P;. Quindi
(zy) ' =y 'z lep

conferma che ogni elemento ha il suo inverso in P.

Analogamente per ogni x,x, € Ps e y,y1 € P; possiamo affermare che
zy,t1y1 € P = (zy)(zay1) € P
Infatti, si vede facilmente che

(zy)(z1y1) = z(z127 Dy(eiy) = zz1(2] 'ye1)y = (z21)(y™ 1) € P
grazie di nuovo alla normalita di P;. Pertanto P & chiuso.

Allora P € un gruppo di ordine 35. Inoltre dalla Proposizione D2.3 segue
che P e ciclico, quindi sicuramente contiene un elemento di ordine 35.

Proposizione D2.5. Stano p,q due primi distinti. Allora un gruppo di
ordine pg® non & semplice (cioé contiene un sottogruppo normale non ba-
nale).

DIMOSTRAZIONE. Sia G' un gruppo finito con |G| = pg?. Denotiamo con
np il numero dei p-sottogruppi di Sylow di ordine p e n, il numero dei
g-sottogruppi di Sylow di ordine ¢°.
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Per confermare la tesi occorre dimostrare che n, =1 0 ng = 1.

Per il terzo teorema di Sylow valgono le seguenti relazioni:

2
Tp I_E__:qz e np=1 (mod p);
P
pg*
*n.q Eﬁ“ =P e Hq =1 (Iﬂﬂd Q)

Supponendo n, > 1 ed n, > 1 si ha
ng=p = p=1 (modg) = gql|(p-1) = p>q.

Poiché n, = ¢ implica p|(¢ — 1) e p < g, che e incompatibile con p > ¢, ne
segue Ny =p € N, = g°.

Ora per ogni p-sottogruppo di Sylow, abbiamo p — 1 elementi di ordine p e
due qualsiasi p-sottogruppi di Sylow distinti hanno in comune solo I’elemento
neutro, quindi il numero totale dei p-elementi ¢ uguale a

np(p — 1) = ¢*(p — 1),
Mentre, se Q; e Q4 sono due g-sottogruppi di Sylow con Q1 # @2, si ha:
@1NQ2l | ¢ = [iNQ2f < g
Pertanto il numero dei g-elementi & certamente maggiore o uguale a
ng(q* — @) +a=p(¢" —9) +q¢

Poiché G deve contenere tutti i p-elementi e tutti 1 g-elementi possiamo
scrivere

G| >¢*(p—1)+p(¢* —q) +q=pg* + (p — 1)g(g — 1) > pg*.

Ma questo & impossibile, quindi necessariamente n, =1 o n, =1, cioe G
deve contenere un sottogruppo normale non banale.

D3. Sottogruppo e gruppo quoziente

Lemma D3.1. Siano G un gruppo finito e H un sottogruppo proprio di
G. Se Py e P, sono due p-sottogruppi di Sylow di H, allora i p-sottogrupp:
di Sylow di G che li contengono sono distinti. Ne segue che il numero de:
p-sottogruppi di Sylow di H non supera il numero dei p-sottogruppi di Sylow
di 5.

DIMOSTRAZIONE. Sia H un sottogruppo di G con |G| < oc. Supponiamo
che P, e P, siano due p-sottogruppi di Sylow distinti di H. Per il secondo
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teorema di Sylow, esistono in G due p-sottogruppi di Sylow S; e S, che con-
tengono rispettivamente P; e P, come sottogruppi. Dobbiamo dimostrare

che S; # Ss.

Supponendo per assurdo che S = Ss si ha che:

PPCH e PCJS5 — PI:HﬂSu

PPCH e P,CS = Py=HnNSJ.s;

perché P, e P sono p-sottogruppi massimali in H. Allora
Pr=HNS  =HNS S, = Ps.

Questo e assurdo perché P, e P, per ipotesi sono due p-sottogruppi di
Sylow distinti di H, pertanto si ha la tesi.

Proposizione D3.2. Sia H un sottogruppo normale di un gruppo finito G.
Allora valgono le sequenti affermazioni:

(a) Se S e un qualsiasi sottogruppo di Sylow di G, allora HNS ¢é un
p-sottogruppo di Sylow di H.
(b) Se p1|G: H]|, allora H contiene tutti i p-sottogruppi di Sylow di G.

DIMOSTRAZIONE. Sia G un gruppo finito con H <4 G.

[a] Se T' & un p-sottogruppo di Sylow di H, allora per il secondo teorema di
Sylow esiste g € G tale che T' C §9 dove S € un p-sottogruppo di Sylow di
G. Inoltre T'= H N SY ed essendo H normale in G si ha

HNSY=HINSY = (HNS).

Quindi T = (H N S)Y e, ricordando che due sottogruppi coniugati hanno lo
stesso ordine, ne segue

T|=|(HNS)| = |HN S|
Dunque H N § risulta un p-sottogruppo di Sylow di H.

[b] Sia p” la massima potenza di p tale che p™||G|. Poiché per ipotesi
p{ |G : H] si ha che p™| |H]|, allora, per il primo teorema di Sylow, esiste
un p-sottogruppo di Sylow S contenuto in H con |S| = p". Ovviamente
qualunque p-sottogruppo di Sylow T di G ha ordine p” e, per il secondo
teorema di Sylow, esiste g € G tale che T' = S9. Ora, essendo H < G, esso
contiene tutti i suol coniugati quindi

T'=§5CH=H = TCH.

Pertanto H contiene tutti i p-sottogruppi di Sylow di G.
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Teorema D3.3. Siano G un gruppo finito e H un sottogruppo normale di
G. Allora tutti e soli i p-sottogruppi di Sylow di G/H si ottengono come
immagine dell’omomorfismo canonico dei p-sottogruppi di Sylow di G. Ne

segue che il numero det p-sottogruppr di Sylow di G/H non supera il numero
dei p-sottogruppi di Sylow di G.

DIMOSTRAZIONE. Poiché H e normale in GG, possiamo considerare il gruppo
quoziente G/H e 'omomorfismo canonico

p: G— G/H,
g— Hg.

Se .S e un p-sottogruppo di Sylow di G, allora ¢(S) = HS/H. Dobbiamo
dimostrare che:

(a) HS/H & un p-sottogruppo di Sylow di G/H.

(b) tutti i p-sottogruppi di Sylow di G/H sono immagini di questo tipo,
cioe se T/H e un p-sottogruppo di Sylow di G/H, allora esiste un
p-sottogruppo di Sylow S di G tale che p(5) = HS/H =T/H.

Queste due affermazioni vengono provate come segue.

[a] Per il teorema d'omomorfismo vale
p(S)={Hz|z € S}=HS/H<G/H.

Non e difficile verificare che HS/H e un p-gruppo con 'ordine uguale a una
potenza di p. Calcolando l'indice

| _ Gl H o
[G/H'HS/H]_\H| S| G : HS]
risulta che G 8]
pt|G/H: HS/H| =[G : HS| = [HSE: 5

perché S < HS < Gept|[G:S]. Pertanto HS/H & un p-sottogruppo di
G/H con ’ordine di massima potenza di p, cioé un p-sottogruppo di Sylow
nel gruppo quoziente G/ H.

[b] Se T'/H & un p-sottogruppo di Sylow di G/H allorap{[G/H : T/H]| e

G| |H
G/H:T/H| == -—=[G:T] = pt|[G:T]
G/H :T/H| H| [T
Allora, per il primo teorema di Sylow, esiste un p-sottogruppo di Sylow di
T, denotato con S, che ovviamente & anche un p-sottogruppo di Sylow di

(. Pertanto
S<T = 8 <pT) = HS/HLT/H.
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Ma HS/H e T/ H sono entrambi p-sottogruppi di Sylow di G/H quindi han-
no lo stesso ordine, pertanto T/H = HS/H, cioé¢ T/ H risulta I'immagine di
un p-sottogruppo di Sylow S di G mediante 'omomorfismo canonico.

D4. Normalizzanti e sottogruppi di Sylow

Lemma D4.1. Siano G un gruppo finito e S un p-sottogruppo di Sylow.
Allora per un sottogruppo H con § < Ng(S) < H < G st ha che H =
Ng(H). In particolare

H=Ng(5) = Ng(S)= Ng(Na(5)).

DIMOSTRAZIONE. Secondo la definizione, vogliamo dimostrare che
Ng(H)={9geG |H=H} = H

cioe, che per ogni g € G vale I'implicazione: H9 =H =— g€ H.

Sia g € G tale che HY = H. Per ipotesi § < H, quindi S & un p-Sylow di H
e S9 < H9 = H. Per il secondo teorema di Sylow S§9 & ancora un p-Sylow
di H, allora

JheH: S9=8" — s =g

Ne segue che

gh e Ng(S)XH = g€Hh=H.

Proposizione D4.2. Siano G un gruppo finito e P un p-sottogruppo ma
non di Sylow. Allora P e un sottogruppo proprio del suo normalizzante in

G, cioe P < Ng(P).

DIMOSTRAZIONE. Per ipotesi P ¢ un p-sottogruppo non di Sylow, quindi
p | [G : P]. Distinguiamo ora due casi: p{[G : Ng(P)] e p | [G : Ng(P)].
Nel primo caso, abbiamo subito che p|[Ng(P) : P] e P < Ng(P) perché
[Ng(P): P]=|[G: P]/[G: Ng(P)].

Per il secondo caso, definiamo 2 := {P9|g € G}. Allora seguendo la di-
mostrazione del Lemma C4.2, si ha che p| 1] = [G: Ng(P)|. Consideriamo
ora la seguente azione

(P,Q): PxQ —
(ng) — Qg:g_lQQ'

Secondo la Proposizione C2.6, vale la congruenza || = [2g] (mod p) dove
(2o e I'insieme delle orbite aventi un solo membro. Osservando che Qg # 0,
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perché P € Qg e p||Q| = 9] (mod p), abbiamo [y| > 1. Pertanto
3Q e con Q=PI#P taleche Q¥ =Q = P < Ng(Q).
Dimostriamo che @ # Ng(Q). Infatti, supponendo il contrario
Q=Nc(Q) e P<NQ) = P=Q

si giunge all’assurdo, pertanto QQ < Ng(Q). Allora possiamo concludere che

1

P=Q? <N{ (Q)=Ng(Q )= Ng(P)
grazie alle seguenti implicazioni bidirezionali:
-1
T E Ng, (@) < g"}‘:rg € No(Q);
QU T — 0 e (Qg")my — Q:
(qul).’ﬂ _ Qgh—l 1

&= z € Ng(QY ).
Corollario D4.3. Sia P un p-gruppo finito. Allora ogni sottogruppo proprio
non € uguale al suo normalizzante in P, cioé

H<P = H+#Np(H).

DIMOSTRAZIONE. Poiché P & un p-gruppo finito, ogni suo sottogruppo
proprio non e di Sylow, quindi per la Proposizione D4.2 segue la tesi.

Questo corollario pud essere dimostrato direttamente per induzione su | P|.

Per |P| = p, non c¢’e¢ nulla da dimostrare. Supponiamo la tesi vera per
|P| < p™, cioe ogni sottogruppo proprio di P & strettamente contenuto nel
suo normalizzante. Sia |P| = p™*! e indichiamo con Z il centro di P. Dal
Teorema C3.4, sappiamo che un p-gruppo finito ha il centro non banale,
pertanto [Z| > 1 e p “Z|

Sia H un qualunque sottogruppo proprio di P. Se Z € H, allora abbiamo
subito che H # Np(H) perché Z C Np(H).

Invece nel caso Z C H, considerando i due gruppi quozienti H/Z e P/Z, si
ha che

H<P = H/Z<P/Z
Poiché Z & non banale si ha |P/Z| < p™. Per 'ipotesi induttiva H/Z #
Np,z(H/Z) dove
Np/z(H/Z) = Np(H)/Z ()
pertanto
H/Z # Np(H)/Z = H # Np(H).
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La dimostrazione viene completata dalla conferma dell’equazione (x):
Np,z(H/Z) = {xZ € P|Z | (H/Z)*? = H/Z}
= {.’IIZ c P/Z | H*]Z=H|Z}
= {zZ € P/Z |z € Ng(H)} = Ng(H)/Z.

D5. Prodotto diretto

Teorema D5.1. Un gruppo finito G € prodotto diretto dei suoi sottogrupp?
di Sylow se e solo se ogni sottogruppo di Sylow é normale.

DIMOSTRAZIONE. Secondo il teorema fondamentale dell’aritmetica vale la
seguente scomposizione

£
G =[] »"
k=1

dove py,po,--- ,pe sono primi distinti e m,,ma, -+, my numeri naturali.
Allora per ogni k con 1 < k < ¢, esiste un pp-sottogruppo Si di Sylow in G.

=" Se G =5105%Q -+ ®85, doven > {e gli {Sk}}_, sono
tutti i suoi sottogruppi di Sylow, allora per definizione di prodotto diretto,
risultano n = £ ed ogni S, compare una sola volta nel prodotto diretto.
Quindi per ogni k con k£ =1,2,---, ¥, esiste un unico pg-sottogruppo Si di
Sylow in (G, che & anche un sottogruppo normale.

=" Se 5 < Gconi=1,2,---,¢ allora per ogni ¢ esiste un unico
pi-sottogruppo di Sylow. Possiamo quindi considerare il prodotto degli S;
peri=1,2,-.-,¢e dimostrare che G =5, 05 & --- ® 5.

Banalmente |G| = Hle |Sil. Ora, consideriamo S; e Sjcon 1 <i<j <4
VeeS, VyeS;: ay=yr <= z 'y lzy=e.

Osserviamo che

{ rTy T ey = aTial €5
vy ray = (y~')Ty € 5;.

Inoltre, 1l teorema di Lagrange asserisce che
SiN Sl |8
SiN S; Sj|

} ==  |S5;NnS;| = 1.

Abbiamo quindi
'y lzye SinS; ={e} = azy=uyz
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Secondo il Corollario A4.3, la tesi segue dal fatto che i sottogruppi {S;}4_;
permutano elemento per elemento.

Corollario D5.2. Un gruppo finito GG e prodotto diretto der suoi sottogrupps
di Sylow se solo se non esiste un sottogruppo proprio in G che e uguale al
suo normalizzante.

DIMOSTRAZIONE. Supponiamo come prima che G sia un gruppo finito con
G| =[], p™ dove p; sono primi distinti e 7n; numeri naturali.

¥

“«=" Sia §5; un p;-sottogruppo di Sylow, allora per il Lemma D4.1

NG(S?;) = Ng (NG (Sz))

Ma. per ipotesi, non esiste un sottogruppo proprio in GG che e uguale al suo
normalizzante, per cui Ng(S;) = G. Allora S; € normale, quindi per ogni
indice 7 esiste un unico p;-sottogruppo di Sylow S; e per il Teorema D5.1
risulta che GG e uguale al prodotto diretto dei suoi p-sottogruppi di Sylow.

“ =" Siano {S;}¢_, sottogruppi di Sylow con |S;| = p["* tali che
G=Sl®82®“‘®sf-

Per ogni sottogruppo proprio H di G, dobbiamo provare che H # Ng(H).
Affermiamo prima che vale il seguente prodotto diretto:

H = ®(Hﬁ5k). (*)
k=1

Per ogni h € H, si ha che o(h) \ |G|. Allora esistono £-numeri naturali {n;}

tali che o(h) = HLl p;* con 0 < n; < m;. Secondo il Lemma B2.3, h si
scrive in modo unico come prodotto h = hihg - hyg, dove h; risulta una
potenza di h con o(hx) = p,*. Ricordando che S; & ]'unico pi-sottogruppo
di Sylow di G, allora hy € Sk. Inoltre, hy € H perché h; € una potenza
di h. Dunque hpy € HN Sy e h € ®£:1(H N Si). Notando il fatto ovvio

®i=1(H N Sk) € H, otteniamo che H = ®i:1(H N Sk).

Ma H e un sottogruppo proprio di G, percio esiste k con 1 < k < m tale
che H NS, < Si. Grazie al Corollario D4.3 si ha che

HN Sk < Ng (HNSk).
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Dal prodotto diretto risulta che

4
H=HnS) K (HNS)

i=1, i#k

¢
< Ns,(HnSy) Q) (HNS))
i=1, i%k
¢
< *Nsk (H M S-‘G) @ NS;‘ (H M St)
ik
Il risultato finale H # Ng(H) viene conseguito se proviamo la seguente
equazione:

£
Ne(H) = X) Ns, (H N S). (3e)
k=1

Ricordando (x). si ha

-

X ~

Ng(H) = {S;.: ﬁNG(H)}

o
H

1

che implica (%) se possiamo provare che per ogni 1 < k < ¢, vale
Ng (HNSk) = Sy N Ng(H).

Questa equazione si verifica tramite doppia inclusione. Infatti, per ogni
x € S N Ng(H), abbiamo

(HNS.)® = H*NSE = HN S

che equivale a © € Ng, (H N Sk). Viceversa per ogni y € Ng, (H N Sk), si ha
ovviamente y € S;. Richiamando il prodotto diretto, deduciamo che

)
HY = RHNS:) = (HNS) QHNS) = (HNSk) QHNS;) = H
=1 i#k i#k

perché y commuta con tutti gli elementi di H N S; con ¢ # k. Dunque
y € No(H) e conseguentemente y € Sy N N (H ).

Possiamo anche dimostrare () direttamente tramite doppia inclusione.

Per ogni x € Ng(H), esistono xzx € Sk e 2x € (x) con 1 < k < £ tali che

£
=X 1Ty Ty € ®NSE(HHS;;)

k=1

grazie al Lemnma B2.3 ed al prodotto diretto G = ®i=1 Sk-
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Invece per ogni y € @izl Ns, (H 11 Sk) esistono yi € Ng, (H N Sy) tali che
Y = yi1y2 - -yr. Allora per ogni k con 1 < k < ¢, si verifica che

HY = {é(ffﬂ&;)}yk _ éwm&)yk

1=1
(H 0 Sk)¥ QQ(H N S;)¥
ik
(HNSk) QRHNS;) = H.
itk
Quindi HY = HY'Y2"¥¢ = H che implica y € Ng(H).

Teorema D5.3. Siano G un gruppo finito e N un sottogruppo normale.
Se P e un p-sottogruppo di Sylow di N, allora

G = Ng(P)N.

DIMOSTRAZIONE. L’inclusione “ D" & ovvia. Per ogni g € G, si vede facil-

mente che P < N implica P9 < N9 = N; pertanto P e PY risultano

p-sottogruppi di Sylow di N. Per il secondo teorema di Sylow, esiste z € N
1

tale che P9 = P*. Quest’ultimo equivale a P9* =~ = P, cioé gz~ ! € Ng(P)
e quindi g € Ng(P)z, che implica g € Ng(P)N.




