CAPITOLO B

Gruppi Abeliani Finitamente Generati

Data la notevole importanza dei gruppi abeliani finitamente generati nel-
lo studio delle matematica astratta e delia fisica teorica, questo capitolo
trattera la struttura dei:

e gruppi abeliani finiti;

e gruppi abeliani liberi finitamente generati;

e gruppi abeliani misti finitamente generati.

Questa suddivisione ci permette di analizzare i gruppi abeliani finitamente
generati in base all’ordine (finito o infinito) dei propri elementi.

Per quanto riguarda i gruppi abeliani finiti, si presentano tre metodi per
decomporre un gruppo abeliano finito. Si stabiliscono per tale obbiettivo
il teorema fondamentale dei gruppi abeliani finiti, il teorema di decompo-
sizione primaria ciclica ed il suo corollario, la decomposizione in p-gruppi
finiti. Con questi teoremi, inoltre, saremo in grado di ottenere il numero di
gruppi abeliani tra loro non isomorfi di ordine n, numero naturale fissato,
ma c1 sara utile un breve studio sulle partizioni e sulla funzione generatrice
che ci permettera di semplificare notevolmente i vari calcoli.

Proseguiremo lo studio dei gruppi abeliani liberi finitamente generati e di-
mostreremo che sono il prodotto diretto di un certo numero di gruppi ciclici
isomorfi a (Z,+); mentre per i gruppi abeliani misti finitamente generati
dimostreremo che sono isomorfi al prodotto diretto di gruppi ciclici che pos-
sono essere p-gruppi (come nel caso dei gruppi abeliani finiti) o sottogrup-
pi isomorfi a (Z,+) (come nel caso dei gruppi abeliani liberi finitamente
generati). Infine, vengono approfonditi le partizioni e teorema di Hall sugli
automorfismi dei p-gruppi abeliani finiti.

B1l. Teorema fondamentale dei gruppi abeliani finiti

Siano G un gruppo e g un elemento di G. Ricordiamo che ordine di g & stato
definito come il pilt piccolo intero positivo n tale che g = e ed indicato con
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o(g) = n. Allora per ogni numero naturale m, vale che g"" = e. Viceversa,
abbiamo il seguente:

Lemma B1l.1. Siano G un gruppo e¢ g € G un elemento di ordine finito
o(g) = n < co. Allora per un intero m, valgono:

(a) g™ e l'elemento neutro di G se e solo se n|m.
(b) 0o(¢g™) = n/med(m,n) per qualunque numero intero m diverso da zero.

DIMOSTRAZIONE. Se m|m, esiste un intero ¢ tale che m = nf. Allora ab-
biamo che ¢™ = (¢")" = ¢ = e. Ora, supponiamo per assurdo che n}m,

allora esistono g, r interi tali che m = ng+r con 0 < r < n, quindi
gMm = g™t = ¢" . (¢g")9 = ¢g". Da qui si evince che se g"* = e vale anche
g" = e con 0 <r < n =o0(g), che contraddice il fatto che 'ordine di g ¢

uguale ad n.

Sia d := mecd(m,n), allora esistono m’ e n' interi coprimi tali che m = m'd
e n = n'd. Osserviamo che

(gm)ﬂ" — (gm;-ri)n’ _ (gn)m’ = e

m\k — ¢ vale che n'|k.

inoltre per ogni k tale che (g

™Yk = ¢ si ha ¢"* = e, quindi per 'osservazione precedente
!

Infatti, se (g
o(g) = n e n|(mk) per cui (n'd)|(m'dk) cioe n’'|(m’k); essendo n’ e m
coprimi, alloran’|k. Abbiamo cosi ottenuto o(g™) = n’ = n/mcd(n, m).

Lemma B1.2. Siano G un gruppo abeliano e x,y € G due element:t di
ordine m e n rispettivamente. Allora

(a) Uordine di xy divide mcm(m,n).
(b) in particolare, si ha che o(xy) = mn se med(m,n) = 1.
(c) esiste un elemento in G il cut ordine é mem(m,n).

DIMOSTRAZIONE. Ricordando che esistono due interi my,n; € N tali che
mem(m,n) = mym = nin, quindi

mem(rn,n), mem(rn,n)

T y — pfin

nn

Y = e.

(:ITT;) mem(m,n) _

Per Lemma B1.1, mcm(m, n) ¢ multiplo di o(zy), cioé o(zy)/mem(m,n).

Vogliamo ora dimostrare che se med(m,n) = 1 vale o(zy) = mn. E evidente
che (zy)™" = e, inoltre mn & il minimo numero verificante la proprieta
(zy)™" = e. Infatti, se k un generico intero tale che (zy)* = e, dato che

G ¢ abeliano vale che z* y~%. Non sara difficile verificare che k& ¢ un
multiplo di mn.

I



Teoria dei Gruppi Finiti ed Applicazioni Combinatorie 19

Elevando ambo i membri a m si ottiene z™* = y~ ™k = ¢ dato che o(z) = m,
cioe o(y) = n|(mk) per Lemma B1.1. Secondo il teorema di Euclide, si ha

che n|k dato che mcd(m,n) = 1.

Analogamente, elevando ambo i membri della stessa a n si ha che z"* =

y~"* = e, quindi o(z) = m|(nk). A questo punto otteniamo che mlk.

Richiamando mcd(m,n) = 1, possiamo concludere che (nm)|k, cioe ogni
intero k tale che (zy)* = e & multiplo di mn.

Secondo il teorema fondamentale dell’aritmetica, possiamo scrivere
m:Hpi‘“ e nszi:’“'
k k

dove {px} sono un numero finito di primi distinti e { g, gx} numeri interi
non negativi.

Allora valgono le seguenti relazioni:

mine (N g, 2k )

med(m,n) = P, |
k
mcm(m, ﬂ) = pztax(}”ﬂﬂ”k)'

Per un sottoinsieme dei numeri naturali definito da
o= {k|X 2 pxf
introduciamo due divisori di m e n rispettivamente con
w=Tl o w=TIn
k€o k&o

Si vede subito che m'n’ = mem(m, n) con med(m’,n’) = 1.

L r I 'l L1 L1 - - )
Per due elementi ' = z™/™ e Yy = y”f " possiamo stabilire 1 loro ordini
come segue:

N m/m’y__ m ot
) = olx = =m/,
o(z) = of ) med(m, m/m') "
’ T
G(y!) — G(yﬂ;’n ) — __HI-

med(n, n/n’)

uindi il punto [b] appena dimostrato conferma che 'y’ ha ordine m'n’ =
P Y
mem(rm, ).

Il precedente lemma vale anche indebolendo le sue ipotesi. Infatti la sua
tesi € vera anche se G non € abeliano quando z e y sono permutabili.
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Lemma B1.3. Siano G un gruppo abeliano finito e x un elemento di G
di ordine massimo. Se y € un qualunque elemento di G, allora l"ordine di y
divide Uordine di a.

La finitezza di G garantisce 'esistenza di un elemento di ordine massimo;
ovviamente possono esistere anche piu elementi che hanno lo stesso ordine,
anche se 'ordine ¢ massimo.

DIMOSTRAZIONE. Denotiamo con n e mn rispettivamente ’ordine di x e y.
Supponiamo per assurdo che mj}fn. Sotto queste ipotesi esistera p primo,
tale che
m=m'p=: med(m’, p) = 1,
n=n-p": med(n’, p) = 1:
con o > . Intmdumaum ora un terzo elemento: z : "' ed osserviamo

= xP 9"
che o(z?") = n’ e oy m) = p® con med(n,p®) = 1. Allora da a > 7,
deduciamo

o(z) = o(zP") o(y™) = n'p® > n'p? =n = o(x).

Questo & assurdo perché x e elemento di ordine massimo.

Lemma B1.4. Siano G un gruppo abeliano finito e H = (x), con x ele-
mento di G di ordine massimo. Sia Hy un laterale di G/H di ordine m.
Allora nel laterale Hy esiste un elemento di ordine m.

DIMOSTRAZIONE. H & il sottogruppo generato da x che ¢ P'elemento di
ordine massimo, H = (z) = {z¥ |k =1,2,--- .o(z)}, quindi |H| = o(z).

Prima di tutto, H & un sottogruppo normale di G perché G & abeliano,

quindi (Hy)™ = Hy™. Peripotesi m ¢ l'ordine di Hy, allora (Hy)™ =

Hy" = H cioe y™ € H, per cui esiste k € N tale che y"" = k.

Posto z := z~%/™y, dimostriamo che z € Hy e che o(z) =

Infatti denotando con n e £ rispettivamente 'ordine di = e di y, vale

4 my AN
med (£, m) o(y™) = o(z”) =

n
med(n, k)

Osserviamo che (Hy)? = Hy* = H perché o(y) = ¢, quindi m|f e
mecd(¢, m) = m. Allora abbiamo la seguente implicazione:

k k med(n, k) k med(n, k) k

——

—
—

n
m  med(n, k) m "~ mcd(n, k) med(4,m)  med(n, k) 2
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; k 7
Notiamo che ncdnE) € 7

ma B1.3 perché n e ordine massimo degli elementi di G ed ¢ & 'ordine di

.. . . . _k
y € G. Concludendo ~£ e un intero e, per come ¢ definito H, 7= & un

suo elemento, quindi z € Hy.

sono due interi dove 'ultimo lo ¢ per il Lem-

Rimane da provare che 'ordine di z € m. Osserviamo che 2’ = (m‘??'?fy)"'” =
z7Fy™, ricordando che y™ = z*, allora 2™ = z~*z% = ¢ da cui o(z)|m.
Sappiamo che T~ appartiene ad H, per ci Hz = H :::*ﬁy = Hy; con-
seguentemente o(Hz) = o(Hy) = m. Notando che

(Hz)°?) = Hz°G) = H

allora mjo(z), per cui o(z) = m.

Teorema B1.5 (Teorema fondamentale dei gruppi abeliani finiti). Sia G
un gruppo abeliano finito di ordine n. Allora G ¢ isomorfo al prodotto diretto

G2GEIRG Q-G (:Hr]

ar gruppe ciclict Gy di ordini ey, con k= 1,2,--- €. Gli interi {e,} godono
delle sequenti proprieta:

(a) ex divide ex—1 perk =2,3,--,¢.

(b) i prodotto degli {e;} uguaglia l'ordine di G: n = ejes-- - ey,

(c) gli {ex} sono univocamente determinati dalle proprieta [a] e [b]. essi
sono denominati tattori invarianti del gruppo G.

DIMOSTRAZIONE. Dimostriamo [a] e [b] per induzione su n.

Se n = 1, cioe |G| = 1 & banale. Supponiamo vera la tesi per i gruppi di
ordine minore di n > 1 e dimostriamo la sua veridicitd anche per i gruppi
di ordine n.

Sia GG un gruppo abeliano finito con |G| = n, sappiamo che esiste g; elemento
di massimo ordine in G con o(g;) = e; > 1. Definiamo G; = (g;) dato
che G & abeliano allora G; & sottogruppo normale di G. Possiamo allora
formare il gruppo quoziente G/G, per il Teorema A1.7 di Lagrange si ha
che |G/G1| =n/e; < n. Applicando ora I'ipotesi induttiva al gruppo G/Gh:

G/Gi=2H,®@H3®---® Hy

dove Hj € un gruppo ciclico per ogni k = 2,3.--. ¢, cioe esiste un hy € G
tale che Hy = (hyG:) con |Hg| = ex. Inoltre, si ha ovviamente |G/G,| =
er---eg=nje; e erlex—1 perk=3,4,--- ¢

Per il Lemma B1.4 in ogni laterale hyG; esiste un elemento g avente
ordine ex. Denotiamo con Gy il gruppo ciclico generato da g, allora per
ogni k = 2,3,---,¢ si ha che Gy = Hy con |Gx| = ex e exr41]ex. Ponendo
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H = Gq-G3-- -Gy, vogliamo dimostrare H = Go®G3® - - -® Gy verificando
che |H| = ey - e3 - - - €¢ per la caratterizzazione del prodotto diretto.

Consideriamo la restrizione ad H dell’epimorfismo canonico
¢:G— G/G; taleche o(g)=gG:.
72 Y3

Osserviamo che ogni elemento di H puo essere scritto come h = g52g3° -+ - g)°
perché H = Gy - Gs---Gg = (g2) - (g3) - - - {gs), per cui la sua immagine ¢
da(h) = (95°G1)(93°G1) -+ (g}°G1). Perognik = 2,3, -, £, 'elemento g
¢ nel laterale hyG; con o(gk) = ey, allora grG; = .Gy e ¢/*G) C (hiGy),
quindi

1 (h) € (haGh) - (h3G) - (heGr) = Ha Q@ H3 @ - @ Hyg = G /G

Si osserva che |¢p(H)| = |G /G| perché

S(H) = ¢((g2)) - #((93)) -~ o({9¢))
= (92G1) - (93G1) - - - (9eG1)
= (haGy) - (h3Gy) - -+ (heGy)
- H,@H;®---@ Hy = G/G,.

Quindi la funzione e suriettiva, da cui si ottiene |H| > [¢(H)| = ezes - - - ey,
dato che € assurdo che un insieme abbia meno elementi della sua immagine.
Ricordando come & definita H, si ha che [H| < eses - - - € per cui si conferma
Puguaglianza |H| = ezez - - - €¢. Secondo il Corollario A4.3 H ¢ il prodotto
diretto degli {G;}:

H=G068G3® - ®Gy.

Ora verifichiamo che G = HG,. Infatti HG, C G perché H < G e G1 < G.
Inoltre si ha che HG, O G visto che se ¢ € G esiste h € H tale che
hGy = ¢(g) = gG, allora esiste ¢’ € G tale che g = hg' per cui g € HG,.

Secondo l'isomorfismo H = G/G,, sappiamo ora che |H| = |G/Gy| =
\HG /G|, inoltre G e sottogruppo normale di G e H < G, allora per il
Teorema A 3.4 di isomorfismo HG1/G1 = H/(HNGq), quindi |[HNG,| =1
cioe H NGy = {e}.

Per la caratterizzazione del prodotto diretto, abbiamo G = H ® ;. Dato
che H=Z Go® - QGralloraG = G10G2®---®Gy con |G| = e per ogni
k=1,2,---,¢. Si verificano anche ex|ex_1 per k = 2,3, .-, £ utilizzando il
fatto che e; € ordine massimo quindi es|e; e 'ipotesi induttiva applicata a
G/Gi=2Hy® H3®---® Hp.

Abbiamo cosi dimostrato le prime due tesi. Rimane solo da verificare
'ultima; ovvero 'unicita.
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Supponiamo che G 2 G1®Ga® - -@Gped anche G EZ G ®G; ® -Gy,
con |G¢| > 1 e |G)| > 1 tali che valgano [a] e [b] per entrambe. Senza
perdere di generalita, si assume che ¢ < ¢'. Allora

G, = (g1) con g¢; elemento di ordine massimo in G => €] |e;,

G) = (g}) con g elemento di ordine massimo in G = ej|e;
quindi e; = €4, allora G; &£ G| e G/G; = G/G ovvero
Go®G3® QG =2GHQ - QGY.
Ripetiamo il procedimento
Go — (g2) con g elemento di ordine massimo in Go @G53 @ - -+ & Gy,
/= (gh) con gh elemento di ordine massimo in G, ® G5 ® - - - ® G;
quindi e; = €5, ed analogamente
G1® G2 =G ®G,

il che implica

G3®G1® -G 2GyR--Gy.

Continuando a ripetere il procedimento per G3,G4,Gs,--- fino a Gy,
otteniamo Gy = G, ® - -+ ® G,. Analogamente e; = €, e Gy = G, per cui
risulta

Ge/Ge = {e} = Gy®---® Gy/Cl
cid significa ¢ = #'. Ricapitolando possiamo concludere che |G| = |G| per
ognik=1,2,--+,0=1¢.

B2. p-gruppi e decomposizione primaria ciclica

Denotiamo con P l'insieme dei numeri primi. Fissato un numero primo
p € P, un p-elemento di un gruppo G e un elemento il cui ordine e una
potenza di p. Se tutti gli elementi di G tranne l'elemento neutro sono
p-elementi allora G si dice p-gruppo.

L’esempio pilu semplice ¢ il gruppo di Klein che e un p-gruppo con p = 2.
Infatti, fissate nel piano due rette perpendicolari a e b, e detto ¢ il loro punto
d’intersezione, le riflessioni o,, o3, 0. rispetto ad a, b, ¢ formano un gruppo
abeliano di ordine 4 assieme alla funzione identica I. Si osserva che ogni
riflessione & 'inversa di se stessa, perché o,0, = 0,0, = I quindi o(c,) = 2
ed analogamente per o(c.) = 2 con o, = 0,4 - 0p. Conseguentemente questo
gruppo ¢ formato esclusivamente da p-elementi con p = 2.

Denotiamo con (U,,-) il gruppo delle n-sime radici dell’'unita. Quando
n = 9, si ha che (Uy, ') & un p-gruppo con p = 3, che e isomorfo al gruppo
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k

(Zg, +). In generale, per ogni n = p®, con p primo i gruppi (Uy, ) e (Zip,, +)

sono deil p-gruppl.

Teorema B2.1 (Cauchy). Sep é un primo che divide l'ordine di un gruppo
finito G, allora esiste in G un sottogruppo di ordine p.

DIMOSTRAZIONE. Sia G un gruppo, |G| =n < oo e sia p € P tale che p|n.
Dimostrando che G contiene un elemento x di ordine p, si ottiene 1'esistenza
in G di un sottogruppo di ordine p, il sottogruppo generato dall’elemento
2. Costruiamo un insieme di p-uple di elementi di G:

.= {(&Tl,.‘fﬂg,*“ ,$p) = Gp1;131:132---$p — E}.

Essendo G finito possiamo contare le p-uple che formano §2. Variando un so-
lo elemento nella p-upla, ad esempio z;, otteniamo n p-uple distinte, perche
£1 puo variare in G in n modi. Variando due elementi si hanno n? p-uple
distinte. Procedendo in questo modo arriveremo a variare i primi p — 1 ele-
menti ottenendo n?~! p-uple distinte. L’ultimo elemento della p-upla invece
non pud variare perché deve essere x, = (z1Z2-- &p—1)" " in modo che la
p-upla stia in . Dunque © = nP~!, Definiamo ora una permutazione 7 su
(1 tale che:

ﬂ-(ml‘! L2y - &'Tp) L= (3:21-1:31' ' 'I:paml)'

Osserviamo che il gruppo ciclico generato da m ha ordine p. Infatti, per
k=1,2,---,p si vede facilmente che

ﬂ'k(;II]_,.’IIQ, e :':I:;U) — (a:k—}—lka-!-ﬂa s Lpy L1, L2y ?:Ek)

e 7P & evidentemente la permutazione identica.

chiamiamo C l'insieme delle sue permu-

Fissata la p-upla (zy,z2, -+, z,)
con k = 1,2,---,p. Per ogni ¥k = 1,2,---,p si ha

tazioni tramite w~
che

Ty =Tz =" '"=1Ip = ﬂk(iﬂhxzj"'3-'1:3}):(:1:133:21'”?3:?))

cioe tutte le le permutazioni sono uguali: |C| = 1.

Se invece in (x1, x2, -+, Tp) esistono due componenti distinte, dette z; e x;
con ¢ < j si ha che |C| = p. Infatti, se per assurdo fosse |C| < p allora
esisterebbero 1 e 7 con 2 < 7 tali che

. ,
m (mlszt e -.m‘_u) — ﬂ-'j(mla i P wmp)
che equivale alla seguente

(1:11 L2y &:E;u) — ﬂ"?d—z(ml-ym% " '.r'rp)'
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Allora m77* genera un sottogruppo invariante di (m) di ordine p. Ricordiamo
che (m77*) # {id = 7P} in quanto 2 # 7. Dunque (797*) = {7} che implica

i—1 i —1
T (3:1:3:21”' :mp) = 7/ (1?1,3:2,"' 13:11)'
Secondo la definizione di 7

Winl(zlr:ﬂ?: "t 1IP) - (miﬁmt'}*] CU imp?m]-?:ﬂz? S 52:!1'_1)’
?'T:"-l(i?l,mz,'“ , Tp) = (Zjy Zj+1° 7 Tp, 1, T2, "+, Tj=1);

si stabilisce x; = x;, che € assurdo.

Concludendo possiamo dividere €2 in due classi distinte: §2; formata dalle
p-uple tali che |C| = 1 e 2, formata dalle p-uple tali che |C| = p. Siano
T ed s rispettivamente le cardinalita di tali classi, allora (2] = r + s, cioé
nP~! = r + 5. Per ipotesi p|n per cui p|nP~! = r + s, s & multiplo di p
perché ogni membro di {23 genera una classe di p membri, quindi p|r dove
r # 0 perché (e,e,--- ,e) € ;. Allora esistono altri membri con componenti
identici, ma. diversi dall’elemento neutro in €2;.

Sia (z,z,---,x) un membro di £2; con x # e, sappiamo che z? = e per
cui o(z)|p ed essendo p € P e o(xz) # 1 si ha o(z) = p. Dunque {z) & un
sottogruppo di ordine p in G.

Corollario B2.2. Sia G un p-gruppo finito, allora l'ordine di G' é una
potenza di p.

DIMOSTRAZIONE. Supponiamo |G| = n. Sia ¢ € P tale che g|n. Per il
teorema di Cauchy esiste in G un sottogruppo di ordine g, e, come abbiamo
visto, esso e il sottogruppo ciclico (z) dove z & un g-elemento. Osserviamo
che z deve essere un p-elemento perché G € un p-gruppo, ovvero p = q.
Riassumendo, per ogni g € P tale che ¢q|n, si ha che p = ¢q. Ne segue che n
contiene nella sua fattorizzazione in numeri primi solo p ripetuto un certo
numero di volte, ovvero n € una potenza di p.

OSSERVAZIONE: Siano ¢1,¥%s,: - ,¥, coprimi, cioé mcd(¢;, ¥4, -+ ,4,) = 1,
allora esistono n interi Aj, A, -+, A, non tutti nulli tali che > ;_; {xAx = 1.

DIMOSTRAZIONE. Dimostriamo la tesi per induzione su m.

Per n = 2, la tesi e un fatto gia conosciuto. Ora supponiamo vera la tesi
per n numeri interi e dimostriamo che vale per n+ 1. Siano 4y, ¢, %2, --- , £,
interi coprimi e sia d := mcd (43,43, -+, ¢,), si ha che med(€y,d) = 1 per cui
esistono Ag, 0 interi tali che {pAg + d3 = 1. Applichiamo P'ipotesi induttiva
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a {{1/d,l3/d,--- ,€,/d}, che sono banalmente coprimi ed otteniamo che

esistono f1, Mo, - - - , iy interl non tutti nulli tali che
L4 Tt Ti
"
; g HE = 1 = ;fwk =d == {yAo +5,¢Z+1£Wk =1

definendo Ax := Bux per ogni k =1,2,--- ,nsi ha ZEZ{} £ e = 1.

Lemma B2.3. Siano G un gruppo ¢ g un elemento di ordine finito. Allora

(a) se o(g) = mn, con m e n primi tra loro, allora g si scrive in modo
unico come prodotto di due elementi r e y di potenze di g, 1 qualt sono
permutabili e di ordine m e n rispettiwamente.

(b) se o(g) = pyt py'2---p"n ¢ la scomposizione di o(g) in fattori primi
con pi1,P2.- -, Pn distinti, g st scrive in modo unico come prodotto di
n elementi x{,To, - ,T, di potenze di g, i quali sono a due a due

permutabili e di ordini p{™*, py 2, -, pp* rispettivamente.

DIMOSTRAZIONE. Verifichiamo separatamente le due tesi.

[a] Da (m,n) = 1 segue l'esistenza di «,y interi tali che ma +ny = 1.
Definendo z := ¢"7 e y := ¢g™?, possiamo allora verificare che xy = yr =
gMm> Ty = g percido g si scrivere come prodotto di xzy o di yr, dove z e y
sono potenze di g.

Resta da dimostrare che o(z) = m e o(y) = n e che z ed y sono gli unici
elementi di questo tipo. Vale che
oL (gn:-;f)m — (gnm)*}- = ¢ : {J(E)‘TH;

T

y' =(g
Per il Lemma B1.2, segue

M = ("M = = oy)In.

mn = o(g) = o(xy) | mem{o(x), o(y)} | mn.

Allora o(zy) = o(z)o(y) = mn quindi o(z) =m e o(y) = n.

Infine, dobbiamo provare ’unicita; supponiamo che g = zy ed anche g
x1y; tali che o(x) = o(xz1) = m e o(y) = o(y1) = n. Allora d?, TY = g =
r1y1 ofteniamo :rl_]‘:r = 1y~ ! moltiplicando a sinistra per z{" e a destra
per y~!. Posto z = x7'z = y1y~' vale che o(z)|m e o(z)|n, in quanto
ST — (:El_l:ﬂ)m _ I:I—“rnmm = e, ed inoltre 2" = (yly—l)ﬂ, — y?y_,n = g,
quindi o(z) & comune divisore di m ed n, ma mecd(m, n) = 1 quindi o(z) =1
che equivale adire x =11 e y = 1.

[b] Definendo
_ o(9)

T

Py

b - per k=1,2,---,n
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osserviamo che
TL

o(g .

le = ».(»nf =l = »ta
Pk i=1

i#k

per cul non esiste nessun pj divisore comune per {¢}}_, e dunque si ha che
med(€y, 4o, - -, ) = 1. Per 'osservazione precedente esistono Ay, Ag, -+, Ay
. " . T » Y

interi tali che Y, _, fxAx = 1. Ponendo z} = gtk per ognik=1,2,--+,n,
sl ha che

E1 M1 €0 Ao £, A

g=Z1X2 Ty =¢qg "¢ gt

Verifichiamo ora che o(zy) = p,* per ognik =1,2,--+,n

£i:1k _ (yfk-}ik)i’:k _ (gu(g})kk — e

quindi o(zy)|p, * per ogni k =1,2,---,n. Per il Lemma B1.2

o{g) = o(z1x2+ - Tp) | mem{o(x,), {}(m?) oo 0(Ty)}

o(zy)o(x2) - olx.m) | o(g) Hprm

I

ne segue
L — T H’Lg Tin
o(xi)o(xs) - - -o(xn) = o(g) = ) "Dy
Quindi o(zx) = p.* per ogni k = 1,2, -
Resta ora da provare l'unicita. Sia ¢ = x125- -2, ed anche che g =

TrL e

Y1Y2 -+ - Yn con o(zy) = o(yx) = Py

LiX2 Ty = Y1Y2 " UYn

perognik=1,2,---,n. Da

si ha che
—1 — . i
TrY, =Hmi Yi per ogni =1,2,--+,n
i=1
17k

Posto

[

2 = Tpyy | = Ha:;lyz- si osserva che o(z )\p“’” e o(zk)| k.

=7
Notando o(zy) = o(yx) = p,*, si ha che
m n
Ek = (zry; )P = .1{*“ y;p‘“ T=e o 2 = (e y)™ = e
iZh

dove I'ultimo passaggio si giustifica col fatto che ¢, ¢ un multiplo di p™
per ¢ # k. Ricordando che med({,p,"*) = 1 si ha o(zx) = 1 che equivale a
Tk =y per k=12,
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Teorema B2.4 (Decomposizione primaria ciclica). Un gruppo abeliano
finito G ¢ isomorfo al prodotto diretto di p-grupps ciclici, gli ordini det quals
sono univocamente determinati. Tali ordini dei p-grupp: ciclict st chiamano
divisori elementari di G.

DIMOSTRAZIONE. Sia |G| = [[x-, 2% *, dove {pk}r_,; sono i numeri primi

distinti e {mg}7_, sono i numeri naturali. Per il Teorema fondamentale
B1.5 dei gruppi abeliani finiti, vale che G =2 G; @ G2 ® --- ® Gy dove
G € un gruppo ciclico con |Gi| = ex per k = 1,2,---, ¢ che soddisfano
IG|=ejez---e; € erlex—1 per k=2,3,--+,%L.

Dato che |G| = ejeq - - - €4, € evidente che e; & prodotto di alcuni primi nella

decomposizione di |G|, cosi e; = [[r_, pr* per i = 1,2,---,{ (banalmente
me; <mgperk=12,---,ne t=12,---,%).

Consideriamo ciascuno di tali gruppi ciclici G; = {g;) con g; € G ed
o(g;) = e;, per il Lemma B2.3 esistono n elementi g;1, g2, ,9in € G
tali che o(gix) = py ** e gi = gi19i2 - * * gin. Per il Corollario A4.3, G; = (gi)
¢ isomorfo al prodotto dei pg-gruppi ciclici (gix) con k = 1,2,-..,n.

Applicando il teorema fondamentale dei gruppi abeliani finiti, otteniamo la
decomposizione primaria ciclica come segue:

£ £ )
G = Q) Gi = Q) Q) gir)
i=1 i=1 k=1

L’unicita dei divisori elementari discende banalmente dall’unicita dei fattori
invarianti e; e dall’unicita della loro decomposizione in fattori primi.

Corollario B2.5 (Decomposizione in p-gruppi). Un gruppo abeliano finito
e isomorfo al prodotto diretto di p-sottogruppi, gli ordini dei quali sono
univocamente determinats.

DIMOSTRAZIONE. Raggruppando i componenti del doppio prodotto diretto
nel teorema della primaria ciclica, si ha che

(gik) = é { f (ka)}
I

k=1 i=1

b~

£
G =
i=1 k

fl

dove il prodotto interno nelle parentesi graffe € un pi-gruppo finito.
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B3. Fattori invarianti e divisori elementari

Per decomporre un generico gruppo abeliano finito di ordine n e per trovare
quindi, quanti sono i gruppi abeliani di ordine n a meno di isomorfismi, si
hanno a disposizione tre metodi dati dai seguenti teoremi:

¢ Il teorema fondamentale dei gruppi abeliani finiti: B1.5.
e Il teorema di decomposizione primaria ciclica: B2.4.
¢ Il corollario di decomposizione in p-gruppi: B2.5.

Esempio B3.1 (p-gruppo abeliano finito). Sia m = p" con p primo.
Secondo il Teorema B1.5, i fattori invarianti di un gruppo abeliano di ordine
p" hanno le forme:

M2 > >0
s 1 2 A2 2 2 A >0,
k=P oon {A1+Az+---+)~f=n;

esst sono anche 1 divisor: elementari. Dunque, esiste una corrispondenza

fra i gruppi abeliani non isomorfi di ordine p™ e linsieme delle successioni
MZ2A2 20, >0cmA+A+-+ )\, =n.

Esempio B3.2. Sia m = 36 = 22 .3%. La sequente tabella illustra la

struttura dei gruppi abeliani di ordine 36, dove si denota con C, un gruppo
ciclico di ordine n:

No Fattori Invarianti Divisori Elementari
Cﬁ 2 xX3 2j 3

Cs 2 X3 2, 3

Glg 2 X 32 2, 32

Cs 2 2

012 2_2_)( 3 22, 3

Cs 3 3

Cse 2% x 32 24, 32

Dunque esistono 4 gruppi abeliani non isomorfi di ordine 36:

Gy = (Cs® Cs,
Gz =2 Cizs®Cy,
Gz = C(C12®0Cs,
Gy = Css.
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Analogamente i gruppi abeliani non isomorfi di ordine 36 hanno decompo-
sizione primaria ciclica come segue:

Gy = (ChC®C;U0s,
G, =2 (Ch®C,®Cy,

Gz = C3Q®0C;QCy,

Gy = (C4® Cy.

Esempio B3.3. Sia m = p?¢® con p e q primi distinti. Esistono 6 gruppi
abeliani non isomorfi di ordine p*q°>. Vengono tabulati i fattori invarianti e
i divisori elementart rispettivemente come segue:

No Fattori Invarianti Divisori Elementari
Cpg Pq D, q
Chq pq P, q
Cq g q
Cpq2 pq2 D, qz
Cpg Pq P, q
qua pqﬂ P, q3
Cp P P
Cp2 p*q p*, g
p-gq
C_g q q
- g q
C;nﬂq? png 521 qz
Cq q q
CP_E_QE pﬂqﬁ_ pE’ q?

Secondo il teorema dei gruppi abeliani, abbiamo le seguenti decomposizioni:

Hy = Cpg®Cp®Cy,
Hy = Cpez @ Cpyg

Hy = Cpp ®@Cp,

Hy = Cp,®C,®C,,
Hs = Chg ®Cy,

Heg = Cpegs.
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Resta da provare
HyN(H;|i#kconl<i<n)= {e}

con “e” elemento neutro di G. Supponiamo per assurdo che esista un ele-
mento y # e appartenente all’intersezione, allora esistono gli interi {me}r_,
non tutti nulli tali che

—m g — m
e SR i e AR

per cui valgono le ipotesi del teorema precedente:

my Mk41 My

M2, LRl e =
L1 Ty Te—1 "Trp " Tpy In™ =€

1l quale garantisce 'esistenza di un elemento di periodo finito, diverso dal-
Pelemento neutro in G. Questo & assurdo perché G & privo di torsione.

Corollario B4.4. Sia G un gruppo abeliano libero (privo di torsione) e
finitamente generato. Se valgono

G H1®H2®"‘®Hma
G K1®K2®”'®Kni

dove H; e K; sono gruppi ciclici infiniti, allora m = n.

12

[l

DIMOSTRAZIONE. Supponiamo per assurdo che m # n e 1potizziamo
m > n senza perdere di generalita. Sia z; il generatore di H; e y; quel-
lo di Kj, allora {z;}72, e {y;}7_, sono due sistemi di generatori per G;
conseguentemente ogni generatore dei due sistemi si pud esprimere in fun-
zione degli elementi dell’altro sistema, in particolare per ogni z; esistono
si; interi tali che z; = []7_, y;*. Consideriamo la matrice di elementi s;;,
questa & una matrice di ordine m x n. Il numero delle righe ¢ maggiore di
quello delle colonne, per cui le m righe sono linearmente dipendenti, cioé
esistono m numeri interi {r;}™, non tutti nulli tali che

™m

ZT;“S—jj =0 per 7=12,---,n.

=1

Si osserva che

m n - m n
Ty T T — 3ij ' — Tidi;
Ty L™ " Ty = ll{llyj} —llllyj ’
j=1

i=1 4 i=1j=1
mn mi mn o
— Ti%ij _ =1 Ti8ij
= 111y = [Ty
J=11i=1 71=1

per cul si ottiene
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Ora, supponendo r; # 0, possiamo riformulare
e
it =[]zi" = Hi[JH:]i=23,--,m)= (") # {e}.
i=2

Quest’ultimo ¢ in contraddizione con il fatto che G & prodotto diretto di H;
coni=1,2,---,m. In conclusione, abblamo dimostrato m = n. U

Teorema B4.5. Sia G un gruppo abeliano finitamente generato. Allora G
¢ isomorfo al prodotto diretto di gruppi ciclici, nel quale ciascun fattore € o
un p-gruppo ciclico oppure e isomorfo al gruppo Z.

DIMOSTRAZIONE. Sia T l'insieme di tutti gli elementi di G di periodo finito.
Si dimostra banalmente che 7' & gruppo abeliano:

o T # () perché e € T,

e Per ogni z € T, vale anche z~! € T

e Vz,y € T, il loro prodotto € permutabile: -y = y-z;

e Vz,y € T, si ha che ¢ -y € T (infatti il prodotto di due elementi di
periodo finito ha periodo finito).

T viene detto sottogruppo di torsione di G. Si osserva che T' C G e G
finitamente generato, allora anche 7' sara finitamente generato, inoltre
ogni generatore di T e di periodo finito, quindi genera un numero finito di
elementi, in conclusione T ¢ finito.

Dato che T & sottogruppo normale (in quanto & abeliano) possiamo con-
siderare il gruppo quoziente G/T. Si dimostra che G/T ¢ un gruppo fini-
tamente generato ed & privo di torsione. L’unico elemento di periodo finito
di G/T ¢ il suo elemento neutro, 7. Infatti, sia Tr un generico elemento
di G/T, se questo & di ordine finito, esiste un numero naturale ¢ tale che
(Tz)! = T, ma cid significa che Tzf = T, il che avviene se z¢ € T. Per
definizione di T si ha che z* & di periodo finito quindi anche z ¢ di periodo
finito. Allora z € T e Tx = T, cioe ’elemento neutro del gruppo quoziente.
G /T e gruppo abeliano libero finitamente generato per cui valgono le 1ipotesi
del Teorema B4.3 e del Corollario B4.4 pertanto esiste un unico numero
naturale n minimo tale che G/T & isomorfo al prodotto diretto di n gruppi
ciclici, quindi
G/T == (TI]_} & (TI2> XX <T;’En>.

Ora definiamo un sottogruppo di GG con
H = (1) - (x2) -+ - (2n).
E facile verificare che questo & un prodotto diretto

H = (z1) ® (22) @ @ (zn).
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Infatti, tutti i gruppi ciclici {(z;)}, sono normali, inoltre, 'intersezione
tra {:1:3) ed il sottogruppo generato dagh (z;) con t # 7 € composta dal solo
elemento neutro. Altrimenti avremo un elemento in comune della forma

—-TH.J' . T
z; " =]

1#]
dove mi, ma, - -+, m, sono numeri interi non tutti nulli; il che equivale alla
relazione
ritxyteexyr = = Tzt Txy?. T =

Questo € assurdo perché G /T & prodotto diretto dei gruppi ciclici (T'z;) con
1=1,2,---,n

Analogamente si verifica che H & privo di torsione, percio TN H = {e}. Per
confermare che G e prodotto diretto di T e H, dobbiamo provare prima di
tutto che G =TH.

Per ogni g € (G, abbiamo che g € T'g € G/T'. Allora esistono n numeri interi
{£;}7_, tali che

Tg=Tz% Tz ... Tz = Th con h=zl'22 . .zt e H.

Questa relazione significa che esiste t € T tale che g = th. Cosi abbiamo
dimostrato che G = TH.

Dato che T & un gruppo abeliano finito, allora T & prodotto diretto di p-
gruppl ciclici secondo la decomposizione primaria ciclica. Inoltre, H € un
gruppo abeliano finitamente generato privo di torsione, quindi H & prodotto
diretto di gruppi ciclici isomorfi a (Z, +).

In conclusione, G ¢ isomorfo al prodotto diretto di gruppi ciclici, nel quale
ciascun fattore e o un p-gruppo ciclico oppure & isomorfo al gruppo Z.

B5. Partizioni e numero dei gruppi abeliani finiti

Definizione B5.1. Un p-gruppo abeliano finito di divisor: elementari (fat-
tori invarianti) {p"‘k}f;_,_,l con Ay 2 Ay > -+ 2> Ag > 0 81 dice p-gruppo di
tipo (A1, A2, -+, Ag).

Sia G' un p-gruppo abeliano finito, allora esiste n € N tale che |G| = p™. Per
il Teorema B1.5 si hache G 2 G ® G2 ® -+ ® Gy, dove Gk € un gruppo
ciclicodiordinee;y con k = 1,2, -+ , £ che soddisfano p" = |G| =ejeq---€; €
exlex—1 per k = 2 3 .¢. Allora ogni e, & una potenza di p con ex = p’*,
per cui p" = p cepM e Ny > g > oo > A > 0. Perciod i fattori
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: ) . A 1€ . . e e ye s . .
invarianti sono {p o SO si ha che i gruppi ciclici Gy sono p-gruppi. Per il
Teorema B2.4 di decomposizione primaria ciclica, questi fattori invarianti
coincidono con 1 divisori elementari di G ordinati in modo decrescente.

(OSSERVAZIONE: Siano G e G’ due p-gruppi abeliani finiti, rispettivamente
di tipo (A1, A2, -, Ae) e (AL, AL, -+, Ay} aventi medesimo ordine |G| =
|G'| = p™, allora

GG — (Al,ﬁg,-'-,.}lf)=( ;, 5,”-,/\_’%;).

Infatti, se G = G’ consideriamo le decomposizioni in p-gruppi ciclici
GG ®Ge =2 GI@G,®---® Gy

dove G; e G‘} sono ciclici con

AV

Gil=p" per 1<i<é: nm=) N A2k 2X>0

|G;-|=p}“; per 1<j</{: H=Z}C’- A2 A 222 >0,

Questo significa che tali p-gruppi Gy e G|, sono corrispondentemente iso-
morfi, per cul hanno stesso ordine e allora i fattori invarianti di G e G’ sono
gli stessi.

Viceversa, siano G e G5 1 pr-gruppi ciclici avente ordine p** con Ay = A}
per k=1,2,--,£=4¢. Allora G e & sono isomorfi.

Definizione B5.2. Sia n un numero intero positivo. Si dice che A é una
partizione di n, indicata con A F n, se A é una sequenza (A1, Az, -, Ag)
tale che Ay 2 Ag 2> - Z Ag >0 en = |A] = Ei:l Ak. Ogni Ag viene detto
parte della partizione ed £ := £(A) é la lunghezza della partizione.

Lemma B5.3. Il numero dei p-gruppi abeliani {non isomorfi} di ordine p®
é dato da p(n), i numero delle partizioni di n.

DIMOSTRAZIONE. Per |'osservazione precedente due p-gruppi abeliani finiti
dello stesso ordine p™ sono non isomorfi se e solo se sono di tipo diverso. Al-
lora I'insieme dei p-gruppi abeliani (non isomorfi} di ordine p™ & formato da
tutti i tipi differenti di p-gruppo abelianc di ordine p". Quindi la cardinalita
di questo insieme é data dal numero di sequenze distinte (Ay, Az, -, Ap)
che si possono formare con n = E‘i:l A oed Ay 2 A 2 -0 2 X =0
Qlueste infatti definiscono i differenti tipi (A1, Ao, -+, M) di pgruppo. Per
definizione di partizione si ha poi la tesi.

Lemma B5.4. Il numero dei grupp: abeliani (non isomorfi) di ordine n,
dove n = py py?---ppt con {p;}i_, primi distinti & dato dal prodotto dei
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DIMOSTRAZIONE. Sia G un gruppo abeliano finito. Per il Corollario B2.5,
esistono pi-gruppi Hj tali che |Hi| = p.* con k = 1,2,---,£ ed il loro
prodotto diretto:

G==H,QH,®---Q Hy.

Dato che per ogni Hy con k= 1,2,---,4, il numero dei pi-gruppi di ordine
pe* tra loro non isomorfi € uguale a p(ng). Ogni componente nel prodotto
diretto ha una struttura algebrica indipendente dagli altri. Allora i gruppi
abeliani di ordine n (non isomorfi) sono in numero H£=1 p(nk).

Ricordando I’Esempio B3.3. Avevamo trovato 6 gruppi abeliani di ordine
m = p®q>: infatti per il Lemma B5.4, p(2)p(3) = 2-3 = 6 come si puo
facilmente vedere:

2:2=22=14+1 e 3:3=33=2+1,3=1+1+1.

Per m = 36 ne avevamo trovati 4 precedentemente, infatti 36 = 22 .32 e
4 = p(2)p(2) = 2 - 2. E evidente che trovare il numero delle partizioni di
ni, N2, -+, Ny, DONn € sempre facile e immediato come negli esempi appena
visti, per questo € indispensabile uno studio a parte delle partizioni. Se, ad
esempio, n = 5 si hanno 7 partizioni distinte:

5=5 5 (5)
5=4+1 4> 1 (4,1)
5=3+2 3> 2 (3,2)
5=3+1+1 3>1>1 (3,1,1)
5=2+2+1 2>2>1 (2,2,1)
5=2+141+1 2>1>12>1 (2,1,1,1)

| 5=14+1+1+4+1+11>1>12>12>1] (1,1,1,1,1)

E possibile rappresentare le partizioni di un numero naturale tramite il cosi
detto diagramma di Ferrers cioe tramite caselle o scatole. Per esempio, una
partizione A di 99 con

A=(20,19,18,13,9,8,5,4,2,1)
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viene illustrata come segue:

Quando il diagramma di Ferrers viene letto secondo le colonne (invece delle
righe), la partizione corrispondente si chiama la partizione coniugata. Per
esempio, la partizione coniugata alla A di 99 risulta come segue:

N =(10,9,8,8,7,6,6,6,5,4,4,4,4,3,3,3,3,3,2, 1).

Inoltre ogni partizione di n puod essere scritta come (11,22, ... n™n) con
n =Y ,_, kmi. Dunque possiamo anche scrivere le due partizioni A e \’:
A= (11,2148, 51 81 ot 131 181 191 20,

Noo= (11,21,3° 4%, 51,67, 71, 82,91, 101).

Analogamente, le sette partizioni di 5 vengono tabulate come segue:

(10,20,30 40 51y [ 5=5 (5)
(11,20,30 41 5% |5 =1x 1+ 1 x4 | (4,1)
(19,21,34,4959) | 5=1x2+1x3|(3,2)
(12,20,3149 59) [5=2x 1+ 1x 3| (3,1,1)
(

(

(

11,2230,495%) [5=1x1+2x2](221)
19,21,394°5%) | 5=3x1+1x2|(2,1,1,1)
1°,20,3° 49 59 I 5 =5 x 1 (1,1,1,1,1)

Quindi possiamo dire che (1™1,2™2 ... n'™n) & una rappresentazione della
partizione del numero naturale n = E’=I kmpg, dove per 1 < k < n si
indica con my € Ny il numero delle copie di parte k. Da ciod otteniamo che
1l numero delle partizioni di n e dato dal numero delle successioni {mg}_,
taliche n =3 ,_, km

k=1 k-
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Sfruttando delle nozioni analitiche si riesce a trovare un metodo pratico per
il calcolo di p(n). Definiamo funzione generatrice della successione esplicita
{ck}32., tramite la serie formale di potenze f(z) = > p, ckz”. Il coefficiente
cr di z¥ in f(z) viene indicato con [z*]f(z). Siano N l'insieme dei numeri
naturali ¢ S un sottoinsieme di N. Denotiamo con p(n|S) il numero delle
partizioni di n con le parti in S. Ovviamente si ha che p(n) = p(n|N). Prima
di tutto, vogliamo dimostrare che la funzione generatrice per p(n|S) risulta
il seguente prodotto:

OO o 1
G(glS) =) _p(niS)¢" = |] -—
n=0 kES 9

Volendo trovare il coefficiente di ¢™, e inutile considerare nella somma e/o
nel prodotto gli indici superiori ad n, quindi

p(niS) = [¢"|G(qlS) = [¢"] [

kES
k<n

1
l—gq

%

Sostituendo y con ¢* nella serie

1/(1 - y)

I
NE
S

otteniamo
1/(1—¢) = > ¢

da cul risulta

Allora. il coefficiente di ¢" & proprio il numero delle successioni {my} con
k€Sek <ntaleche Y | _,kmi = n, cioeé il numero p(n|S) delle partizioni
di n con le parti in S.

Esempio B5.5. Calcoliamo il numero dei gruppi abeliani non isomorfi di
ordine n = 10.668.672.

{ Scomponiamo in fattori primi il numero n:

10.668.672 = 27 .3° . 75,

{ Calcoliamo il numero delle partizioni di 7, 3, 3:
p(7) =15, p(5) =7, p@3) =3
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{ Moltiplichiamoli per ottenere il numero dei gruppi abeliani non isomorfi
di ordine 10.668.672:

p(7)p(5)p(3) = 315.

Ci limitiamo a prendere p(5) come un esempio per mostrare come si calcola
p(n) per un fissato n:

5

1 1 1 1 1 1
p(5) = [¢° —qﬁ{ - - - - }

dalle nozioni di analisi appena viste abbiamo:
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ovviamente ci0 che € in parentesi non viene preso in considerazione, in quan-
to gli esponenti sono maggiori di 5; successivamente dovremo fare i prodot-
ti ed anche in quel caso ci dovremo ricordare di eliminare i termini con
esponente maggiore di 5, ottenendo cosi

p(5) = [¢°{1 + g+ 2¢* + 3¢° +5¢* + 7¢°} = 7.

Denotiamo inoltre con pp, (n|S) il numero delle partizioni di n con m parti in
S. Possiamo analogamente dimostrare che la funzione generatrice bivariata
e uguale al prodotto:

OO o0 1
> PulnlS)g"a™ = [] —
m,n=0 kES 1-¢%z

In particolare, la funzione generatrice delle partizioni con i diagrammi di
Ferrers contenuti nel rettangolo m x n risulta il seguente coefficiente bino-

miale gaussiano:
T M= [m + ﬂ] _ (& Q)m+n
AC[mxmn] m (q; Q)m(q; Q)ﬂ
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DIMOSTRAZIONE. Secondo la funzione generatrice bivariata, si vede facil-
mente che la funzione generatrice delle partizioni con i diagrammi di Ferrers
contenuti nel rettangolo m X n & uguale al coefficiente [z

1?&]
(3?';‘:"]?1+1 )

Consideriamo le serie di Maclaurin

Anx™ e A {gz)™.
=Y A [qm 3 = > A

m=I() m=0

(-T q)n+1

ni+1.

Moltiplicando le due equazioni con 1 — x e 1 — ¢""*x rispettivamente,

otteniamo la relazione:

1 2 =
=(1—-2z) Z Amz™ = (1 - G‘HH*T) Z Am(qz)™
(Q:E', Q)-n, m=D0 m =0
Estraendo il coefficiente di ™, abbiamo la relazione ricorrente:
1 . q?n-@-n
A-rn — Am——l — qm-Am o qm+n"41’”"1 NS Am - Am_l 1 — Q?n,

Iterando quest’ultima relazione per m-volte, si deduce che

m -+ n
o

A = Ay [ ] con Ap =1

dove Ag = 1 viene confermato ponendo z = 0 nelle serie di Maclaurin.

B6. Automorfismi dei p-gruppi e teorema di Hall

Siano p un primo e n un numero naturale. Allora il numero dei gruppi
abeliani (non isomorfi) di ordine p™ & uguale a p(n), il numero delle partizioni
di n. Indichiamo con ¢ il reciproco di p, cioe pg = 1. Allora il fattoriale
crescente di ordine n in base g viene definito come segue:

(:900=1 e (g@n=0-q)(1—¢°)---(1-¢") per neN.

Lemma B6.1 (Hall, 1938). Sia G un p-gruppo abeliano di ordine p™ con il
tipo (17M12™M2...¢™me) dove n =S, _ kmy. Allora l'ordine del gruppo degli
automorfismi di G é dato dal sequente prodotto:

14
2
[Allt G‘ = H _’P;‘k (q; Q)mk

dove A := (A1, Ag, -+, A¢) € la partizione coniugata alla (11272 ... ¢M¢),

DIMOSTRAZIONE. Determiniamo l'ordine degli automofismi del gruppo
abeliano G di ordine p™ secondo il tipo di G, cioe, le partizioni di n.
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[A] Sia G ciclico di tipo (n). Allora ogni automorfismo di G & identificabile
con un generatore di G. Dunque 'ordine di Aut G risulta come segue:

[Aut G} = (p") = p"(1 —q) =p"(¢; ¢)1-

[B] Sia G un gruppo elementare di tipo (1™). Allora G ¢ prodotto diretto

G = ®H;C dove Hjy = (xx) con of{zxk) =Dp.

k=1

E facile vedere che tutti gli elementi diversi dal’elemento neutro hanno
Pordine p. Ogni automorfismo ¥ di G e determinato dalle immaginl del
generatori {xx}?_; come segue:

Y(xy) € G\{e}
(z2) € G\(Y(x1))
U(z3) € G\(Y(x1, x2))

Y(xy)| =p" — 1;
Y(x2)| = p" — p;
Y(x3)] = p" — p*;

I

W) € O\l Sk <nh) = [plan)] =5~

Allora 'ordine di Aut G uguaglia il prodotto:

AuwtGl = [[G" - ") =p" (g:0)n.

[C] Sia G di tipo (£™) con n = mé. Allora G & prodotto diretto

T
G = ® H, dove Hi = (zy) con o(zy)=7p".
k=1

Definiamo il sottoinsieme di G con €, := {z € G | o(z) < p*}. Allora ogni
automorfismo ¥ di G e determinato dalle immagini dei generatori {xx}7-;

con o(Y(zx)) = p;
P(z1) € G\
U(z2) € G\(Qe, ¥(x1))
Y(z3) € G\, ¥(x1,T2))

TL =TI,

‘¢’($1) =p" —p :

. n—rm+1.
T p _p 3

'?,b(.i"-';}) — p’ﬁ. _ pn—rn+2;

I

V(em) € G\(Qp, v({zk|l <k <m})) = [Ylan)l=p" -p" "
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Allora 'ordine di Aut G uguaglia il prodotto:

Tr
Aut G| = [[@" - ") = p™™(¢; @)m-

In generale, sia G di tipo (1™12™2...¢™¢) con n = Zizl kmy. Allora G e
prodotto diretto

Mg

¢
®® dove Hy; = {zr;) con o(zk) = p".
k=1 i=1

iIE

Indichiamo con

A= (A2 A2 > Np)

la partizione coniugata alla

(11"?11 21’”;& .. E‘Tﬂ.g)-

Allora non e difficile stabilire
le relazioni:

Ak=2§=kmj per 1 < k </.

Indichiamo inoltre per sem-
plicita con X e X} dei sot-
toinsiemi dei generatori nel
modo seguente:

Xi =A{zki|ll <1< my};

:{.’I‘fki'l ':_: ) ilﬂ"}‘

Allora ogni automorfismo
di G ¢ determinato dalle im-
magini dei generatori {x;}
con o(¢(zki)) = p* per ogni
k e i soggetti alle condizioni
1 <:<my, e 1<k<V¥.
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Prima vediamo le immagini dei generatori dell’ordine massimo p*:

(xer) € G\ — _
(ze2) € G\ (e, P(Xy)) = |P(zp2)| = p" —p
W(zes) € G\(Qe, Y(X7)) =

d)(mfﬂu) € G\<Qf: w(XE’”']D = W”(Ifmf)l =p" — pﬂ_l—

Allora la cardinalita degli automorfismi determinati dai generatori di ordine
p® risulta il seguente prodotto:

Ty

w(Xe)| = " — "% = "™ (¢ Om.-

i=1

Per i generatori di ordine p*~!, si ha che

(ze—1,1) € Qe \(Qe—1, ¥(Xe))

= |[Y(Te—11)| =p T —p" TR
W(Te—1,2) € Qe \ (-1, ¥(Xe, X;_1))

= [Y(ze-12)] =p" TN - p" T
(ze—1,3) € U\ (Qu—1,¥(Xe, X7 1))

= |(@e=13)| = p" TN = pt TN

d’(mﬁul,i’ﬂ{_l) = QE\(-QE-I: dJ(XE’a X;'Tfl‘l)>

— J1£1($f~l,mg_,ljl = p”"ﬂ‘kf — p“_}iﬁ“l'

Allora la cardinalita degli automorfismi determinati dai generatori di ordine

pf~1 risulta il seguente prodotto:

L —1

'1,/)(Xg+1)‘ = H (p" 7 — pt i) = plnAemes (@ @Dme_s-
=1
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2 gi ha che

U(Tp-2.1) € Q£—1\<Q£—21¢(X£= Xo-1))

S |¢(LBP—2,1)‘ — pn‘_')"-t?_AE—I . pﬂ-}tg-'-kf_u]—ﬂu_g;
W(xe—22) € Qo1 \{Qe—2, ¥(Xe, Xo—1, Xi_2))

—— l%{}(xf—ﬂ 2)’ — pﬂ—)lf—'-)'ig_l . pﬂ-—)&f"“}lf_.l —mg_;;—kl;
Y(zr-2,3) € Qo1 \(Qe—2, ¥( X, Xi_1, Xi—2))

— 1"’5)(3'1’?—1,3)' —_ pﬂ,—nhf-—}-.g__l ____pﬂ—:\g-"-}-.f_l-—ﬂlp_zﬁ-g;

Per i generatori di ordine p*~

(@o—2me_s) € Lot \(Qe—z, ¥(Xe, Xemr1, X257 71))

—n }I';D(:EE—-Z,TILE_E)I — pn—}kﬂ_}kf’—] — PTL_-AH—AE_LFI-

Allora la cardinalita degli automorfismi determinati dai generatori di ordine

p*~? risulta il seguente prodotto:
Mg -2

|'¢’(-XE—2)| — H (pn—l.e_hf-l_ﬁpn—i—}«f—}ne‘—-tl) — p{ﬂ-—kf—)ﬁ;f#]}mg_g(q; Q)m.q_g-
1=1

Dopo aver calcolato le cardinalita degli automorfismi determinati dai gene-
ratori {Xp, X¢_1, -+, Xk+1}, possiamo proseguire a valutare quella degli
automorfismi determinati dai generatori di ordine p:

P(zp1) € Vg1 \ (e, P( Xk < j < 1))

= [Plaka)| = pEoss - prase NI
Pk 2) € Qe \ (e, VXL, X1k < 7 <0))

= |Y(are)| = pickd — ploisk ARt
V(K 3) € Qpgr \{ e, W(XE, X1k < 5 <))

s [(ang)] = pTr s - pTask bt

?

¢($k,mk) S Q’k+1\<Qk1 ?r/)(X;g”k_ls-Xj k < .? < £)>

= lw(mk,rnk)] — PEJ"—““' Ai EJEE '}"j_l_

Allora la cardinalita degli automorfismi determinati dai generatori di ordine

p* risulta il seguente prodotto:

e

B(X)| = [[pRosk X — prisk M) = p™e i<k X (g q)m,
i=1
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Infine, la cardinalita degli automorfismi determinati dai generatori di ordine
p risulta 1l seguente prodotto:

T

p(X0)] = 1]e™ - M) =M™ (g5 @),

1=1

Ricapitolando quanto fatto, per un gruppo abcliano GG di ordine p™ con il
tipo (1722 ...¢™) 1'ordine del gruppo degli automorfismi di G & dato
dal seguente prodotto:

¢

re 2

[Aut G| = H " 2k X (g @), = [ ] P (a5 @)
k=1 =

dove abbiamo applicato la seguente identita:

k 4

4 ¢
ZTH&ZAJ z/\jz )\k-——f\k_;.ﬂ:Z)\?.

k=1 =1 j=1  k=j j=1

r"'-'l.:l; ' K

fp
S1 osserva che la frazione Ef’— e la funzione generatrice delle partizioni

71

con la parte massimale uguale a n. Classifichiamo le partizioni secondo i
quadrati di Durfee, 1 cui lati formano una partizione A di n. Nella figura

viene illustrata n = 20 e A = (6,4,3,3,2,1,1). La funzione generatrice
A'?

: . . 9 SR . . ]
per il primo quadrato di Durfee A{ e le partizioni sotto esso risulta G‘fm.

La funzione generatrice per il secondo quadrato di Durfee A3 e le partizioni

. A1 )2 . . . .
sotto esso risulta [ \ g*2. In generale, la funzione generatrice per il k-esimo
2

. . : Ak ' .
quadrato di Durfee )ﬁf_ e le partizioni sotto esso risulta [ ; 1] qlfc‘ Quindi
k
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la funzione generatrice delle partizioni con i quadrati di Durfee determinati
dalla partizione A - n € data dal seguente prodotto:

e

- ﬁ [M:_l} M =T] g
(2;9)x, A -2 (g;

e q):%k_}"k-i'-l

Sommando su tutte le partizioni A F n, otteniamo l’'identita:
£(A)
AFn k=1

Combinando quest’identit& con il Lemma B6.1, abbiamo subito il seguente
importante risultato.

q Q)AL—?\L F1 |

ﬂ-

Teorema B6.2 (Hall, 1938). Sia A, linsieme dei gruppi abeliani (non
isomorfl) di ordine p". Allora vale la sequente identita:

qt 1
(q; 9)n 2 |Aut G|

GEhn

Classificando le partizioni secondo la parte massimale, si deduce conseguente-
mente un ulteriore risultato tramite la formula di Eulero.

Corollario B6.3 (Funzi(me generatrice).

QI‘ n
(q:r ) Z (@:9)n L 2-' utGi

=y n=1GEeE iu




