APPENDICE C

Teoremi di interpolazione

Nel seguito (Q,B,u) e (X, F,v) denotano due spazi di misura, con B, F
o—algebre di sottoinsiemi di {2 e ¥ rispettivamente e p,r misure positive
o—finite su B e F, rispettivamente. Per ulteriori dettagli sui teoremi di
seguito enunciati rimandiamo al testo [32].

TEOREMA C.1 (Riesz-Thorin). Siano 1 < po,p1,q0,q1 < o0 e sia T :
LPo(Q, ) N LPY(Q, p) — L (X, v) N LY (X, v) un operatore lineare tale che
HTf“qo < MOHfHPo € ||Tf||lh < M1||f||171
per ogni f € LPo(Q, ) N LP(Q, u). Per ogni 0 <t <1, poniamo
1 1—1¢ t 1 1—t t
= - e —= +

Dt Po D1 qt q0 q1 ’

(C.1)

Allora si ha che
T fllq < My~ " M{| fllp,

per ogni [ € LPo(Q, p) N LP1 (82, ).

Prima di enunciare il prossimo teorema, abbiamo bisogno di introdurre la
nozione di operatore di tipo debole. Sia f : Q@ — R, una funzione u-
misurabile. Per ogni o > 0 poniamo

Aa) = Ap(e) = p{[f] > a}.
Facciamo notare che A ¢ una funzione decrescente in (0,00). Se p < oo,
introduciamo gli spazi LP deboli cosi definiti

oL
LP(Q,p) = {f:Q—>]Ru—misurabile [3C>0: ANa) < p7Va>0}
o)
e poniamo
1
[fllw.p = sup{a?A(e)} 7.
a>0

Se f € LP(Q, ), allora per la disuguaglianza di Chebychev

A@) = ullfl > ap < 11k (©2)

!
e quindi LP(Q, ) C LP (£, u). Denotiamo con M(Q) l'insieme di tutte le

funzioni definite in €2 e a valori reali, che sono p-misurabili.
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DEFINIZIONE C.2. Sia T : LP(Q, u) — M(Q) un operatore. Se 1 < q < oo,
1 <p<oo, T sidice di tipo debole (p,q) se esiste C > 0 tale che per ogni
feLr(Q,p)

1T fllw,q < ClIflp-
Se g = oo, T si dice di tipo debole (p,o0) se esiste C > 0 tale che per ogni
feLr(Q,p)

ITflloe < Clifllp-

In particolare se T ¢ lineare allora T & continuo da LP(Q, p) in L (Q, p).

Fatte queste premesse siamo ora in grado di enunciare il teorema di interpo-
lazione di Marcinkiewicz che generalizza quello di Riesz-Thorin, ma € meno
preciso nella stima della costante finale.

TEOREMA C.3 (Marcinkiewicz). Siano 1 <py < go <00, 1 <p; < ¢ <0
con qo # q e sia T : LPO(Q,u) — LPO(3,v), T : LPr(Q,u) — LU (X, v)
lineare e di tipo debole (po,qo) € (p1,q1). Precisamente

|T¢llw,g0 < coll@llpes  per ogni o € LPO(S, )
1TV w,qr < c1llllp,, per ogni o € LP*(Q, p).

Allora T si estende ad un operatore lineare limitato da LP* (€, u) in L9 (2, v)
con py, g definiti da (C.1), con norma che puod essere stimata in termini di

t70i7pi>Qi-

Il Teorema di Marcinkiewicz puo essere provato anche in una versione pii
generale, per operatori sublineari.



