APPENDICE B

Stime di Schauder e disuguaglianza di

Harnack
Consideriamo 'operatore
N N
Lu(t,z) = Z a;j(t, ) Dy o;u + Z bi(t,x)Dy,u+ c(t, v)u, (B.5)
i,j=1 i=1

e supponiamo che i coefficienti a;;, b;, ¢ siano funzioni a valori reali definite
in R x RY. Assumiamo che

N

aij = ji, Z ai;(t,z)&&5 > AP, (B.6)

i,j=1

per ogni z,&£ € RY, t € R e per qualche costante A > 0.

B.1. Stime di Schauder interne

Assumiamo, oltre a (B.5), (B.6), che a;;,b;,c € C2*(R x RY), per qualche
€ (0,1), dove ¢ € CZ*(R x RY) se e solo se ¢ & limitata e soddisfa

[¢]%,a = sup |¢(t17x1) - QS(tQ,.’IJQ)‘

(t1,21),(t2,x2) ERXRY (|‘T1 - zQ‘ + |t1 - t2|1/2)o¢
(t1,x1)#(t2,22)

< +o00.

In tal caso, poniamo [|§|la o = [[¢[lec + [#]2 a- Sia M > 0 tale che
laijllg o+ 1bill g0 + llcllg,a < M,

perognii,j=1,...,N.

Diremo che ¢ € C'T%:27%(R x RY) se e solo se ¢ ammette derivate parziali
rispetto a t fino al primo ordine e rispetto a z fino al secondo ordine, tutte
limitate e inoltre

N
[¢]1+%,2+a = [¢t]%,a + Z [D$i$j¢]%,a < +00.
i,7=1
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In tal caso, poniamo

[¢ll1+5 240 = [Dlloc + [ 0tlloc + I Vadlloo + [ D2¢lloc + [Dl1+5 21a-

L’ interpretazione degli spazi di Holder parabolici C2-%(Q), C1*2:2+(Q),
con Q C R xRN, e delle relative norme ¢ quella usuale. Una volta stabilite
le notazioni, possiamo enunciare le stime di Schauder interne (si vedano ad
esempio [15, Capitolo 3, Sezione 2], [20, Teorema 8.11.1]).

TEOREMA B.1. Siano Q C Qy sottoinsiemi di R x RN . Allora esiste una
costante C > 0 che dipende solo da N,a,\,M,Q1,Q2 tale che per ogni
u € CH5:242(Qy) risulta

lullgrsg 2o g, < Cllue = Lullgg g, + ullim@n)  (BD)
B.2. Disuguaglianza di Harnack parabolica

In questa sezione assumiamo che i coefficienti dell’operatore L siano funzioni
misurabili tali che
N

ai; = aji, AP < Z agj(t, )& < ATHEP,
ij=1
Ib(t,2)| <AL 0 <ec(t,z) < AT
dove b(t,x) = (b1(t,z)...,bn(t,2)) e A €]0,1]. Se 6, R > 0, poniamo

Q(0,R) = (0,0R?) x {zx e RN : |z| < R}.

Indichiamo infine con Wi,il (Q(0, R)) lo spazio delle funzioni u = u(t, z) che
appartengono a LN+1(Q(6, R)) insieme alle derivate deboli Du, D?u, u;. La

seguente versione della disuguaglianza di Harnack si trova in [21, Teorema
1.1].

TEOREMA B.2. Siano 6 >1,R <2, u € W]i,’il(Q(&R)), u>0eu = Lu
g.o. in Q(0, R). Allora esiste una costante C > 0, dipendente solo da 0, e
N tale che

1
uw(R%,0) < Cu(AR? x), |z| < iR'

Inoltre, la costante C resta limitata dal basso e dall’alto se (1 —0)~! e A71
variano entro intervalli limitati.



