CAPITOLO 2

Misure invarianti e loro regolarita

In questo capitolo ci occupiamo di introdurre il concetto di misura inva-
riante per il semigruppo di Markov (T'(t)) costruito nel precedente capitolo
e di fornire condizioni necessarie o sufficienti per I'esistenza, 'unicita e la
regolarita locale e globale di tale misura.

2.1. Misure invarianti

Iniziamo col dare la definizione di misura invariante.

DEFINIZIONE 2.1. Diremo che una misura di probabilita p definita sui bore-
liani di RN ¢ invariante per (T(t)), se

[ rwsan= [ sn (2.1)
RN RN
per ogni f € Cy(RYN).

Vale la pena osservare che l'identita (2.1) si puo estendere, grazie alla con-
trattivita di (7(t)), a ogni funzione f € L>®(RY) facendo uso del teo-
rema di convergenza dominata. Difatti, se f € L>(R") allora esistono
fi € Co(RN) con [ fulloe < |fllo © fr — f 0.0 allora T() i, — T(8) q.o.
e |IT(t) frlloo < | T() flloo < ||flloo, da cui, dato che p & una misura finita,

fdu = lim / frdp = lim T(t)fhd,u:/ T@)f. (2.2)
RN h—4o0 RN h—4o0 RN RN

Una misura invariante, quando esiste, ¢ assolutamente continua rispetto

alla misura di Lebesgue e, inoltre, il semigruppo (7'(t)) & conservativo. Cid

rappresenta il contenuto della prossima proposizione.

PROPOSIZIONE 2.2. Supponiamo che esista i misura invariante per (T'(t)).
Allora

(a) p e la misura di Lebesque m sono equivalenti (diciamo per questo che
w ¢ regolare). In pit esiste 0 < p € LY(RY) tale che p(dz) = p(x)dz,

17
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(b) T(#)1 =1 per ogni t >0, cioé (T(t)) & conservativo.

DiMm.
(a) Mostriamo prima che e m sono equivalenti.
Sia B C RY un insieme di Borel con m(B) = 0. Allora risulta che

Tt)xs(a) = [ t.a.y)dy =0
per ogni t > 0, x € RY. Da (2.2) segue che

uB) = [ xwdn= [ Txndn

Cio implica che pu(B) = 0. D’altra parte, siccome p(t,z,y) > 0 per ogni
(t,z) € (0,00) x RN e per q.o. y € RN (Proposizione 1.6), otteniamo che
se m(B) > 0, allora T'(t)xg(x) > 0 per ogni (¢,z) € (0,00) x RN e quindi
u(B) > 0. Dal teorema di Radon-Nikodym segue che esiste una funzione
0 < p e LY(RN) tale che pu(dx) = p(x) dr. Rimane da far vedere che p > 0.
Siano f € C°(RYN) e to > 0 fissati. Sappiamo che

[ s@pde = [ (@@ d
/]RN (/}RN p(to, 2, y)p(x) dac) fy) dy.

ply) = /RN p(to, z,y)p(z) dx

per q.o. y € RY. Fissiamo ora R > 0. Dalla continuita di pg(to,-,-) su
Bpr x Bgr (Teorema 1.4) segue che la funzione

9(y) :=/B p(tow,y)p(x)dxz/ pr(to, z,y)p(x) dx

Br

Quindi,

¢ continua su Bgr e p(y) > ¢g(y) per q.o. y € Bg. Siccome 0 < g su Bg
risulta che

ply) >infg >0
Br

per q.o. y € Bpg.
(b) Siccome g € una misura invariante per (T'(t))

/ (T(t)1 — 1) (x)p(x)dx = 0.
RN

D’altro canto, essendo (T'(t)) contrattivo, si ha T'(¢)1 < 1. Tenendo conto
di (a) e T(t)1 € Cp(RY), risulta che
Ttl=1

per ogni ¢t > 0. (]
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OSSERVAZIONE 2.3. Se esiste una misura invariante per (7'(t)) allora T'(¢)1 =
1 per ogni t > 0, e quindi dalle Proposizioni 1.18 e 1.16 discende che
(A, Diax(A)) ¢ il generatore debole di (T'(t)).

E utile enunciare il seguente corollario.

COROLLARIO 2.4. Lo spazio C°(RN) & denso in LP(u) per ognip € [1,4+00).

Non ¢ detto che se una misura invariante esiste questa sia unica. Tuttavia,
un risultato generale (vedi [11, Teorema 4.2.1]) dimostra che se il semi-
gruppo ¢ irriducibile e strong Feller, allora esso ammette al pitl una misura
invariante. Questo risultato si applica evidentemente al semigruppo (7'(t)).

Per quanto premesso, resta da affrontare solo il problema dell’esistenza di
una misura invariante.

LEMMA 2.5. Supponiamo che A — A sia iniettivo in Dyax(A), per qualche
A > 0. Allora sono equivalenti

(i) p & una misura invariante per (T(t));

(ii) f]RN Afdu =0, per ogni f € Dpax(A).

DiM. In conseguenza della Proposizione 1.16, risulta che (A4, Dpyax(A4)) ¢ il
generatore debole di (T(t)).

(i) = (i1): Sia f € Dyax(A). Dal Lemma 1.12 segue che

d d
| arwsan=5 [ TG [ rauo.

per ogni t > 0, grazie a (i). Scegliendo ¢t = 0 vale (7).

(#4) = (4): Sia dapprima f € Dpax(A). Allora, sempre dal Lemma 1.12,
T(t)f € Dmax(A), per ognit > 0 e le stesse argomentazioni di prima provano
che f soddisfa (2.1). In generale, se f € Cp(RY), esiste una successione di
funzioni (f,,)n € Dmax(A) tale che f,(z) converge a f(x) per ogni z € RN
e ||fnllo < C, per qualche costante C' > 0 indipendente da n (si veda
la Proposizione 1.13(i)). Siccome ogni f, verifica (2.1), mandando n —
+00 e tenendo conto della continuita di 7'(¢) e del teorema di convergenza
dominata si ha che anche f soddisfa (2.1). Quindi vale (7). O

OSSERVAZIONE 2.6. Supponiamo che y sia una misura invariante per (7'(t)).
Siccome ogni funzione ¢ € C2(RY), costante fuori da una palla, appartiene
a Diax(A), si ha che [y Apdp = 0.
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Per provare un criterio di esistenza di una misura invariante ci occorre un
risultato di compattezza di misure.

Indichiamo con M(RY) I'insieme di tutte le misure di probabilita definite
sui boreliani di RYV. Data una successione (uz) C M(RY), diremo che essa
converge debolmente a ;1 € M(RY) (per la topologia debole*) se

lim / fdu :/ fdp, per ogni f € Cy(RY).
RN RN

k—-+oo

DEFINIZIONE 2.7. Un sottoinsieme A C M(RY) si dice tight se esiste una
successione crescente di compatti di RN, {K,}, tali che lim,,_, 1o u(K,) =
1, uniformemente rispetto a € A o, equivalentemente, se per ogni € > 0
esiste un compatto K. tale che u(K.) > 1— ¢, per ogni u € A.

LEMMA 2.8. Sia (i,) C M(RYN) una successione convergente debolmente a
w € M(RYN). Allora, per ogni insieme chiuso F di RN risulta

limsup gy, (F) < p(F).

n—-+4oo
FEquivalentemente, per ogni aperto A di R si ha

liminf tn(A) > pu(A).

DiM. Sia F un insieme chiuso di RY e, per ogni § > 0, poniamo F5 = {z €
RY | dist(x, F) < 6}. Per ogni € > 0 esiste § > 0 tale che u(Fs) < u(F)+e.
Sia ora ¢ € C(R), 0 < ¢ < 1, tale che ¢(t) = 0 per t > 1, ¢(t) = 1 per
t < 0. Poniamo quindi f(z) = ¢(6~dist(z, F)). Siccome f >0, e f =1 in

F', abbiamo
o) = [ s < [ S
F RN

Inoltre, f = 0 fuori da Fs, e f < 1, per cui
fdp= [ fdp < p(Fs).
RN Fs
Quindi, dato che p,, converge a u, deduciamo
limsup i, (F) < lim / fdpn :/ fdp < p(Fs) < p(F) +e.
n—-4o0o n—+00 RN RN

Data ’arbitrarieta di €, segue la tesi. L’ultima parte invece si prova con un
semplice argomento di complementazione. (I

TEOREMA 2.9 (Prokhorov). Una famiglia A € M(RN) ¢ tight se e solo se
essa & relativamente compatta rispetto alla topologia debole*.

DiM. Assumiamo dapprima che A sia tight. Sia (ug) C A. Fissato n € IN,
per ogni k € IN indichiamo con u,i") la restrizione di py alla palla chiusa di
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centro lorigine e raggio n, B,,. Allora (,u,(cn))k & una successione di misure
di Borel positive in B,,, per cui, dal teorema di rappresentazione di Riesz,
essa puo essere vista come una successione di funzionali lineari, positivi e
continui su C(B,,). Inoltre

/,(,](;n) (B,) <1, per ogni k € IN. (2.3)

Ricordiamo che la palla unitaria By del duale topologico X’ di uno spazio
di Banach X separabile ¢ metrizzabile per la topologia debole o(X’, X) e
che, per il teorema di Banach-Alaoglu-Bourbaki, essa ¢ o(X’, X) relativa-
mente compatta. Quindi, da (2.3) ricaviamo che esiste una sottosuccessione
di (ué")) che converge debolmente a una misura di Borel positiva u" in B,,.
Mediante un processo di diagonalizzazione, possiamo estrarre una sottosuc-
cessione di (), che, per semplicitd di notazione continueremo a denotare
con (pg), tale che

p — ", per k — +oo,
debolmente, per ogni n € IN. Fissiamo oran € IN. Se f € C,(RN) e f > 0,
allora

/ fdp" = lim / fdp{™ < lim / Fdp{mt = / fdp
B, k—+o00 B, k—+o00 §n+l §n+1

(2.4)
In particolare, vale I'uguaglianza se suppf C B,. Se F' & un sottoinsieme
chiuso di R¥, presa una successione di funzioni positive (f,) in Cy(R™) tale
che f; converge puntualmente a xr, allora da (2.4) mediante il teorema di
convergenza dominata deduciamo che

p"(FNB,) = L xrdp”™ = lim L fndu™
h—+o00 B,

n

< lim fudi" = A E A Bya).
h—+o0 En+1
In particolare vale 'uguaglianza se F' C B,. In virtd dell’ultima stima,
possiamo definire

w(F) = lirf u(FNBy,) =sup " (FNBy). (2.5)
Osserviamo che se K & un compatto di RY, allora possiamo scegliere n
grande affinché K C B, ed avere

Si pud facilmente verificare che g & una misura di Borel in RY tale che
p(RY) < 1. Rimane da dimostrare che p ¢ una misura di probabilita e che
(1) converge a p debolmente. Sia e > 0. Siccome A & tight, esiste r € IN
tale che uy (RN \ B,.) < ¢, per ogni k € N. Se n > r, prendiamo g € C,(R"Y)
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taleche 0 < g<1,g=11in B, \ B,41 e suppg C B,;1 \ B,.. Allora

#(Bn\ Br1) < / gdp = /; gdp"*!
RN Byt

= lim gdpy < limsup pp(RY \ B,) <e.
k—+o00 §n+l k——+o00

Mandando n — +o0 troviamo che u(RY \ B,11) < e. Ora, se f € Cy(R"N)

risulta
] / fy - / fdu ﬁ fy - /, S
RN RN By Bri1
+/ - If\dwr/ .
RN\B, 41 RN\Bp41

Infine, scegliamo k grande abbastanza affinché il primo termine al secondo
membro sia minore di €. In questo modo giungiamo a

/RNfdu—/RNfduk

da cui I'asserto. In particolare, scegliendo f = 1 abbiamo u(RY) = 1.

<

<e+2[flloce,

Viceversa, supponiamo per assurdo che A sia relativamente debolmente com-
patta ma non tight. Quindi, esiste € > 0 tale che per ogni n € IN esiste
Vn € A con v, (B,) < v,(By) < 1—e. Per compattezza debole, esiste una
sottosuccessione (v, ) ed esiste 1y € M(RY) tali che v,, converge a 1

debolmente, per k — +o00. Dal Lemma 2.8 segue che, per ogni n € IN,

VO(Bn) S lklgj»gf Uny (Bn) S lklgigg Uny, (Bnk) S 1- g,

che & impossibile dato che B, / RY. O

Questa caratterizzazione e utilizzata nel prossimo teorema per stabilire
lesistenza di una misura invariante.

TEOREMA 2.10 (Krylov-Bogoliubov). Assumiamo che per qualche tg > 0 e
zo € RN la famiglia {111 }i>1,, dove

1 t
Mt = 7/ p(37x07')d57
t Jo

sia tight. Allora esiste una misura invariante p per (T(t)).
Dim. Dal Teorema 2.9 segue che esistono una successione (t,,) divergente a

400 ed una misura di probabilita p con la proprieta che

lim [dpe, = fdu,
]RN

n— o0 RN
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per ogni f € Cy(RY). Tenendo conto di (1.5), la precedente condizione si
riscrive nel modo seguente

mlf/"@@ﬁ@@ﬁ: fdp. (2.6)
0 RN

Posto f = T(s)g abbiamo

iim - [0+ 90) @it = [ Tdn

n—oo tn

per ogni g € Cy(RY). Ora, proviamo che il limite al primo membro & uguale

a [p~ gdp. Infatti
1 tn tn+s
ol R G TIEN A BCATRIENE
n Jo
tn 1 tn+s
_ 7/ Dot + = [ (T(0g) (o)t

tn
77/ dt.

Ricordando che il semigruppo (7T'(t)) € contrattivo, si vede immediatamente
che gli ultimi due termini sono infinitesimi. D’altra parte, per (2.6), abbia-

1 tn
mo che lim —/ (T(t)g)(xo)dt = / gdu. Abbiamo dunque provato
n—+o00 &y Jo N

R
(2.1), cioé che p & una misura invariante per (T'(t)). O

Il criterio che segue e il piu utile in pratica per stabilire I'esistenza di una
misura invariante, perché fornisce una condizione sufficiente che puo essere
verificata direttamente sull’operatore differenziale. La funzione V', che com-
pare nell’enunciato, € detta funzione di Lyapunov per A e la sua esistenza
si traduce in sostanza in condizioni di crescita per i coefficienti di A.

TEOREMA 2.11 (Has'minskii). Supponiamo che esista V € C?(RY) tale che
im0 V(2) = 400 € limy|— oo AV(2) = —00. Allora A\ — A ¢ iniettivo
in Dimax(A) e (T(t)) ammette una misura invariante.

DiM. Proviamo anzitutto che A — A ¢ iniettivo in Dynax(A). In virtd della
Proposizione 1.18, & sufficiente provare che T'(t)1 = 1, per ogni ¢ > 0. A
meno di sostituire V' con V 4 C, per un’opportuna scelta della costante C,
possiamo supporre che V' > 0 e AV < AV. Poniamo u. = e *(T(¢t)1 —
1) +¢eV. Siccome T(t)1 — 1 & limitata in [0,#y] x RY e V tende a +oc per
|z| — +o00, risulta che esiste (t1,z1) € [0,%9] x RY tale che
Ue(t1,21) = min  u(t, ).
s( 1, 1) [0,20] X RN 6( ) )
Assumiamo che uc(t1,21) < 0. Allora necessariamente t; > 0 e, di conse-
guenza, Opus(t1, z1) < 0. Inoltre Auc(t1,21) > 0 (si veda [28, Lemma 3.2]),
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per cui
((A — )\)us)(tl,xl) > 0.
D’altra parte, come & facile verificare, risulta

Ope = (A — Nuz —e(A =NV > (A = MNu..

Valutando la precedente disequazione nel punto (¢1,x1), si perviene alla
stima dzuc(t1,x1) > 0, che & impossibile. Ne segue che u.(t1,21) > 0. Cio
implica che

e MT ()1 —1)+eV >0, in[0,t] x RN

per ogni € > 0. Se € — 0T, abbiamo T'(t)1 — 1 > 0 e quindi T(¢)1 — 1= 0,
se t € [0, o], giacché l'altra disuguaglianza & sempre vera. Dall’arbitrarieta
di tg segue la prima parte dell’asserto.

Siccome lim|g|_, o0 AV = —00, esiste K costante tale che AV < K in RN,
Siano ¥, € C*°(R) tali che
Ya(t)=t, t<n
¥y, € costante in [n + 1, 400) (2.7)
0<w, <1, ¥r<0.
Osserviamo che v, o V € Dyax(A) e poniamo
un(t,z) = T(t) (Y 0 V)(z), t>0,2€RN.

Tenendo conto di (2.7) e della Proposizione 1.16, risulta che

Drun(t,z) — /R Pl ) Al 0 V) ()dy

| pea) (w;<v<y>>Av<y>
RN
V) al)VV (), vv<y>>)dy
< / Pt 2, y) (V (1)) AV (3)dy.
RN
Integrando tra 0 e ¢ abbiamo
wnlt) = (V@) < [ [ ploa vl (VDAY G)dyds = 1, + .

dove

I,

/ / p(s,z,y)y, (V(y) AV (y)dy ds
0 J{AV>0}

In

/ / p(s, 2, y)Pn(V(y)) AV (y)dy ds.
0 J{Av<o0}
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Siccome v}, converge alla funzione 1 puntualmente per n — 400, e AV < K,
risulta che

t
In—>// p(s,x,y)AV (y)dy ds
0 J{AV>0}

per convergenza dominata. Per il limite di .J,,, osserviamo che la successione
1], € una successione crescente e positiva. Poiché AV < 0, abbiamo che
¥, (V(-))AV (-) & una successione decrescente e negativa e quindi

o [ ] psaavdyas
0 J{av<o}
per convergenza monotona. Infine
up(t,z) — T(t)V (x)
per cui otteniamo

TV (z) - V() < / /R bl ) AV (y)dy ds < K1,

Siccome T'(t)V > 0, dalla stima precedente discende anche che

¢
[ [ psanavigdyds < via). (28)
0o JRN
Siano €, R. > 0 tali che AV (y) < —e~! per ogni |y| > R.. Allora, tenendo
conto anche di (2.8)

1 [t 1 [t
*/ p(s,z, RN\ Bg,)ds = */ / p(s, x,y)dy ds
€ Jo € Jo JRN\Bg,

t
< —/ / p(s, z,y) AV (y)dy ds
0 JRN\Bg,
t
= [ | pesmaviayas
0 JRN
t
+/ / p(s, z,y) AV (y)dy ds
0 JBg.
< V(z)+ Kt
Ne segue che
I %
E/ p(s,2, RN\ Bg_)ds < 5% + K, per ogni x € RN ¢ > 0.
0

Pertanto, comunque vengano fissati zo € RY e ty > 0 la famiglia di misure
di probabilita {} fot p(s, X0, -)ds}i>1, € tight. La conclusione segue ora ap-
plicando il Teorema 2.10. O

PROPOSIZIONE 2.12. Supponiamo che V' sia una funzione di Lyapunov.
Allora AV € L'(u).
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DiM. Siano 1, le stesse funzioni utilizzate nella dimostrazione del Teore-
ma 2.11. Dato che 9, o V € Dyax(A4), risulta, grazie al Lemma 2.5, che
f]RN Ay, o V)du = 0, dove p ¢ la misura invariante la cui esistenza e garan-
tita proprio dal Teorema 2.11. Fissiamo Bg tale che AV < 0in RY \ Bgr e
sia M costante tale che V< M in Br. Per ogni n € IN con n > M si ha

- / Ay 0 V)dp = / Ao V)du = | AV dp.
RN\Br Br Br
D’altra parte, si verifica facilmente che A(v, o V) <0 in RN \ Bg, per cui
[ A== [ - Awaovidu= [ v
RN\ Bg RN\Bp Br

Il Lemma di Fatou assicura che [py, 5 [AV]dp < [5 AVdp < +oo e
I’asserto ¢ provato. O

Vediamo ora che per coefficienti a crescita polinomiale & sempre possibile
determinare una funzione di Lyapunov.

PROPOSIZIONE 2.13. Supponiamo che a;; € Cy(RY). Se

limsup |z| = (b(x), z) = —C € [~o0,0),

|z]—+o0

per qualche > 1, allora V (z) = e12l” ¢ una funzione di Lyapunov, per ogni
§ < C(BA)™Y, dove A = sup, g~ A(x), essendo A(x) il massimo autovalore
della matrice (a;j(x)). Inoltre, V € L'(u).

DiM. Facendo i conti esplicitamente si trova che

AV(z) = 561‘|5165'“"5(33|1Tr(a(x))+(6—2)|x|3<a(x)w>

+3lel*a(o)z o) + lol (0(o).2) )
da cui, per |z| sufficientemente grande
AV(z) < 6Bla)P el (me +16 - 2||x|1A>

+(68)% |22 28 4 58]a)~2e07” (b(x), z)
5B(C1 + 18 — 2|A) || 2e%)” 465|220 2011 (58A — )
< 292600 [§B(86A — C) + 0B(C + |8 — 2|A) || 7]

IN

dove (7 dipende solo dalla norma del sup dei coefficienti a;;. Siccome §GA —
C < 0, risulta che AV — —o0, per |z| — 400, quindi V' & una funzione di
Lyapunov.
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Per la seconda parte dell’asserto, osserviamo che dalla Proposizione 2.12
AV € L'(u). Inoltre, per R abbastanza grande, AV (z) <0, se |z| > R, per
cui

AV(2)] = —AV(z)
> [a?P2e 1 [56(C — 6BA) — 66(Ch + 18 — 2/A)[a] =]
> 7 = V(x).
Ne segue che V € L (). O

2.2. Regolarita della misura invariante

Supponiamo che il semigruppo (7'(t)) abbia una misura invariante p. Per
quanto osservato nella sezione precedente, tale misura ¢ assolutamente con-
tinua rispetto alla misura di Lebesgue, per cui possiamo scrivere y = odx.
In questa sezione ci proponiamo di far vedere che o € L>(R"). Per questo
scopo, in virti del metodo impiegato, ¢ conveniente scrivere l'operatore A,
generatore debole di (T'(t)), in forma di divergenza

,J %

e supporre che a = (a;;) sia simmetrica con a;; € CLE*(RN) N CLRY),

b; € C2.(RYN) e che valga la condizione di ellitticita uniforme
(a(2)€,6) > N¢P?, Va6 e RY.

Notiamo che in quest’ambito, le ipotesi di regolarita per i coefficienti di A
sono piu forti di quelle delle sezioni precedenti. La scrittura dell’operatore
A in forma di divergenza & equivalente a quella data in (1.1) nel caso in cui
i coefficienti a;; siano di classe cl.

Richiamiamo un risultato di regolarita locale per g (si vedano [8, Teorema
2.1, Corollario 2.10]).

TEOREMA 2.14. Si ha che o € VVli’Cp(]RN) per ogni p € (1,+00) e 0 > 0; in
particolare, o € continua.

Dim. Procediamo per passi.
Passo 1: Proviamo che o € LV (RY), per ogni p < N/(N —1). Dal Lemma
2.5(ii), abbiamo

N N -
/RN > aijDijpdp = —/RN ;bmiqﬁdu, 9 €CZ(RY), (21

4,J=1
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dove b; = b;+ Y1 Dyas;, i =1,...,N. Fissiamo R > 0 e sia 6 € C°(RY)
tale che xp,, <60 < xB,. Riscrivendo (2.1) per ¢ = ¥y, con ¢ € C*(BR)
troviamo

N N
B B

R j=1 R =1
N N
Br ;=1 RY i1
N ~
w2
< 01”1:[}”C1(BR)3 (22)

dove c¢; & una costante positiva che dipende da R ma non da . Sia ora
f € C®(Bg). Per [18, Teorema 6.14, Lemma 9.17], il problema

N

Z aijDiju = f, in BR
o (2.3)
u = O, su 8BR,

ammette un’unica soluzione u € C?(Bg) con

lullwzar) < c2ll fllLasr),

per ogni ¢ > N, con ce costante positiva dipendente da ¢, R ma non da
f. Grazie al teorema di immersione per spazi di Sobolev [1, Teorema 5.4],
ricaviamo che

luller@ny < esllfllzacsr),

con ¢z indipendente da f. Quindi, scegliendo ¥ = w in (2.2) otteniamo

foodz| < cics||fllLaBp)-

’BR

Dall’arbitrarieta di f € C®(Br) e ¢ > N deduciamo che la funzione g
appartiene a LP(Bg) per ogni p € [1, N/(N — 1)[. Siccome g0 = ¢ in B/,
ed R era arbitrario, la prima parte ¢ provata.

JP(RY), per ogni
p € (1, N/(N —1)). Fissiamo dunque p € (1, N/(N —1)) e M € IN. Per
ogni zg € By ed R > 0 prendiamo due funzioni 1,9 € C?(Bgr(zg)) tali
che XBg a(z0) <N < XBr(zo) € ¥ = 0 su OBRr(zg). Facciamo vedere che &
possibile scegliere R abbastanza piccolo (e dipendente solo da M) tale che
0 € Wl*p(BR/g(xo)), per ogni g € By;. L’arbitrarieta di zg € By e di
M > 0 implichera poi che g € I/Vll’p(]RN).

ocC

Passo 2: Ci proponiamo di mostrare ora che o € VVll’p
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Non & restrittivo assumere che R < 1. Scrivendo (2.1) con ¢ = ¢m,
otteniamo
N
‘/ n Z az‘jDz‘ﬂ/)dM‘
Br(zo) 4 j=1
N N
< 2‘/ Z aijDWDjndM‘ + ’/ (0 Z aijDijndM’
Br(zo) j j—1 Br(zo) ;=1
N N
+’/ anZ—DiwduM/ waiDmdu‘
Br(zo) ;1 Br(zo) ;=1

< / (1] + V) dp
BR(wo)
< eslIVYl Loro-1 (Br(o)) (2.4)

dove, nell’'ultimo passaggio, abbiamo usato la disuguaglianza di Holder, gra-
zie al fatto che o € L (RY), e poi la disuguaglianza di Poincaré. Qui
c4,c5 > 0 sono costanti opportune dipendenti da R, M > 0 e dalla norma
del sup dei coefficienti dell’ operatore A in Bjsi1, ma non da @ né da xg.
Per ogni scelta delle funzioni f; € C°(Br(zo)), ¢ = 1,..., N, denotiamo
con u € C*(Bg(xo)) la soluzione del problema ellittico (2.3) con Zi\[:l D, f;

al posto di f. Prendendo ¢ = u in (2.4), otteniamo

N
‘/ nY_ Difi du‘ < 5[ Dul| Lo/ (B (o)) (2.5)
Br(zo)

i=1
Proviamo che

N
DUl Lo/ 6r-1 (B (o)) < €6 D IDifill w1/ (B (o)) (2.6)

i=1

per qualche costante positiva cg, indipendente da R,z e f, purché R sia
sufficientemente piccolo. Abbiamo denotato con W—1#/(P=1)(Bg(z()) lo
spazio duale di Wy**(Bg(zo)). Infatti, dalle stime (2.5), (2.6) discende im-
mediatamente che ng € Wol’p(BR(xO)) e quindi, dato che = 1 in Bp/2(0),
che g € WP (Brya(x0))-

D’ora in avanti indicheremo con c¢; delle costanti positive dipendenti da M
ma indipendenti da zg, R, f. Per provare (2.6), cominciamo ad osservare
intanto che, siccome

N N N
Z D;(a;jDju) = ZDifi + Z Di;a;jDju =: g1 + g2,

ij=1 i=1 ij=1
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abbiamo

DUl Lo/ -1 (B (o))

< cr(lgrllw-10/6-0(Br(zo)y) + 92llw-10/6-1)(Br(zo)))s  (2.7)
(si veda ad esempio [17, Sezione 4.3]). Per stimare gs, osserviamo che,
siccome p < N, allora LPN/(N(P=D+P)(Bp(z0)) € W—1P/ =D (Bg(x0)) e

& llw =10/ -1 (Br(zo)) < Il Lon/(NG-140) (B (20))5

per ogni k € W=12/(P=1)(Bp(x)). Quindi

||92||W—1,p/<p—1>(BR(IO)) 09||g2HLpN/(N<p—1>+p>(BR(zo)) (2:8)

<
< cwollhlloy Br@on1PUll Lo/o-1 (B (o))
<

011R||hHL°°(BM+1)||Du||LP/(P*1)(BR(z0))7
dove h? = ijzl |D;a;j|%. Da (2.7) e (2.8) ricaviamo

”-DUHLP/(P*U(BR(zO))
< cr2(Rl[Dull Lo/o-1(Br(wo)) T 191w 10700 (Brzo))-  (29)

Prendendo R piccolo, otteniamo (2.6).

Passo 3: Concludiamo ora la dimostrazione con un argomento standard
di “bootstrap”. Siccome ¢ € W,LP(RN) per ogni p € [1,N/(N — 1)), i
teoremi di immersione di Sobolev implicano che ¢ € LI (RY) per ogni
p € [1,N/(N — 2)). Ripetendo il ragionamento del Passo 2, otteniamo
cosi che o € W,5P(RN) per ogni p € [1,N/(N — 2)). Tterando questo
procedimento otteniamo che p € LT (R™) per ogni p € [1,+00). Notiamo
infine che possiamo adattare le argomentazioni del Passo 2 per provare che
o€ WI})’f(RN), anche per p > N. Occorre giusto modificare la stima (2.8).
A tal proposito, osserviamo che se p > N, allora L*(Br(x¢)) si immerge

con continuita in W12/~ (Bp(z¢)) e
&l 10700 (Br(ze)) < C3RP™VP ||| 11 (B w0y

per ogni k € W=12/(P=1)(Bp(x)). Pertanto in tal caso abbiamo

A

lg2llw—10/0-0 (Br(eey < 1aRPM/Pllga]l L1 (B0

< s RPN 1o (5 (wo) 1D Los -0 (B (o))
< s Rl Lo (Bas ) 1DU]| Lo/ (B (w0))-

Prendendo R piccolo, otteniamo (2.6) anche in questo caso e quindi ¢ €
WEP(RN). O

loc

TEOREMA 2.15. Se b€ L?(p), allora \/o € WH2(RY) e

2 1
/}RN %dx < F/RN b odzx. (2.10)
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DiM. Dal Lemma 2.5, ricaviamo che
/ Apodr =0, Yo C®(RN).
RN

Dato che A ¢ in forma di divergenza e g € localmente regolare (per il Teorema
2.14), integrando per parti abbiamo

/}RN (aV,Vo)dx = /RN (b, V)odr, Ve e CPRN). (2.11)

Procedendo formalmente prendiamo ¢ = log o e applicando la disugua-
glianza di Holder troviamo

2
N A / Mdz:/ (b, Vo)dz
RN O RN 0 RN
< [ Vel = [ ple*las
RN RN Q/2
1/2 2 1/2
< wes) ([, )
RN RN 0

da cui la stima desiderata

2
)\2/ ﬂdmﬁ/ b0 da.
RN 0 RN

Tuttavia, la funzione log ¢ non & a supporto compatto e non € somma-
bile su RY, quindi non pud essere scelta come funzione test. Vediamo
dunque come superare questa difficolta. Osserviamo anzitutto che 'identita
(2.11) puo essere estesa ad ogni ¢ € W12(RY) con supporto compatto, per
densita. Consideriamo poi una funzione cut-off n € C°(RY) con n(x) =1
per |z| <1, n(z) =0 per |z| > 2 e |Vn| < 2; poniamo quindi

nn(x):n(%), z € RV,

Fissati poi 0 < ¢ < k con k € IN, definiamo la funzione di W12(R¥) e a
supporto compatto

@ =nplog((oVe) Ak).

Con questa scelta di ¢ si ha che

v
Vo = nifxwg@} + 2n, log((0 V &) A k)1,
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Quindi ’equazione (2.11) diventa

(aVo, Vo)

2 2
- = (b, V
/]RN M X{e<o<k} 0 /]RN 77nX{e<g<k}< ) Q>

In

+2/ nnlog((oVe) A k)b, Vi)
]RN

I,

=) / mlog((2V €) A k) (aVe, ViR)12)
RN

m,

Utilizzando la disuguaglianza di Holder, si ricava che

1

1
v 2 2 2
(/ 77721X{e<g<k}7| a dw) (/ b|29dx>
RN 0 RN

L, <
Vo|? 1
< 5/ 7772LX{6<g<k}7‘ | dr + — b odz:
RN o 49 RN
5 (aVo, Vo) 161132 (,)
< = 2 ’ d ! 2.1
= AAN N X{e<o<k} 0 T + 45 ( 3)

dove nel secondo passaggio abbiamo utilizzato la disuguaglianza

1
b < da®+ —b?
ab = 0a”+ 5

valida per ogni a,b € R e § > 0. Tenendo invece presente che |Vn,| < 2/n,
e che |log((oV e) A k)| < c(e, k) con c(e, k) costante dipendente solo da € e
k, si ha che

%
T, < M/ b odw < SEF) (/ |b|2gdx> , (2.14)
n RN n RN

dove l'ultima disuguaglianza segue da quella di Holder e dal fatto che p
¢ una misura di probabilita. Inoltre, per quanto riguarda II,, grazie alla
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simmetria di @ e con una integrazione per parti si ottiene che

m, = 2/ odiv (n, log((o V e) A k)aVn,) dx
RN

2/ olog((oVe) Ak){aVn,, Vn,) dx
RN

+2/ TInX{e<o<k} <aV77n, VQ> dx
RN

N
+2/ onnlog((eVe) Ak) > aijDigny da
RN

i,j=1
N
—|—2/ onnlog((oVe)ANEk) Z D;a;;Djny, dx.
RY ij=1

Tenendo quindi presente che a;; € C}(RYN) e che |D;jn,| < 4/n?, grazie alla
disuguaglianza di Cauchy—Schwarz

{aVnn, V)| < (aVin, Vi) *(aVe, Vo)'/?

si ottiene che

oo D oo
M| < cle,k) (“”2 + |Dollee )/ odz
n n RN

1 1
+2 /}RN M X{e<o<k} @V, Vn)2(aVo,Vo)?dz

< (e k,n)
aVo,V z 3
+2 (/ r]ix{5<g<k}<gg>dx> (/ (aVnn,Vnn>gdm>
RN 0 RN
1
< c(s,k,n)+g/ (aV1n, Vi, ) odx
]RN
aVo,Vo
+5/ 7772LX{a<g<k}¥d$
RN o
oo Vo,V
< c(s,k,n)%—%/ gd$+5/ nix{5<g<k}ud2.15)
on RN RN

dove abbiamo posto

D
c(e, k,n) = c(e, k) (% + %) — 0, pern — +oo.

Inserendo questa stima di 1I,, in (2.12), utilizzando le (2.13) e (2.14), si
ottiene che

N (aVe. Vo) 19022
_5_ = — < T
(1 ) A) /RNnnX{e<g<k} 0 dr < c(e,k,n)+ 15
+C(5vk)”bHL2(u) n ||a||;>o'
n (5’11




34 S. Fornaro, M. Miranda, A. Rhandi

A questo punto bisogna scegliere opportunamente ¢; se ad esempio pren-

diamo ¢ in modo che 1 — § — % %, si ricava la stima

/]RN n?%X{E<Q<k}7d.’I} S 0(57 ka n) + T”b"%z(ﬂ)
cle, k) lalloo 22+ 1)
JrTHb”L?(M) + 2

da cui, al limite per n — +o0, otteniamo
(aV o,V ) A+1, 5
| tecoen T e < 2 bl
Ne segue, in particolare, mandando ¢ — 0,k — 400, che la funzione

{aVe.Vo) & sommabile in RY. Tornando a (2.15) e mandando n — +o0,
e — 0 ek — +o00, troviamo

limsup |IL,,| < 5/ Md:ﬂ,
n—-—+oo RN o
e quindi, dato che § & arbitrario,
lim |IL,| =0.

n—-+oo

In definitiva, tornando alla stima (2.12), si ottiene che al limite per n — +o0,
e—0ek— 400

2
A VeE, / (aVe, Vo)
Ry 0 RN Y
\V4 |2 % %
- (120 ([
RN 0O RN
da cui la (2.10) e quindi il fatto che \/p € WH2(RY). O

Una conseguenza immediata del precedente teorema & data dal seguente
corollario.

COROLLARIO 2.16. Se b € L?(u) allora o € WHYH(RYN). Inoltre per N > 2
risulta o € L%(RN) e 0 € LP(RN) per ogni p € [1,+00) se N = 2.

DiM. Per dimostrare che o € WH1(RY), dato che du = pdz & una misura di
probabilita, basta notare che dalla disuguaglianza di Holder e dal Teorema
2.15 segue che

Vol ( / Vol? )5
Voldz = / —/odxr < —dx < +o0.
/]RN Vel RN /0 Ve RN O

La seconda parte segue invece dalle immersioni di Sobolev
Wh2(RY) c L2 (RY), se N > 2
WH2RYN) ¢ LP(RY), Vpe€[l,4+0), se N =2,
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tenuto conto del fatto che /o € WH2(RY). O

Il prossimo lemma ¢ cruciale nel metodo iterativo di Moser che ci permettera
di provare che o € L= (RY).

LEMMA 2.17. Supponiamo che b € L¥(u) con k > 2 e sia 3 > 0 fissato; se
k
o€ L%H(RN), allora

AQ/N 0P HVo|?dx < /N 6205+ da < +00. (2.16)
R R

DiM. Osserviamo innanzitutto che

/ ‘b|2Q6+1 _ / |b|2g2/k96+1—2/k
RN RN

2/k . 1-2/k
(/ |b|kg> (/ gﬁm“) < 0o. (2.17)
RN RN

Ripetiamo la stessa strategia e usiamo le stesse notazioni della dimostrazione
del Teorema 2.15 introducendo le funzioni ¢ = 12 ((oVe) Ak)? nell’equazione

/RN XN: @i DieD;¢ = /R (b, Vo)e.

1,j=1

IA

Osservato che V((o V) A k)P = B0~ 'Vox(e<o<i} si ha che
ﬁ/ 120" X(e<ock}(aVo, Vo) = —2/ m((0Ve) Ak)P(aVo, Vi)
RN RN
+ﬂ/ 170" X {e< o<} (b, V)
IRN

12 / mme((aV ) A R)5 (b, V1)
RN
= I+ Jy + K. (2.18)

Per quanto riguarda J,,, abbiamo che

Tl < [ R gy TV

) ) 1/2 ) . 1/2
< /)’(/ anQIX{KKk}IVQI) (/ 0] @‘”)
RN RN
3
5 < 2 e
n RN

Osserviamo che K,, — 0, per n — oo, grazie al fatto che b € L'(u).
Per quanto riguarda I,,, lo stimiamo come nel Teorema 2.15. Con una
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integrazione per parti si ottiene che

N
I, = Q/RNg(((g Ve) AR (aVn,, Vi) + (o Ve) AE)P Z a;jDijnn
ij=1
N
+((eVve)A k)ﬁnnz D;aijDjnn + Bno” "X {e<ocry (aVo, V?M) :

ij=1

Tenendo presente che |Vn,| < 2/n, e che |D;;n,| < 4/n?, si ottiene dalle
disuguaglianze di Cauchy-Schwarz e Holder

(| < wle,k,n)

1/2
+8 (/RNniQB_IX{s<Q<k}<aVQ7VQ>> X

1/2
(/}RN P X fecocry (@VTn, Vnn>)
< wekm)(1+67Y) 46 / 120" Xiecocty (V0. Vo)
]RN

per ogni 6 > 0 e con w(e, k,n) — 0, per n — oo con &, k fissati. Quindi,

1/2
ﬂ/]RNniQB*1X{g<g<k}<aV9,VQ) < ﬂ(/}RNnZQﬁlX{e<g<k}|v92> X

1/2
(o) "+
RN

Hw(e, k,n)(14+671)

+5/Nnigﬁ*1X{a<g<k}<aV9,V@>,
R

per ogni 0 > 0. Grazie all’ellitticita di a, otteniamo come nel Teorema 2.15,
che

/ Qﬁ_1<aVQ,Vg)> < +00.
RN

Quindi, I,, — 0, per n — oo. Tornando alla stima (2.18), si ottiene che al
limite per n — oo, vale la stima

1/2
/@ﬁ’1><{e<g<k}<aw,v@> < (/ 951X{s<g<k}|V9l2> X
RN RN

1/2
R )
(/}RNHQ >
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In definitiva, quando € — 0, kK — oo, si conclude che

/\/ 071 Vol? / 0" aVo, Vo)
RN RN

1/2 1/2
(/ gﬁllwlz) </ |b|29[’“> :
RN RN

Conseguenza di questo lemma e il seguente corollario.

IN

IN

COROLLARIO 2.18. Sia b € L¥(u) con k > 2 e sia 3 > 0 fissato; se o €
L%H(]RN) allora 0”5 € WL2(RN) e vale la stima

1 1 2 % ® 1-2
[ovesre s (Z52) ([ weae) ([ ofnas)

DiM. La dimostrazione segue notando che
sr1. B+1 s

V(=)= TQTVQ,

per cui, utilizzando la formula (2.16) e la successiva (2.17)

841 +1\? _
[we e = (551) [ ovepa
RN RN

5+1>2/ 2 B+1
< —_— b|*oPTdx
() [

2 2 1-2
prt / |b|* od: / Q%de
2)\ RN RN

O

A questo punto, osserviamo che dal Corollario 2.16 segue che, se N > 2,

o€ L%(]RN) cioe, se k > 2, p € L2+ con 8= ;((]]3:22)) > 0. Dal Corol-
lario 2.18, se b € L*(p), si ha che o#*t1/2 ¢ WL2(RN) ¢ L2N/(N=2)(RN),
cioe o € LBHDN/(N=2)(RN) con (B+1)N/(N —2) > N/(N —2); questo im-
plica una maggior sommabilita di g. Iterando questa procedura, & possibile
arrivare a dimostrare la limitatezza di ¢. Formalizziamo questo discorso nel

seguente teorema, che rappresenta il risultato principale di questa sezione.

TEOREMA 2.19. Sia b € L¥(i1) con k > N; allora o € L®(RY).

DiM. Supponiamo N > 2; se ¢ € A=A con (> 0, allora grazie al Corol-
N
lario 2.18 e all’immersione di Sobolev sappiamo che Q% € L% (RM)
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€

N-—2 1

(/ QN](Vﬁ+21)dx> Cy (/ |V(Q[3;1)2dm>
RN RN
1 k—2
1 * - =5
< o ([ ekeds) ([ ot

_ Bk N k-2
=ittt VTN
e osserviamo che 9 > 1, in quanto k > N. Inoltre

B+1N 9 99
N2 YUtizs) vt

IN

Poniamo

Se definiamo quindi per ricorrenza

N

’7027]\/._2

2 ?
Yng1 =V (’Yn + k—2)

la successione 7, tende a +o0o per n — +oo, giacché 7,11 > 9" 1yg e, se
definiamo

k—2
6n:T('7n_1)>0
in modo da avere ﬁn% + 1 = ~,, otteniamo che
N — 2
Pot1=Tnp1—— (2.20)
Quindi, usando la notazione
1l =11 llzon @)
e iterando la stima (2.19) troviamo
Tn ﬂ +1 Tn %_l
leliz B0 <o (B ) et e
ciog, tenendo presente (2.20) e le definizioni di ¥ e Y511,
Do 2N 1

2N 1
N -2 N=2vn+1
AN 7”“)

p]
Int+ =g b N-—2 2%_'_1
n

()

(2.21)
Definiamo la successione a,, = log ||g||. Siccome 7, — 400, per dimostrare
che g € L*°, basta provare che «,, converge. La stima (2.21) ci dice che

S 2N 1 (Cy(N-2)
Gl = N AN

lolluss < Y75 (

Tn
bl| 7 + ———ap;
st lbll (H)) o



Semigruppi di Markov, operatori differenziali e disuguaglianze di tipo Log-Sobolev 39

se, per assurdo, si suppone che «, — +0o per n — 400, allora si avrebbe
che a,, > 0 definitivamente e quindi per ogni ¢ € (0,1)

2N 1 1 (C’N(N -2)
N — 29,41 2AN

Onp1 —Qn < 7n+1||b\|m(u)>

IN

C

1 1 (n+1)(1—¢)
1—¢ < C(,ﬁ)
(o)
dove C' > 0 & una costante. Siccome "ultimo membro rappresenta il termine
generale di una serie geometrica con ragione minore di 1, o, converge ad
numero reale. Cio contraddice 'ipotesi che a,, — +00. In definitiva, risulta
che
log|lolec = lim ay < +o0.
n—-+o0o

Per concludere, facciamo un’osservazione quando N = 2; in questo caso,
dato che ¢ € LP(RN) per ogni p € (1,+0), 0 € L7™2(RN) per r € (2, k).
Quindi, se al posto di N/(N — 2) mettiamo r/(r — 2), la dimostrazione
precedente funziona ugualmente. |



