CAPITOLO 2

La disuguaglianza di Harnack nel caso
parabolico

In questo capitolo considereremo soluzioni non negative dell’equazione

%—Auzo, (x,t) e Qx I, (2.4)

Q aperto di R™ e I intervallo, e vedremo la disuguaglianza di Harnack per
tali soluzioni. Il primo risultato in questa direzione ¢ ottenuto indipenden-
temente da Hadamard ([13]) e Pini ([18]). La dimostrazione che facciamo
vedere nel primo paragrafo & quella dovuta a Pini. Nel secondo poi presen-
tiamo una dimostrazione contenuta in [3] (Cap. V, paragrafo 13) in cui si
segue un’idea di N. V. Krylov e M. V. Safonov (si veda [14]).

Cominciamo con un’osservazione dovuta a J. Moser (si veda [16]) che, se
QxI=R"x(0,+00), fissati (zg,t9) € R™ x (0,+00) e p > 0, una stima
tipo (1.3) a tempo fissato, cioe

sup  u(x,to) <v inf  wu(z, o), (2.5)
x€B,(z0) z€B,(x0)

non puo valere in maniera uniforme per tutte le soluzioni dell’equazione
(2.4). Si veda a tal proposito il seguente esempio: definiamo

|z

1

Consideriamo, per n = 1 la famiglia di funzioni positive

e - )

1
Ge(x,t) =
ent) = 7

risolve 'equazione del calore (2.4) in R x (0,+400) per qualunque valore
£ € R, ma se si fissa un valore per il tempo, per semplicita t = 1, si puo
vedere che

Ge(0,1 2

0,1) . {_ S }

Ge(z,1) 4 2
che per £ — 400 converge a zero se z < 0 e diverge a +00 se z > 0. Di
conseguenza, fissato un qualunque intorno di zg = 0 e congelando tutto al

9
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tempo tp = 1, non ¢ sperabile controllare (sia dall’alto che dal basso con
costanti positive indipendenti da u) il rapporto

inf <, u(z, 1)

SUP|z|<p U,(J?, 1)

dove u & una generica soluzione non negativa dell’equazione del calore.
Come vedremo (si vedano varie formulazioni equivalenti nel Teorema 2.2.3),

una stima tipo (2.5) vale a patto di considerare sup wu(z,t1)e inf wu(x,ts)
By (z0) By (z0)
con ty < to.

2.1. La dimostrazione di Pini

Il risultato che presentiamo € in dimensione uno e basato su calcoli espliciti
sulla funzione di Green.

TEOREMA 2.1.1. Si consideri il rettangolo R = (0,1) x (0,1/4), siano f
definita in [0,1], @1, 92 definite in [0,1/4] funzioni continue e reali tali che
F(0) = ¢1(0), f(1) = p2(0). Sia u la soluzione del problema

ut—Uzge =0 im R
u(z,0) = f(z) n[0,1]
u(08) = p1(t) n [0,1/4]
u(1,8) = pa(t) in[0,1/4].

Allora, fissato § € (0,1/8), esiste una costante ¢ > 0 tale che

sup u(z,t) < cu(l/2,1/4).
(z,t)€(6,1—6)x(5,1/4-95)

Dimostrazione - Si consideri la funzione di Green relativa a tale problema

+oo
K, t:6m)= Y (Gla—&+2kt—1)—Ga+E+2k,t—T1))

k=—o0

dove G ¢ la funzione definita in (2.6) per n = 1. Per tale rappresentazione
e per i dettagli sulla convergenza della serie rimandiamo ai capitoli VI e
V in [24]. La funzione K risulta analitica in ognuna delle due variabili (si
veda in particolare il paragrafo V.2 in [24]). La funzione K (-,; &, 7) risolve
lequazione u; — uz; = 0in R\ {(&,7)}, per ogni (£, 7) € R e si annulla sulla
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frontiera parabolica di R. La funzione u puo essere espressa come segue
1
u(e,t) = [ (o660 (€)de+
0
t

+/0' [Ke(w,1:0,)61(7) = Kel 1, 7)ga(r)] dr. (21)

E immediato verificare che valgono K(z,t:£,0) > 0, Ke(x,t;0,7) > 0,
Ke(z,t;1,7) < 0 e che Ke(a,60,7) — Ke(z,t;1,7) > 0. Mostriamo, ad
esempio, che K (z,t;£,0) > 0: se cosi non fosse, scegliendo ¢1 = w2 = 0
sarebbe possibile trovare f in modo tale che u risulti negativa, contraddi-
cendo il principio del massimo. In maniera analoga si mostrano le altre
disuguaglianze. Dalla definizione di K si vede che per ogni ¢ € (0,1/8)

K(x,t;0,0) = K(z,t;1,0) =0. in Rs:= (4,1 —0) x (6,1/4—9).

Vogliamo ora verificare che K(1/2,1/4;¢,0) > 0 per 0 < £ < 1. Si osservi
prima che

K(z,6;6,7) = K(z, ;1 = &,7). (2.2)
Di conseguenza sara sufficiente verificare che K(1/2,1/4;£,0) > 0 per 0 <
&€ < 1/2. Si osservi innanzitutto che la funzione

Gu(@) = e~(a=0)* _ g=(a+a)®

¢ strettamente descrescente per z > 2 quando 0 < a < 1. Inoltre ¢ facile
vedere che

/20 = 223 [oe () e (%52)]

da cui segue che i termini della somma con k > 0 sono tutti positivi per
0 < ¢ < 1/2enulli per £ = 0. Rimane da stimare il termine g¢(1/2)—g¢(3/2)
che puo essere riscritto come

2(senh & — e ?senh 3¢) exp [~ (€2 + 1/4)] .

Poiché la funzione senh & — e~2senh 3¢ & crescente e nulla in & = 0 si deduce
che

K(1/2,1/46,0)>0 per0<&é<1/2 e K(1/2,1/4,0,0)=0.
Analogamente, grazie a (2.2), si ha
K(1/2,1/4,6,0)>0 perl/2<é<1 e K(1/2,1/4;1,0)=0.
Inoltre
Ke(1/2,1/4;0,0) Z ap
k—foo

dove ar = (2kj + %) exp{ — (2k + %) } Si noti che per k > 0 si ha che

ag > la_p-1| = —a_x_1
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per cui
Ke(1/2,1/4;0,0) = Zaﬁa“ >0.

Dalla regolarita di K si ottiene, usando la regola di de L’Hopital, che i
seguenti limiti
: K(z,t;€,0) . K(z,t¢£,0)

lim —————— ¢ lim —————>—"—

¢—0t K(1/2,1/4;¢,0) e—1- K(1/2,1/4;¢,0)
esistono finiti e non negativi, poiché K¢(1/2,1/4;0,0) > 0 e K¢(z,t;0,0) >
0, Ke(1/2,1/4;1,0) < 0 e Ke(x,t;1,0) < 0. Di conseguenza esiste una
costante v > 0 per cui

0< K(x,t;£,0) < yK(1/2,1/4;€,0), 0<E<1, (x,t)€Rs. (2.3)

Ora vogliamo dare un’analoga stima sulla derivata rispetto a & di K. Si
osservi che, poiché

Ke(z,t;6,7) = \/m Z [x—f—k?ke {_%}
SRS EL N CEESs Dol
2(t —7) A(t—1) 5
si ha che

Ke(l—x,4;0,7) = —Ke(x, 851, 7). (2.4)

Valutando la derivata per £ = 0 si ottiene

x + 2k (x + 2k)?
m Z t+—f {_ﬁ}

che risulta continua e limitata per 7 € [0,¢] e (x,t) € Rs. Inoltre

Ke(x,t;0,7) =

+o0 2
1+4k (1+4k)
Ke(1/2,1/4; -
= Z by -
k=—oc0
Poiché per k£ > 0
b > [b_g—1]| = —b_r—1

per cui K¢(1/2,1/4;0,7) > 0 per 7 € [0,1/4—4]. Di conseguenza esiste una
costante ¢ > 0
0< Ke(x,t;0,7) < 2 Ke(1/2,1/4;0, 1), 0<7t<t, (x,t)€R;s
(2.5)
e, grazie a (2.4), anche
0< —Ke(a,t;1,7) < —ca Ke(1/2,1/4;1,7) , 0<7<t, (z,t)€Rs.
(2.6)
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Usando (2.3), (2.5), (2.6) in (2.1) si ha

0< sup u(z,t) <max{y,ca}u(l/2,1/4). O
(z,t)ERs

2.2. Una dimostrazione tramite confronto

Il risultato che segue & basato sul confronto con un’opportuna sottosoluzione
nell’intero semispazio.

Fissati 2 aperto di R™ e T' > 0, denotiamo con {7 il cilindro Q x (0,7,
tramite C%1(Q x (0,7)) si denotera la classe

{ueC(Qx(0,T))|ug,a,,ut € C(Q2x(0,T))}.
Tramite @,, per p > 0, denoteremo il cilindro centrato in (0,0)
K,(0) x (=p* p?)
dove K,(xp) denota il cubo di lato 2p e centro zo e pilt genericamente

Qp(z0,to) = Kp(x0) x (to — p°,to + p°) -
Per u € C*1(Q x (0,T)) & possibile scrivere 'equazione del calore (2.4) e
ottenere il risultato che segue. La dimostrazione e ottenuta da un confron-
to tra w e un’opportuna sottosoluzione dell’equazione (2.4) e applicando il
principio del massimo (si vedano in particolare il Teorema 13.1 e, per una

una stima sulle derivate della soluzione, il Teorema 12.1 e il Teorema 12.2
in [3]).

TEOREMA 2.2.1. Sia u una soluzione non negativa dell’equazione (2.4) in
R"™ x (0,400). Per ogni (zo,to) € R™ x (0,+00) e per ogni 9,p > 0, con
p? < to, esiste una costante v > 1, dipendente solo dalla dimensione n e da
¥, tale che risulta
inf  w(z, to + p*) = u(zo, to) . (2.1)

|z—zo|<Ip
OSSERVAZIONE 2.2.2. - La restrizione sulla scelta di p posta nell’enunciato
del teorema precedente e legata alla tecnica dimostrativa che, come vedremo,
richiede che la funzione u sia soluzione dell’equazione del calore anche per
tempi sufficientemente minori di ¢3. Precisamente, & necessario che u sia
definita anche in (top — p?,t9). Per avere la stima ad istanti successivi, basta
applicare un argomento di tipo induttivo: si considera il punto (o, to + p?).
Da (2.1) discende che

inf  u(z, to + 2p%) > u(zo, to + p?).

|z—zo|<Ip

D’altro canto,

Yyu(zo,to+p°) =y inf w(w,to+ p®) = u(wo,to),
|lx—zo|<Ip
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per cui
72 inf oz, to + 2p%) = u(wo, to)
|z —zo|<9p

e induttivamente per k € N si avra

R inf w(a, to + kp?) > u(zo,to) .

|z—z0|<p
Si noti anche (a tal proposito si veda la dimostrazione) che nella formula-
zione (2.1) la costante 7 tende all’infinito per ¥ — +oo. Infatti, poiché il
parametro ¢ che appare in (2.1) puo essere anche “spostato” alla variabile
temporale, considerando r = ¥p possiamo riscrivere (2.1) nel seguente modo

inf  w(x,to+ or?) > u(zo, to),

|lx—zo|<r
dove 0 = Y72 e con la medesima costante v, la quale diverge per o —
0. Questo fatto ¢ inevitabile in quanto, se cosi non fosse varrebbe una
disuguaglianza allo stesso livello temporale, ma cio, come mostrato all’inizio
del paragrafo, ¢ falso in generale.

Dimostrazione - Dividiamo la dimostrazione in quattro passi.

Passo 1 - Introducendo la funzione

- 1 -
W(%,t) = ——— u(pa 24t
U:(Z‘, ) U(xo,to) U;(pl' + Zo, P + 0)

la disuguaglianza (2.1) risulta equivalente a

v inf a(z,1) > 1.
|Z|<®
Si osservi che la nuova funzione 4 ¢ definita per valori di > —1 in virtl
delle ipotesi fatte su p. Per semplicita continueremo a denotare con u,z,t
la nuova funzione e le nuove variabili.
Per s € [0,1) consideriamo l'insieme Q4 := K4(0) x (—s2,0) (che risulta
contenuto nel dominio) e definiamo le due funzioni

M(s) :=supu, N(s)=(1-s)"°
dove £ & una costante positiva che fisseremo in seguito. Si ha che M(0) = 1,
A0) = 1, limg—y M(s) < +oo e limg_ A(s) = +oo. Di conseguenza
Pequazione M (s) = N(s) ammette soluzioni e denotiamo con s, la maggiore
di tali soluzioni (s, potrebbe essere zero). Dalla continuita di w si ha che
esiste (Yo, To) € Qs, tale che

u(yo, 7'0) = (1 - 50)_5 .
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Passo 2 - Mostriamo ora che esiste una palla di centro y, in cui u(z,7,) >
(1 — s,)7¢. Si consideri

(Yo, To) + Qroso = Kis0 (yo) X (To - (%)27%) .

Si ha che
(yoaTo) + Ql—% C QH—%

per cui si ha che

sup u < N((1+5,)/2) =25(1 — 5,) 75 .
(ynﬂ'n)"'Ql—%

Dal Teorema 12.1, cap. V, in [3] si ha

c

sup | Du| <
(yovTo)‘l’Ql;gs(L

sup u
Yo,To)+Q 1—sg
2

1—80(

con ¢ costante dipendente solo da n. In particolare |Dul risulta limitato.
Allora per x € K(1_s,)/8(¥o), € usando le due stime precedenti, si ha

c _
lu(z, 7o) —u(Yo, To)| < [2—yo| ~ sup IDUI<Iw—yo|ﬁ25(1—so)5
— 9o

(Yo,70)+Q 1—sg
8

e in particolare per |z — y,| < €(1 — $,)/2 con € € (0,1/4) si ha

1—s
U,(J?, TO) P U’(yoa TO) - GTO SuP(yn,Tn)-l—Kl_sn |Du|
BE

> (1—s8,)"¢(1—ec2t71).

Si conclude scegliendo € (che dipende solamente da £, n) in modo tale che
1—ec2871 > 1/2 e e < 1/4, ciod e < min{1/4,1/(c2%)}.
Passo 3 - Consideriamo la funzione
M= Te= EN T (b
) = 7[(— )} by k>0 2.2
vat) =M (k- r1e), ] Mhrk>0 (2

(s = s se s> 0,0 altrimenti) e mostriamo che esiste una costante b > 0
tale che 1y — Ay < 0. Derivando si ottiene che

2b 9 ) ,
[ ) e Y]

+
P Mr* { 8z xz 4 ( s ) }
0x?  (t+r2)L(t+7r2)2  t4r2 t+7r2/+

dove xz denota la funzione caratteristica dell’insieme Z = {(x,t) € R"™ x
(0,+00) | k(t +72) — |z|> > 0} e le derivate seconde di 1 sono valutate dove
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¥ & C?, ovvero in R™ x (0,+00) \ Z. Da cio si ricava che per (z,t) € Z si
ha

2b 2
8—¢—A1/): Mr ( _ |z| ) %
ot (t + r2)b+1 t+r2/)+
2|2|? |z[? 8| |22\~
i Gt e B rd ot o) IS
x{t—i—r? t+r2/+ t+7r? t+7r2/+ Han
altrimenti ¢, — At & nullo. Definendo |z|? := |z|?/(t + r?) il termine tra
parentesi quadre diventa per |z|? < k
8|z
2 2 _
2|z|* — bk — |z| )_k e +4n =
= (b+2)|z|* + (2bk — 4n 4 2k — 8)|z|? — bk? + 4nk

k—|z?
Si puo verificare che per i valori di b che soddisfano
k* + 4n® + 16 + 4nk + 16n — 8bk — 8k < 0

tale espressione risulta sempre negativa, per cui esiste b = b(n, k), funzione
crescente in k per cui ¢ risulta essere una sottosoluzione.
Passo 4 - Si consideri ora la traslazione, che risulta ancora una sottosolu-
zione, della funzione ¢ introdotta in (2.2) y, -.)(z,t) = Y(x — yo,t — 7o)
per i valori

1 1—s,
= 552 =€ -

In tal modo si ottiene che per tutti gli € B(y,, Vkr) vale

M (1 —so)_g, T

1
u(x, 7o) = 5(1 - so)_E = U(yo o) (T, T0)

e inoltre si ha che sul bordo di tale palla 1, - )(2,7,) = 0 (mentre la u &
strettamente positiva). Cio implica che in particolare u(-, 7o) = ¥y, +.)(*; T0)
su qualunque sottoinsieme di R™, dal momento che fuori da B(y,, \/Er) X
{70} ¥(y,,r,) ¢ nulla e u & non negativa.

Si fissi ¥ > 0 e, per comodita, si consideri I'insieme By(0) x {1} anziché
Ky(0) x {1}. Lo scopo ¢ avere una stima dal basso per la funzione u nel-
I'insieme By(0) x {1}. Per far cio ¢ sufficiente ottenere un controllo di u
tramite 1 sulla frontiera parabolica di un opportuno cilindro contenente
propriamente By(0) x {1}. Sceglieremo allora un valore di k sufficientemen-
te grande da far si che la funzione ¥, - ) sia strettamente positiva in tutto
I'insieme By(0) x {1}, e un raggio R > ¥ sufficientemente grande da far si
che sul bordo di Br(0) x {2} la funzione 1), . sia nulla.

La scelta dell’insieme Br(0) x {2} & puramente di comodo; in tal modo il ci-
lindro Br(0) X (7o, 2) contiene By(0) x {1}. Con una tale scelta di R si avra
che 1y, 7.)(+,2) e nulla su dBr(0) e di conseguenza anche in dBr(0) x (7o, 2].
Dal principio del confronto (si veda, ad esempio, il Lemma 3.1, cap. VI, in
[2]) si potra concludere che u > 1, -y in Br(0) x (7,,2), ed in particolare
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su By(0) x {1}, insieme nel quale 1), ;) sara strettamente positiva.

Per soddisfare la prima delle due richieste e sufficiente che

k 2 = 9" 0 i 2 € 9By (0

= 20T per ogni & € 0By(0)
1 =70+ ==

il che & soddisfatto se, ad esempio,

k>0 +1)>%.

Fissiamo per semplicitdh & = (9 + 1)2. Per quanto riguarda la seconda, si
dovra avere che
2
k—

T = Yo .
| ez S0 per ogni x € 0Bg(0).

2—71,+ Tk
Cio in particolare & vero se, supposto che R sara maggiore di 1, si ha (2 —
10)k + €2(1 — 5,)2/4 < (R —1)? < |z — y,|? per ogni x € dBR(0); cid sara
vero scegliendo R = R(¥) in modo tale che

R>14+/1+30+1)2.

In figura gli archi di parabola delimitano il supporto di ¢, - e il segmento
in neretto rappresenta 'insieme By(0) x {1}. Ricordando che 7, € (-1, 0]

FIiGura 1

e |yo| < 1 si ottiene che
u(xv 1) = infmeBrls(O) w(ynﬂ—n)(x? 1) >
20+4 1
QT 1) 122
Si noti che e dipende da & e dan. A questo punto possiamo rendere la stima

indipendente da s, (che & 'unico parametro che dipende da u) scegliendo
& = 2b + 4. Ricordiamo che b & funzione crescente in k, e quindi in ¥ per

> (1 _ 80)2b75+4
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la scelta fatta di k. Di conseguenza anche &, e quindi €, dipende da 9. Si
trova quindi all’'ultimo membro una costante v = y(¢9) < 1 della forma

442b(0)
W) =e (4(19(;)1))

con ¢ costante, b funzione crescente e € decrescente in 1, tale che

yu(z,1) =1 per ogni x € By(0). O

La stima del Teorema 1.1.3 qualitativamente dice che se una soluzione u
(limitata dal basso) di un’equazione ellittica assume, ad esempio, il valore
1 in un qualche punto, in tutto un intorno di tale punto vale v > y~1.

La stima del Teorema 2.2.1 puo essere interpretata come segue: se ad un
certo istante tg e in un certo punto zg la temperatura assume, ad esempio,
il valore 1 allora, se aspettiamo un tempo sufficiente, la temperatura ha
raggiunto almeno il valore v~! in tutto un intorno del punto x¢. Questo

tempo e “necessario” al calore per diffondersi.

Vediamo ora varie formulazioni equivalenti della disuguaglianza appena
provata.

TEOREMA 2.2.3. Dati Q aperto di R™ e T > 0, siano u una soluzione non
negativa dell’equazione (2.4) in Q x (0,T) e (xg,t0) € 2 x (0,T). ¥, po > 0,
tali che Bagp,(z0) X (to — pd,to + pt) C Q x (0,T). Sono equivalenti:

i) esiste una costante v > 1 tale che per ogni p < po

inf  w(z,to + p?) = u(wo, to);
|z—z0|<Vp

ii) detto P;_'ﬁ(xo,to) Vinsieme, disegnato in Figura 2.2, Up<t<,Bot(z0) X
{to + %} esiste una costante v > 1 tale che per ogni p < po
v inf  w(z,t) = u(zo, o) ;
P:ﬂ(wo,to
iii) esiste una costante v < 1 tale che per ogni p < po
v sup  u(z,to — p?) <ulwo,to);
|z—zo|<Ip
iv) detto P[:ﬂ (2o, to) Uinsieme, disegnato in Figura 2.2, Up<i<pByt(2o) X
{to — t%} esiste una costante v < 1 tale che per ogni p < po

v sup  u(x,t) < u(wo,to);
Pf:,g(wo,to)
v) fissato o € (0,1] e detti rispettivamente Cl;r’gyp(xo,to) e Cy , (o, t0)

gli insiemi By /z,(x0) % [to+0p*, to+p?], By /z,(x0) % [to—p?, to—0p?]
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rappresentati in Figura 2.2 esiste una costante v > 1 tale che

sup u <y inf u.
Cy.o.p(z0st0) C;r,a,p(moio)

Dimostrazione - E immediato verificare che i) & equivalente a ii) e che iii)
¢ equivalente a iv).

Vediamo ora che che da i) segue iii). Si consideri un generico punto (z,tg —
p?) per z nella palla di centro x( e raggio ¥p con tg, 9, p > 0 fissati. Da i)
si ha

u(z,to — p?) <y inf  u(y,to) < yulzo,to).
ly—al<dp

Poiché questo vale per ogni € By,(x¢) si ha in realta

sup  u(x,to — p2) < vyu(zo, to) -
|z—zo|<Op

Analogamente da iii) segue i).
Vediamo ora che v) & equivalente ai punti precedenti. Da ii) si ha che esiste
~ > 1 tale che per ogni (z,t) € Cﬂ_’g}p(xo,to) si ha

u(z,t) <v inf u(y,s).
P;ﬁ(rc,t)

Poiché (zo,t0) € P;:ﬁ (z,t) si ha
inf  wu(y,s) <u(zo,to) <y inf  wu(y,s)

Py (wt) Py (wo,to)
da cui
sup u(z,t) <2 inf u(y, s)
(z.)€Cy . (x0,t0) (y,5)EP, (wosto)
<92 inf u(zx,t).

(m,t)eCy , (zo,to)
Viceversa, da v) si ha che

sup  u <7y inf U
Cﬁ_’a’p(ajo,‘ro) c';:yg‘yp(r07‘r0)

con 79 > to + op?. In particolare, scegliendo o € (0,1/2), si ha

u(zo,to) <y inf  u(x,to+ p?). O
|lx—zo|<Ip
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FIGURA 4. Gli insiemi C,(zo,t0) e C;,(zo,to)
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2.3. Le classi di De Giorgi (caso p = 2)

Le classi di funzioni per la quali De Giorgi mostra la regolarita holderiana,
classi che contengono i minimi di certi funzionali (ma anche i quasi-minimi,
si veda ad esempio [12]), e di conseguenza le soluzioni di certe equazioni
ellittiche, possono essere estese in modo naturale al caso parabolico. Chia-
meremo tali classi classi di De Giorgi.

Data una funzione wu, con u, e u_ denoteremo rispettivamente la parte
) +
positiva e la parte negativa di u, cioe

wi(y) == max{u(y),0},  u_(y) := max{—u(y),0}.

Spesso in maniera ambigua scriveremo uﬁ_ o uZ per denotare
ui(y) = (ur()?,  ul(y) = (u-(y)*.

DEFINIZIONE 2.3.1. Diremo che una funzione u : Qx (0,7) — R appartiene
alla classe di De Giorgi DG4 (Q,T,~) se

u€ LS (2 x (0,7)) N C([0,T]; LE () N LE (0, T5 WL2(9))

loc loc loc

ed esiste v > 0 tale che

sup / (u— k)3 () (- t)da+
to—0p2<t<toJ K,(zo)
+ // ID(u — k)4 [P dudt <
Q;@(mo,to)
< 7// (u— k)2 (|DCP? + CC)dadt+
Q;@(Io,to)

+ / (1= k)2 (- to — 0p2)C2 (- o — 0p%)da
Ky (zo0)

sup / (u— k)2 ()¢, t)dat
to<t<to+0p? J K,(zo)
+// D(u— k), [2Cdwdt <
Q;e(roio)
<~ // (u— k)2 (IDCP? + (C)dadt+
Q) y(wosto)

4 / (u — k)2 (-, t0)C (-, o)
Kp(zo)

per ogni k € R, per ogni (xo,t0) € Q2% (0,T), per ogni p >0 e > 0 per cui
Qp0(z0,t0) = K,(x0) X (to — 0p%, to + 0p?) risulta contenuto in  x (0,T),
per ogni funzione test ¢ tale che ((-,t) € Wol’oo(Kp(xo)), |DC|? + (¢ € L2,
& = 0.
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Analogamente si definisce DG_(Q,T,~) sostituendo alla parte positiva di
u — k la sua parte negativa.

Infine definiamo DG(Q,T,7) := DG_(Q,T,v) N DG+ (Q,T,7).

Per semplicita scriveremo solamente DG, DG, DG_ se non ci sarda ambi-
guita.

Le stime della definizione precedente sono anche note come stime dell’ener-
gia o stime di Caccioppoli.

Supponiamo che u sia soluzione dell’equazione u; — Au = 0 in R™ x (0, +00).
Ci proponiamo di mostrare che u appartiene alle classi di De Giorgi. Fis-
siamo a tal proposito un cilindro K, x (—p?,0), che ¢ lecito prendere cen-
trato nell’origine dopo aver effettuato una traslazione. Scegliamo anche una
funzione test ¢ con le proprieta elencate nella Definizione 2.3.1. Moltipli-
cando l'equazione per (u — k);+¢?, k € R e integrando in K, x (—p?,s) C
K, x (—p%,0), otteniamo

/j /Kut(u—k)+g2dxdt / / dtu— )<2dxdt
_ / dt/ (u—k +§dmdt—/ / (u— k)2 CGdudt =

=3 /Kp(u— k)% (z,8)¢* (2, s)dz—

= /K (u— k)2 (5, —p*)C (3, —p*)d — //ﬂ /Kp(u k)2 ¢ dudt

Per quanto riguarda il termine contenente Au, integrando per parti e usando
la disuguaglianza algebrica —2ab < a?/2 + 2b? troviamo

/ / Au(u — k) (Pdedt =
= / /Kp (u — k)4 |*CCdxdt+

—2/ /K ¢(Du, (u — k)JrDC)dxdt <
(w — k) [*Cdadt + = / / k)1 |?¢dadt+

(u — k)2 |D¢|Pdadt =

/ |D(u—k;)+|2§2dxdt+2/ / (u — k)3 |D¢|*dxdt
—p? JK, —p? JK,

//\
\
5\ —:
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Eguagliando i due termini, e poiché (; > 0, otteniamo

sup 1/ (u— k)3 (z,8)C*(z, s)dx + = // )4 |2 dxdt <
se(-02.0)2 /K,

3 [ (B = (2.1)

N

+2// w— k)2 (IDC? + C¢,) drdt

La stessa stima si ottiene per (v — k)_, moltiplicando 1’equazione per —(u —
k)_¢2. Di conseguenza la soluzione appartiene alle classi di De Giorgi.

Facilmente si ottiene anche che una soluzione u di

% — div(a(z,t,u, Du)) =0 in Q% (0,7)

con Q apertodi R" eT > 0ea: Qx(0,7) x RxR"” — R funzione
misurabile soddisfacente

(a(x,t,u,q),q) > Ngl?
la(z,t,u,q)] < Alg|

per ogni ¢ € R™, per quasi ogni (z,t) € Q x (0,T), A e A costanti positive,
appartiene alla classe di De Giorgi sopra definita supposto che A > 1 (si pud
definire un’analoga classe DG per ogni A > 0 leggermente diversa da quella
sopra definita e ripetere i ragionamenti che seguono per tale classe).
Infatti si ha

/S div(a(z,t, u, Du))(u — k)4 *dxdt =

:__7 / (u— )4 | Czdxdt—i——/ / w — k)% |DCdadt
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e quindi si ottiene

sup / (1 — k)2 (, )3, o+
t079p2<t<t0 K (7‘0)
+ // |D(u — k)4 |*CPdadt <
Q,.¢(wost0)

< sw /K (= k)2 (- )C3(, t)da+

to—0p2<t<tg

+/\// D(u — k) |*CPdxdt <
9(7'07t0)
A

<a3 [l @B+ Gt

F [ kRt = 0t~ 0)d
K,(xo0)

Alla classe di De Giorgi non appartengono solamente “soluzioni”. Si consi-
deri una funzione di Carathédory F' = F(x,t,u,q),

F:Ox(0,T)xRxR"—=R,
dove €2 e un aperto di R™ e T' > 0, la quale soddisfi le ipotesi di crescita
Mal* < F(z,t,u,q) < Algf?

con A\, A costanti positive. Si puo verificare che se u ¢ un Q-minimo para-
bolico, cioe u € LIOC(O T; Wh2(Q)) e soddisfa

loc

/ u—dxdr + E(u,supp(¢)) < Q E(u — ¢,supp(¢)) (2.2)

per ogni ¢ € C2°(Q x (0,7)) dove E(w,K) = [, F(x,t,w, Dw)dzdt e Q €
R,Q > 1, allora u appartiene alla classe di De Giorgi sopra definita. Si puo
mostrare che per @ = 1 e F indipendente dal tempo (2.2) si riduce a

Z@ Fy, (z,u, Du) + Fy(z,u, Du) = 0.

Se loperatore Au = —div(a(z,u, Du)) ¢ il differenziale di Gateaux di F' si

ritrova ’esempio precedente e si ha che la soluzione & un Q-minimo para-

bolico (con @ = 1).

Tale discorso puo essere fatto anche per funzioni u vettoriali con
F:Qx(0,T)xR™xR" - R,

(per tutti questi risultati rimandiamo a [10]).

Vedremo (Teorema 2.3.16) che sara sufficiente appartenere alla classe di
De Giorgi per soddisfare la disuguaglianza di Harnack.
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Richiamiamo di seguito una versione parabolica della cosiddetta disugua-
glianza moltiplicativa dovuta, nella sua forma piti generale, a Gagliardo ([9])
e a Nirenberg ([17]).

Per la dimostrazione si veda, ad esempio, la Proposizione 3.1, cap. I, in [2].

PROPOSIZIONE 2.3.2. Esiste una costante positiva v3 = y1(n) tale che per
ogni v € L>®(0,T; L3(Q)) N L*(0,T; Wy (), risulta

// |v(z, t)|?dzdt <
Qx(0,T)

Sfyf(// |Dv(x,t)|2dxdt>( sup /|v(x,t)|2dm> '
Qx(0,T) 0<t<T Jo

dove ¢ = 2(n+2)/n.

Anche il prossimo lemma rappresenta uno strumento utile per il seguito.

LEMMA 2.3.3. Sia (yn)n una successione di numeri reali positivi tali che

h 1
Ynt1 < cbly, T

conc>0,b>1,a>0. Seyp < cY/ap=1/2" 4liora

lim y, =0.
h—+oco
Dimostrazione - Si pud dimostrare facilmente per induzione la stima (si

veda anche il Lemma 7.1 in [12])

_h
yn < b oy

dalla quale si deduce che limy, y, = 0.
In alternativa, una maniera diretta (suggerita da G. E. G. L. Metafune) di
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provare la tesi & la seguente. Definiamo x;, = logyy, e 7 = 1+ «. Si ha allora

Thy1 < loge+ hlogb+ yap <
< loge+ hlogh+v[loge+ (b —1)logh + yap—1] =
= (1+7v)logc+ [h+ (h—1)y]logb + v?zp_1 <
<
h h
< 1och’yk + logbz kAR 44ty <
k=0 k=1
< ﬁlogc— %logc—l—
h
+log bz k" F 4+ yh i (—Lloge — L logb)zg =
k=1
1 - h—k h1logb
= Elogc—i—logbzm —'y+?.

k=1

Calcolando 22:1 kyh=* si ottiene [h— (h+1)y++"11]/(y—1)2. Poiché a? =
(y—1)2, dacuilogb 22:1 kyh=k—yht1a=2logb = log b[h—(h+1)7]/(v—1)2,
si ottiene che il termine a destra e, di conseguenza, x;, = logy;, divergono a
—00. t

PROPOSIZIONE 2.3.4. Si considerino 8 > 0 e p > 0 in modo tale che il
cilindro Q;M(y, s) sia contenuto in Q x (0,T). Allora per ogni scelta di

a,o € (0,1) e 0 (0, %0) esiste v, dipendente solo da n,~,a,0, tale che
per ogni u € DG4 (Q,T,7) e fissati u™,w soddifacenti

Kt = SUp  u, w>= 0sC u.
Q,0(y:9) Q, 6(y:9)

si ha che se
{(2,t) € Q, oy, 8) |ulz,t) > ps — ow}| <v4]Q4(y. 5))
allora
u(z,t) < py —aow per q.o. (z,t) € K,/5(y) x (s — 0p%,s).

OSSERVAZIONE 2.3.5. - Dalla dimostrazione si ricava che v & proporzionale
a /2.

Dimostrazione - Supponiamo per semplicitd (y,s) = (0,0) (cido & sempre
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possibile tramite una traslazione). Definiamo, per h € N,

= C1,n(x)C2,n(t), tali

Consideriamo una successione di funzioni test (p(x,t)
che 0 < (i ,n(2), u(t) <1e

1 sexe Kpy 1 t> 9h+1ph+1
= t) =
Cn() { 0 sexeR"™\ K; C.n(?) { 0 t< thh
2 2h+3 2h+1
D T)| < = ; 0 < (Con)i(t) € =——.
|DCin ()] —— 5 (C2,n)e(2) 7

Applicando le stime dell’energia in @} alla funzione (u — kp,)+ ¢, troviamo

sup / (u—kp)3 (xt(hxtdx—l—// D(u — kp)4 *¢Gdxdt <
—0npp? <t<0JKj
< // (v — B2 (IDGHI2 + G ()t
Q,
b k) G 0hR)GE 10 o
Ky,

22h+6 / 1
<1 (1 n 5) //(u — kn)2 dadt (2.3)

Definiti A, = {(z,t) € Q, |u(z,t) > kp} si ha

// — kp) +Ch dxdt > // (u— k‘h dxdt > // (u— k;h) dxdt >
Q. Apt1

h+1
w)

(1-a
> (kngr — kn)?|Anga| = (QTZ_Q|Ah+1|
(2.4)
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D’altra parte, applicando prima la disuguaglianza di Holder e quindi la
Proposizione 2.3.2, abbiamo

2(n+2) wts
// (u — kp) +<h drdt < |Ah|2+“ (// u — kh)JrCh) " dmdt) <
QL QL

=
< ’712|Ah|2T" ( sup / (u— k)3 ¢ dm) X

9};,[);7 <t<0

<// [(w— kn)+Crll alxalt)n12 <

2
n n-+42
2+w%|Ah|2fn( sup /(u—khﬁ@%dx) <
Ky

9};,[);7 <t<0
2h+6 n+2
<// D(u — kp)4 [*Gdxdt + // (u—kn)2 dxdt) .

Continuiamo utilizzando (2.3) e la stima fo; (u—kp)3 dedt < |Ap| (opw)? <
|Ap| (ow)?. Si ottiene

22h+6 5
//7 (u— k)2 dedt < & (1+ 0) P A 29

dove ¢ = 47242 max{1,~}. Pertanto, dal confronto di (2.4) e (2.5) rica-
viamo

24h+8

1 2
sl < (14 3) 2 e,
| h+1| c +9 (1—&) | |

Ponendo y;, = |An|/|Q; | e tenendo conto del fatto che |Q, | = 27+2p 24,
abbiamo

~_2
1\ O»+2 1452
Yhs1 < Cl/ (1+ 5)W 24h yh 2+n (26)
—_——
c ph

con ¢’ > ¢ dipendente solo da «,n e quindi ¢ = ¢(y, n, a,0). Siamo quindi
nelle ipotesi del Lemma 2.3.3 con ¢ e b definiti in (2.6) e o = 2/(n + 2).
Pertanto se

1.1
y0<6 ab a2

si ottiene che lim y;, = 0. Ricordando che

h—+oco
| Ao|

_ 02 [
QO - Kp(o) X ( 0/) 50]5 Yo |Q0| )

Ao = {(xvt) € Q0|U(Z‘,t) > —O'W},

si ha che scegliendo

_m (1 - a)n+20~%
C j,

(1+0
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con ¢ dipendente solo da v,n (v4 = v4(y,n,a,0)), se

[Ao| < v+|Qol,

si deduce che hlim yn, = 0. Per la definizione di y, e Ay, si conclude che
L — OO

UK fly —aow q.o. in K,/5(0) x (—6p%,0]. O

Analogamente vale il seguente risultato.

PROPOSIZIONE 2.3.6. Si considerino 8 > 0 e p > 0 in modo tale che il
cilindro Q;Ae(y, s) sia contenuto in Q x (0,T). Allora per ogni scelta di
a,o € (0,1) e 6 ¢ (0, Z 0) esiste v_, dipendente solo da n,7,a,0, tale che
per ogni uw € DG_(Q, T, ) e fissati p~,w soddifacenti
Jh—

inf  wu, w>= o0sc u.
Q, 6(v,9) Q, 6(v,9)

si ha che se

{(@.t) € Q, oy, 8) | ul,t) < p + 0w} <v_[Q,4(y.5)|

allora
u(z,t) > p- +aocw per q.o. (z,t) € K,/5(y) x (s — 0p%,s).
Dimostrazione - E sufficiente procedere come nella dimostrazione della

Proposizione 2.3.4, considerando (u — kj)_ al posto di (u — kp)y, dove
ky = p— + opw.

Ci occupiamo ora di dimostrare un altro risultato preliminare. L’enunciato
che segue vale solo per p > 1, ma un risultato analogo puo essere provato
anche per p = 1. Per tale dimostrazione rimandiamo a [4].

LEMMA 2.3.7. Siav e WYP(K,), p > 1, tale che

/ |Dv|Pdx < BPp"" P e |{x€K |v >1}|>a|K |

Ky

per 3>0ea € (0,1). Allora per ognin, X € (0,1) esistono 2* € K,, 6 > 0,
dipendenti da n, 3, a, A\, tali che

[z € Ksp(a®) | o(@) > A}| > (1 - )| Ksp(a™)].
OSSERVAZIONE 2.3.8. - Ovviamente ci si riduce facilmente al caso piu ge-

nerale in cui v & come nel lemma precedente, ma soddisfa |{z € K, ‘ v(x) >
a}| > alK,| (a>0) e X € (0,a) considerando w = v/a.
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Analogamente si puo mostare che, se v & come nel lemma precedente, ma
soddisfa [{z € K, |v(z) < a}| > «a|K,| allora per ogni n € (0,1) e A > a
esistono z* € K,, § > 0, dipendenti da n, 8, a, A, 7 tali che

{2 € Kpla™) [o(a) < A} > (1= )| Ksy(a”)]

OSSERVAZIONE 2.3.9. - Si noti che se v € WIP(K,), definita 9(y) := v(py)
per y € K1(0), si ha che

| ipe@ras = [ 10,swray

P K1

Dimostrazione - Ci limitiamo a fornire la dimostrazione nel caso n = 2,
dato che il caso generale puo essere mostrato per induzione. Supponiamo
dapprima che v € C*(K,) NW'P(K,). Indichiamo con z,y le coordinate in
R?. Poniamo

Y(z)={y € (—p.p)v(z,y) > 1}.
Poiché

[ e = g0 0>y

e, per ipotesi, |K, N {v >p1}| > a|K,| = 4ap? esistera xp € (—p, p) tale che
¥ (0)| > 2ap. (2.7)
Per ogni y € Y(z¢) e 41 > 0 definiamo
Is,p(y) = [0 — 01p, w0 + 01p] X {y}.
Si fissi A in (0,1). Definiamo

1 .
Yoia(wo) = {y € Y (@o) | (.y) > S(A+1), per ogni € Is,p(y) }
1° passo - Mostriamo che per ogni 7; < 1 esiste d; > 0 tale che
Y5, a(zo)| = (1 —m)[Y (20)] - (2.8)

Sia Y5, y(20) = Y (o) \ Ys,,A(w0). Se esiste 01 > 0 per cui Yy, \(z0) = 0
abbiamo finito. Altrimenti esiste y € Yy, \(20) e Z tali che (Z,y) € I5,,(y)
e v(Z,y) < (A +1)/2. Poiché v(zg,y) > 1 si ha

1A ) @0
—5 < v(xo,y) —v(Z,y) = i vz (s,y)ds.

Integrando in y € Yy, (o) si ha

1—X .,
521V a(wo)| <

d1p
1—1
< /Y L / Du(s, p)lds < ([YE (20)[2609) 71 Dol 1o

51,4 b1p
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da cui si deduce, grazie alle ipotesi (si ricordi che n = 2),
1—X\? -
(=57) 1% alao)| < 20190 <
(200)P~ 18P
2a
Pertanto, per ogni n; € (0,1) esiste d; per il quale vale (2.8).

< HDUH;ZP(KP) < (2519)p_1 B? Pz_p < |Y($O)| .

2° passo - Ora fissiamo yo € Y5, x(xo) cosicché v(zo,y0) > 1 e v(x,yo) >
(A+1)/2 per ogni « € I5, ,(yo). Per d2 > 0 poniamo
Js,p(x) = {a} X [yo — 62p, Yo + 2p] -
Sia
Xs, 2 (yo) = {x € Is, p(y0) | v(x,y) > A per ogni y € ngp(x)} .
Mostriamo che per ogni 72 € (0, 1) esiste d2 > 0 tale che

[ X552 (o)l = (1 = m2) L5, (o) - (2.9)

Se esiste d2 > 0 per il quale Xs, x(y0) = Is, ,(y0) abbiamo finito. Altrimenti,
definito X§, 1 (y0) := Is,p(y0) \ X620 (y0), esiste x € X§, ,(yo) e g tali che
(x,7) € Js,p(x) tale che v(z,§) < A. Ne segue che

1-A

Yo
52 < vlwa) -~ oleg) = [ vfes)ds
Y

per cui integrando in X§, (yo)

1—X . 92p
SRS [ e[ Deayidy <
Xg, o) J—b2p
1-1/
< (1X5, . (w0)[202p) | Dol Lo (i, )

il che implica

(26;)P~1pP

1—\P B -
( ) | X5, A (wo)[” < (40,82p*)P71 0P p27P < ”

) Y (zo)]

da cui

[ X522 (o)l = (1 = n2) L5, (y0)] (2.10)
se 09 & sufficientemente piccolo.

A questo punto, scegliendo eventualmente Jo minore, possiamo assumere
che d1 /62 sia un intero. Consideriamo 'intervallo Is, ,(yo) ed una sua parti-
zione in d1/d2 sottointervalli di ampiezza 2d2p. Siano (z;,yo) i centri di tali
sottointervalli. In virtt di (2.10) & possibile trovare z* € {x1,..., x5, /5, } in
modo tale che

|(x* =b2p, 2 +020)N X5, A (40)| > 282 p (1=112)| L5, » (y0)| = 46102 p” (1=12) .
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Scegliendo y* = yo, considerando il cubo Ks,(z*,y*) dove § = min{dy, d2},
il cui volume & 45%p?, ponendo 7 = 7, dalla definizione di Xs, x(yo) segue
che

{(2,y) € Kop(a™,y") |v(z,y) > A}| > (1= n)|Ksp(a™,y7)]-

Sia ora v € W'P(K,). Possiamo allora trovare una successione (vy), C
CH(K,)NW'P(K,) e una successioni di insiemi (Ap)n, Ay C K, tali che

1
[An| + llon = 0™ | oo (e \ a0y + llon — 0P e i,y < 7
dove
o™ — oy 2
.-

Supponiamo che v soddisfi le ipotesi del lemma, cioe esistano 8§ > 0 e
a € (0,1) tali che

/ |Dv|Pde < BPp" P e |{z€K,|v(z)> 1} > a|K,|.
K/’

Si osservi che, per come sono state scelte le funzioni vy, si ha che
i) {xGKp\Ah‘Uh(x) >1} D {xEKp\Ah‘v(x) >1}.

In particolare dalla scelta degli A, e da i) si ottiene che

/ | Doy [Pdz < BPp" P +% e Hx €K, ‘ vp(x) < 1}‘ > alK,| — %
P

Allora, fissati n, A € (0,1), esistono z}, € K, d, > 0 tali che
{z € Ks,p(}) [vn(z) > A} > (1= 0)[Ks, (23] -

Inoltre possiamo supporre, poiché d; non dipende da vy, infy §;, > 0. Di
conseguenza esistera d > 0 tale che, a meno di estrarre una sottosuccessione,

op — 0 >0.
Analogamente, a meno di sottosuccessioni,
z, — € K,.
Ancora per la scelta delle funzioni vy, si ha che
i) {x € Ks,p(a}) \ An|vn(z) > A} C {z € Ks,,(a}) \ Ap |v(z) + 2 > A}

Poiché Ky, ,(z},) C K,(0) si ottiene che z* & il centro di un cubo di raggio
dp contenuto in K,. Si ottiene allora usando i), che

‘{x € Ks,p(x7) ‘ v(z) + 2 > )\H > |{x € Ks,p(x7) \ Ap ‘ v(z) + 2 > )\}|
> |{x € Ks,p(x3) \ An ‘ vp(z) > )\H

=z (1=n)|Ks,p(x})]
e passando al limite si ottiene la tesi. O
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Il risultato enunciato di seguito riguarda la cosiddetta espansione della
positivita.
PROPOSIZIONE 2.3.10. Esiste 6 € (0,1) (dipendente da vy) tale che per ogni
0 € (0,0) esiste A € (0,1) (dipendente da 0 e 0) in corrispondenza del quale
si ha che per ogni (x*,t*) € Qx(0,7T), p > 0 con Ks,(z*)x (t*—p?, t*+p?) C
Q x (0,T), per ogni w € DG(Q,T,~), per ogni h > 0, se
u(z, t*) = h g.o. in K,(z*)
allora
u(z,t) = Ah g.o. in Kop(2*), per ognit € [t* 4 0p* t* + 0p?] .

OSSERVAZIONE 2.3.11. - Fissato (z*,t*) € Q x (0,T), fissato h > 0 e posto

Ap p(x™,t7) ={z € K,(2") |u(z,t™) < h}, (2.11)
si osservi che la condizione u(x,t*) > h per ogni z € K,(z*) implica
Apap(x*,t%) C Kap(a*) \ K,(2*) e quindi

[Anap(a”, %) < (1= 47")[Kyp(27)] .

La dimostrazione della Proposizione 2.3.10 richiede dei lemmi preliminari.

LEMMA 2.3.12. Esistono 0,1 € (0,1) tali che, dati h > 0 e u > 0 in
DG(Q,T,v) per cui valga

u(z, t*) = h g.o. in € K,(z").

si ha che

|[Apnap(z™,t)] < (1 = W) | K4, per ogni t € (t*,t* + 0p?).

OSSERVAZIONE 2.3.13. - Analogamente si pud mostrare che esistono 6,7 €
(0,1) per i quali, data u > 0 in DG(Q,T,~) e dati h > 0 e a > 1 tali che
u(z,t*) = h per ogni x € K,(z*), si ha

1 . * gk
[Aphap(z™, )] < (1 - W) | K apl per ogni t € (t*,1* 4+ 0p%).

La scelta di @ = 4 nell’enunciato del lemma precedente ¢ solamente una
scelta di comodo funzionale all’uso poi della Proposizione 2.3.6 (usata nel-
I'insieme @, o(y, 8)) per mostrare la Proposizione 2.3.10.

Dimostrazione - Assumiamo per semplicita che (z*,¢*) = (0,0). Suppo-
niamo anche h = 1, altrimenti & sufficiente considerare la funzione u/h.
Infine con il cambio di variabile ¢ = z/4p, 7 = t/p? possiamo assumere
K4p X (0,9p2) = K1 X (0,9)



34 S. Fornaro, F. Paronetto

Applichiamo le stime dell’energia (2.1) con ¢ = ((x), ¢ € Wy ™ (K1(0)),
(=1inK;_,(0)e0<(<1,|D( <2/0,cono e (0,1). Siha

6
_1)2 2 - 9.9
sup /KI(O)(u 12 (z,1)¢ (x)dx—i—/o /KI(O)|D(u 1)_[2¢Pdxdt <

0<t<o
(4
g/ (u—l)%(x,O)(Q(x)dx—i—v/ / (u —1)% | D¢ dxdt .
K1(0) 0 JKi(0)

Siccome u > 1 in K /4(0) dall’Osservazione 2.3.11 si deduce che
{z € K1(0)|u(z,0) < 1} < (1 —47")|K1(0)].
Si osservi che, poiché u > 0, (u — 1)— < 1. Si ha quindi

sup / (u — 1)% (2,t)C?(x)dr <
0<t<8 JK1_,(0)

0
_1)2 2 Y )
</Kl(0)(u 1)% (x,0)¢ (x)da:+7/0 /Kl(o)(u 1)2 |D¢Pdadt <

4v02m

< (1 - 4_77') 2" + 2

g

Scrivendo semplicemente Ay, ,(¢) in vece di Ap ,(0,t) e con la decomposi-
zione

Apa (1) = Api—o (1) Uz € K1(0) \ K1-5(0) [u(z,7) <n}
si ottiene
[Ap 1 (N < Ay 1-0 (M) + K10\ K1-6(0)] < [Ap 10 ()| +2" (1= (1~0)").
D’altra parte

/ (u— 1)2_(x,7')dx >
Kl*d(o)

> e DR (- Pl )l
An1-0(T)
Infine, poiché 1 — (1 —0)" < noe(=1in K1_,(0),
[Apa(N]l < [Api—e(M)] +wn(l = (1 =0)") <

< (1- 77)*2/ (u—1)2(z,7)dz + wp (1 — (1 —0)") <
2(175(0)

< @ —n)”(i2 +1- 4*”+na)2".
o

(2.12)

Ora, se per assurdo la tesi non fosse vera, per ogni 6,1 € (0, 1) esisterebbe
un ¢ € (0,6) tale che

A1 ()] = (1—47"7)[K.
Applicando la stima (2.12) per 7 = { avremmo
(1—4 2" <[4 1 (D) < (1=n)?(v00 > +1—-47" 4+ no) 2".
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Poiché cio ¢ indipendente da £, scegliendo, ad esempio, # = ¢ e mandando
n e o a zero si avrebbe 1 — 47 "1 <1 -4, O

Ricordiamo un fatto preliminare utile per dimostrare il lemma che segue.
(si vedano, ad esempio, il Lemma 2.2, I’Osservazione 2.3 e 1'Osservazione
2.4 della prefazione in [2]).

LEMMA 2.3.14. Siano v € WY1(B,(x,)) per qualche p > 0 e z, € R",
k,l € R con k < 1. Esiste una costante c, dipendente solo da n, tale che

n+1

p
I=k){v>l}<crr—v
( JI H Ho <k} Jip<v<ny

LEMMA 2.3.15. Si consideri 6 determinato dal Lemma 2.3.12. Siano u > 0
in DG(Q,T,~), h > 0. Per ogni e > 0 esiste n1 = n1(e,n,7,0) € (0,1) tale
che

Hu <mh] N Kyp(z™) x (", " + 9p2)| <€ |K4,,(x*) x (t*, 1" + 9p2)| .

|Dv|dx .

Dimostrazione - Supponiamo per semplicitd che (z*,t* + 0p?) = (0,0).
Scriviamo le stime dell’energia su K5, x (—20p?,0) con ( tale che ¢ =1 su
Ky, x (—0p2,0), ¢ =0 fuori da K5, x (—20p%,0),0< (< 1e
2 4
D<=, 0<G< 5,
| D¢ P Gt 02

con livello k = nh2™™, dove n > 0 e m € N. Allora

0
Ay (2
/ / ‘D u—n—m) ‘ (z,t)dzdt <
,0p2 Ka, /=

/ / - —m (|D§|2 + G)dxdt <
20p2) K5,

<y x 2 1+ / / —"— dadt < (2.13)
29p K5 2
4~ 1\ n%h? 2h2 N
< (1+5) o 200° K5, | = 4y (14 6) T 107"

Scrivendo semplicemente Ay, ,(t) in vece di Ap ,(0,t), dal Lemma 2.3.14
(scegliendo k = nh/2™ e | = nh/2™~ 1) si ha

h h
/K (u - ;—m)i(x,T)dx < ;_m|Anh2—m,4p(T)| <
4
° cpn—i-l
< |Du(z, 7)|dz
|K4p \ Anh 2_m+1,4p(T)| Anh2—m+1,4p(‘r)\Anh 2—771,4,;(7—)

(2.14)
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per ogni 7 € (—0p?,0). Siccome K4p\Aypo-mr1 4,(T) D Kap\Ayn,ap(T), sce-
gliendo 7 che soddisfi la tesi del Lemma 2.3.12 e scrivendo | K4, \ Apn,a,(7)|+
|Kyp| = (1 —47""1 4477 1)|Ky,| dal Lemma 2.3.12 si deduce che per ogni
T € (—0p2,0)

1Ky \ Appap(T)| > 471Ky, = 27729 .

Troviamo allora

nh c
u——-——|) (z,7)der < — p/ |Du(z, T)|dz .
‘/1(4;; ( 2m)— 2” 2 A

nh 2*7'L+1,4p(T)\Anh 2*”L,4p(7—)

Integrando in 7 la stima precedente e definendo la successione decrescente
0
A i= / | Appo-m a,(T)|dT =
—0p2

{0 e o e < 22}

otteniamo

u—n— x, 7)drdr <
[ ) (=3 wn
—0p%) Ky, —

0
c
< 2n_2pj/ j/ |Du(, 7)|dedr
—0p2 A po—mt1 .4p(T)\Anh 2*"”.4;)(7—)

(2.15)
¢ 0
<z (L,
an—2 —0p2) K4,

D’altra parte
0
nh) nh
u— =) (z,7)dzdr 2 —— am+1 -
/9p2/1(4p ( 2m ) _ gm+1

Da quest’ultima stima, usando prima (2.15) e poi (2.13), si ottiene

[N

D(u - g—:ﬂb) - ‘2dxd7> %(am,l —am)

a72n+1 <y (amfl - am) |K4p X (_9p27 O)|7
con v = (e, m, 0,7), per cui per ogni m, € N si ha

> a2y <7 (a0 — am,) [Kap x (—00°,0)].
m=1

Dalla decrescenza di {an, }n, si ricava che la serie > - ;a2 converge,
lim,, a,, = 0, e quindi la tesi. ([

Dimostrazione della Proposizione 2.3.10 - Ragionando come nella Proposi-
zione 2.3.6, si pud provare che per ogni a € (0,1) e 6 e (0, 0) esiste v € (0,1),
dipendente solo da vy, 7, a e da 0, tale che se Ku,(y) x (s—0p, s) C Qx (0,T)
e |[u < k)N Kyp(y) x (s —0p% s)| < 0|Kay(y) x (s — 0p?,s)| allora u > ak
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quasi ovunque in Ka,(y) x (s — (8 — 0)p?,s). Per concludere, basta allo-
ra considerare y = x*, s = t* + 0p?, prendere nel Lemma 2.3.15 ¢ = 7,
dove 7 e determinato, per esempio, in corrispondenza della scelta a = %
e k = mh. In questo modo ricaviamo che u > %mh quasi ovunque in

Kop(z*) x [t* + 0p2,t* + 0p?]. Denotando A = im si ha la tesi. O

TEOREMA 2.3.16. Per ogni costante ca € (0,1] esiste v > 0, v dipendente
solo da n,~y, tale che per ogni u € DG(Q,T,v), u = 0, per ogni (xg,to) €
Q% (0,T) e p>0 con Ks,(z0) x (to — p2,to + p?) C Q2 x (0,T), risulta

u(xo,to) <y inf )u(x,to + cap?).

K, (zo

OSSERVAZIONE 2.3.17. - La limitazione su cy serve solamente a garantire
che i punti (z,to + c2p?), con z € K,(x), stiano in Q x (0,7).

Dimostrazione - Considereremo u continua per semplicita, ma il risultato
vale per una qualunque u nella classe DG.

Come al solito, per semplicita, supporremo (g, to) = (0,0), p = 1, u(0,0) =
1. L’insieme di definizione della funzione u sara allora Q—{zo} x (—to, T —to)
e mostreremo che esistono 7y e ¢y tali che

u(0,0) <y Ki?(%)u(xaCQ)'

Definiamo le due funzioni

M(s):= sup u, N(s)=(1- 8)_5
Qs (0,0)

dove £ e una costante positiva che determineremo in seguito. Denotiamo
con s, la soluzione piu grande dell’equazione M (s) = A(s) (s, € [0,1)).
Dalla continuita di u si ha che esiste (y,,7,) nella chiusura di @3 (0,0) tale
che

W(Yo, 7o) = (1 — 5,) 75 := M. (2.16)
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Consideriamo il cilindro @, (Yo, To), con vertice in (y,,7,) dove p, = 1350.
(0,0)
(yo» 7'0) Ql:n
Qiys,
2
Siccome
Q,. (Yo, To) C Q1is, (0,0), allora, per come ¢ stato scelto s,, risulta
2
1+ s
sup u<  sup u< 9\[(%) =25 M. (2.17)

Q;o (yan) Q& (070)
2

Il nostro obiettivo ora ¢ quello di individuare un istante temporale in corri-
spondenza del quale u resta strettamente positiva in tutto un cubo. Questo
¢ il punto di partenza per poter applicare I’espansione della positivita (si ve-
da Proposizione 2.3.10). Nella dimostrazione gia vista (quella del Teorema
2.2.1), per ottenere quest’informazione, si era fatto ricorso alla continuita
holderiana di u. Vedremo ora un altro approccio basato solo sulle stime
dell’energia e su alcuni risultati di teoria della misura dovuti a De Giorgi.

1° passo - 1l primo passo ¢ mostrare che vale (2.19) per un qualche v.
Applicando dunque le stime della Definizione 2.3.1 alla funzione (u — k)_
con

k=2'M
nel cilindro @, (Yo, 7o), scegliendo una funzione test ¢ tale che 0 < ¢ < 1,
¢(=1lin Q;U/Q(yCMTO) e 0 su 0K, (Yo) X (7o — p3, 7o) U Kp, (o) X {70 — p3}
e tale che |DC| < 4/p, e (] < 8/(3p2) otteniamo

// \D(u— k)_|dwdt < 7// (u— k)2 (IDCP + ¢C)dadt
Q;n/g(ymTO) o (y077—n)

56 k2
< ’y? ? |on(y0a TO)|7

o
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e quindi

//Q | Du|?dzdt < 72”53—6k2 Py (2.18)

po/2(¥osTo)

Grazie alla Proposizione 2.3.4 si puo mostrare che

{00 €@ ptmmluten > Y > vag sl 219

dove v & determinata in corrispondenza delle scelte uy = w =k, 0 = 1,
p=po)/2,0=1-2"¢"1 a=0"1(1-3-275"2). Infatti, se (2.19) non fosse
vera si avrebbe

3 i
U< ZM7 m on/4(y077—o)~

In particolare, u(y,, 7o) < %M, che pero contraddice (2.16).
Si noti che per le scelte fatte il valore di v in (2.19) dipende (solo) da n, 7, &.

2° passo - Ci proponiamo ora di far vedere che & possibile individuare un
istante ¢ tale che le stime (2.18) e (2.19) valgono a livello spaziale, con il tem-

— _ 2 2
po congelato a t. Precisamente mostriamo che esiste ¢t € (— % +70,—% % +
7'0} tale che

M v
{2 € Kot s ute) = 5| 152t

n—2
/ |Du(z, ) |>dx < a(&) k2,
Ko 2(40) 2

per un qualche o > 0 (che risultera essere v4"*156/(3v)) sufficientemente
grande.
Definiamo i seguenti insiemi

A(t) = {x € K,,/2(Yo)|u(z,t) > %}

2
r={re (-2 +nn] |140] > 51K, 20 |

J =1 re 2 Po\""2 o
a=te | — =2 +17,T |Du(z,t)]"dx < a| = k= 5,
4 Ko /2(y0) 2

con o > 0. Grazie a (2.19), abbiamo

[ 1A®1dt > 11Q;, o070

2
P
s
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Pertanto, possiamo scrivere

To

M@ ol < [, lAld = [ 1A@)a+ /( p A dt

—Ltr, — 28 7o, |\

v ra
<V o 1]+ 21K o(00)| 22

14

2\ -1
_ ps _
=105, oo III(Z2)  + 5105, 12 (0or o)1

da cui segue che

1] > (2.20)

CTA
R

D’altra parte, tenendo conto di (2.18) troviamo

/ 02 / |Du(z,t)|*dzdt < v2"k? p?
(_To'i"’—an"} \JQ KPO/Z(yn)

e, per come ¢ definito J,

(,%Jr-ro,-ro}\Ja Ky, /2(yo)
Po n—2 9 pz
20[(5) ]f }<—Z+Tov7—o:|\‘]a

Pertanto, dal confronto delle ultime due stime abbiamo

2 4n71 2 56
(5 ] o] < £
da cui
2 n
0 4™ 56
Jol 2 22 (1-9=2)
ol 4 7 a 3
. . 4ntl56
A questo punto, a patto di scegliere a = y=—;>>, si ha

2 n
vop P 4™ 56 P
IOJ = I|+]Js| —[TUJ,| > ZEe l<_____)_J
[INJa| =]+ |Jal — [T Uy 24+4: 753 1
_é@_éﬁg_ﬁz
“a\ea Y3 T 1

Scegliendo ora T, ad esempio, 'intervallo ( — % + 7o, —%% + 7'0} si ha che
2
pirv v piv
[0 JuNT| = TN Jo| +|T| = (TN s T}lP @—ﬁ—ﬂ:——
INJoNT|=INJo|+|T|—|(INJa)UT] Llat 3 13
per cui INJ, NT # 0.

3° passo - Applichiamo ora, grazie al passo precedente, il Lemma 2.3.7
(si veda anche 1'Osservazione 2.3.8) all'insieme K, 5(y,) x {t} con A = &L,
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Ricaviamo che per ogni € (0,1) esistono 2* € K, /2(y,), 0 € (0,1) tali
che Ks,, /2(x*) C K, /2(y0) €

> (1= n)Ksp, j2(x7)]. (2.21)

{u(-,f) > %} N Ksp,/2(z™)

Si noti che z* e §, grazie al Lemma 2.3.7, dipendono dalle quantita n, v,
ak?, M, n e dalla dipendenza di v (si veda la fine del 1° passo) e dalle scelte
di « e k si conclude che z* e ¢ dipenderebbero (solo) da e da n,~v,&, M, n.
Di fatto pero, si veda il 2° passo, poiché {u > M/2} = {2u/M > 1} e
k = 2 M si ottiene che, chiamando @ la funzione 2u/M, in t valgono

{a( ) = 10 Ky, 2(0) > 51K 2(0)]

n—2
/ |Dii(x, ) |>dx < a(&) 48+
Koy /2(00) 2

Di conseguenza, applicando il Lemma 2.3.7 alla funzione 4, si ha che z* e
0 sono indipendenti da k e quindi da M e dipendono (solo) da e da n,v, &, n.

4° passo - Il passo successivo consiste nel ripristinare la geometria parabolica
del problema ed estendere la stima precedente ad un cilindro. Consideriamo
I’insieme
Kisp,j2(x™) x (T, + to, to = *(0po/4)?

con ¢ > 0 da determinare. Scriviamo le stime dell’energia per (v — M/4)_,
nel cilindro sopra definito, con una funzione test ¢ indipendente da ¢ e tale
che ¢ = 1in K, /4(2*), ¢ = 0 su 0Ks,, /2(2%), 0 < ¢ < 1e |DC| < 8/0p,.
Per ogni s € (t,t + o], abbiamo allora, usando (2.21),

M 2
[ Y e s
K‘Sﬁo/4(m*) 4 /-
t+to M2
<7/ / (“__) ()| DC|? (w)d di-+
¢ K5Po/2(-73*) 4 /-

Kspo (@ -
2

M M
< 6 [4762(6@,)" + Hu(,t’) < Z} N Kspo ()

2

16

< —@ye? +) (5,00)” :

Poniamo

B(t) = {x € Ks,, 4(a") \ u(z,t) < %} .
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Risulta facilmente

M2 M2 M?
u— — (x,s)dm}/ u——) (z,8)dx > —|B(s)|.
/}(6,)0/4(30*) ( 4 )_ . ( 4 )_ 64

Quindi, confrontando le stime appena fatte, otteniamo

BGs) <4y +m)(0p0) =272 (4722 + )| Koy, a(a®)]

per ogni s € (¢, + to]. Integrando in s abbiamo infine

Per procedere abbiamo bisogno di applicare la Proposizione 2.3.6, in mo-
do tale che v_ (della Proposizione 2.3.6) sia indipendente dalla scelta di
e,n. Pertanto, & necessario che la stima precedente valga in un cilindro
leggermente diverso da quello ottenuto. Supponiamo che £~! sia intero.
Consideriamo quindi una partizione di K L (*) in €™ cubi a due a due

<22 (4ye® + 1) b o(7D] (222)

" i centri di tali

disgiunti e congruenti a K564po (0). Siano xj, j =1,...,e~

cubi. I cilindri {Qsapo x;,t)} costituiscono, a meno di un insieme di misu-

ra nulla, una partlzlone di Qj{po = (z*,1) in sottocilindri congruenti. Dalla
rat

stima (2.22) segue che esiste necessariamente un indice j, tale che

{ M}ﬂstpn(%mﬂ

(altrimenti si giungerebbe a contraddire (2.22)). Osserviamo che, per co-
struzione, QL. (zj,,t) C Q. (Yo, 7o) e quindi possiamo stimare
=re

< 2" (dye® +1) Qm (z;,,8)], (2.23)

osc u < k,
ssn( Tjo,t)

grazie a (2.17) e alla scelta di k. Facciamo anche notare che
Q55Po (x.]o7 E) = Q;S% (x.jo’ 5)7

dove § =t + (e6po/4)?. A questo punto, in corrispondenza delle seguenti
scelte
e6po

1
p:Tv 0:17 ,LL_:O, W:k, a‘zia 022_6_35
dalla Proposizione 2.3.6 otteniamo che esiste v_ = v_(n,v) > 0 tale che se
M _ _ - _
{Ufg?}QO(xjovs) gy—’@m(xjovs) ) (224)
4 4
allora M
wet) > e g in @ (w,.9)

dove
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Fissiamo ora € e 1. Infatti, scegliendo € e n (in funzione di n,~) opportu-
namente piccoli in (2.23), la condizione (2.24) & chiaramente soddisfatta. Si
noti che, poiché abbiamo scelto 7,

§=6(n,v,¢)
e di conseguenza r dipende dalle stesse quantita. Applicando ora la Propo-
sizione 2.3.10 troviamo

M
u(z,t) = A—

T per ogni x € Ko (xj,),

per ogni t € [t* 4 0r2, t* + 0r?]

con 6 che dipende solo da 7, A che dipende solo da « e 9~, 0 (0,0) che
fisseremo. Ripetendo il ragionamento si ottiene che u(x,t) > )\21—1‘/{5 per ogni

x € Ky (z;,), per ogni t € [t* + 0r2 + 0(2r)%, t* + 01> + 0(2r)?], cioe

M
u(z,t) > )\QE per ogni = € Ky, (xj,),
per ogni t € [t* + 5072, t* + 501?]
Iterando si ottiene che

M
u(z,t) = /\m1—6 per ogni « € Kom,(z;,),

, L0 41 4]
perognltet+§r 3 , t* 4+ 0r
dove 4m3_1 = Z;’L:Bl 47. Definendo le quantita (dove m € N ¢ da fissare)
~ o, 4™ —1
o=t 0 —
S +0r 3
m_1
tm = t* 4+ 0712 ,
+0r 3
ricordando (2.16) possiamo riscrivere che
—¢
w(z,t) > AmU=2 " per ogni 2 € Komp(2;,),
(1) 6 Perog 2 (2, ) (2.25)
per ogni t € [$m, tm],
Sceglieremo m e r in modo tale che
2<2Mr < 4, (2.26)

Cio assicurera che, siccome z;, € K1(0), si abbia
Komp(zj,) D Ki1(0). (2.27)
Ricordando che r = 6(1 — s,)/16 e che r < 27™*2 ricaviamo
(1= 50)7 = ()24 > (e0)270m 2% = ()¢ 20
Dalla stima (2.25) e da (2.27) segue allora la stima
u(z,t) > (250)™ (e6)5 27654 per ogni x € K1(0), ¢ € [Sm,tm]-
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Fissato ora un istante co > 0, scegliamo 6 in modo tale che

16 ~
;0<CQ.

In tal modo si ha che

gm—1 o4
<Or*—<-16<c. (2.28)
3 3

Si noti che a questo punto, fissato 9~, si determina anche il valore di A.

Scegliendo £ in modo tale che (A che ora dipende solo da )
26N =1

Sm =t + 0717

ci svincoliamo dalla dipendenza da m, e qualunque scelta di m faremo andra
bene. Sinoti che ora, fissato &, & determinato anche il valore di r. Possiamo
allora scegliere m. Il valore per m sara scelto in modo tale che

2 2

logy — <m < 1+logy —,

r r
cioe in modo tale che valga (2.26). Per la scelta fatta in (2.28) si conclude
che

u(z,t) > co = ()5 27671 per ogni x € K;(0),
per ogni t € [$p, tm] -
Per la scelta fatta di 6, e quindi per (2.28), si ha che
€2 € [Sm,tm] oppure ¢z > ty,.

Nel primo caso avremmo terminato e definendo 7 := ¢, si conlude.
Nel secondo caso possiamo scegliere t € [sy,, t,,] tale che
u(z,t) > ¢, per ogni x € K1(0).
A patto di scegliere 0 piu piccolo si puo supporre che
i + é < cCy.

Infatti sy, < te sy, < 16 0~/3 < co. Basta allora scegliere 6 in modo tale che

A questo punto reiteriamo la procedura applicando ora la Proposizione
2.3.10 (con @ e di conseguenza A, che ora sono fissati) troviamo

u(z,t) = Ao per ogni x € K»(0),
per ogni t € [+ 6,1+ 6].

cont+0 < co. Se ¢a < T+ 0 si conclude, altrimenti la disuguaglianza di
sopra vale in particolare in K;(0), cio¢

u(z,t) = Ao per ogni x € K1(0),
per ognit € [{+ 0,7 +0].
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e reiterando si ottiene
u(z,t) = MNe, per ogni x € K;(0),
per ogni t € [f+ 26,1+ 26].
Con I'ulteriore vincolo che
20 <0
si ha che non si perdono istanti temporali e si noti che in particolare
u(z,t) = Me, per ogni x € K1(0),
per ogni t € [t + 0,7 4 26].
Iterando k volte questa procedura si arriva a
u(z,t) > Nee, per ogni z € K;(0),
per ogni t € [t + 0,7 + k)] .
dove k € un intero per cui
t+k0>co.
Poiché —1 < < ¢s si ha che k dovra essere scelto in modo tale che
1+co<kb
ma anche in modo tale che £ 4 k6 non esca dal dominio. Si noti che

2 co € (0,1
1+cz<a(c2)::{262 022(1 )
Di conseguenza definendo

|3 c2 € (0,1]
Blez) '_{ 3co 6221

si hanno garantiti ’esistenza di un naturale k tale che
a(c2) < k0 < B(ez)

e il fatto che il numero di passi necessari dipende (solo!) da c2 e, tramite 6,
da v e anche da n. g

Locale hdélderianita - Ricordiamo un risultato di locale limitatezza (si
veda [16]) per le soluzioni di particolari equazioni ti tipo parabolico.

TEOREMA 2.3.18. Datip, 7 > 0, u soluzione positiva di uy—div(a(z,t)Du) =
0in R = (—p,p)"x(—7,0) con a matrice strettamente definita positiva, sim-
metrica e di coefficienti L. Dati p' € (0,p), 7" € (0,7), p' > 1 e definito
R = (—p',p")" x (—7',0) si ha che per ogni p > p’ esiste ¢ > 0 tale che

1/p
supu < ¢ (]6[ updxdt) .
R/ R
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Un risultato piu generale per soluzioni non negative dell’equazione del calore
(2.4) & la seguente: per ogni € > 0 esiste v = 7(n,¢) tale che per ogni
o€ (0,1)

1/e
sup  u < %(% |u|® dxdt) . (2.29)
Qo (205t0) (1 —0)72 M@, (zo.to)

Siano (zo,t0) € 2 x (0,T), u nella classe DG(2,T, ) e p tale che K5,(x0) x
(to — p%,to + p*) C Q x (0,T). Allora anche le funzioni v. = v +¢ =
Mp)—u+ecew.=w+e=u—m(p)+¢e,doveec>0e
M(p)= sup u, m(p) = inf wu
(z0,t0)+Qp (zo,t0)+Qp

sono positive in Q;(xo,to) e appartengono alla classe DG? relativa a tale
cilindro. In realtad e possibile prendere ¢ = 0 perché la costante ~ del
Teorema 2.3.16 non dipende da ¢, per cui una volta mostrata ’hclderianita
per v. e w. passando al limite per ¢ — 0 si otterrebbe lo stesso risultato
per v e w. Consideriamo ora il baricentro di @, (x0,t0) ossia il punto Py =
(wo,to — p*/2) e applichiamo la disuguaglianza di Harnack nella versione v)
del Teorema 2.2.3 ottenendo

M(p) —u(Fo) <~ ian;/g(mo,to) [M(P) - u}
u(Py) —m(p) <y ian;/2(mo,to) [U - m(p)]
che sono equivalenti a
M(p) = u(Po) <7 [M(p) = supg- (1, 1) Y]
u(Po) —m(p) <7 [ian;/2(xo,t0) U — m(ﬂﬂ )

rispettivamente. Sommando, si ottiene

0SC, u < 7 0SC, u
Q,/2(@o,t0) ” S v Qp (zo,to) ™"

La quantita 7 := (v — 1)/~ € minore di 1. A meno di scegliere 7 pit grande
si puo supporre anche n > 1/2. A questo punto, iterando il ragionamento
di prima sui cilindri @, (2o, t0) con py = p/2F, si perviene a

o k
Wi 1= 0SC (5 10) U <n OSCQ- (wo,to) Y-
Posto a = — log, 1, risulta quindi
(6%
—ka .. _ [ P .
Wiy S 277N08Co (4 1)U = (7) 08CQ; (o.t0)

Sia ora 0 < 7 < p. Allora esiste k tale che p;, < r < pr_, e dunque

OSCQ: (wo,to)u < OSCQ;Eil(a:O,to)u < (230)

(e} «
< PE—1 \ < 2_T .
= P) 0SCQ- (o t) ¥ S p OSCQ7 (wo,to) U
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Usiamo la stima precedente per provare ora la locale holderianita di w.
Fissiamo un cilindro K = K X [t1,t2] in Qr e siano (z,t),(y,s) € K.
Supponiamo, per fissare le idee, che ¢ > s. Sia p > 0 tale che @, (z,t) C Qrp.
Naturalmente la scelta di p dipende dalla distanza di K da Qp. Set—s < p?
allora, applicando la stima (2.30) con r = v/t — s, otteniamo

r «
lu(z,t) — u(z, s)| < 0SCH~ (.U S (?) 0SCo- (@) ¥+

Supponiamo che u € L>°(Qr) e poniamo M = supg,, u (sarebbe sufficiente
avere u € L (€27)). Abbiamo allora

loc
1) — ulz, s)| < 2M (L;_S) . (2.31)

Se invece t — s > p?, allora (2.31) & ovvia. Lo stesso argomento si puo
ripetere rispetto alle variabili spaziali ottenendo

2|z — y|

u(e, 5) — uly,5)] < 2M (T) | (2.32)

Da (2.31) e (2.32) otteniamo la tesi.



48 S. Fornaro, F. Paronetto

2.4. 1l caso p # 2

Dopo la prima formulazione dovuta ad Hadamard e Pini il contributo piu
significativo & quello di Moser ([16]), il quale dimostra che la disuguaglianza
di Harnack continua a valere anche per soluzioni deboli positive di equazioni
lineari paraboliche in forma di divergenza

up = div(A(x, t)Du),
con coefficienti misurabili, limitati e tali da soddisfare una condizione di el-
liticita uniforme. L’approccio usato da Moser non & strettamente legato alla
linearita dell’equazione. Infatti, seguendo le linee guida di [16], un ulteriore
sviluppo viene dato da Aronson-Serrin e Trudinger ([1, 22]), che esten-
dono la disuguaglianza di Harnack a soluzioni deboli positive di equazioni
paraboliche quasi-lineari
uy — divA(z, t,u, Du) = B(x, t,u, Du) (2.1)
con coeflicienti misurabili, limitati e soddisfacenti le condizioni
A(xvtauvn) N > CO|77|2 - C’
Az, t,u,m)| < 7ln[+C

1l caso p # 2 rimase a lungo irrisolto, non per questioni di natura puramente
tecnica. Infatti, la formulazione della disuguaglianza di Harnack nella ver-
sione classica di Pini e Hadamard ¢ falsa se p # 2. Consideriamo a questo
proposito I’equazione parabolica con il p-Laplaciano

uy — div(|DulP"2Du) = 0. (2.2)
Per p > 2 la funzione (di Barenblait)

1 o \ 7] P
+

con A =n(p—2)+pey =AY (p—2)/p, & soluzione dell’equazione
(2.2), come si puo facilmente verificare. Osserviamo che

plin;r p(z,t) = G(x,t)

dove G ¢ la funzione definita in (2.6). Per questa ragione, spesso ci si riferisce
alla funzione I'y come soluzione fondamentale dell’equazione (2.2).
Vediamo ora come una stima analoga a (2.1) non pud valere poiche I'y ¢ a
supporto compatto nella variabile spaziale. Consideriamo un punto (z, to)
sulla frontiera del supporto di I'y, cioe tale che

P p—1
(BT e EA[2)°
= = , cioe ==

PR /A Lw
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Al tempo tg — p? la funzione I',, & positiva se

D
2\
1>’Yp((t0_pp)1/)\ I

|| _ [to —pp}% .
|0 to

Ora, per € B,(x) ¢ possibile trovare (xg,tp) e p per cui tale disugua-
glianza e verificata, e cio implica

cioe se

sup I'p(z,to —pP) >0, mentre I'y(xo,t0) =0.
By (z0)

La difficolta nel trattare equazioni del tipo (2.2) scaturisce dal fatto che si
presenta una disomogeneita tra spazio e tempo. Di fatto, per le classi di
funzioni (p > 1)

u e L2 (Q x (0,T)) N C([0,T); LV, () N LY

loc loc loc

(0,7; WP ()

loc

per le quali esiste v > 0 tale che

sup / (u — k)L ( )P £)dr
to—0pP <t<to Kp(fl:o)
+ // \D(u — k)< |PCPdadt <
Q, o(zo,to)
<y // (u — k)2 (|DCPP + C¢,)dwdt+
Q, (zo,t0)

b Bt — 0970t — )
Ky (zo0)

vale il seguente teorema (si veda [10]).

TEOREMA 2.4.1. Per ogni costante co € (0,1] esiste v > 0 tale che per ogni
u nella classe sopra definita, u > 0, per ogni (xo,t9) € 2 x (0,T) e p >0
con Ks,(xo) X (to — pP,to + pP) C Q x (0,T), risulta

u(zo,t0) <y Kif(lf )U(ﬂ%to +cap).
p\To

Alla classe sopra definita appartengono le soluzioni dell’equazione
(uwP™), — div (|DulP"*Du) = 0. (2.4)

L’idea per poter considerare le soluzioni di (2.2) & quindi trasformare e
quazione (2.2) in (2.4) tramite il cambiamento di variabili intrinseco alla
soluzione

t tu(x, t)>7P.
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Cio suggerisce pertanto di studiare ’equazione (2.2) non nella geometria
parabolica classica, bensi in una geometria intrinseca alla soluzione u. In
effetti, vale il seguente risultato (si veda [2], capitolo VI).

TEOREMA 2.4.2. Sia p > 2. Sia u una soluzione debole positiva di (2.2)
in Qx (0,T) e supponiamo che u(xg,to) > 0, (x0,%0) € Q x (0,T). Allora
esistono v,c > 1 (dipendenti solo da n,p) per cui, se Qup(xo,to) C Q X
(0,T), si ha

u(xo,to) <7 ir(lf )u(-,to + 0p?)

Bp xo

dove
c

[u(wo, t0)P~2

In [2], si trova la prima dimostrazione di questo Teorema, che usa la rego-
larita holderiana delle soluzioni deboli di (2.2), un principio del massimo e
soluzioni esplicite modellate a partire da (2.3). Il limite di questo approccio,
naturalmente, & quello di non poter essere esteso a equazioni piu generali,
per le quali non si conoscono soluzioni esplicite. Recentemente, in [6] anche
questo ulteriore ostacolo & stato superato con il risultato di un’estensione
della disuguaglianza di Harnack intrinseca per soluzioni deboli positive di
equazioni del tipo (2.1) soggette alle condizioni

A(if,t, Uﬂ?) N = CO|77|p - pr
| Az, t,u,m)| < ylnlP~t + CP1
|B(x,t,u,n)| < Clnp|P~* + CP~1,

con p > 2 e costanti Cy,y > 0, C > 0. Lo strumento principale per la
dimostrazione ¢ dato dalle stime dell’energia, simili a quelle che definiscono
le classi di De Giorgi gia viste, opportunamente combinate con risultati
raffinati di teoria della misura. La novita piu importante riguardo alla
tecnica utilizzata & che non si fa uso, a priori, della regolarita hélderiana di
una soluzione debole. Al contrario, riprendendo I'idea originaria di Moser,
si dimostra che dalla disuguaglianza di Harnack intrinseca discende che ogni
soluzione debole dell’equazione ¢ localmente holderiana.

Per dare l'idea, ci limitiamo a ricavare le stime dell’energia per le solu-
zioni dell’equazione (2.2) (senza tuttavia formalizzare il tipo di soluzione
considerata).

Moltiplichiamo l’equazione (2.2) per —(u — k)_(P, dove ¢ & una funzione
test come nelle classi di De Giorgi, e integriamo su K, x (—6p”, 7], con
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—0pP < 1 < 0. Integrando per parti il termine con la divergenza otteniamo

—// ug(u — k)_¢Pdxdt
K,x(—0pr,7]

=— // |Dul[P~2Du - Du X{(u—k)_>0}CPdxdt
K,x(—0pP,7]

+p// |DulP~2Du - D¢ (v — k)_ P~ dadt.
K,x(—6pr,7]

Riguardo al primo membro abbiamo

// ug(u — k)_CPdxdt = / / (u— k)2 ):CPdtdx >
K,x(—0pr,7] 0pr

>3 [ w-bto T)dw—%/ (u— k)2 CP(ar,~0p")da+

P KP

_P // (u — k)2 ¢P~1¢, dadt.
2 K, x(=6pr,0

P

Dall’altra parte abbiamo

— // |Du|p_2Du - Du X{(u,k)7>0}gpd$dt
K,x(—0p?,7]

- // \D(u — k)_[PCPdwdt
K,x(—0pr,7]

e tramite le disuguaglianze di Holder e di Young

// \DulP~" | D] (u = k) P\ dedt <
Kpx(=0p?,7]
1
<1 // ID(u — k) [PCPdadt +
2 Kpx(—=0p?,7]

e / / DI (u — k)P dadt,
K,x(—0pr,7]

con Cp = (ﬁ)p_l. Raccogliendo le stime fatte e prendendo I'estremo
superiore su 7, otteniamo

sup / (u—k)2¢P (2, 7)dx + // |D(u — k)_|P¢Pdxdt <
—0pP<t<sJK K,x(—6pr,0]

P

< / (u — k)2CP (2, —0p7)de 1 p / / (u — k)2 ¢P Cudadt +
K K, % (—=0pP 0]

P
+2C, // (u — k)P |D¢|Pdzdt.
K, x(—0pr,0]

Una stima del tutto analoga puo essere ricavata anche con (u— k)4 al posto
di (u—Fk)—.
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Nel caso in cui 1 < p < 2 le soluzioni di (2.2) possono avere comporta-
menti molto diversi rispetto al caso p > 2. Innanzitutto possono non essere
localmente limitate. Per un controesempio esplicito, con p = 2n/(n + 1),
rimandiamo al paragrafo 13, capitolo XII di [2].

Inoltre puo anche accadere che una soluzione diventi identicamente nulla da
un certo istante in poi, come mostra il seguente esempio.

ESEMPIO 2.4.3. - Si consideri u, = u,(z) > 0 definita in  limitato e sia u
la soluzione dell’equazione (2.2) con dato iniziale u, e condizioni di Dirichlet
nulle al bordo di 2.

Detta z(t) la funzione [, u*(z,t)dx, si ha che

u?(z,t)dr = 2/

udiv(|Du[P~*Du)dz = —2/ |Du|Pdzx .
Q Q

dt Jo

Se p > 2n/(n + 2) si ha che p* > 2 (dove p* & l'esponente di Sobolev).
Usando la disuguaglianza di Sobolev si ha

. p/p*
—2/ |DulPdz < —cq (/ u? dm) ,
Q Q

usando la disuguaglianza di Holder si ha infine che

—cq (/Qup*dx)p/p* < —¢h (/Qu2dx)p/2

e di conseguenza
2(t) < —chz(t)P/?.
Integrando si ottiene, se p < 2,
2(0) P2 < 2(0) P2 — (1 - p/2)t.

Per cui definitivamente z(¢) = 0 e quindi u diventa nulla in un tempo finito.

Alla luce di questo esempio ¢ chiaro il fatto che, ammesso che valga una
disuguaglianza di Harnack, questa non puo valere in un intervallo temporale
che sia indipendente dalla soluzione.

Vale il seguente risultato contenuto in [5].

TEOREMA 2.4.4. Sia u una soluzione non negativa di (2.2) in Q x (0,7T)

con
2n

n+1

Allora esistono delle costanti positive 6,c tali che per ogni (x,,t,) € Q X
(0,T) e per ogni cilindro Qg,(z,,t,) C Q2 x (0,T), dove

R ) )

ct ct

<p<2.

Q) (20, t0) X K (20 (to . [
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st ha che

t,) < inf t
cu(o, to) mell(r,l)(mo)u(xv )

per ogni t € (to — (u(T0,t0))> PP, to + 6(u(z0,t0))? PpP). Le costanti c e
0 tendono a zero sep —2 op — 2n/(n+1).



