Capitolo 12

Applicazioni armoniche

In questo capitolo vedremo che lo studio delle curve geodetiche fatto nella
Sezionell.2 e un caso particolare di uno studio molto piu generale, ovvero
quello delle applicazioni armoniche. Tale studio ha avuto inizio con il famoso
articolo di J. Eells e J.H. Sampson [34] del 1964.

Le applicazioni armoniche, di cui studieremo alcuni aspetti geometrici,
sono soluzioni di un problema variazionale e appaiono in modo naturale, cosi
come le curve geodetiche, in vari problemi di geometria riemanniana. Per
ulteriori sviluppi e approfondimenti sulle applicazioni armoniche si rinvia a
Urakawa [112] e Xin [124].

12.1 1l fibrato vettoriale f~'TM’

Il fibrato vettoriale f~YT'M’ si rivelera utile per lo studio delle applicazioni
armoniche. Sia f € C°(M, M’) un’applicazione differenziabile tra le varieta
differenziabili M ed M’. Poniamo dim M = n e dim M’ = n/. Sia TM’' il
fibrato tangente di M’ con proiezione 7w : TM' — M'. TM' ¢ un fibrato
vettoriale su M’ di rango n' (cfr. Sezione 2.2).

Definizione 12.1. Un campo di vettor: lungo f € un’applicazione differen-
ziabile u : M — T'M' tale che mou = f, quindi u(p) € Ty, M’ per ogni
pe M.

L’insieme dei campi di vettori lungo f, con le usuali operazioni di somma
e di prodotto per numeri reali, ¢ uno spazio vettoriale reale (di dimensio-
ne infinita) che denotiamo con X(f), esso ¢ anche un F(M)-modulo. Sia
(f'TM = Uperr TrwyM'sm, M) il pull back del fibrato tangente TM' via f,
dove

T fTITM — M, Xy — p.

Tale fibrato, indicato anche con f*T'M’, & un fibrato vettoriale su M di rango
n’. L’insieme delle sezioni del fibrato vettoriale f~'T'M’ ¢ esattamente X(f) .
Una sezione X di TM’, ovvero un campo di vettori X € X(M'), induce una
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382 12. Applicazioni armoniche

sezione X di f~1TM’, detto sollevamento di X. La sezione X € X(f) ¢ cosi
definita:

X M— f'TM', p—— X, =Xz = (X 0 f)(p).

Se a € F(M’), il suo sollevamento ¢ la funzione @ = ao f € F(M). Se
Y=aX,sihaY =aX. Se (V, (ya)) ¢ una carta locale di M’, i sollevamenti

dei campi di vettori coordinati % € X(V) si indicano con
0

a—ga UV — TV
r= () 1= ) = (G o )0
o/ 1) \OYa’/ 1) \OYa
(%)azl _____ ., © una base locale per X(f). Sia u € X(f), usando coordinate
locali, poiché il vettore u(p) € Ty, M’, si ha

/

u(p) = ﬁ: u®(p) <%)ﬂp) = (nzl u” o o )(p) e quindi

a=1 a=1 8ya

n’ aa
u‘;“ 0,

dove u®* € F(U) e U & un aperto di M con f(U) CV. In particolare, se

X € X(M’), localmente X = 3" X“%, allora
X:i(X"‘of) 0 :i(Xo‘of)io
a=1 ayo‘ a=1 aya

Sia ora X € X(M). Con f.X denotiamo la seguente applicazione
XM — f7'TM', p—s ([ X)(p) = fip(Xp) € Tf(p)M,;
quindi 7o (f.X) = f. Localmente, posto

n i a L
X:;Xaxi e [*"=Yaolf,
abbiamo
f*po = nzl (f*po)(ya) (i) = nzl Xp(fa) <i)
a=1 ayoe () —1 aya o)
_ n’ n . @ i ] B n' ) 5
=3 (X X0 3 w) (500)0 =2 w5
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dovele w*=3%" X' % sono differenziabili, quindi f, X € X(f). Inoltre,
se A € F(M), dalla formula precedente segue che f.(AX) = Af.(X). Quindi,
abbiamo la seguente proposizione.

Proposizione 12.2. Per ogni X € X(M) e per ogni A € F(M), si ha

£X €X(f) e LX) = ALX.
Localmente:

n’ n ofe P
X =) (Z X ai )%' (12.1)

a=1 “i=1

In particolare:

afe o
axl QZ am’b aga'

Connessione e metrica indotte su f~17M’

Sia ¢’ una metrica riemanniana su M’. La connessione di Levi-Civita V'

di (M',¢") induce in modo naturale una connessione V sul fibrato f~'T'M’.

Sia 2 l'operatore di derivazione covariante (indotto da V') per campi di

vettori lungo curve differenziabili di M. -

Per ogni X € X(M) e per ogni u € X(f), vogliamo definire V yu. Consi-
deriamo 7y(¢) curva differenziabile di M con v(0) = p e 4(0) = X, . Allora,
F(t) = f(y(t)) ¢ un curva differenziabile di M’, u(t) = u(y(t)) € Ty M’ ¢
un campo di vettori lungo 7(t), cioe u(t) € X(%), e fu,Xp = f¥(0) = 7(0).
Dalla (6.4) si ha

(FEDo = (% +Zdyﬁ 0)T"5,(0)) (52) (+(0))

67

e +Z X7 w(p) T <f<p>>) (502) sy

«

. (D'u(t) . .
e quindi ( % >(0) dipende solo da X, e u. Pertanto, si pone:
_ _ D'u(t
(VXu)p = VXPU = V’f*Xpu = ( §t< ))(O) € Tf(p)M/. (12.2)
Nel caso in cui f = o0 : I — M’ & una curva differenziabﬂe si vede

facilmente che V & l’usuale operatore di derivazione covarlante su M’ per

campi di vettori definiti lungo . V si pud anche pensare come l opemtore di
derivazione covariante su M’ per campi di vettori lungo f. Se consideriamo
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0 0 0
u = o0 = a—y&of7 allora u(t) = (8—%) (7(t)) ¢ indotto dal campo di vettori
ai che ¢ definito su un aperto di M’, per cui
Yo

_ g  Dwu(t),.. o 0
Vﬁ(o)@— 3 0=V S

Di conseguenza, dalla (12.2) segue che

-9y o 0 0 o 9 _, 0
(an—%)p = V@(o)a—ya = Vf*xpa—yaa ossia VX(‘?_% = Vf*Xa_ya-

Piu in generale, per ogni Y € X(M’) si ha
(VxY) =V'ixY = (VixY),,

ossia

VxY =V xY. (12.3)

A volte, implicitamente, si usa la notazione
V}*Xf*Y: Vxf.Y VXY € X(M).
Dalla (12.3) seguono
0 -0 -0

VX_;_Ya—ga = VXa_gja + VYa—ga, (124)
_ 0 _ 0
V@Xa_ga = QOVXG_%; (12.5)

per ogni X,Y € X(M) e per ogni ¢ € F(M). Usando le equazioni (12.2),
(12.4), (12.5), si prova facilmente che

Vi X(M) x X(f) — X(f),(X,u) — Vxu,

definisce una connessione lineare sul fibrato f~'T'M’, ossia sono soddisfatte
le seguenti proprieta:

(a) Vxiyu = Vxu+ Vyu, v¢xu = pVxu,
(b)) Vx(u+v) = Vxu+Vxv, Vxou= X(o)u+ oVxu,

per ogni X,Y € X(M), u,v € X(f) e p € F(M). In particolare, la seconda
della (b) segue da:

(Txpu), = V0 = g (0)0)) O = £0)u0) + 0 3 0)

= X, () ulp) + ¢(0)Vx,u= (X(p)u+¢Vxu), .
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La differenziabilita di V xu segue dalle seguenti considerazioni locali.

Se (i)i=1,..n € (Ya)a=1,..n denotano coordinate locali definite rispetti-
vamente in un aperto U C M e in un aperto V.C M’, con f(U) C V, allora
per ogni p € U:

= 9\ _+¢ Y _w 9
(Vi) V()00 i),

arey
=3 (), T
B 7

P %)f(p)
o8
- (Z - (V'i%)of) o)
gt O

ossia

dove FIBL sono i coeflicienti della connessione di Levi-Civita V' di (M, ¢’)
e
Fga = F'ga of = F’lﬁ of = Flﬁ.
Quindi i coefficienti I'}, della connessione V sono dati da:
~ ofr ofP
M = = "0 f. (12.6)

n 3 0@ B 3 8:70,

Scelti arbitrariamente i campi di vettori X € X(M) e u € X(f), essi si
esprimono localmente come

n ) n' 9 4
X = E X’ o e u= E u® 7 con X' u* e F(U).
i=1 a=1 «
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Allora, usando le proprieta di V, si ha

/ ’

Vyu= "Z (u“ vX% + X (u®) ai) ”Z (ua V'f*X% + X (u®) ai)

« 1 ya

a=1 a=

In particolare, per X,Y,Z € X(M), posto f.Z =) u® % con u® € F(U),
si ha

n/

V2 =3 (0t + Y (%))

a=1

,n/

VxVyfoZ = 3 (4 V) x Vi s + X () Vi 52 )

a=1
3 (X () 5 + Y (4 Vhxs )
a=1
Di conseguenza, per ogni p € M, si ha

(= VXS Z+ VvV Z + Vi foZ) = R (FoXp, for¥o) fonZ

p

dove R’ denota il tensore di curvatura di (M’,g’). Pertanto, otteniamo la
seguente

Proposizione 12.3. Se R ¢ il tensore di curvatura associato alla connessione

lineare V, allora per ogni X,Y,7Z € X(M) :
R(X,Y)f.Z = R’(f*X, f*Y)f*Z.

Per ogni u,v € X(f), 'applicazione
glu,v) - M = R, p— gi, (Up, vp),

e differenziabile. Infatti, localmente

o 0

0 0 , 0 0 _ 0 9
)f(l?)) =9 (aya7 8y5> Of(p),

9(5>5)0) = G (5 s (5
(55, 23, 10 (G 0G5y,
ossia

Jap = (g/oéﬁ o f).
Quindi, la metrica ¢’ di M’ induce sul fibrato f~'TM’ una bundle-metric g,
cioé una famiglia di prodotti scalari {g, = ¢}, }pens sulle fibre Ty, M’, che
dipende differenziabilmente da p.
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Proposizione 12.4. Per ogni u,v € X(f) e per ogni X € X(M), sono
verificate le sequenti proprieta:

Vg=0, cio¢c X g(u,v)=g(Vxu,v)+ g(u, Vxv), (12.7)

f[X,Y] =Vxf.Y — Vyf.X. (12.8)

In particolare, la (12.7) ci dice che (fYTM',V,g) ¢ un fibrato vettoriale
Tiemanniano.

Dimostrazione. Sia p un fissato punto di M. Sia (¢) una curva differenziabile
di M con y(0) =p e #(0) = X,. Allora:

Proviamo ora la (12.8). Poniamo
T(X,Y) = f[X,Y] = Vxf.Y + Vyf.X.
Siccome
[(pX, Y] = [ X, Y]+ oX ()Y =Y (9)X e fu(pX) = of. X,
si ottiene
T(pX,Y) =T (X,Y) VX,Y € X(M) e Vp,¢ € F(M).

Quindi, per provare la (12.8) ¢ sufficiente provare che T(X,Y) = 0 per X =
0/0z; e Y = 0/0z;. D’altronde [0/0z;,0/0x;] = 0, percio basta provare che

_ 0
Vo fimz—

oz, " O j

0
8;1:Z- ’

Vot

Siccome, come gia osservato,

off 0 WAV
8% Z ox; 6@6’ 3ya :Z oz, ( 9 aya>of7
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si ha

_ 82]('04 a afoc _
c— 9
VB(Z' f* 8$j Z (afljl ax] aya (9233 v a?j )

& e 0 Kafaft
N ; (890,6% 0Ya +; Oz, 8_@ (V%%> of) ’

e quindi
) _ "L Of 0f°
P 9 I5) / el
Vol -V ld= Y GG (Voo =9y )0 s
“Lofe aff a2 o
Oz; Ox; [@’ %] =0
a,B=

12.2 Energia di un’applicazione

La norma di Hilbert-Schmidt

Siano (E, g), (F,¢") due spazi vettoriali Euclidei di dimensione n e n' ri-
spettivamente, e sia Hom(FE, F') lo spazio vettoriale reale di tutte le appli-
cazioni lineari da F in F. Per ogni ¢,v € Hom(E, F) = E* ® F poniamo

< (ba 7/} >pi= Z?:l 9/(¢€z’7¢6i)7
dove (ey,...,e,) € una fissata base ortonormale di E. La precedente defini-
zione non dipende dalla scelta della base ortonormale. Infatti, se (vy,...,v,) e
un’altra base ortonormale di £, allora vy =37 | ajre;, dove A= (ay) €
O(n), e quindi

n

D g (G vo) =Y Y awag(dei, ve;)

k=1 k=1 ijfl
= Z Z Qi (ij ¢6za¢6j)
i,j=1 k=1
=Y b g (eie;) = > g (dei, ve).
ij=1 i=1

Si dimostra facilmente che <, >y & un prodotto scalare su Hom(E, F), e

ol = (< 6,6 >n)?

e la norma di Hilbert-Schmidt dell’applicazione lineare ¢ .
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Lemma 12.5. Siano dati ¢ € Hom(E, F), {e;}iz1...
male di E e {0, },—1, ., un’arbitraria base di E. Poniamo h = ¢*¢', e; =
Dot @i Ory gy = 9(0;,05), hij = h(0;,0;), A= (a;), G=(9;5), G ' =
(g”) e H = (hy;). Allora:

n

(a) Gl=A 'AT; cioe gij = Z Qir A Z Qir Qjr;

r=1
(b) [lol* = Z 49 ¢ (001, 60;) = S g9 hyy = tr (G H) = tr L,
1,7=1 1,7=1

dove Ly ¢é l'endomorfismo di E definito da (¢*¢")(v,w) = g(Lyv, w).

Dimostrazione.

n

t
5z‘j 61763 E Qi Qpj Gkh = E ( Q. gkh)ahj

k,h=1 h=1 k=1

= Z cnap;, (dove C = (¢;p) = AT . @).

Dunque, AT - G - A = I,, da cui segue che G = (A7) A~ =(A.- AT) !
quindi G~'= A -AT. Di conseguenza, tenendo anche conto che h ¢ la forma
bilineare su E definita da h(v,w) = ¢'(¢v, pw), si ha

lglI* = Zg dei, de;) —Z Z Qi Qi ' (60, $0.)

=1 r,s=1

== Z Z Qg asz ¢ar7 ¢a Z gTs / ¢a7“7¢8 )

rs=1 i=1 k,h=1
=Y (@) =tr(g7(¢"9)) = t2(G'H).
k,h=1

]

Energia di un’applicazione tra varieta riemanniane

Introduciamo ora il concetto di energia di un’applicazione differenziabile
tra varieta riemanniane. Sia f : M — M'un’applicazione differenziabile
tra le varieta Riemanniane (M, g) e (M',¢') con dim M =n e dim M’ = n'.
Ricordiamo che la prima forma fondamentale di f ¢ data dal tensore f*¢’
che & un tensore doppio covariante simmetrico semidefinito positivo su M.
L’aggiunta del differenziale f,, : T,M — Ty, M' & l'applicazione lineare

ip : Tf(p)M/ — TpM
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definita da
gp<U7 ::pq/) — g}(p)(f*pv, ’Ul) Yoée TpM e Vv e Tf(p)M/.

Sia Ly il tensore simmetrico di tipo (1,1) che corrisponde, rispetto a g, al
tensore f*¢’ di tipo(0,2). Allora, per ogni v,w € T,M si ha

9p((Ly)pv,w) = (f*9')p(v,w) = g}(;;)(f*pvv fapw) = gp(fy frpv,0).
Quindi, Ly ¢ definito dall’endomorfismo f!, o f., : T,M — T,M.
Definizione 12.6. Densita di energia di f € 'applicazione reale
e(f): M—R, pre(£)p) = Ll full

dove || f.p|| denota la norma di Hilbert-Schmidt del differenziale f,,, a volte
indicato anche con (df),.

Per quanto visto prima, la definizione di || f.,||* non dipende dalla scelta
della base ortonormale di 7,M. D’altronde, se {e;} ¢ una base ortonormale

locale di campi vettoriali su M, risulta

n

||f*p“2 = Z g}(p) (f*p(eip>a f*p(eip)) = Z (f*g/)<€i7 ei)(p)

= =1
=tr(g™" [*9) (D).
Quindi,

1 1
() = 5 I = 5™ £2') = 5 iny () = 5 Ly

Consideriamo un sistema di coordinate locali (x;);—1 ., definito in un

aperto U C M, un sistema di coordinate locali (ya)azlj: ::::: n definito in un
aperto V' C N, con f(U) C V, e una base ortonormale locale {e;} di campi
di vettori definiti in U. Allora, tenendo presente la (b) del Lemma 12.5, si
ottiene

n

o) = 3I71P =3 3 ¢ (Fulen). folen)

k=1
, B B
-3 2 o (1(5) # (o))
SIS
. Zl (z oo o 1)),

Pertanto, I'espressione locale di e(f) e data da:

n N m 9fe 9 8
=3 X (X 5 wuon) 20
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In particolare, e(f) € F(M).

Definizione 12.7. Siano (M,g),(M’,¢’) due varieta riemanniane, con M
compatta, e sia f € C*°(M,M’). L’energia di f & l'integrale di Dirichlet di

I
1 1
E(f):/M e(f)vg:§/MHf*szg:§/M trLsv,, (12.10)

dove v, e l'elemento di volume standard di (M, g), espresso localmente dalla
n-forma differenziale vy = /g dzy A --- Ndxy, g =det(g,;).

Si osservi che E(f) >0 e
E(f)=0 << [|f.]| =0 <= f. =0 < [ = cost.,
dove nell’ultima equivalenza si sfrutta il fatto che M e connessa.

un’applicazione differenzia-

Osservazione 12.8. Sia f : (M ) — (M',q")

g) — (M g) un’immersione isometrica.
,g), allora
tr

bile con M compatta, e sia i : (M
Se poniamo f:=io f:(M,g) — (
of (") =trgf* g

try f* g =trg(io f)* g =

E(f) = E(f).

9
llor

Quindi

Osservazione 12.9. Sia f : (M, g) — (M', ¢') un’applicazione differenziabi-
le con M compatta, e sia g una metrica conformea g: g = Ag con A € F(M),
A > 0. Se {e;} & una base g-ortonormale locale di campi di vettori su M,

{é; = (1/v/N)e;} & una base g-ortonormale e v; = A2v,. Allora,

* 1 *
trgf*g’ Zg futi, f.85) = AZg (Fueir fuei) = trgfg, e
1 " i
E3(f) = §/M/\(2 Ytr, fg v,.

In particolare, se M & una superficie (n = 2), 'energia di f & un invariante
conforme della metrica ¢:

Eg(f) = Ey(f)-

Se n > 2 e g ¢ una metrica omotetica a g, cioe A ¢ una costante, allora

E5(f) = NsT1E,(f).
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12.3 Applicazioni armoniche ed equazioni di
Eulero-Lagrange

Siano V e V' le connessioni di Levi-Civita di (M, g) e di (M’, g¢’) rispet-
tivamente e sia f € C°(M, M'). Ricordiamo che n =dimM e n’ =dimM’.
11 differenziale d f si puo pensare come un tensore di tipo (1,1) su M a valori
in fYTM:

df : X(M) = X(f), X = df(X) = f.X.
La seconda forma fondamentale di f ¢ un tensore, che si denota con Vdf, di
tipo (1,2) su M a valori in f~1TM’:
(Vxdf)(Y) :== Vx .Y = fu(VxY) = V) x .Y = f.(VxY).
La forma Vdf generalizza la nozione di seconda forma fondamentale per
immersioni isometriche. Il valore di (Vd f ) (X,Y) in un punto p € M dipende
solo dai vettori X, ,Y, € T,M. Inoltre, dalla (12.8) segue che (Vdf)(X,Y)
e simmetrica e quindi ’applicazione
(Vdf), : T,M x T,M — Ty M’
¢ bilineare e simmetrica. L’applicazione f si dice totalmente geodetica se

Vdf = 0. Se v(t) ¢ una curva differenziabile di M, posto ¥(t) = f(v(t)),
dalla definizione di Vdf, si ha

(VAf), (10, 4(1) = Vi [3(1) = fu( Va3 (t) = Dd—? - f*(%)-

Da questa formula segue che f ¢ totalmente geodetica se, e solo se, f tra-
sforma geodetiche di M in geodetiche di M.

Consideriamo ora I'applicazione 7(f): M — f~'TM’ cosi definita

n

T(f)(p) = te (VAf)(p) = Y (Vdf)plei er) € TyM', (12.11)

i=1

dove {e;}i1,.» € una base ortonormale di 7,M. Il campo di vettori 7(f) €
X(f), definito dalla (12.11), si dice campo di tensione di f.

Definizione 12.10. Un’applicazione differenziabile f : (M, g) — (M, ¢’) si
dice applicazione armonica se 7(f) = 0.

Si noti che per i fisici un’applicazione armonica ¢ un “o-model” (cfr., ad
esempio, [38]).

Esercizio 12.11. Sia f : (M, g) — (M’,¢') un’applicazione differenziabile e
sia ¢ una metrica conforme a g: § = Ag con A € F(M), A > 0. Si determini
la relazione tra il campo di tensione di f : (M,g) — (M',q¢") e quello di

fi(M,g) — (M, g").
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Espressione locale di 7(f)

Consideriamo un sistema di coordinate locali (z;);—1 ., definito in un
aperto U C M, un sistema di coordinate locali (y,)a=1,. s definito in un
aperto V. C M’, con f(U) C V, e una base ortonormale locale {e;} di campi
di vettori definiti in U. Poniamo ey = > | a;,(9/0x;), ay € F(U). Allora,

T(f) = Z (Vdf) (ex, ex) = Z Z@zk@]k (Vdf) ( aixj)

k=1 4,j=1 =

_Zgw(v f——f( axiaij))

i,7=1
Usando le proprieta delle connessioni V, V e la (12.6), si ha:
_ 0 of
Varlf 8:6] (Z Ox; 8ya)

o?fy 0 of* 0
Z (0$ 0T aya °of+ 8953 vﬂzl Gya)

~

MR f 9 of =, 0

B Z « 00 dy, oS ot dx; Pl Ay, °f
PP oo 0
ng o, ayy +a’%la—%a—%(lﬂga0f)a—%0f,

1o ) = 1T i) = I S0 () )

= ;F?j(p)f*p<a_xk>p - ;F ( )g];k (p)<ayv)f(p)

Di conseguenza, otteniamo

Zg”< ol - f*<vaiaij)>

7,j=1 i

e quindi

- n'  n y a f’Y 6f
- Z Z g° (83:18% ;F” 8xk) ay7

’y—lz'j 1

af* o 0
ol AT

a,B8,y=11,j=1
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Siaora ¢ € F(M). Ricordiamo che se A & I'operatore di Laplace-Beltrami
di (M, g), allora (cfr. Appendice B):

n 2 n
A = —tr(Vdyp) = —tr V2 = = 9“< oy > FZS_Z)
k=1

8@-830]-

ij=1

e quindi risulta

() = tr(Vdy) = —A.
Ricordiamo inoltre che il campo vettoriale Vi) = gradiy, cioe il campo di
vettori duale (rispetto alla metrica g di M) del differenziale di 1, localmente

¢ dato da:
"o 0
Vi = E qg¥ 4 —

dx; 0
i.j=1 i 0%

Pertanto, la formula (12.12) diventa

= of*o 0
(f) = Z(AJ”—OH > Y i on o
J Y

a,B8,v=11,j=1
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a,f=1

e quindi abbiamo il seguente teorema.

Teorema 12.12. Un’applicazione differenziabile f tra le varieta riemanniane
(M,g) e (M g") é armonica se, e solo se, valgono, per ogni v = 1,...,n/, le
sequenti equaziont di Fulero-Lagrange

—Af+ Z Z ( gﬁ: g‘i (I, f)) = 0. (12.13)

a,f=11,7=1

Questo ¢ un sistema di n’ equazioni differenziali ellittiche quasi lineari del
secondo ordine nelle incognite f*,..., f* (funzioni componenti locali di f).
Quasi lineare significa che I'equazione differenziale ¢ lineare nel termine con-
tenente le derivate parziali del secondo ordine. La parte principale ¢ 'o-
peratore di Laplace-Beltrami (da cui lellitticita). La parte non lineare ¢
costituita da polinomi di secondo grado nelle derivate parziali prime di f.
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12.4 Esempi di applicazioni armoniche

Applicazioni armoniche appaiono in modo naturale in vari problemi di
geometria riemanniana. Di seguito vediamo alcuni esempi.

Esempio 12.13. Applicazioni costanti

Il piu semplice esempio di applicazione armonica ¢ un’applicazione costante.
Se f:(M,g9) — (M',¢') ¢ un’applicazione costante, allora f,, = 0 per ogni
p e quindi 7(f) = tr(Vdf) = 0. Si noti che nel caso compatto, le funzioni
costanti danno il minimo assoluto per ’energia.

Esempio 12.14. Funzioni armoniche

Sia f € F(M). In questo caso (M, ¢') e la retta euclidea, f* = f, FZB =0
e quindi le equazioni di Eulero-Lagrange (12.13) danno Af = 0. Oppure, si
puo notare che in tal caso risulta 7(f) = —Af. Quindi,

f € applicazione armonica < Af =0,

dove A e l'operatore di Laplace-Beltrami. Se f : M — R", allora f =
(f1,.--, fa) e quindi f & un’applicazione armonica se, e solo se, le funzio-
ni componenti f; : M — R sono applicazioni armoniche. Questo esem-
pio giustifica il nome di applicazione armonica dato per un’applicazione

f:(M,g) — (M',g") con7(f)=0.

Esempio 12.15. Curve geodetiche

Sia I = (—e,e), € >0 un intervallo di R esia f =0 : I — (M',¢') una
curva differenziabile di M’. In questo caso (M, g) € un segmento euclideo.
g7 =g'" =1, f* = y*(t) (funzioni componenti di 0), (z1, ..., x,) = (t), T}, =
0 e quindi le equazioni di Eulero-Lagrange (12.13) diventano:

Py s dy® dyP
()22~
dt2 +QZB aﬁ()dt dt ’

che sono le equazioni differenziali che definiscono le curve geodetiche di M.
Oppure, piu geometricamente, basta osservare che

d d\ Do N Do
a’@)— n —"*(V%@—E’

dove &(t) = o, (%) ¢ un campo di vettori lungo f = o. Quindi,

(o) = tr(Vdo) = (V do) (

o(t) ¢ una applicazione armonica < o(t) ¢ curva geodetica di M’.

Esempio 12.16. Isometrie e metriche armoniche
Sia f: (M,g) — (M',¢') un’isometria. Allora

(Vdf)(X,Y) =Vx .Y = fL.VxY = V' x .Y = .VxY = 0.
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Pertanto, 7(f) =trVdf = 0 e quindi f ¢ armonica. In particolare I'identita
I: (M,g) — (M,g) ¢ un’applicazione armonica. Se g ¢ un’altra metrica
riemanniana su M, Uidentita I : (M, g) — (M, g), in generale, non & un’ap-
plicazione armonica, se accade che anche in tal caso I e armonica, allora si
dice che g € una metrica armonica (cfr. [24]).

Se g & conforme a g, § = €*/g, f € F(M), in tal caso il campo di tensione
dil:(M,g)— (M,g) e dato da

T(lg5) = (2=n)V/,

dove V f e il gradiente di f. Per ottenere la suddetta formula, basta applicare
la formula della connessione di Levi-Civita della metrica § = e*/¢ (cfr. Eser-
cizio 6.50). In particolare, in dimensione 2 ogni metrica conforme ¢ armonica.
Se n > 2, una metrica conforme ¢ armonica se, e solo se, ¢ omotetica.

Esempio 12.17. Immersioni minimali

Sia (M, g) una sottovarieta riemanniana di (M’, ¢’) con immersione isometri-
ca f: M — M (quindi f*¢" = g). Poiché f,, : T,M — f,(T,M) C Ty M’
¢ una isometria, f.,(7,M) si puo identificare con T, M e f,, X, con X,. Piuin
generale, poiché un’immersione e localmente un imbedding, f,X si puo iden-
tificare localmente con X. Quindi, localmente X(M') = X(M) @& (X(M))*+
e

TypM' =T,M © (T, M)*.
In questo caso I'equazione (Vdf)(X,Y) = V;  f.Y — f.(VxY'), che riscrivia-
mo come
VLY = VxY + (Vdf)(X,Y),
¢ esattamente l'equazione di Gauss per 'immersione f, dove (VxY'), € T,M
¢ la componente tangente e (Vdf)(X,Y)(p) € (T,M)* & la componente
normale di (V&Y)p. Pertanto, il vettore curvatura media dell'immersione
¢ 1 1
H(p) = — t(Vdf)(p) = —7(f)(p),
e quindi:
f e un’applicazione armonica <= f e un’immersione minimale.
In particolare se (M’,¢') = (R™, go) ed f = (f1, ..., fm) : (M,g) — (R™, go) &
un’immersione isometrica, allora
Af =(Af - Afm) = =(r(f1), . 7(fm)) = =7(f) = —nH
e quindi Af = —nH.

Esempio 12.18. Sommersioni riemanniane
Siam: (M',¢") — (M, g) una sommersione riemanniana (suriettiva).
Proviamo che:

T & armonica se, e solo se, le fibre sono sottovarieta minimali di M’ .



12.4 Esempi di applicazioni armoniche 397

Poniamo dimM = n e dimM’ = n’ = n + k. Ricordiamo (cfr. Sezione

4.3) che le fibre M, = 7~ !(7(p)) sono sottovarieta riemanniane di (M’, ¢’)
con la metrica indotta e kerm,, = T,M, = V,M' sottospazio verticale tan-
gente alla fibra. Sia {eq,...,e,, €411, ..., €y } una base ortonormale locale di
X(M'), dove {ey,...,e,} ¢ sollevamento orizzontale di una base ortonorma-
le locale {vy,...,v,} di X(M). Quindi, {ei,...,e,}, ¢ base del sottospazio
orizzontale H,M' e {en1, ...,en/}p ¢ base del sottospazio verticale V,M’,
T,M' = H,M &V,M', H,M' = (V,M')*. Siccome T, 11 = ... = T =0
e (cfr. Esercizio 6.62)

, .
Ty (Veie,-) =V, = VT, perogni i=1,..n,

per il campo di tensione di 7 si ha

r(m) = Y (Vewemaes = mVher) = —m (i Vies).

n/

Quindi 7(m) = 0 se, e solo se, il vettore > " ., V| e; ¢ verticale, cioe¢ la
sua componente orizzontale ¢ nulla. D’altronde (cfr. Sezione 6.8) il vettore

curvatura media della fibra M, ¢ dato dalla proiezione di (1/k) Z?;n 11 Ve
sul sottospazio orizzontale (cioe sull’ortogonle dello spazio tangente alla fibra
che ¢ verticale). Pertanto, m ¢ un’applicazione armonica se, e solo se, le fibre
sono sottovarieta minimali di (M, ¢).

La fibrazione di Hopf 7 : S*"*! — CP" ¢ una sommersione riemanniana
e il campo di Hopf & ¢ tangente alle fibre 7—!(7(p)) per ogni p € S?**!
(cfr. Sezioni 9.3, 9.5). D’altronde &, & unitario e di Killing, quindi geodetico.
Di conseguenza le fibre sono curve geodetiche e quindi sottovarieta mini-
mali di S*!. Pertanto, la fibrazine di Hopf ¢ un esempio di sommersione

TIemanniana armonica.

Esempio 12.19. Applicazioni olomorfe

Sia M una varieta complessa di dimensione complessa n. Indichiamo con
(2 = xj + \/—_19j),j = 1,...,n, un sistema di coordinate locali complesse
definite su un aperto di M. Il tensore J : X(M) — X(M) definito (in
termini di coordinate locali) da

0 0 0 0
J—=— J—=—-——
dr;  Oy; j
e la struttura quasi complessa (naturale) di M. In generale, una struttura
quasi complessa su una varieta differenziabile & un tensore J di tipo (1,1)

tale che J? = —I. Un’applicazione differenziabile f tra due varieta complesse
(M, J)e (M, J) ¢ olomorfa se, e solo se,
J'of,=f.old

Ricordiamo (cfr. Sezione 4.5) che una metrica riemanniana g su una varieta
complessa M e detta hermitiana se

g(JX,JY) = g(X,Y), VX.,Y € X(M).
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In tal caso (M, J,g) ¢ detta varieta hermitiana. Una varieta hermitiana
(M, J,g) ¢ detta di Kdhler se la 2-forma fondamentale 2 = g(-, J-) ¢ chiusa,
cioe d©2 = 0. Inoltre, una varieta hermitiana (M, J, g) ¢ kdhleriana se, e solo
se,

VJ =0, ossia VxJY =JVxY VXY € X(M),
dove V ¢ la connessione di Levi-Civita di (M, g).

Teorema 12.20. Ogni applicazione olomorfa f : (M, J,g) — (M',J',¢")
tra due varieta kahleriane e un’applicazione armonica.

Dimostrazione. Consideriamo su M una base ortonormale locale di campi
vettoriali del tipo (e;, Je;), j =1,...,n =dimcM. Allora,

7(f) = tr(Vdf)
= > {(Vaf)(es.e) + (VAf) ey, Je))}

= Z {@ejf*ej - f*Ve].ej + vjejf*Jej — f*VJe].J€j} .

j=1
Applicando le proprieta indicate in parentesi, si ottiene

Ve, fde; = Ve, J fie; (f ¢ olomorfa)
= J'Vy.fe; (M &diKahbler)
= J (Ve fude; + filJej,ej])  (vale la (12.8))
= V. J'fiJej+ J f.Jejej] (N & di Kahler)
= V., f.J%e;+ J f[Jejej]  (f & olomorfa)
= =V, fie;+ T f[Jej €],

Analogamente, si ottiene

f*v.]ej Jej == f*JVJejej (M e di Kahler)
= fod (Ve,Je; + [Jej,e;]) (V& simmetrica)
= [V, Je; + J' fu[Jej, ;] (f & olomorfa)
= —f*Vejej -+ J'f*[Jej, ej].
Di conseguenza,

Vjejf*Jej - f*VJej J@j = f*Vejej - vejf*ej
e quindi 7(f) = 0. O
Esempio 12.21. Applicazione prodotto

Consideriamo la varieta riemanniana prodotto (M; x My, g1 X go), la varieta
(M',¢") e un’applicazione differenziabile



12.5 'Tensione di una composizione 399

fo(Myx My, g1 % g2) = (M',g), (p,q) = f(p.q)-
Assumiamo che f sia armonica rispetto a ogni singola variabile, cioe,

fr:(My,g1) = (M’ g').p—= f(p,@) e fo:(Ma,g2) = (M',g'),q— f(P.q)
sono armoniche. Fissata una base ortonormale locale {e;, e, } di X(M; x M)
con {e;} base locale di X(M;) e {e,} base locale di X(M), si ha

7(f) =Y _(Vdf)(ejie;) + D (VAf)(earea) = T(f1) + 7(f2) =0,

J

quindi f ¢ armonica. Sia ora G' un gruppo di Lie con una metrica riemanniana
bi-invariante. Allora, le traslazioni ¢, : G — G,z — -y e ¢ : G —
G,y — Z-y sono isometrie e quindi applicazioni armoniche. Di conseguenza,
l'applicazione prodotto ¢ : G x G — G, (z,y) — x -y ¢ un’applicazione
armonica.

12.5 Tensione di una composizione

Siano date le seguenti applicazioni differenziabili f; : (M, g) — (M',q'),
fo: (M',g) = (M,§), faofi:(M,g)— (M,§). Per ogni X,Y € X(M):
(Vxd(foo f1))(Y) = Vx foufr.Y — fou f1.(VxY)
= Vi x o friY — faf1a(VxY)
+ [ Vx f1.Y — [2.Vx f1.Y
= foe (Vx f.Y — fi(VxY))
+ Vi pux fof1Y = [V frY
= fou (Vdfl)(X, Y) + @fQ*qufQ*fl*Y
— fouV'p x 1Y
- f2* (Vdfl)(X7 Y) + (Vdf2)<f1*X7 fl*Y)'

Quindi, la seconda forma fondamentale della composizione ¢ data dalla se-
guente formula

Vd(fzo f1) = dfy o Vdfi + (Vdfa)(dfi,df1),

e facendo la traccia si ottiene :

T(fe o f1) = (dfo)7(f1) + tr(Vdfa)(dfi, df1). (12.14)

Dalla (12.14) seguono le seguenti proprieta:
e Se f & totalmente geodetica, 7(fy 0 f1) = (df2)7(f1) e quindi

f1 applicazione armonica = f5 o f; applicazione armonica.
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In particolare, se fy € un’isometria:
f1 applicazione armonica <= f5 o f; applicazione armonica.

e Se f1 € un’isometria, allora 7(f;) =0 e

T(fao fi) = (Vdfa)(f1., f1.)-
Quindi,
f2 applicazione armonica <= f5 o f; applicazione armonica.

e La composizione di due applicazioni armoniche non ¢, in generale, un’ap-
plicazione armonica. Infatti, se M ¢ una superficie minimale di R?® e v :
(—€,+€) — M ¢ una curva geodetica di M, allora I'immersione f, = i :
M — R3 e l'applicazione f; = v : (—¢, +¢) — M sono entrambe applicazioni
armoniche, tuttavia 'applicazione fy o f; : (—¢,+€) — R3 non & necessa-

riamente un’applicazione armonica in quanto J(t) = fo(y(t)) = v(t) non &
necessariamente una curva geodetica di R3.

e Se f1:(M,g) — (M ¢') & armonica e fo : (M’ g') — R & convessa (cioe,
I'operatore hessiano (Vd f2)q : TyM' x T,M" — R ¢ semidefinito positivo),
allora f = foo f1 : (M, g) — R é subarmonica:—A f > 0. Basta osservare che
per f:(M,g9) - R, —Af = 7(f). Sinoti che la definizione di f : (M, g) — R
convessa ¢ giustificata dal seguente fatto: se y(t) : (—¢,+€) — M & una
geodetica di M, posto FF =0 = fo~vy:(—¢,+€) = R, si ha

¢Fd d d DA(t)
d

T = g0 = 50 = 5540 — £ (C0) = (Va1 (50,50,

eSe fi:(M,g) = (M.g)e fo=1i:(M,g)— (M" ¢") ¢ un’immersione

isometrica, allora
T(Z O fl) = T(fl) + trB(fl*v fl*)

dove B ¢ la seconda forma fondamentale Vdfs e 7(f;) ¢ identificata con
i.7(f1) in quanto i & un’immersione isometrica. D’altronde B(,), e quindi
anche trB(fi,, fi.), definisce un vettore tangente a M"” e ortogonale a M’,
7(f1) € tangente a M’ e 7(i o f1) & tangente a M”. Pertanto:

7(f1) € la proiezione ortogonale di7(i o fi)su M’
(cioe, T(f1) € la componente di 7(i o f1) tangente a M') e quindi
f1: M — M'e applicazione armonica <= 7(i o f1) ¢ ortogonale a M’
L’ultima affermazione significa che
7(io f1)p € (TM")*: C TryyM"” Yp € M.

Si noti che, per M compatta, E(f1) = E(io fi) (cfr. Oss. 12.8).
e In particolare, dal punto precedente segue che se f: M — S™ e
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F=iof:M—S"—=R" p— F(p) = f(p),

allora
T(F) =-—-AF = —(AFl, ...,AFn+1)
e quindi
f: M — S"¢é armonica < 7(F) = —AF ¢ ortogonale a S™

< (AF)(p) ¢ ortogonale aTp,)S™ Vp € M
& (AF)(p) ¢ parallelo a F'(p) Vp eM
< (AF) = A\F per qualche A € F(M).

D’altronde (cfr. Appendice B, Esercizio B.11), ||F||? =1 implica:
1
0= SAIF* = go(F, AF) = go(dF, dF) = A = [[dF||* = A = V[,

dove VF' ¢ il gradiente di F'. Pertanto,
f: M — S"¢& armonica & AF = ||VF|* F

dove [[VF[| = [[dF| = [|df]| = IV F].

eSe fi =i:(M,g) — (M ¢') e un’immersione isometrica e consideriamo
fo: (M g")— (M",¢"), dalla formula (12.14) si ottiene

T(f204)(p) = (df2)p7 (i) + tr(Vdfa),(is, ix)
= n(dfe)p(H,) + tr(Vdfa),(is, ix)

per ogni p € M, dove H ¢ il vettore curvatura media dell’immersione
i M — M.
e Serm: (M,¢g) — (M,g) & una sommersione riemanniana armonica e

f:(M,g) — (N,h), allora (cfr. [103]):
f e armonica <= fom: (M’ ¢)— (N,h) ¢ armonica.

12.6 La 1% formula variazionale

In questa sezione studiamo le applicazioni armoniche come punti critici
del funzionale energia.

Definizione 12.22. Sia f € C*°(M, M'). Una variazione di f & un’appli-
cazione differenziabile

O:(—g,e) x M — M', (t,p) — ®(t,p) = fi(p), tale che

®(0,p) = folp) = f(p).
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Quindi {ft M — M’}tel, I = (—¢,¢), ¢ una famiglia di applicazioni
differenziabili da M in M’ con fy = f. Per un fissato p € M,
() : I — M’ t— fi(p),

¢ una curva differenziabile di M’ . Di conseguenza,

aft aft d . / /

5 P o 0) = (H0).(5) = W) € Ty Ju(w)
definisce un campo di vettori lungo f;, cioe % € X(f;). Il corrispondente
campo variazionale di f € il campo di vettori

: A . , o
Vipr— B (p) = %(0) € TyyM’, quindi V' € X(f).
0

Si noti che, identificato T(; (I x M) con T,R x T,M, il campo V ¢ dato

V(p) = ()0 ((%)(;%) = () op) (%)(M?

dove (%)(t,p) estende in modo canonico (%)t sul x M:

(2),,-((5))-(2), o0

Analogamente, un campo (locale) di vettori su M si estende in modo canonico
sul x M.

Proposizione 12.23. Sia f € C*(M,N) con M compatta ed M’ varieta
riemanniana. Allora, per ogni w € X(f) esiste una variazione ®(t,p) =
fi(p) di f il cui campo variazionale V = u.

Dimostrazione. Fissato p € M, consideriamo W), intorno totalmente normale
di f(p), cioe W, & intorno di f(p) in M" ed esiste un §, > 0 tale che exp, :
B(0,0,) — exp,(B(0,d,)) sia un diffeomorfismo e W), C exp,(B(0,6,)) per
ogni ¢ € Wy, dove B(0,6,) = {veT,M" : |jv|| <d,}. Poiché {W,} ,, ¢
un ricoprimento del compatto f(M) di M’, esiste un sottoricoprimento finito
Wi, .., W di f(M). Posto § = min{dy, ..., d,}, exp, v ¢ definita per ogni p €
M e per ogni v € Ty M’ con |jv|| < §. Siccome M & compatta, possiamo
definire k = inezﬁ(”up”. Inoltre, considerato un ¢ > 0 tale che ¢ < §/k,

abbiamo
Vie (=) ltupl = It fupll <& llupll < £k =6
e quindi possiamo considerare ’applicazione
O (—e,e) x M — M, (12.15)
(tvp) — (I)(tvp) = ft(p) = epr(p) (tup)
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®(t,p) definisce una variazione di f : fo = f. Inoltre, per p € M, la
curva 7y, 1 (—€,8) — M, t = fi(p) = expyy(tup) = Yo, (1) = Yu, ()
¢ la geodetica di N determinata dalle condizioni iniziali 7,,(0) = fo(p) =
f(P), Y,(0) = u(p). Pertanto, per questa variazione il campo variazionale

Vi) = 0P ) = 5., 0) = ().

]

Ora, sia f : (M,g9) — (M',¢') un’applicazione differenziabile tra due
varieta riemanniane con M compatta. Data una variazione ®(t,p) = { ft} rer
di f e C>®(M,M’"), con M compatta, 'energia E definisce un’applicazione
differenziabile

B(0): 1= (=) =R, 6 D) = B = 5 [ 11" vy

Definizione 12.24. L’applicazione f si dice punto critico dell’energia E se
per ogni variazione {f;} di f :

Teorema 12.25. Sia f : (M,g) — (M',¢") un’applicazione differenzia-
bile con M compatta. Se & = {ft}tel e una variazione di f, allora la
corrispondente prima formula variazionale € data da

dE(t)

dt

t=0

=1@mwmm%, (12.16)

dove § ¢ la bundle-metric su f~YTM' indotta da ¢’ e V ¢ il campo variazio-
nale.

Dimostrazione. Sia {e;} una base ortonormle locale per X(M). La funzione
derivata E'(t) ¢ data da

d 1 d
B0 = 5B =5 [ GIGLIE v

dove
n

d > d
ar | (fe)<ll” = EQ ((fe)«(ei), (fr)«(ei)) -

i=1

Siccome

g ((fe)x(e), (fr)+ () (D) = G,y (fe(eip), (fru(eip))
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59 (-, (R)elen)) = S50 (@) = £ (Buei, D),
e quindi
%9/ ((fo)s(eq), (f)<(e)) = 23 (v%@ei, <I>*e7;> . (12.17)

In queste uguaglianze si ¢ tenuto conto dei seguenti fatti: e; si puo pensare

come un campo locale su I x M, ®.e; € X(®), 2 € X(I x M), ge
la bundle-metric su ®~(TM’) indotta da ¢’, V & compatibile con g (cfr.
(12.7)). Applicando la (12.8) ai campi +, e; € X(I x M), tenendo conto che

[2 e;] =0, si ha:

ETR
(?ag <€ Q)*eZ-) =g (?e@*%,@*ei)

e g( gt *ei) — _( gt Ve, . ez) . (12.18)

dove nell’ultima uguaglianza si ¢ usata ancora la (12.7). Ora, sia X; € X(M)
il campo vettoriale definito da:

8t’

9(X,Y) =g (0. 2,0.Y) VY €X(M)CX(IxM).

Allora,
Z € g (<I>*%, <I>*ei) = ei 9( X, €:)
i=1 i=1
- Zg(VEiXt, ¢i) +9(Xi, Ve.ei)
i=1
= diVXt + Z g(Xta veiei)7
i=1
ossia
S g (02, Bue) =divX, + Y5 (2.5, 0.V,6). (12.19)
i=1 =1

Quindi, (12.17),(12.18) e (12.19) implicano

E/<t)—/ (divXy) v / Zg mt,V D, — Veiel-) Vg.
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Applicando il Teorema di Green (cfr. Appendice B), si ottiene

E(t) = - / (2.2 3" (Vodoer — 0.V.¢,)) v (12.20)
M
Siccome
(CD*%)(OJ,) = V;Dv ((I)*ei) (O,p) = f*ei(p)a (q)*veiei) (0,]9) = [ (Veiei)pv

dalla (12.20), tenendo presente la definizione del campo di tensione 7(f), si
ottiene

—0 /M §<V, ZZZ; (?eif*ei - f*veiei)> Vg
=—/g@wu»%
M

Dal Teorema 12.25, segue il seguente Teorema di Eells-Sampson [34].

Teorema 12.26. Sia f : (M,g) — (M',¢') un’applicazione differenziabile,
con M compatta. Allora:

f € armonica se, e solo se, f e punto critico del funzionale energia.

Dimostrazione. Sia f € C°°(M,M’) armonica, allora 7(f) = 0 e dalla
(12.16) segue che f & punto critico di E. Viceversa, se f € punto criti-
co del funzionale F, allora E'(t);—o = 0 per ogni variazione f; di f. La
(12.16), applicata alla variazione definita dalla (12.15), implica

[ atwrpye, =o (12.21)

In particolare, se consideriamo la variazione di f data dalla (12.15) con
u="7(f),la (12.21) diventa

‘&MdﬁNM%ZO

e quindi 7(f) =0, cioe f € armonica. O

Osservazione 12.27. Un risultato fondamentale nella teoria delle applica-
zioni armoniche ¢ il seguente Teorema di Eells-Sampson [34]: Se (M, g) e
(M',g') sono due varieta riemanniane entrambe compatte e con M’ aven-
te curvatura sezionale non positiva, allora ogni applicazione differenziabile
f:(M,g) — (M g¢") e omotopa a un’applicazione armonica la quale ha
energia minima nella sua classe di omotopia.
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12.7 1l rough laplaciano
Sia (M, g) una varieta riemanniana n-dimensionale. Indichiamo con V la

connessione di Levi-Civita di M. Se V' € X(M), VV si puo pensare come un
tensore di tipo (1,1)

VV : X(M) — X(M), X — (VV)(X) = VyV.

Se S & un tensore di tipo (1,1) su M, la sua derivata covariante ¢ il tensore
VS :X(M)x X(M) — X(M), (X,Y)— (VS9)(X,Y),
che e di tipo (1,2), definito da
(VO)(X,Y) = (VxI)(Y) :== VxS(Y) = S(VxY).
Prendendo S = VV, poniamo per definizione V2V := V(VV), e quindi
(VV)(X,Y) = {Vx(VV)}(Y) = VxVyV — Vg V.

Di conseguenza, se {e;} € una base locale ortonormale di campi di vettori, si
ha

trV2V = Z (V2V) (e, ) = Z {Ve,(VV)}(es)

=Y {VaVeV - Ve, V)
1=1

Definizione 12.28. L’operatore
A:X(M) — X(M), V — AV = —t1V?V,
¢ detto rough laplaciano su M.
La seguente Proposizione estende la Proposizione 9.10.
Proposizione 12.29. Per ogni V,W € X(M) :
Ag(V,W) = g(AV,W) + g(V,AW) — 2¢(VV, VW), (12.22)

dove A ¢ Uoperatore di Laplace-Beltrami. In particolare, se ||V =cost.,
abbiamo -
g(AV, V) = [VV2.

Dimostrazione. Sia p un fissato punto di M. Sia {e;} una base ortonormale
locale di campi vettoriali su M geodetica in p, quindi (Ve;), = 0. Poniamo
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V=3, VkepeW =3, Wke,. Allora, applicando un risultato dell’Esercizio

B.11, si ottiene

Ag(V, W) =Y AV W)
k
- Z{v’mw’f +WRAVE — 2g(grad VF, grad W’“}.
k

Siccome

Z g(grad V*, grad W*) Z g(e:(VMei, e;(WHe;)
k .5,k

= ei(VE)es(W),

ik
Ve W=V, > Whe,

= Z{ei(Wk)ek + W’“Veiek}y
(VW) ) = D (W )er ) ),

si ha

g(VV, VW) (p) => 9(Ve,V, Ve, W) (p)

%

= gle(VFex, es(W")en) (p)

i,h,k

= Z ei(V*)(p) e;(WF)(p)

ik

= g(grad V", grad W) (p).
k

Inoltre, dalle seguenti formule
(AWF)(p) = —(tr V> W") (p)
= = (eeslWH) = (Vees) (W) )

= — Z(eiei(Wk))(p),
S (VA ) = - SV e } o).

k ik

(12.23)

(12.24)
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V., VW = Zk{ei(ei(W’“))ek 4 2e,(WH) Ve en + W’“Veiveiek},

(VeVaW) ) = > {e(eWh)er + W Ve | (),

k

> 9(Ve VW V) () = > {g(ei(e:(W™))ew, Vies) f (v)

1; ihj?k

+ Z{kajg<veiveiek’ ej)}(p)

/[:7j7k

= SV e (e o)

i7j7k

=S VgV, V) )

i7j7k

4 Z{W’“Vjeig(veiek, ej) }(p)

— Z{Vk €; (&(Wk) } (p)
4 Z{kajeig(veiekv ej) }(p)

(
Hk{
S 9(Ve Ve VW) (p) = = > (WEAVF) (p)
z +£:{ka eig(Veer, e }(p)
”i(W’“A V¥ (p)
_i{wwk ei9(Veen ) b o)

%

— Z g(VeiveiVV, V) (p),

7
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si ha
g(AW, V) (p) + g(AV, W) (p) = > _(VFAW*) (p) (12.25)
+)(WEAVF)(p).
La (12.22) segue da (12.23), (12.24) e (12.25). O

Sia f: (M,g) — (M',¢') un’applicazione differenziabile tra due varieta
riemanniane. Indichiamo con {e;} una base ortonormale locale di campi
vettoriali su M. Sia V la connessione indotta su f~*T'M’ dalla connessione
di Levi-Civita di (M’,¢'). Se V € X(f), VV & un tensore di tipo (1,1) su M
a valori in f~1T M’ :

VV  X(M) = X(f), X = VxV.
V2V & un tensore di tipo (1,2) su M a valori in f1T M’ :
V2V =V(VV): X(M) x (M) = X(f),(X,Y) = (V2V)(X,Y),
dove

(V2V)(X,Y) = (?X(vV)) (Y)=Vx(VV)(Y) - (VV)(VxY)
VAV = Vo V.

trV2V & un elemento di X(f),

trV2V . M — fI M, p s tr(V2V),,
dove
tr(V2V), = Z (?eiﬁeiv - ?Veieiv)p

7

= Z (?eip?eiv - vvei eiV) S Tf(p)N.
, i P

L’operatore Ay : X(f) — X(f) definito da
Vi—= AV = —trV2V = =37 (Ve, Ve,V = Vy, ., V),

¢ detto rough laplaciano lungo Uapplicazione f. Se f=1:(M,g) — (M, g),
X(f) = X(M) e Ay & l'usuale rough laplaciano A su M. Piu in generale,
sia £/ un fibrato vettoriale riemanniano su (M, g) con bundle-metric g e
connessione metrica D : X(M) x S(E) — S(E), dove S(F) ¢ lo spazio delle
sezioni di E. Si puo definire il rough laplaciano

D:S(E)— S(E), 0 = Do = —trD?c,
tI'DZO' = Z(DQO') (61', 61') = Z (DeiDeio' — Dveieig) .

K3 3

dove
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Proposizione 12.30. Sia f : (M,g) — ( '.q") un’applicazione differen-
ziabile con M compatta. Per ogm V,w (f) il rough laplaciano Aj
soddisfa:

| s Wy, = [ g0V 9w, = [ gviEw, (220
M M M
dove o - -

GVV,YW) =" GV V.V W), n=dimM.

Quindi, Ay e un operatore simmetrico semi-definito positivo.

Dimostrazione. B sufficiente provare la prima uguaglianza della (12.26). Ap-
plicando la compatibilita di V con g, si ottiene

G(AV, W) Z {3(Ve, Ve V.W) = §(Vy,..,V,W)}

e quindi

JAVI) = =3 {e gV VW) — gV, i)} (122)

i=1
n

+3 gV, V.V W),
i=1
Sia a € A (M) la 1-forma definita da
a:X(M) — F(M), Y — g(VyV,W).
Sia X il campo vettoriale g-duale di «, quindi
g(X.Y) = alY) = g(Vy V. V).

Di conseguenza, applicando la (12.27), si ottiene

divX = dez,vezx Z{ez (e, X) — g(X, Veei)}
— Z {e: g(Ve,V.W) = g(Vy, ., V.W)}
=1

= —g(A VW) + ) g(Ve,V, Ve, W).

7
i=1

D’altronde per il Teorema di Green: [, (divX)v, = 0, per cui dalla formula
precedente segue il risultato. O]
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Il rough laplaciano A & un operatore differenziale ellittico del secondo
ordine. Questo fatto e il risultato della proposizione precedente valgono anche
nel caso del rough laplaciano D definito su un fibrato vettoriale riemanniano
E su M, dove M ¢ una varieta riemanniana compatta (cfr. [114], p. 153;
[124], p. 9). Infine, ricordiamo (cfr. (9.9)) che il rough laplaciano A :
X(M) — X(M) ¢ legato al laplaciano A (detto anche operatore di Hodge-de
Rham ) operante sulle 1-forme (e quindi sui campi di vettori) dalla seguente
formula

A1 = A+ Q, dove Q & I'operatore di Ricci.

12.8 Sezioni armoniche

Sia (M, g) una varieta riemanniana compatta e sia X un campo di vettori
su M. X ¢ una sezione di T'M e quindi si puo pensare come un’applicazione
tra (M, g) e (TM,Gj), dove G5 denota la metrica di Sasaki su TM. L’energia
di un campo di vettori X € X(M) & l'energia della corrispondente applica-
zione X : (M,g) — (T'M,Gs). Quindi, la densita di energia di X ¢ data
da

(X)) = 3 [ Xopll* = L 0r(X*C(p) = 5 ixLx ¥pe M.

=1l,...

T,M — T.TM, z = (p, X,), soddisfa
X*(Eip) = (Eip)f + (VEz‘pX)Zv

dalla definizione di metrica di Sasaki, si ha

n

2e(X)(p) = ) (X"Gy)y(Eip, Eiy)

i=1
- Z gp(E ips B +gp(inpX’ inpX>)
— i+ Y IVEXIE = 0+ [VXE.
i=1
Oppure, determinando Ly si trova Ly = I + (VX)?(VX). Quindi,

1
E(X) = /Me(X) vy = §nvol (M, g) / VX v, . (12.28)

Definizione 12.31. Un campo di vettori X si dice che ¢ una sezione armo-
nica se X : (M, g) — (T'M,Gs) € un’applicazione armonica.
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Teorema 12.32. (di Ishihara [49]) Sia (M, g) una varieta Riemanniana com-
patta e sia X € X(M). Allora X ¢ una sezione armonica se, e solo se, X é
parallelo (cioe VX = 0).

Dimostrazione. 1’applicazione X : M — T'M ¢ un’applicazione armonica se,
e solo se, X & un punto critico del funzionale energia F : C*(M,TM) —
R, cioe, (dE(X;)/dt)(0) = 0 per ogni variazione X,(p) = X(¢,p) di X in
C®(M,TM), quindi con Xy = X. Sia, dunque, X un punto critico di F.
Consideriamo la seguente variazione (di X)

X(t,p): (—e,+e) x M =TM , (t,p) = X(t,p) =(1+1)X,.
Applicando la (12.28), abbiamo

1 1
B(X) = g uvol(M.g) + 5 (140 [ [9X]P,,
M

da cul ricaviamo AE(X
;t D _ (1 +t)/ VX2 v,.
M

Quindi

dB(X)
dt

0= |t:0 = /M||VX||209 implica VX =0.

Viceversa, assumiamo che VX = 0 e proviamo che il campo di tensione di
X ¢ nullo. I campo di tensione 7(X) ¢ un campo di vettori lungo X, percio
7(X), € T.(TM), z = (p, X,). Separando la componente orizzontale e quella
verticale di 7(X) si trova (cfr. [49])

7(X) = {tR(V. X, X) - }¥ + {-AX}V,

dove AX = —trV2X ¢ il rough laplaciano di X. Se X ¢ parallelo, cioe VX =
0, allora trR(V. X, X)- =0e V2X = V(VX) = 0. Pertanto, 7(X) =0e X
O

¢ un’applicazione armonica.

In particolare, un campo di vettori unitario U ¢ una sezione di T1/M e
quindi si pud pensare anche come un’applicazione tra (M, g) e (T1 M, Gy). In
questo caso risulta che U : (M, g) — (11M,G;) € un’applicazione armonica
se, e solo se, AU = ||[VU||?U e trR(V.U,U)- = 0 (cfr. [47]). Ad esempio,
il campo di Hopf ¢ definisce un’applicazione armonica tra la sfera canonica
e il fibrato sferico unitario tangente 77S?" ™ (cfr. [47] ed anche [90],[91]).
La condizione AU = ||[VU|*U caratterizza i campi di vettori unitari come
punti critici del funzionale energia E ristretto allo spazio X!(M), quando non
vuoto, di tutti i campi vettoriali unitari su M (cfr. [121]). L’articolo [121]
¢ il primo di una lunga lista di articoli nell’ambito di questa teoria (cfr., ad
esempio, la monografia [33]).



12.9 La 2% formula variazionale e stabilita 413

12.9 La 2% formula variazionale e stabilita

12.9.1 Forma hessiana dell’energia e I’operatore di Jacobi

Preliminarmente introduciamo alcune notazioni che ci saranno utili nella
formula della variazione seconda di un’applicazione armonica. Tale formula
¢ dovuta a Smith [102] e Mazet [66].

Sia f: (M, g) — (M',¢") un’applicazione differenziabile. Indichiamo con
R’ il tensore di curvatura di (M’, ¢') definito da

R(X,Y)Z = ~V\VyZ + ViV Z + Vix 2.

R'o f. = R'(f., f+) [« & un tensore di tipo (1,3) su M a valori in f~'TN. Per
ogni X,Y,Z € X(M): R (f.X, £.Y)f.Z € X(f), dove

(R'(f X, fY) 1 Z) (0) = Ry (fapXps fipYp) frnZp € Ty M.
Inoltre, dalla Proposizione 12.3, si ha
R(fX,[Y)fZ = =VxVy f.iZ +VxVy [.Z + Vixy [ Z
Consideriamo 'operatore
Ricy : X(f) — X(f), V > Ric;V = —trR'(V, f.) f«.

Se {e;} ¢ una base ortonormale locale di campi vettoriali su M,

tr R (V, fo) fu : M — [T M p s tr (R/(V, fo) fo),,
dove

(R/ V f* f* Z R/ VZ”’ f*Pelp)f*Pelp
Per ogni V.W € X(f) e per ogni ¢ € F(M), l'operatore Ricy soddisfa:
Ricg(¢V) = pRicyV, Ricy(V+ W)= Ric;V + Ric;W,
G (Ric;V,W) = g (V, Ric;W).

Teorema 12.33. (formula della variazione seconda)
Sia f: (M,g) — (M',q') un’applicazione armonica con M compatta. Se

ft§,cp € una variazione di f, allora
d*E(t - _
dti >(0) = —/M g(Vitr(V2V = R(V, f)f)) vy (12:29)

= / g (V, AfV — RZCfV) Vg,
M

dove V' ¢ il campo variazionale.
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Dimostrazione. Sia ® = (ft)tel’ I = (—¢,¢), una variazione dell’applicazione
armonica f : (M,g) — (M’',¢"). La derivata prima FE’(t) ¢ data dalla
(12.20):

E'(t) = —/ (CID* IS (Ve Puei — <I>*Veiei)> Vg
M

Derivando questa equazione, e applicando la compatibilita di V con g, otte-
niamo

E//(t) = —/ %g(q)*gt’ 2?:1 (vel@*ei — Q*Veiei)) Vg
M
- _/ g ?acb*gt,zj;l (Ve, Puei — Q*Veie,-)> v, (12.30)
M

_ /M g<®*%, > ?% (@eicb*ei — QJ*VQ@@-)> Vg

II primo termine della (12.30), per ¢ = 0, si annulla. Infatti, essendo f
applicazione armonica, si ha:
@e@*ei — qJ*Veiei > = ?ei «C; — *Veiei =T =0.
(X (e ) o = 2 (Fasfots = 1.90e5) = ()
Applicando la definizione di R'o f,, la (12.8), e tenendo conto che [Z, ¢;] = 0,
otteniamo

0 €il

VoVl = Vo Vbt + Vg, Buti — B (0.5, 0o ) Dre
= ?eﬁgb R'(Cb*gt, <I>*ei> D.e;
= Ve (Va0 + 0.2 e]) = R (0.2, 0 ) 0o,
= V.V 2R <(I>*§t,(1>*ei> e,

Inoltre, tenendo conto che [, V,,e;] = 0, applicando la (12.8), otteniamo
= i) = 0 _ T )
V%é*veiei :(P [8_ V ]—I—Vve,ei@*a :Vve 61(1)*(%

=0,s

Pertanto, dalla (12.30), per ¢

EH( - / (V Z @eiveiv + ?Vez‘eiv)

si ottiene

+ Z R,(Vvv f*ei)f*ei)vg
i=1

:/ g(‘/,AfV— RinV)Ug
M
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]

Il teorema precedente ci dice che la variazione seconda dell’energia ¢ deter-
minata dal campo variazionale V' lungo I’applicazione armonica e dal tensore
di curvatura di (M’,¢"). Per V € X(f), la forma hessiana dell’energia nel

punto critico f (applicazione armonica) ¢ la forma quadratica (Hess E); su
X(f) data da

d? _
(Hess E);(V,V) = (@E(ft))‘tzo = /M g(V. AV — Ricy V),

dove f;, t € (—e,¢), & una variazione di f il cui campo variazionale ¢ V.
Hessiano dell’energia nel punto critico f e 'applicazione bilineare simmetrica
(Hess E) ¢ definita, per ogni V,W € X(f), da :

(Hess E) s (V, W) = / G (V,AfW — Ric; W) v, (12.31)
M

:/ a(V. I W), .
M

La bilinearita di Hy ¢ riferita alla struttura vettoriale reale di X(f).

Definizione 12.34. L’operatore
Jf : %(f) — %(f), Vi— JfV = (Af — R’in)V,
e detto operatore di Jacobi di f.

Jy ¢ un operatore differenziale ellittico autoaggiunto del secondo ordine con
parte principale Ay. Si possono quindi introdurre le nozioni di nullita, indice,
e stabilita per applicazioni armoniche:

nullity(f):= dim {V € X(f) : (Hess E)¢(V,-) =0, },

index(f):=s,
dove
s=Sup {dim S, S sottospazio di X(f) : (Hess E)(V,V) <0, VV € S}.

Si noti che indice e nullita sono finiti quando M ¢ compatta (cfr. [66]).
Definizione 12.35. Un’applicazione armonica f ¢ detta applicazione armo-
nica stabile se index(f) = 0, cioe

(Hess E);(V,V) >0 VV € X(f),

equivalentemente

d’E(t)
dt?

(0) > 0 per ogni variazione {ft}tel di f.
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Di coseguenza, un’applicazione armonica f ¢ instabile se index(f) > 0, cioe

se esiste V € X(f) tale che (HessE)y(V,V) <O.

Spettro dell’operatore di Jacobi

Poiché J¢ ¢ un operatore differenziale del secondo ordine ellittico e au-
toaggiunto, con M compatta, il suo spettro, denotato con Spec(Jy), consiste
di un insieme discreto (infinito) di autovalori con molteplicita finita:

Spec(Jr) = {(f) < a(f) < ..... <N(f) <.t oo} (12.32)

Ricordiamo che A ¢ un autovalore di J; se
V)\(Jf) = {V S }:(f) : va = )\V} #+ {0}

Va(Jy) € 'autospazio relativo a A, la sua dimensione ¢ detta molteplicita di
A. Nella (12.32) ogni autovalore compare un numero di volte uguale alla sua
molteplicita. In termini di autovalori di Jy, risulta:

index(f) = > o dimVi(f),
nullity(f) = dimVp(f) = dimKerJ,
f e stabile <— X\, >0, Vi=1,2,...
f e instabile <— A\ <0.

Nel seguito di questa sezione viene studiato lo spettro dell’operatore di Jacobi
J¢ per un’applicazione costante e per un’applicazione a valori in un toro.

L’operatore di Jacobi di un’applicazione costante

Sia f: (M, g) — (M’,¢") un’applicazione costante: f(p) =¢q, Vp € M.
In tal caso f e un’applicazione armonica e

X(f) = {V:V(p) € T,M, Vp e M},
Quindi, se {vy,...,v,} ¢ una base di T,M’, possiamo definire V; € X(f),
1 <4 <m =dim M’, ponendo
Vi(p) = v;, Vp € M.

Siccome ogni vettore di T, M’ si puo esprimere come combinazione lineare di
V1, ..., Um, SI ottiene

X(f) ={V=2XL Vi ¢ € F(M)}.
Calcoliamo ora J;V = A;V — Ric; V per un arbitrario V € X(f). Siccome
f € costante, f, = 0 e quindi
Ric; V = —tr R'(V, f.)f. = 0.
Sia Ve X(f), V =Y 1" ©aVa. Siccome f =cost. e V, ha funzioni com-

ponenti costanti, dalla (12.2) segue che VxV, = 0 per ogni X € X(M) e
quindi
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VxV =" (X (0a)Va+ 0aVxVa) = 30 X(0a)Va.
Di conseguenza,

|>|

JV = Z (Ve Ve,V = Vv, V)

=1

[
M:
Ms

(6 € Qoa velez)‘;pa) Va

1 a=1

%

I
NE
M:

(6161 Spa - elei)spa> va

14

(Aggaa) Vo,

1

[
NGEIN

1

Q
Il

dove e; ¢ una base ortonormale locale di campi vettoriali su M e A, &
l'operatore di Laplace-Beltrami di (M, g). Pertanto, abbiamo la seguente

Proposizione 12.36. Se f: (M,g) — (M’,q’), con M compatta, é un’ap-
plicazione costante, allora lo spettro del suo operatore di Jacobi e l'insieme
degli autovalori dell’operatore di Laplace-Beltrami di (M, g) contati m volte,
m = dim M’, ossia:

Spec (Jf) = m x Spec (4,).
In particolare, Spec(Jy) non dipende dal punto ¢ = f(M) € M'. Inoltre,

se consideriamo due applicazioni costanti fy : (My,q1) — (My,g}) e fo:
(My, g2) — (M3, g4), allora:

Spec (Jy,) = Spec (Jy,) & dimM{ = dimM; e Spec A, = SpecA,,.
Siccome
Spec Ay ={0=X <A\ <X <.l <\ <. 1 o0},

dove la molteplicita di Ay ¢ 1 (le funzioni armoniche su una varieta rieman-
niana compatta sono le costanti), segue il seguente

Corollario 12.37. Se f: (M,g) — (M',q’), con M compatta, é un’appli-
cazione costante, allora

index(f) =0 (quindi f ¢ stabile),
nullity(f) = dim V,(f) = dim KerJ; = m =dim M.

La Proposizione 12.36 ci dice che la teoria della variazione seconda di un’ap-
plicazione costante ¢ non banale. Inoltre, l'operatore di Jacobi si puo pen-
sare anche come una naturale generalizzazione dell’operatore di Laplace-
Beltrami Ay: questultimo si puo identificare con l'operatore di Jacobi di
un’applicazione costante f : (M, g) — R.
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L’operatore di Jacobi di un’applicazione a valori in un toro.

Siano (M, ¢g) una varieta riemanniana compatta, (T™, go) un toro piatto
e ¢ : (M,g) — (T™, go) un’applicazione armonica. Intanto, ¢ & stabile
(cfr. Proposizione 12.40). Poiché T™ & parallelizzabile, esistono Y7, ..., Y,, €
X(T™) linearmente indipendenti e paralleli. Ponendo Y, =Y, o ¢ otteniamo
m-elementi di X(¢) che risultano ancora linearmente indipendenti. Quindi,

%(Qb) - {V - Z;nzl 9004{/047 (pa S F<M)}
Inoltre, siccome T™ ¢ piatto, i coefficienti della connessione di Levi-Civita di
T™ sono nulli e quindi (cfr. (12.6)):

V.o -2 =0.

ox; aya

D’altronde, si puo prendere un sistema di coordinate locali (y,) per cui
localmente Y, = %. Quindi,

VyY, = 0.

Da questa condizione, per X € X(M) e per V = 3" 0.V, € X(4), segue
che

ViV = 50, X (pa) Yo

Di conseguenza,

n

A¢V = — Z (veiﬁeiv - vVeieiv)
i=1
= — Z Z <€i€i(¢a) (Veiei)SOa) Y/a
a=1 1=1
= Z (Agﬂpa)yaa
a=1

dove A, & l'operatore di Laplace-Beltrami di (M, g). D’altronde,
J¢V = A¢V - RiC¢ V= A¢)V
Pertanto abbiamo la seguente

Proposizione 12.38. (Urakawa [113]) Se ¢ : (M,g9) — (T™, g0), con M
compatta, e un’applicazione armonica, allora
Spec (Jy) = m x Spec (A,).

In particolare, se ¢ : (M',g") — (TP, q0), con M’ compatta, é un’altra
applicazione armonica, risulta

Spec (Jy) = Spec (J,) <= m=p e Spec(4,) = Spec (Ay).
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Dalle Proposizioni 12.36 e 12.38, segue la seguente

Proposizione 12.39. Se ¢ : (M, g) — (T™, go), con M compatta, é un’ap-
plicazione armonica e fo : (M,g) — (T™, go) € un’applicazione costante,
allora

Spec (Jp) = Spec (Jg,).
Quindi, lo spettro di Jy non determina, in generale, [’applicazione armonica

é.

Un esempio di applicazione armonica a valori in un toro piatto e dato
dalla cosiddetta applicazione di Albenese ¢ : (M,g) — (T?, go), dove p &
dato dal primo numero di Betti b; di M che si assume positivo (cfr. J. Jost,
[53] p. 87-88). Si noti che una varieta riemanniana compatta (M, g) con
tensore di Ricci definito positivo ha b, = 0.

12.9.2 11 Teorema di Xin

Il Teorema di Xin riguarda l'instabilita di applicazioni armoniche sulla
sfera. Intanto, diamo il seguente risultato di stabilita.

Proposizione 12.40. Se (M, g) é compatta e (M', ¢') ha curvatura sezionale
non positiva, allora ogni applicazione armonica f : (M, g) — (M',¢') é sta-
bile. In particolare, si ottiene che ogni applicazione armonica f : (M, g) —
(R™, go) € stabile.

Dimostrazione. Se (M’,g') ha curvatura sezionale non positiva, allora per
ogni u,v € T,M" :

R'(u,v,u,v) = ¢'(R'(u,v)u,v) <O0.

Quindi, per ogni V € X(f) e per ogni p € M, si ha
g (Rin % V) (p) = Zg/ (R,(V;Uv f*eip)f*eipv %)
i=1

- ZR, (Vp’f*eiw‘/;hf*@z‘p) > 0.

=1

D’altronde
/gmﬂmw@:/gwuvm%zo
M M
Pertanto, dalla (12.31), segue che (Hess E)¢(V,V) > 0 per ogni V' € X(f).

]

Per applicazioni armoniche definite sulla sfera canonica abbiamo il se-
guente risultato di instabilita di Xin [123].
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Teorema 12.41. Sia S™ la sfera canonica di curvatura sezionale costante +1,
n > 3. Allora ogni applicazione armonica f : S™ — (M’,q'), non costante, é
instabile;

Dimostrazione. Sia f :S"™ — (M',¢'), n > 3, un’applicazione armonica. Per
provare il teorema basta provare che se f e stabile allora f ¢ costante. Per
ogni p € S*:  T,R"™ = T,§" & (T,S")* e quindi per ogni V € T,R"*!
V =ac RV,

9 T, L
V:ZCLia—xi, V:V ‘|‘V s
i=1

Vi=a—gola,p)p e V' =gola,p)p,

dove gy denota il prodotto scalare euclideo di R"*!. Pertanto
T,8" = {a — gola,p)p, a € R”+1} , (12.33)
e per ogni a € R"™! si definisce il campo vettoriale W, € X(S™) ponendo:

Wa(p) :=a — go(a,p)p.

Si noti che W, = grad h,, dove h,(p) = go(a,p) per ogni p € S”. Questi
campi vettoriali soddisfano le seguenti proprieta:

Vx,Wa = —gola,p)X, VX, ecT,S" AW, = W,.

Usando queste formule, si ottiene

ApfWo == R(f.W,, fre:) frei + (2 — n) f W, (12.34)
i=1
= Rics f W, + (2 —n) fu W,

dove f,W, € X(f) ed {e;} ¢ una base ortonormale locale di campi di vettori
su S™. Allora, la (12.34) e la (12.31) implicano

(HessE); (£ Wa. fIV) = (2= ) [ g(EWar £Woog (1239

Siccome stiamo assumendo f stabile ed n > 3, dalla (12.35) si ottiene
[ Wa =0, cioe f.,W,(p) = 0 per ogni a € R™"! e per ogni p € S™.

Pertanto, tenendo conto della (12.33), otteniamo che f, = 0 e quindi f ¢
costante. [
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Osservazione 12.42. Come gia osservato, se f : (M, g) — (M, ¢’) ¢ un’'im-
mersione isometrica, allora f e applicazione armonica se, e solo se, f € un’im-
mersione minimale. La Proposizione 12.40 e il Teorema 12.41 ci dicono in
particolare che, c’¢ differenza tra stabilita di f pensata come applicazione
armonica (cioé rispetto al funzionale energia) oppure come immersione mi-
nimale (cioé rispetto al funzionale volume). Infatti, se (M’ ¢") = (R™, go),
f come applicazione armonica e sempre stabile (cfr. Proposizione 12.40),
tuttavia se (M, g) ¢ il catenoide di (R3, gg) & noto che tale superficie ¢ una
superficie minimale completa non stabile (cfr. [31]). Al contrario, se (M’, ¢’)
¢ il cilindro S x R, ¢ noto che I'imbedding standard f : S* — S* x R ¢ un
imbedding minimale stabile, mentre come applicazione armonica ¢ instabile
(cfr. Teorema 12.41).

Corollario 12.43. Siano date la sfera canonica S™ di curvatura sezionale
costante +1, n > 3, e una varieta riemanniana (M’ ¢") di curvatura sezio-
nale non positiva. Allora, ogni applicazione armonica f : S" — (M',q’) e
costante.

Dimostrazione. Se f fosse non costante, dal Teorema 12.41 si avrebbe f
instabile. D’altronde, siccome M’ ha curvatura sezionale non positiva, per la
Proposizione 12.40 si avrebbe che f ¢ stabile. O

In particolare, se esiste f : S" — (M’,¢') applicazione armonica non
costante, n > 3, (M’,¢") ha necessariamente qualche curvatura sezionale
positiva. Con un metodo simile a quello usato per dimostrare il Teorema di
Xin, si dimostra il seguente risultato di Leung [63].

Teorema 12.44. Ogni applicazione armonica (non costante) f : (M,g) —
S™, con M compatta e n > 2, e instabile.

12.9.3 Stabilita dell’identita e il Teorema di Smith

L’applicazione identita I : (M,g) — (M,g), M compatta, & un altro
esempio banale di applicazione armonica, tuttavia la corrispondente teoria
della variazione seconda ¢ piu complicata rispetto al caso di un’applicazio-
ne costante. In questo caso: X(f) = X(I) = X(M), A; ¢ l'usuale rough
laplaciano A di (M, g) e Ricy ¢ Poperatore di Ricci @ di (M, g) :

Ric; X = —trR(X, ) =tr R(-, X)- = QX.
Pertanto, l'operatore di Jacobi e dato da:
Jr i X(M) — X(M), X — J1X = (A —-Q)X.
Usando la formula di Weitzenbdck :
A =A+Q,
si ottiene che J; & legato a Ay (laplaciano operante sui campi di vettori) da

Jr=A—-Q=A—2Q=2A—-A,. (12.36)
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Proposizione 12.45. Sia (M, g) una varieta riemanniana compatta. Allora,
(Hess E)7(X, X) = / (IVXIP — Ric(X, X)) v,
M

_ /M(g(AlX,X)—QRic(X,X))vg

~ [ (Fexal - @vx) v,

per ogni X € X(M), dove Lx ¢ la derivata di Lie. In particolare, se la
curvatura di Ricci di (M, g) é semi-definita negativa, l'identita I ¢ stabile.

Dimostrazione. La prima uguaglianza segue dalla (12.26) e dalla (12.31).
Inoltre, usando la (12.36), si ottiene

(Hess E) (X, X) :/ g (J1X, X) v,

M

:2/ 9 (AX, X) Ug—/ g(A X, X)v,  (12.37)
M M

:2/ \|VX||%9—/ g (A1X, X)v,.
M M

Posto w = ¢g(X,-), si ha

IVXIP =) g(Ve X, Ve, X) == > (Vew)(e;) (12.38)
i=1 ij=1
= || Vwlf?,

dove (cfr. [114], p. 238)
o _ 1 2 1 2
Vel = Hd wl + Sicxal
Inoltre,
/g(AlX,X)vg = /g(Alw,w)vg (12.39)
M M
= [ (dl? + 6wl
M
= /(||dw]|2+(divX)2)vg.
M

Sostituendo la (12.39) e la (12.38) nella (12.37), si ottiene la formula enun-
ciata. u
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Dalla Proposizione 12.45 segue la formula di Bochner-Yano:

[ I = Rietx, ) 0, = [ (Glexal? - @ivx?) o,

M
I1 seguente risultato sulla stabilita dellidentita ¢ dovuto a R.T. Smith [102].

Teorema 12.46. Sia (M, g) una varieta riemanniana compatta di Einstein:
Ric = cg, dove ¢ = cost. Sia A1 il primo autovalore positivo dell’operatore di
Laplace-Beltrami. Allora:

(1) lidentita I é stabile < A\ > 2¢, quindi I é instabile < A\ < 2¢;
(¢7) nullity(]) = dim Iso(M, g) + dim{f € F(M) : Af =2c f}.

Dimostrazione. Dalla decomposizione di Hodge-de Rham:
ANMM)={ae AN (M):6a=0}®{df: feF(M)},

che e ortogonale rispetto al prodotto scalare integrale, segue la decomposi-
zione ortogonale

X(M)={X € X(M) : divX =0} & {gradf : f € F(M)}.

Questa decomposizione di X(M) ¢ invariante per 'operatore A;. Se
divX = 0, posto w = ¢g(X,-), si ha dw = —divX = 0. Inoltre, siccome
g(A1X, ) := Ayw, si ha

div(A1X) = —0A 1w = —6(dd + 0d)w = —ddéw = 0.
Se X =gradf, siha
g(Ai(gradf),-) = A(df) = dodf = d(Af),

e quindi
Au(gradf) = grad(A ).
Poiché per ipotesi la varieta e di Einstein, quindi () = ¢/, allora I’equazione
(12.36) diventa
J[:Al—QQ:Al—QC[,
e quindi la decomposizione di X(M) ¢ invariante anche per l'operatore di
Jacobi J;.

(i) Per X € X(M) con divX = 0, applicando la formula della Proposizione
12.45, si ha

1
| 90X X, =5 [ lexgln =0
M M

e quindi gli autovalori dell’operatore di Jacobi di J; sono non negativi sul
sottospazio {X € X(M) : divX = 0}.
Sul sottospazio {gradf : f € F(M)}, abbiamo

Jr(gradf) = Ai(gradf) — 2¢ gradf = grad(Af) — 2¢ gradf.
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Esprimendo f € F(M) in termini di autofunzioni di A, si ha

F=Y " Afo=0, Afi=N\fi, i > 1.
1=0

. Jr(gradfi) = (\i — 2c)gradfi, i > 1,
segue che gli autovalori di J; sul sottospazio {gradf : f € F(M)} sono
(i —2¢,i>1}).
Mettendo assieme i due casi, otteniamo che
I ¢ stabile <— X\ > 2c.

(ii) Segue dalla decomposizione ortogonale di X(M), osservando i seguenti
fatti:

- per X € X(M) con div X=0, si ha: J;X =0« X e di Killing;

- per f; autofunzione di A, Af; = \; f;, si ha: Jy(gradf;) =0 < \; = 2¢;

- quando M e completa (in particolare compatta), I’algebra di Lie del grup-

po delle isometrie di (M,g) & isomorfo all’algebra di Lie delle isometrie
infinitesimali, cioe, dei campi di Killing di M (cfr. Osservazione 9.8). ]

La sfera canonica S™ ha curvatura sezionale costante ky > 0, tensore di

c. Poiché —— <9
n—1 n—1

Ricci R’iCO = (TL — 1)]€0 go = Cgop € )\1 = kon =
n

e =2 & n =2, abbiamo il seguente

n—1

Corollario 12.47. Per la sfera canonica S™ :
Is2 e stabile e Isn, n >3, ¢é instabile.

Osservazione 12.48. Per n > 3, i campi di vettori W, € X(S™) introdot-
ti nella dimostrazione del Teorema 12.41 (di Xin) formano un sottospazio
(n 4 1)-dimensionale su cui 'hessiano ¢ definito negativo. Una base per ta-
le sottospazio ¢ data dai campi di vettori W; definiti dai vettori {e;} della
base canonica di R"™'. Quindi index(Isn) > n + 1. In effetti index(Ign) ¢
esattamente n + 1 (cfr. [102]).

Pit in generale, in dimensione 2, possiamo dare il seguente risultato di
stabilita dell’identita.

Proposizione 12.49. Sia (M, g) una varieta riemanniana compatta di di-
mensione 2. Allora,

(i) Uidentita I:(M,g) — (M,qg) é stabile;

(j) per ogni X € X(M): (HessE);(X,X) =0 se, e solo se, X & un campo
di vettori conformemente di Killing (cioé, Lxg = (2/n)(divX)g).
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Dimostrazione. Dalla Proposizione 12.45, per ogni X € X(M):

1 :
(Hess B) (X, X) = /M (§|]£Xg||2 — (de)Z) Vg (12.40)
Posto h:= Lxg e S :=h— (trh/n)g, n = dim M, abbiamo
trh trh)?
IS|> =< S, S >=< h,h > —2% <h,g> +( ;2) <g,9>
(trh)?
= - 2
Quindi
(trh)? (trh)? trh
e 1
D’altronde,
1 1
divX = §trﬁxg = §tr h.
Pertanto dalla (12.40), si ottiene
2
(Hess B)(X, X) > (2 — 1) / (divX))e, VX eX(M).  (1241)
n M

Per n = 2, risulta
(Hess B)(X, X) >0 VX e X(M),
e quindi [ e stabile; inoltre,
(Hess B) (X, X) =0 <= Lxg = (divX)g.
Quest’ultima condizione ci dice che X e conformemente di Killing. O]

Sempre nel caso 2-dimensionale, si puo provare che I ¢ un minimo assoluto
per lenergia (cfr. [5] p. 99).

Osservazione 12.50. Dalla Proposizione 12.45, abbiamo
(Hess F) (X, X) :/ (IVX|?* = Ric(X, X))v,
M

Per cui, assumendo [ stabile e usando la (12.41), si ottiene

n—2

/ (IVX|?* — Ric(X, X) + (divX)?)v, > 0, (12.42)

n
dove I'uguaglianza vale se, e solo se, X & conformemente di Killing. Se X €
X(M) ¢ conformemente di Killing e Ric(X,X) <0, dalla (12.42) segue che
VX =0 e quindi M e localmente riducibile. In particolare: su una varieta
riemanniana compatta con tensore di Ricci definito negativo mon esistono
campi di vettori conformemente di Killing.
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Proposizione 12.51. Sia (M, g) una varieta riemanniana compatta. Se \i
e il primo autovalore non nullo di Ay e Ay € il primo autovalore non nullo

di A, allora A\ < \y.

Dimostrazione. Sia f € F(M) tale che Af = A\;f. Poniamo o = df # 0,
allora

Aja = (d0 +od)df = dédf =dAf = \a
implica A} < )\ . [

Proposizione 12.52. Sia (M, g) una varieta riemanniana compatta. Po-
niamo
¢ = inf {Ric(u,u) : u € T,M, |ju|| = 1,p € M}.
Se I ¢ stabile, allora
2c S )\% S )\1.

Quindi, \} < 2c implica che I ¢ instabile.

Dimostrazione. Poiché I ¢ stabile:
/ 9(JrX, X)v, > 0, VX € X(M),
M

Dalla definizione di ¢, si ha Ric(X,X) > cg(X, X). Quindi, applicando la
Proposizione 12.45, si ottiene

/g(JIX,X)vg = /g(AlX,X)Ug—2/ Ric(X, X)v,
M M M

< /g(AlX,X)vg—Qc/ 9(X, X)v,.
M

M

Pertanto, prendendo X autovettore di A; relativo all’autovalore Aj, si ottiene
A —2c¢>0. [

Osservazione 12.53. Un ben noto Teorema di Lichnerowicz-Obata stabi-
lisce che se il tensore di Ricci di una varieta riemanniana compatta (M, g)
soddisfa Ric > cg, con ¢ =cost.> 0, allora il primo autovalore non nullo del
laplaciano (operante sulle funzioni) soddisfa:

A1 > (n/(n—1))e, n=dimM,

dove I'uguaglianza vale se, e solo se, (M, g) ¢ isometrica alla sfera canonica
S™ di curvatura sezionale costante kg = ¢/(n — 1).

La stima A\; > 2¢, che segue dalla Proposizione 12.52, ¢ piu fine della
stima di Lichnerowicz-Obata, cio ¢ dovuto alla condizione di stabilita per
che per S™ ¢ soddisfatta solo per n = 2. In particolare, se (M, g) ¢ di Einstein
(Ric =cg, ¢ >0) con dim M > 3 e [ instabile, allora

(n/(n—1))c < A\ < 2c.
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Osservazione 12.54. Un risultato del tipo Lichnerowicz-Obata (come ri-
cordato nella precedente Osservazione 12.53) che riguarda il primo autova-
lore non nullo del laplaciano A, (detto anche operatore di Hodge-de Rham)
operante sulle r-forme ¢ dato in [85]. Piu precisamente in [85], come con-
seguenza di un risultato piu generale, ¢ provato quanto segue. Se (M, g) ¢
una varieta riemanniana compatta orientabile conformemente piatta e con
tensore di Ricci che soddisfa Ric > cg per qualche costante ¢ > 0, allora

r(n—r+1)c

A > , 1 <r<n/2 n=dimM,

dove "\; ¢ il primo autovalore non nullo del laplaciano A,. Inoltre, se 'ugua-
glianza vale per qualche 7, 1 < r < n/2, allora (M, g) ha curvatura sezionale
costante kK = ¢/(n — 1). Analogo risultato vale per "A;, n/2 <r <n — 1.

12.9.4 Stabilita di applicazioni olomorfe

Enunciamo il seguente risultato di Urakawa (cfr. [114], p. 172) che
riguarda la stabilita di applicazioni olomorfe tra varieta di Kahler.

Teorema 12.55. Siano (M, J,g) e (M',J',¢') due varieta di Kahler com-
patte, ed f: M — M’ un’applicazione olomorfa. Allora

| sy v, = [ aov.ov) e =0 wex),
M M

dove DV ¢ il tensore di tipo (1,1) su M a valori in f~YT'N definito da:
DV : X(M) — X(f), X = (DV)(X) := VxV — J'VxV.
In particolare :

(1) fé stabile (ossia, gli autovalori di J; sono non negativi);
(2) KerJ; ={V € X(f) : DV = 0}.

Un campo vettoriale V' € X(f) che soddisfa DV = 0 e detto campo
di vettori analitico lungo f. Nel seguito spieghiamo il significato di questa
nozione. Sulla varieta complessa M consideriamo il complessificato T77M
di T,M. La struttura complessa J di M si estende in modo naturale al
complessificato T7M :

J(u++—1v) = Ju++/—1Jv, u,v e T,M.
Gli autovalori di J sono £+v/—1, percio Ty M si decompone in somma diretta:

eas 1,0 0,1
TM =TOM @ TO'M,  dove

TOM ={ZeT:M:JZ = +vV—-1Z}
={ZeTM:Z=u—V—1Ju, ue T,M},
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TY'M ={Z eTsM:JZ =—/-1Z}
={ZeTM:Z=u+vV-1Ju, ueT,M}.
[ vettori di T7M appartenenti a TZ}’OM si dicono di tipo olomorfo, mentre
quelli appartenenti a T,)>* M si dicono di tipo antiolomorfo. Poniamo
TYOM = UpeMTpLOM.

TYOM & un fibrato vettoriale complesso che ¢ anche olomorfo, esso ¢ detto
fibrato tangente olomorfo. 11 fibrato tangente T'M & spesso identificato con il
fibrato tangente olomorfo T’ M mediante I’isomorfismo

1
T,M > uvr—s i = §(u —vV—1Ju) € T)°M. (12.43)

Le sezioni olomorfe di T%YM sono dette campi vettoriali olomorfi su M. Se
(21, ..., zn) € un sistema di coordiante locali complesse su M, poniamo

0 1,0 0 0 1,0 0
2oL oyaYy, Loyl
6zj 2 (8% 8yj )7 02j 2 <8xj + Qy])
Allora {(i) |7 ¢ base per TMOM | e {(i) } ¢ base per %' M
82j p j=1,..n p P ) 8Zj P 7j=1,.n p P .
Siccome J— = 9 e Ji = ———, la corrispondenza (12.43) diventa
dr; Oy, dy; Oz,
0 0 0 0
S N g
8xj — 82]-’ (9yj — (9zj

Un campo di vettori Z = Z?Zl ©;(0/0z;), ¢ olomorfo se, e solo se, le fun-
zioni componenti ¢; sono funzioni olomorfe nelle variabili (zy, ..., 2,). Se
f:(M,J)— (M',J") & un’applicazione olomorfa tra due varieta complesse
ed F ¢ un fibrato vettoriale olomorfo su M’, allora f~'E ¢ un fibrato vettoria-
le olomorfo su M. In particolare, f~*T19M" & un fibrato vettoriale olomorfo
su M. Le sezioni olomorfe di f~'T*°M’ sono dette campi vettoriali olomorfi
lungo f. Se f & un’applicazione olomorfa tra due varieta kdhleriane (M, J, g)
e (M',J, g, allora esiste un isomorfismo tra lo spazio {V € X(f) : DV = 0}
dei campi vettoriali analitici lungo f e lo spazio dei campi vettoriali olomorfi
lungo f, 'isomorfismo ¢ definito dalla corrispondenza:

Vi V= %(V— V=1J'V).

Conseguenza del Teorema 12.55, ¢ il seguente

Corollario 12.56. L’identita I su una varieta kihleriana compatta (M, J, g)
e stabile, inoltre kerJy € lo spazio dei campi vettoriali olomorfi su M.
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Si noti che I'analogo di questo corollario in dimensione dispari, ossia per
le varieta sasakiane, in generale, non vale. Infatti, I'identita [ sulla sfera
unitaria S?**! ¢ instabile e la stessa sfera unitaria S***! ¢ il classico esempio
di varieta sasakiana.

Come applicazione del Corollario 12.56 dimostriamo il seguente Teorema
di Urakawa [112] che e la versione kahleriana del Teorema di Lichnerowicz-
Obata.

Teorema 12.57. Sia (M, J, g) una varieta kihleriana compatta con tensore
di Ricci definito positivo: Ric(u,w) > ¢ = cost > 0 per ogni u € T,M, ||u| =
1, e per ogni p € M. Allora, il primo autovalore non nullo \; dell’operatore
di Laplace-Beltrami soddisfa:

)\1 Z 2 c.

Se A\ =2 ¢, allora M ammette un campo vettoriale olomorfo non nullo.
Dimostrazione. Dal Corolario 12.56, segue che I e stabile, di conseguenza
applicando la Proposizione 12.52 si ottiene A\; > 2c.

Viceversa, assumiamo che A\; = 2¢. Sia quindi f € F(M) tale che Af = 2¢f.
Poniamo V := gradf # 0. Allora

Ardf = (d§ + 6d)df = dsdf = dAF = 2cdf,

e quindi
A1V =2cV.
Di conseguenza, siccome A; = J; + 2@, otteniamo
20/ g(V, V) v, :/ g(AV, V) v, (12.44)
M M
— [ svvyu 2 [ g@viv)e,
M M

Siccome [ e stabile, J; € un operatore semi definito positivo e quindi

/ g(J1V, V) vy > 0.
M

Inoltre, per ipotesi abbiamo

2@mmmo%z%éﬂmvmy

Pertanto la (12.44) implica

/ g(JV,V) vy =0.
M
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Da quest’ultima equazione segue che J;V = 0. Infatti, esprimendo V' come
somma infinita di autovettori di J7 :

V=S Vi, JVi=AVi / IV V) vy = 0, i 4 5.
i=1 M
Inoltre, se r =dim kerJ;, allora

JV = Z ANVii AN>0 Vi>r+1

i=r+1

Di conseguenza, otteniamo

0= [ gvivye =Y A [ g,
M M

i=r+1

da cui segue che V; =0 per ogni ¢ > r—+1 e quindi J;V = 0. Pertanto, esiste
V #0,V € kerJy, e dal Corollario 12.56 segue che V' & un campo vettoriale
olomorfo. O

La stima di A; data dal Teorema 12.57 ¢ piu fine di quella data dal
Teorema di Lichnerowicz-Obata (cfr. Osservazione 12.53), cio ¢ dovuto alla
condizione di Kdahler che abbiamo nel Teorema 12.57. Se (M, g) ¢ uno spazio
simmetrico hermitiano irriducibile, allora esso e di Einstein, Ric = cg e
A1 = 2c (cfr. [114], p. 183).





