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Prefazione
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modo esaustivo né originale, ma si &€ mirato soprattutto ad evidenziare casi modello
significativi.

Il secondo autore e uno dei partecipanti al Corso nell’a.a. 1990/91 e ha illustrato
un problema di rilevante interesse nell’ambito della finanza matematica; a lui va
riconosciuto I'impegno per la cura di questa versione, a partire dagli appunti delle
lezioni tenute in diversi anni.
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CAPITOLO

Preliminari

1.1 Notazione e premesse

N > 2 intero positivo;

R¥ spazio Euclideo N-dimensionale;
) aperto connesso non vuoto di RN
Q chiusura topologica di ©;

01} frontiera topologica di (2;

N 1/2
|z —y| = { (z; yj)2]

j=1
distanza euclidea traz = (x1,...,zy) €y = (y1,...,yn) € RY;

sexz € RV e E, F C RY sidefinisce

d(z,E) = inf{lz—y|;yeFE} (distanzadizdaFE),
dist(E,F) = inf{lr—y|;z€E, yeF} (distanzatraFEeF),
diamE = sup{|x —yl; 2,y € E} (diametro di E);
N
Ty = Z z;y; prodotto scalare di x per y;
j=1
|z| = (- 2)"/? norma di z;
B,(z) = {y € RY; |y — z| < r} palla aperta di centro z e raggio r > 0;
B,(z) = {y € RY; |y — 2| < r} palla chiusa di centro = e raggio r > 0;
OB,(z) = {y € RY; |y — x| = r} sfera di centro z e raggio r > 0;
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N0={0,1,2,3,...};
Rt ={z eR, z>0};

a=(a1,as,...,ay) € NY multi-indice;

|a] = a1 + g + - -+ + ay lunghezza del multi-indice «;
al=a! agl - can!;

=t a2y Vo= (21,...,2n5) €RY;

si denotera indifferentemente con 9,,, 9;, e la derivata parziale rispetto alla
€Lj

j-esima componente di z € RN

N Hled
D® = oXL L PeNT
C°(2) e lo spazio delle funzioni u :  — R continue in ;
Ck(Q), per k = 1,2,...,00, & lo spazio delle funzioni v : © — R tali che esiste
Dy € C°(Q) perognia € N)Y con0 < |a] < k;
C°(Q) & lo spazio delle funzioni continue in 2 che hanno un prolungamento conti-
nuo a (), i.e.

3 lim u(z) = u(€) VE € 0

z—E
zE

analogamente si definisce C*(Q) perk = 1,2, ..., o0;

si definisce supporto diu € C°(Q):

suppu = {x € Q; u(x) #0};

CJ(£2) elo spazio delle funzioni continue in €2 a supporto compatto contenuto in €2;
analogamente si definisce C¥ ().

Inoltre
= (ug,. .., up) € C*(GR™) <= u; € C*Q) Vj=1,2,....m,

e analoga notazione si usera per gli altri spazi funzionali i cui elementi siano fun-
zioni vettoriali.

Sia 0 < @ < 1. C%*(€2) & lo spazio delle funzioni holderiane in Q2 con esponente o,
cioe lo spazio delle funzioni v € C°(Q) tali che

Je>0percui |u(2’) —u(z”)| <clz’ —2"|" Va',2" e

peru € C%(Q) si ha

lu(z") — u(z")]
= —
[U]O,a z’.sg:}/peﬂ |$, x,,|a c < 40
z”;ﬁm”

([t]o,« si chiama modulo di «-holderianita di w).

Esempio: 2 = B1(0), u(z) = |2|*, 0 < a < 1.
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C%1(Q) & lo spazio delle funzioni lipschitziane in €);

weChe@) = VBeNY,0< |8 <k, DueC’@) A DPue ™ (@)

Esempio di funzione di classe C5° (R ):

1
elel?=1 se|z| <1
p:xeRY s plx) =
0 selz|>1,
supp p = B1(0).
Infatti p(x) = v(|z|? — 1) dove
_ et set <0
v(t) = { 0 set >0

ev € C*(R).

1.2 Misura di Lebesgue in R

Definizione 1.2.1. Una famiglia 7 di sottoinsiemi di R si chiama o-algebra se
M 0, RY € F,
(i) FEe F=RN\EcF,

(iii) se (E,),cy C F allora U E,eF.
neN

Il seguente teorema indica I'esistenza in R"V di una o-algebra M e di una misura su
M, con le caratteristiche richieste sopra.

Teorema 1.2.2. InRY esiste una o-algebra M e una misura
-] M — [0, +o0]
con le seguenti proprieta:

(i) ogni sottoinsieme aperto di RY, e quindi ogni sottoinsieme chiuso, appartiene
aM;

(ii) seQ) € M e ha misura nulla allora ogni sottoinsieme di$) appartiene a M e ha
misura nulla;

N
(iii) seQ={zx eRY; a; <x; <b;, i=1,2,...,N} allora|Q :H(bi—ai);

i=1
(iv) se(§,) C M egliinsiemi ), sono a due a due disgiunti, allora

U @) => ju

neN neN

(proprieta di o -additivita o additivita numerabile).
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Osservazione 1.2.3. Gliinsiemi appartenenti alla o-algebra M sono gli insiemi mi-
surabili secondo Lebesgue e la misura | - |, denotata anche con £ (.), si chiama
misura di Lebesgue N -dimensionale.

Nel seguito porremo wy = |B;(0)| e quindi

wnr™ = |B,(0)], Nwnr¥ =1 = |0B,.(0)].

Osservazione 1.2.4. Esempi di insiemi aventi misura di Lebesgue nulla sono i se-
guenti:

(i) in R, I'insieme Q dei numeri razionali e in generale tutti gli insiemi costituiti
da una infinita numerabile di punti;

(ii) in R?, rette e archi di curva regolari;

(iii) in R3, rette, piani e loro sottoinsiemi, curve e superfici regolari.

Osservazione 1.2.5. Si dice che una proprieta vale quasi ovunque in Q € M, o in
forma abbreviata g.o. in (2, se & vera in tutti i punti di 2 tranne che in un sottoinsie-
me avente misura di Lebesgue nulla.

1.3 Funzioni misurabili

Definizione 1.3.1. Sia Q C R”" un insieme misurabile. Una funzione u : Q@ — R si
dice misurabile se v ~!(C') & misurabile per ogni sottoinsieme chiuso C C R.

Osservazione 1.3.2. Valgono le seguenti proprieta:
(i) se v e una funzione continua allora « € misurabile;
(ii) somma e prodotto di funzioni misurabili sono misurabili;

(iii) massimo limite, minimo limite e limiti puntuali di successioni di funzioni
misurabili sono misurabili.

Definizione 1.3.3. Sia v : 2 — R una funzione misurabile. Lestremo superiore
essenziale di u € cosi definito:

supessu = inf{c € R; u<c q.0.inQ} .

Osservazione 1.3.4. Se u = X@' la funzione caratteristica dei razionali, si ha
supu = 1 masup essu = 0, essendo |Q| = 0.



1. Preliminari 13

Definizione 1.3.5. Una funzione misurabile s : @ ¢ RY — R si dice funzione

semplice se assume un numero finito di valori a;, as, . . . , ag.
Se s € una funzione semplice che assume i valori ay, as, . . ., a, sugli insiemi misura-
bili e a due a due disgiunti 21, Qs, . .., ; contenuti in €2, possiamo scrivere

k
s = Zai XQ'L .
i=1

Teorema 1.3.6. Seu : @ — R & una funzione misurabile allora esiste una succes-
sione (s,,) di funzioni semplici convergente ad u in ogni punto di ().
Inoltre, seu e non negativa, si puo scegliere (s,,) monotona crescente in .

1.4 Integrale di Lebesgue

Introduciamo ora la definizione di integrale di Lebesgue per una funzione misura-
bile
u:QCRY —R

con () insieme misurabile.

Per una funzione semplice s si definisce

k
/Qs(w) aLV () =3 a0

con la convenzione che se a; = 0 e |);| = +oco allora a; |Q;| = 0.
Per v > 0 misurabile, definiamo
/ u(z)dLN (z) = sup/ s(z)dL N (z)
Q Q

dove l'estremo superiore e calcolato al variare di s tra tutte le funzioni semplici
minori o uguali a u su .

In generale, per una funzione misurabile u , osservato che

u=u —u_

dove u™ = max{u,0} e u~ = max {—wu,0} sono rispettivamente la parte positiva e
negativa di v, si definisce

/Qu(:r)dEN(:r) ::/Qu"'(:r)dEN(x)f/ u™ (z) dL ™ (z)

Q
a condizione che almeno uno dei due integrali sia finito.

La funzione v e detta sommabile in (2 se entrambi gli integrali sono finiti. Si dice
invece che u € integrabile in Q) se & sommabile o ha integrale pari a +oc0 0 —oc.
Segue dalla definizione che una funzione misurabile « € sommabile se e solo se |u]
€ sommabile.
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senx

Esempio. La funzione u(z) = non & sommabile in ]0, +oc], risultando !

/m [senal 1 i) = 4oo
0 €z '

Si osservi che 'integrale di Riemann generalizzato della funzione v esiste finito; si

puo infatti provare che

¢ senx ™

dr =
2

lim
t——+o0 0 X

1.5 Alcuni teoremi fondamentali

Teorema 1.5.1. (Teorema di Beppo Levi o della convergenza monotona)
Sia (uy,) una successione di funzioni misurabili, tali che

0<u; Sup <<y SUppr <-o-
Allora
/ lim u,dCN(z) = lim U dLN () .
RNn%+oo

n—-+o0o RN

Teorema 1.5.2. (Lemma di Fatou)
Sia (uy,) una successione di funzioni non negative e sommabili. Allora

/ liminf u,, dC ™ (z) < liminf/ un dCN (2).
R RN

N n—+oo n—-+oo

Teorema 1.5.3. (Teorema di Lebesgue o della convergenza dominata)
Sia (u,) una successione di funzioni integrabili con

Up = U g.0.,

e supponiamo, inoltre, che esista una funzione v sommabile tale che per ognin € N
lun| <v  gq.o..

Allora

lim wp dLN () :/ wdl ™ (z).
RN RN

n—-+o0o

1Sj ha

—+oo

+oco +oo km +oo 1 km 2
/ Mdﬁl(x):Z/ Mdﬁl(m)zz—/ \senx\dﬁl(x)zz—:—l—oo.
0 x Pl (S DL = kS k- Pty
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Teorema 1.5.4. (Teorema di Fubini)
Siano

Elz{xERN r—oo<a; <z <b <400, i:1,2,...,N}

Ey={yeR™: —c0o<¢j<y; <dj <400, j=1,2,...,m}
Siau sommabilesu E = Fy x FEy c RNt™_ Allora

(i) per quasiognix € E, la funzione u(x,-) e misurabile in Es;

(ii) la funzione

wwzéu@wwwm

e sommabile in B, erisulta

/Eu(x,y)dEN(x)dﬁm(y):/

N m .
[ ac¥ [E (e y) dL™w);

(iii) per quasiogniy € Es, la funzione u(-,y) é misurabile in E;;

(iv) la funzione

wmzéu@wMNm

e sommabile in B, erisulta

/Eu(x,y)dEN(x)dﬁm(y):/

m N
., ac™(y) /El u(z,y)dL™ (z).

Infine il teorema fondamentale del Calcolo si estende all'integrale di Lebesgue nella
forma seguente.

Teorema 1.5.5. (Teorema di differenziazione di Lebesgue)
Siau : RY — R localmente sommabile.
Allora per gq.0. x € RY

1
. Ny — 1 Ny
3 phI(I)l+ o™ /BP(I) u(y)dL ™ (y) = lim u(y) dL™ (y) = u(x)

p—0+ |Bp(2)| /B, (2)
(tali x si chiamano punti di Lebesgue di ).

In particolare, sew e sommabile inR,

%/ u(t)dL'(t) =u(z)  perq.o.x €R.
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1.6 Teorema di compattezza
(di Ascoli (1884) - Arzela (1894/5))

Definizione 1.6.1. Una successione di funzioni reali (u;) definite in 2 (aperto con-
nesso non vuoto di RY) si dice equilimitata se esiste M > 0 tale che

sup |u;(z)] < M VjeN.
TEQ

La successione (u;) si dice equicontinua se per ogni ¢ > 0 esiste §. > 0 tale che
|#" — "] < ¢, implica

Juj(2") —uy(2")] <e,

perogniz’, 2" € Q, perogni j € N.

Teorema 1.6.2. Sia (u;) una successione di funzioni reali definite in Q, equilimitata
ed equicontinua. Allora esiste una successione estratta (u;,) da (u;) e una funzione
continuau : Q — R tale che

(@) uj, () — u(x) perogniz € €);
(i) uj, = u uniformemente sui sottoinsiemi compatti K C Q).
Dimostrazione.

(i) Sia Rq I'insieme dei punti di 2 € RY le cui coordinate sono razionali. Tale insieme
€ numerabile e denso in (2.
Sia 1 € Rq. Poiché la successione di numeri reali (u;(z,)) € limitata, per il teore-
ma di Bolzano-Weierstrass esiste una sottosuccessione (u;1(z1)) convergente a un
numero reale, sia u(z1), cioe u;i (z1) — u(x1).
Consideriamo allora la successione di funzioni (u;;), che € una sottosuccessione
di quella data (u;); sia z2 € Rq e consideriamo la successione di numeri reali
(uj1(x2)).
Anch'essa ¢ limitata, pertanto esiste una sottosuccessione uja(r2) — u(z2).
Allora, proseguendo il procedimento di estrazione successiva, possiamo costrui-
re infinite successioni la h-esima delle quali & denotata con (u;;,), con le proprieta
seguenti: ciascuna e sottosuccessione della precedente; per ogni & fissato la suc-
cessione di numeri reali (u;,(x),)) converge, cioe u;,(zn) — u(zp).
Osserviamo inoltre che, per ogni h fissato, risulta w;,(zm,) — u(z.,) per ogni
m=1,2...,h—1.
Consideriamo la successione “diagonale” (uy), che, dunque, ha all’h-esimo po-
sto la h-esima funzione della h-esima successione, e osserviamo che essa € una
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sottosuccessione della successione (u;) di partenza.

U11(!E1) U21(!E1) U31(!E1) cee Uhl(IEl)
U12($2) U22($2) U32($2) ce Uh2($2)
hV
Ulg(l'g) ’U,Qg(l'g) ’U,gg(l'g) e ’uhg(l'g)
N
Ulh(IEh) Uzh(IEh) Ugh(IEh) cee Uhh(IEh)

pY

Infatti, u1; in quanto elemento della sottosuccessione (u,1) € una delle funzioni u,
e corrisponde ad una certa scelta j = j;; la funzione wuys, particolare tra le funzioni
uj2 € pure una delle u; e corrisponde ad una certa scelta j = j,, eccetera.

Ora si ha j; < jo in quanto l'indice j» che compete a us2, seconda funzione della
seconda successione, € almeno pari all'indice che compete a u2;, seconda funzione
della prima sottosuccessione, dunque strettamente maggiore dell'indice che indivi-
dua uq1, cioe di j;; allo stesso modo si procede nel confronto degli indici successivi.
Inoltre upy, (x) converge per ogni z € Rq,.

Sia oraz € Q \ Rq. Per l'ipotesi di equicontinuita e poiché R, € denso in , per
ognie > O esistez. € Rgtaleche |z —z. | <ec e

[uph(®) — up ()] < upn() — upn(@e)| + |ugk () — gk (ze)| + [unn(ve) — wpr ()]
< 26+ fupn(xe) — k()]

dove nella prima disuguaglianza si e applicata la proprieta triangolare.
Poiché z. € Rq e (unn(z:)) € convergente, esiste v(z.) € N sufficientemente grande
tale che |upp(2e) — ugr(z2)| < e perogni h, k > v(z.). Percio, per ogni tale h e k siha

|uhh(x) — ukk(x)| <2e+e=3¢.

Questo implica che, per ogni x € Q\ Rq, (upn(x)) € una successione di numeri reali
di Cauchy, quindi convergente.

In definitiva esiste una funzione v : & — R tale che wupp(x) — u(x) per ogni
x € .

Inoltre, da

lu(z) —u(y)|= Um |upp(x) — ups(y)| perogniz,y € Q,
h— 400

e dalla equicontinuita della successione (uy,) segue che per ognie > 0 esiste §. > 0
tale che
|z =yl <de = |u(z) —uly)| < e
perogniz,y € Q.
(ii) Dimostriamo ora che la successione (up) converge uniformemente in ogni com-
patto K di (. Sia allora K un compatto di €2 e fissiamo ¢ > 0. La collezione di palle
B.(z) diraggio ¢ e con centro nei punti « € Q) ricoprono K, e possiamo selezionare

un sottoricoprimento finito, sia B.(z;),i = 1,2,..., k.
Selezioniamo un v(k) € N sufficientemente grande tale che |upny(z;) — u(z;)| < e
per ogni h > v(k), perognii = 1,2,..., k. Ciascun punto z € K & contenuto in

qualche palla B.(x;). Pertanto, per l'ipotesi di equicontinuita si ha

[unn () — unn ()| + [unn (i) — w(@:)| + lu(z) — u(z;)]
et+e+e=3e. O

[unn(z) —u(x)] <
<
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Pitu in generale sussiste il seguente risultato.

Teorema 1.6.3. (Teorema di compattezzain C°(X,Y))
Sia X uno spazio topologico separabile? e sia (Y, d) uno spazio metrico completo. Sia
U un sottoinsieme non vuoto di C°(X,Y) tale che

(i) U e equicontinuo® in X,

(ii) per ogniz € X la chiusura dell’insieme {u(z) ; u € U} é un sottoinsieme com-
pattodiY .

Allora ogni successione (u;) C U ha una sottosuccessione (u;, ) convergente puntual-
mente in X ad una funzioneu € C°(X,Y).
Inoltre la convergenza é uniforme su ogni sottoinsieme compatto K di X .

1.7 Operatore Divergenza, Operatore Gradiente e Ope-
ratore di Laplace

Operatore Divergenza. Sia v € C'(Q;RY). Si definisce
N
divu := Z Oju; .
j=1

Operatore Gradiente. Sia u € C''(). Si definisce

Vu = (O1u,...,0Nu).

Operatore di Laplace. Sia u € C?((2). Si definisce
N
Au := divVu = Zﬁjju.

j=1

1.8 Misura di Hausdorff

La misura di Lebesgue non permette di distinguere tra loro insiemi di misura nulla,
né di assegnare una dimensione a tali insiemi. Per questo scopo sono state intro-
dotte numerose misure. Quella di Hausdorff si e rivelata molto utile nello studio
delle equazioni a derivate parziali.

Misura di Hausdorff k-dimensionale (1918).
Sia E C R¥, k intero positivo 0 < k < N, § > 0; definiamo

+oo +oo
HE(E) :=w, 27" inf Z(diamEj)k; EC U E;, diamE; <6
j=1 j=1

2X contiene un sottoinsieme denso e numerabile.
3Per ogni z € X, l'insieme U & equicontinuo inxz seesolose per ognie > 0 esiste un intorno di
z, V(z), tale che
d(u(t),u(z)) <e perognit € V(z)eperogniu € U.
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Se § decresce I'estremo inferiore € fatto su una famiglia piu piccola di ricoprimenti
di E, sicché H %(E) cresce (i.e. 0 < ¢ < & = H% (E) > H}(E), quindi la funzione
§ — H%(E) e non-crescente ).
Allora
3 lim HE(E) =supHE(E) .= H*(E),
6—0+t §>0
#H *(E) si chiama la misura di Hausdorff k-dimensionale di E.

Si pone H°(E) = card E (cardinalita di E).
Proprieta delle misure di Hausdorff:
() Se £ C RY emisurabile,siha HY(E)=LN(E);

H™(E)=0 Vm >k
(i) 0 < H*(E) < 400 =
H™(E) =400 Vm<k;

(iii) H*(E+2z) =H*E) VxRN (invarianza per traslazioni);
(iv) HF¥(AE) = N'HF(E) VA>0 (H* & omogenea di grado k)
dove \E = {\z; z € E}.

1.9 Teorema della divergenza in RN (Gauss-Green)

Teorema 1.9.1. Sia ) connesso, compatto di R, di classe C* a tratti* e sia
u € CLH(Q;RN). Allora

[ divate)dc () = [ ule)- v Ve,
Q a0
dovev(§) eilversore normale esterno applicato a ¢ € 05} (ove definito).
Seu € C*(Q), allora
/Q U () AL (2) = / u(@ui(€)dH TN (i=1,...,N).

o0

Teorema 1.9.2. (Teorema di integrazione per parti)
Seu,v € C*(Q), allora

/“wi(fff)v(ﬂv)dﬁN(w)Z—/u(x)vm(x)dﬁN(:c) +/ u(€) v(€) vi(&) aH 1)
Q Q

o0
(i=1,...,N).

Dimostrazione. Applicare il teorema della divergenza alla funzione prodotto

w-veCt(Q). O

4i.e. 90 e di classe C! a tratti, ovvero per q.o. & € 99, esiste = > 0 tale che 9Q N B,.(&) & im-
plicitamente rappresentata in un sistema locale di coordinate come insieme di livello di una funzione
¥ € CY(By(&o)) taleche |[Vy(z)| #0 VYV € Br(&).
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1.10 Leidentita di Green

Teorema 1.10.1. Sia Q) connesso, compatto di R, di classe C* a tratti e siano
u,v € C?(Q). Allora

N N Ou N-1
[ @) Vuw)ac ¥ e+ [ o@au@ac @) = [ oo e e
(I identita di Green);
[ [v@)8ute) — ule)doa)] de ¥ (@) = [ [o€)5o(€) — u(© S (©)] a ¥ e)
Q a0 ov ov
(I identita di Green);

dove % := Vu - v (derivata normale di u su 0%0).
1%

Dimostrazione. Consideriamo vVu € C'(Q;R"); per il teorema della divergenza
[ div(e@)Vu@) de¥ @) = [ o©Vale) v an > e)
Q a0
e poiché

N N N
div(vVu) = Zaj(vaju) = Zajv oju + Zvajju
j=1 j=1

Jj=1

Vv - Vu + vAu,

si halaIidentita di Green.
La seconda identita di Green si ottiene sottraendo alla prima la identita

N Ny _ v N-1
/QVU(:E)~V1)(x)dE (x)Jr/Qu(z)Av(x)dﬁ (x)f/a (f)ay(f)dH 6. O

u
Q
Osservazione 1.10.2. Se nella IT identita di Green si sceglie v = 1in Q, si ha

[ duwyic¥w) = [ St antie),
Q

aa OV

1.11 Un criterio di sommabilita

Teorema 1.11.1. Consideriamo per N > 1 la funzione
zeRYN = z]* €R

con )\ € R.
Proviamo che:

/ |z} dLN (x) < +o0 <= A > —N,
Br(0)

/ e dLN (@) < £o0 <= A < —N.
RN\ B..(0)
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Dimostrazione. Sia0 < r < R e consideriamo

/ o2 ¥ (z)
Br(0)\Br(0)

posto w = g con o = |z], dLN(z) = dH N1 (ow)dL (o) = oV~ 1 dH N1 (w)dL (o)
(cfr. e.g. [7], Th.(2.49)), si ha

R
/ e = // AV N1 () dL (o)
Br(0)\B-(0) r Jwl=1

R
/ drHNfl(w)/ Q/\JerldEl(g)
Jw|=1 r

Nleog§ seA=—-N
N
HL]]VV [RMN — pA+N] se X\ # —N.
Allora
/ e deN (z) = lim e dLN (@) < +o0 <= A > —N,
Br(0) r=0% JBr(0)\B.(0)
/ |z} dL N (z) = lim |z} dLN (z) < 400 <= A< —N. O
RN\B,(0) R=400 ) Br(0)\B,(0)






CAPITOLO 2

Elementi della teoria (matematica) del potenziale
(scalare): 'equazione di Laplace, di Poisson e problemi
connessi

2.1 Funzioni armonichein

Definizione 2.1.1. Sia 2 aperto connesso non vuoto di R™.

u armonica in £ <d:e£ ueC*(Q) e Au=0 (equazionediLaplace) in(Q.

Nel caso N = 2la parte reale e la parte immaginaria di una funzione olomorfa sono
funzioni armoniche.

Esempio 2.1.2. (Funzioni armoniche che dipendono dalla distanza da un punto
fissato (soluzioni radiali dell’'equazione di Laplace))
Fissiamo
2’ = (a},25,...,2%) €eRY (N >2)
e sia
N 1/2
O<r=|z—2a’|= <Z($1 - x?)Q)
i=1
la distanza euclidea di z € RV \ {2} da zY; sia
u(’x - mo‘) = p(r)
e imponiamo che sia armonica in RV \ {2°}.
Poiché

Zj —

diu = @'(r)-0;r=¢'(r)-
032 2
djju = ¢"(r)- =) gz]) +¢'(r) -

r
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<d0ve o'(r) = fl—f(r) e’ (r)= %(r)) siha

i.e. il A quando agisce su una funzione radiale ¢ = (r) si trasforma nell’opera-

2 N-1 d 1dN_1d)

tore — - — o equivalentemente nell’operatore —— - — (r - —
dr? + r dr q p rN—-1 dr( dT)

Allora, poiché r € ]0, 40|,

N7 Y (1) = cost.

Ne segue che
alogr+b se N =2

p(r) =
ar2 N 4+ seN >3

con a, b € R, sono funzioni armoniche in R \ {z°}.

Teorema 2.1.3. (Proprieta (uguaglianza) del valor medio per le funzioni armoniche)
Sia v armonica in Q); allora

— 1
Rr\Y

o0 (equivalentemente)

1
ac™y
wnRN /BR(y) u®) (=)

(i.e. u verifica la proprieta del valor medio).

u(y) =

Dimostrazione. Sia o € ]0, R] e consideriamo B, (y). Osservato che u € C%(B,(y)) e
che u & armonica in B,(y), dall'identita (si veda I'Osservazione 1.10.2)

[ S@an o= [ suw@ace o
16)

By(y) OV B,(y)

segue che

~ du v
0= /6 (&) anN-1(e),

B, (y) v

E—y

e quindi, posto w = ,ove p=|¢ —y|,siha

dHY 1) = dH Y (y + ow) = oV THAH Y TN (W),
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pertanto
. d N-—1
0 = |1@#y+QWMH (y + ow)

= o™ 1d/ u(y + ow) ’HN_l(w)
|wl=1

d
N 1 1-N dHN 1 .
[g / G <«s>]

Ne segue che la funzione
®(p) := gl—N/ w(@)dHN 7€) = cost Vo €]0,R],
0B, (y)

per cui

-~ | u N-1/¢ey _ pi-N [ u N-1
0 /BBQ() (€ dH V() = R /6 (€ dH (¢

Br(y)

e passando al limite per o — 07 si hala tesi °.
D’altra parte, da

NwN

o Nu(y) = —— /@ o HOBLYIE),

integrando rispetto a o tra 0 ed R si ottiene

1 / N
w(x)dL ™ (z). O
) (2) (z)

2.2 Funzioni subarmoniche e superarmoniche in Q2

u(y) =

Definizione 2.2.1. (Funzioni subarmoniche in(}.)

u subarmonica in € <d:e£ ueC’Q) e VBr(y)cQ:

1
< N-—1
u(y) < NowRNT /GBR(y)u(Q dH "7 (§) oppure

1

wN BN S

u(z)dC N ().

(disuguaglianza del valor medio)

u(y) <

Osservazione.
weC?*Q) e Au>0 in Q= u subarmonica in

(basta ripercorrere la dimostrazione del teorema precedente).

Nel seguito indicheremo con o () la classe delle funzioni subarmoniche in 2.

Sessendo u continua su 9B, (y),
1

3 lim ———— dHN 1) =
gi)rg+ NuJNQ /BBQ(U)U(g) " (g) U(y)

(vedi, e.g., G.Gilardi, Analisi due, McGraw-Hill, Milano, 1993).
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Definizione 2.2.2. (Funzioni superarmoniche in(2.)

u  superarmonica in ) {d:e£ ueC’Q) e VBr(y)CcQ:

uly) L / w(€) dHN(E)  oppure
9BRr(y)

> -
~ NwyRN-1
1 / N
> u(z)dL™ (x).
WN RN S )

(disuguaglianza del valor medio)

u(y)

Osservazione.

weC*Q) e Au<0 in Q= u superarmonica in .

Osservazione.

u  subarmonica in ) < —u superarmonica in S
Nel seguito proveremo che se u € CY() e verifica la proprieta del valor medio,
allora v € armonica in . Pertanto si ha

u armonicain) <= u subarmonica e superarmonica in§} .

2.3 Principio del massimo (minimo) forte e debole

Teorema 2.3.1. (Principio del massimo forte per le funzioni subarmoniche.) Sia )
aperto connesso non vuoto diR” esiau € (). Supponiamo che

JyeQ te wu(y) =supu.
Q

Allora
u e costante in Q.

Teorema 2.3.2. (Principio del minimo forte per le funzioni superarmoniche.) Sia u
superarmonica in ) e supponiamo che

JyeQ te wuly)= igfu.

Allora
u e costante in Q.

Dimostrazione. E sufficiente provare il primo principio perché il secondo ne segue;
infatti:
u  superarmonica in )<= —u subarmonica in $;

quindi, da u(y) = i?zf u, si ha

—u(y) = —inf u = sup(—u).
Q Q
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Dimostriamo allora il primo principio.
Posto M = u(y) = supue Qy = {z € O u(xz) = M}, osserviamo che Q; # 0
Q

(y € Qs peripotesi) e che, essendo Qy; = u~! ({M}), Qa € un chiuso relativamente
ad Q. D’altra parte, preso z € Qy (i.e. u(z) = M), perla disgguaglianza del valor
medio applicata alla funzione subarmonica v — M, si ha, per Br(z) C 9,

1
O0=u(z)— M < W

/ [u(z) — M]dLN (z) <0,

BR(Z)

cioe u(x) — M = 0 per ogni € Bgr(z), per cui Br(z) C Q. Allora Q,; & anche
aperto relativamente ad €2, che & connesso, pertanto 2, = , cioé u(z) = M per
ogni x € Q. O

Teorema 2.3.3. (Principio del massimo (risp. minimo) debole per le funzioni subar-
moniche (risp. superarmoniche).)

Sia Q aperto connesso non vuoto limitato di RV, u € Co(ﬁ) e subarmonica (risp.
superarmonica) in ().

Allora

Sup u = sup u risp. infu=infu ).
Q a0 Q 00

Conseguenza importante: Sia 2 aperto connesso non vuoto limitato di RY,
u € C?(2) N C°(Q) armonica in Q.
Allora

(i) infu <wu(xr) <supu VzeQ,
[0]9) 90

(ii) sup |u| = sup |u] (teorema del massimo (per il) modulo).
o a0
(Per quanto riguarda il teorema del massimo modulo é sufficiente osservare che

|u| = max {u, —u}, oppure, che essendo v armonica (regolare) allora |u| & subarmo-
nica (regolare)).

Osservazione. Sia (2 aperto connesso non vuoto limitato di R", e siano
ue C*(Q)NC(Q) armonicain e wvea(Q)nC’Q)

tali che
v<u su Of.

Allora

v<wu in K.

Dimostrazione. Lafunzione u—v € C°(Q) ed & superarmonica in §; per il principio
del minimo debole
inf(u — v) = inf(u — v) > 0
1% (u— ) inf (u—v) >
e quindi B
v<wu in Q. 0O
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2.4 Problema di Dirichlet per 'equazione di Poisson (o
per ’equazione di Laplace nel caso omogeneo, f = 0)

Problema 2.4.1. Sia ) aperto connesso non vuoto, limitato di R;N ; assegnate
feCN) ey e C°0N) determinare, se esiste, u € C2(2) N C°() tale che

{ Au=f inQ (equazione di Poisson)

Uy =@ (condizione al contorno, di Dirichlet)

Teorema 2.4.2. (Teorema _di unicita)
Se esiste u € C?(2) N C°(Q) soluzione del Problema di Dirichlet per 'equazione di
Poisson, essa e unica.

Dimostrazione. Se u1,uy € C*(Q2) N C°(Q) sono soluzioni dello stesso problema,
alloraw = u; —us € C2(Q)NC°(Q) e

{ Aw=0 1in{
w|an = 0.
Allora, essendo

0=infw < w(z) <supw=0 VYVzec,
o9 o0

sihaw = 0in Q, da cui u; = uy (oppure da max |w| = r%%x|w| =0=w=0). O
0

Osservazione. L'unicita € conseguenza, sostanzialmente, del principio del massi-
mo nell'ipotesi di limitatezza per 2. Notiamo che se €2 non & limitato, 'unicita puo
non sussistere.

SiaN=2eQ = {(:171,:172) ER? 2z €R, — <23 < 7r};

il problema omogeneo

Au=0 1inQ
u=0 sudf)

ha soluzione v = 0, ma e.g. anche
u(xy, o) = ke senzy VkeR

e soluzione.
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2.5 Soluzione fondamentale per 'operatore di Laplace

Useremo ora la II identita di Green per trovare una formula integrale per la soluzio-
ne del problema di Dirichlet per I'’equazione di Poisson.
A tale scopo introduciamo la

Definizione 2.5.1. Soluzione fondamentale per il A (operatore di Laplace)
Sia 2° € R¥ fissato; definiamo ¢ “soluzione fondamentale (di polo x°) per il A” la
funzione (radiale)

i1og‘:1:fx0‘ se N =2
P(z—2%) =T(|z —2°)) = 27 SN N v e RV\{z°}.
N@ - Now |z — 2| se N >

Nel seguito, per semplicita di esposizione, ci riferiremo solo a I" in dimensione
N > 3.

Osservazione 2.5.2. Osserviamo che
M I(- —2°%) € C*RY\ {2%});
(i) AT (x—2%) =0 Vo e RN\ {2°};
(iii) I'(z — 2°) & sommabile in ogni Br(z°);

(iv) Vi=1,....,N

N2—-Nwy 2
1

Nwy ‘:Z? 7$0‘_N (1171 7$?)5

pertanto 9;I'(z — 2°) & sommabile in ogni Bg(2°);
™) Vi,j=1,...,N

&-jf(x—zo)* 1 {—N|x—z

_ 0‘—N—2
NwN

(IZ?]' — IZ?(]))($1 — IE?) + ‘IZ? — $0|_N 51j:|

0 sei#j,
doveéz-j:{ 1 sei=3j.

Nel seguito (Osservazione 3.3.7) vedremo che, nel senso delle distribuzioni in RY,
A,T(z —2%) = 6,0 oved,o &la (distribuzione) delta di Dirac di polo z°.

8cfr. Osservazione 3.3.7



30 Introduzione alle Equazioni a Derivate Parziali Lineari

2.6 Rappresentazione di Green

Teoiema 2.6.1. (Rappresentazione di Green) _
Sia ) connesso, compatto di RN, di classe C* a tratti eu € C*(Q), allora
vzl e Q

u(z®) = /Qf(xfxO)Au(:r) dLN(z)Jr/

o0

or ou
[U(f)a(fffo)*F(ffxo)a

O] dH 1),
Dimostrazione. Fissato xz° € Q, dalla Il identita di Green, con

v(z) =T(z — .170)‘ V-RED)

ove B,(z°) C , si ha:

/ B [T(z — 2°)Au(z) — u(z) A, T(z — 2°)] dL N (z)
O\ B, (2°)

=0
= [ I =a0 50 — u©) Gt O] a0

— zo @ —u 8_1—‘ _ zO N-1
" /BB,_,(J,-O) I )81/ ©) (&) v (€ )] dH ().

Osserviamo che:

lim Iz — 2°)Au(x)dL N (z) = / Iz —2°)Au(z)dL™ (z),
00" JO\ B, (a0) Q

in quanto I'(z — 2°) & sommabile in un intorno di z° e (poiché Au € C°(Q)) Au &
limitata;

inoltre
0
o<|[  re-aFrom @) = | [ revue e m e
0B, (20) v 0B, (20)
1
< 2—N N—1 .
< 7]\7(]\7 — 2)WNQ s%p|Vu|Nng F 0;

infine (osservato che v(¢) € interno a B,(z°))

ar 0 N-—1 / N-—1
(£ — dH =-I dH
/ o MG E ) = 10 / o OB
1
= —W/M ( O)H(«E)dHN‘l(E),
per cui

3 lim U g
o0—0t OB, (x9) ov

(& —a®) dH V7€) = —u(2?).
In definitiva (passando al limite per ¢ — 07) si ha:

u(z®) = /Ql"(ac — 2N Au(z)dL N (z)

+ [ e (€% —Dle - ") 5h©) v g D
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Conseguenza importante. Se inoltre Au = 0in(, si ha

ou

(€—2%) —D(E—a%) - (O] dH (). @D

Ve Q u(2?) :/ [u(§)8r ey

Ko (91/

Osservazione 2.6.2. La formula (2.1) e utile per discutere la “regolarita” delle fun-
zioni armoniche:

le funzioni armoniche sono C*, le derivate di qualsiasi ordine di una funzione ar-
monica sono funzioni armoniche.

Osservazione 2.6.3. La (2.1) esprimendo « in €2 in termini dei suoi dati di Cauchy «
ou
ov
soluzione esista (vedremo nel seguito che il problema di Cauchy per 'equazione
di Laplace in generale non ha soluzione (nemmeno localmente)).

D’altra parte, per il teorema di unicita per il problema di Dirichlet per Au = 0, la
soluzione e univocamente determinata dal solo valore di u su 9.

Per ottenere un integrale su 952 che dipenda solamente dai valori alla frontiera e
non anche dalla derivata normale introdurremo la cosiddetta funzione di Green di
Q.

e su 0f) rappresenta la soluzione del problema di Cauchy in 2, purché una tale

2.7 Funzione di Green

Sia h € C%(Q) e Ah = 0in . Applicando la I identita di Green ad u e h, si ha

0= [ lu©Le) - ne L) anv1(e).
IR AGRIGE

Sommando, membro a membro, con (2.1) si ha

UI’O — U a_G .TCO _ .TO % N-1 .TO
@)= [ |u05ea - cleaEo] o vaten

avendo posto

G(&,2") =T(& —2%) + h(8).

Definita .
G:OxQ—-R

(y,2°),cony # 2% = G(y,2°) = T(y — 2°) + h(y),
G&,2°)=0 VeEeon, 2’ e

(e in questo caso G si chiama funzione di Green (relativaad (2 e A)) siha

(@) = /m u(«f)aa—f(f,xo)d’}-[ N-l(g) va® € Q. 2.2)
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Osserviamo che per determinare G si deve risolvere in 2 un particolare problema
di Dirichlet omogeneo:

Ah =0 inQ
(&) =-T(E—-2") VeEeo (2°€Q)
pertanto (in virtt del teorema di unicita) la funzione di Green se esiste & unica.

Lidea & quindi che la risoluzione di una classe di problemi di Dirichlet omogenei in
Q) consente di determinare G e risolvere, tramite la (2.2), tutti i problemi di Dirichlet,
omogenei e non.

La funzione di Green relativa a Bg (0).
Sia Q = Bp(0); consideriamo la riflessione rispetto alla sfera 9Br(0):

yeER<o>\{0}w=|%y

y=0—7y=o0.

Definiamo per ogniy € Br(0), 2° € Bg(0) cony # z°

Glyaty = Tl =D = () r(-a*)  seyz0

I'(|z°[) = T(R) sey = 0.
Osservato che per y # 0 si ha:

() g = () e (|- )

possiamo scrivere, per ogniy € B(0), z° € Br(0) con y # x°

R lyl o
=I{|—y— Sz
(’Iyl R

).

0
G(y,xo):F(\/IYI2+IXOI272y~x0)fl“ \/R2+<—|Y|I|§|> 2y~x0)-

Osserviamo che G(y, 2°) = G(2°,y).
La G = G(y.z°) cosi definita & la funzione di Green relativa a Bz (0); infattil’adden-

do
(40
]

R
G(&,2°) =0 V&€ dBR(0), 2° € Br(0).

€ armonico rispetto ad y e

Tenendo presente la (2.2), calcoliamo

IG (&, 2Y) _ {QG(y,xo)] _ {QG(y,xo)}
v (&) o) lyisie-r Oyl Liyi-iei=r

=———— -2V >0 V&€ aBg(0), 2° € Br(0).
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Nel seguito porremo

_9G(&,2°) R |2
K(&a%) = aw(€)  NwnR

|¢ — 2°|7N  (nucleo di Poisson)

e osserviamo che K (¢, z%) & una funzione armonica rispetto ad z", in quanto deri-
vata (direzionale) della G(¢, z°) che & armonica rispetto ad 2°, per ogni ¢ € dBr(0).
In definitiva, per (2.2), se u € C?(Bg(0)) &€ armonica in Br(0), si ha

R? — IwOIQ/ u(§) -
u(2’) == =t dH N v2° € Br(0
) =Novk 0B (0) 1§ — 2N © =(0) (2.3)
(integrale di Poisson).
Si puo provare che la rappresentazione (2.3) diu & valida anche se
u € C?(Bgr(0)) N C°(Br(0)) anzicché u € C?(Br(0)).
Osserviamo che se in (2.3) prendiamo 2° = 0 (centro di Bz(0)), allora

_ 1 -
w0 = e o MO,

che e la proprieta del valor medio per le funzioni armoniche.

Osserviamo, anche, chese u = 1in B r(0), da (2.3) si ottiene

1= / K& 2% dHN"1¢)  Va® € Br(0). (2.4)
OBRr(0)

Abbiamo dimostrato che ogni v € C?(Br(0)) N C°(Br(0)) con Au = 0 in Br(0)
e rappresentabile come in (2.3). Vale anche il viceversa, come mostra il seguente
teorema:

Teorema 2.7.1. (Teorema di esistenza, unicita e dipendenza continua della soluzio-
ne dal dato ¢, per il problema di Dirichlet per l'equazione di Laplace in Br(0))
Assegnata p € C°(0Bg(0)), la funzione definita in Br(0) da:

Rz ¢(€) N-1
u(z) = NonR /(98R(0) T dH (&) Vaz e Bgr(0)

e armonica in Br(0); inoltre per ogni &, € 0Br(0)

3 lim (o) = e().

I*}fo
JJEBR(O)

Pertanto
u € C%(Br(0)) N C°(BR(0)) e u=¢ su OBRg(0).
Infine (per il teorema del massimo modulo):

sup [u[ = sup |g|.
Br(0) 9BRr(0)
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Dimostrazione. Che la funzione u = u(z) sopra definita sia armonica in Bg(0) se-
gue dal fatto, gia osservato, che il nucleo di Poisson K (¢, z) & armonico rispetto ad
x, per ogni & € OBR(0).

Per definizione di limite, provare che

3 lim  u(z) = ¢(%o)

I‘)EO
ZEBR(O)
equivale a provare che:
Oc
Ve>030.>0 : VazeBr(0) |—z|< 5 = lu(z) — ¢(&o)| < e.

Sia e > 0; per la continuita di ¢ in &, € dBg(0),

>0 : VE€IBR(0) [§—&l| <o = (&) — (&)l <e.

Siax € Bg(0) tale che |&) — x| < 5—28 Si ha

u(e) — o) = /aB , KE2@ a6~ pler)

» x - N-1
per7(2.4) /633(0) K(f, )[50(5) 90(50)] dH (5)

e quindi
(@) — p(&)] < / K(&,2)0(6) — p(&o)] diN1(¢)
8Br(0)
= / K(,2) [0(€) — p(c0)] dH V1)
{ecoBr(0):1e—col<s. }
+ / K& ) 0(6) — plo)] diN1(e).
{ecoBr(0): 1e-co125. }
Ora
K(&2) |o() — pl60)] dHN1(€) <e,
{¢coBr(0);16-col<s. }
e poiché

| — x| > |§ — & — &0 — =
sihasu {¢ € 0Br(0); [€ — &l > b}

e
— > _ — = —
E—al26. -3 =13
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e quindj, il secondo integrale,

K(& ) (&) — p(&o)| dH Y1)
{¢coBr(0); 16—t0l25. }

B R27|:L'|2 . 1 o
= NenB / o 1ele) el 1(€)

{e€oBr(0); 1660125, }

R? — |af? <2>N N-1
—— (=) -2 su NwnyR
NwNR (Sg aBRI()O)|<p| N

N
2 _
(B? — |=f?) (5—) -2 sup || RV72.
e BR(0)

Poiché per « € Br(0) — & € 0Bg(0), si ha || — R, segue che anche

/ K(6,2) [o(€) — pl6o)] dHN1(E) <.
{ecoBr(0); 1e—¢0l25. }
In definitiva, risulta
lu(z) — p(&o)| < 2e.

Osserviamo che il ragionamento precedente & locale; ciog, se ¢ € sommabile, limi-
tata su OBg(0) e continua in ¢, € dBr(0), allora

u(z) = (&) quando r € Br(0) = ¢&. O

2.8 “Caratterizzazione” delle funzioni armoniche

Abbiamo gia provato che ogni funzione armonica soddisfa la proprieta del valor
medio.
Proviamo, ora, che:

Teorema 2.8.1. Seu € C°(Q) e verifica la proprieta del valor medio allorau é armo-
nica in (2.

Dimostrazione. Basta provare che u & armonica in ogni Bg(y) con Bg(y) C €.
Fissata Br(y) C , osserviamo che u € C°(0Bg(y)), pertanto il problema

Av =0 in Bgr(y)
v=1u sudBr(y)

ha, come gia dimostrato, un'unica soluzione v € C?(Bg(y)) N C°(Br(y)).
Consideriamo -
w:=v—u€ C°'(Bgr(y))

e osserviamo che w (e quindi anche —w) verifica la proprieta del valor medio (in
quanto tale proprieta & lineare, v verifica la proprieta del valor medio in quanto e
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funzione armonica e u la verifica per ipotesi), pertanto, per il principio del massimo
debole
sup |w| = sup |uw| =0,
Br(y) OBRr(y)

quindi w = 0, ciog u = v in Bg(y), quindi u coincide con v (armonica) in Br(y). O

2.9 Limite uniforme di successioni di funzioni armo-
niche

Teorema 2.9.1. Sia (u;) una successione di funzioni armoniche in <, tale che
uj = u infl.

Allora
u e armonica in Q.

Dimostrazione. Poiché u e limite uniforme di funzioni continue in Q2 € anch’essa
una funzione continua in Q.

La tesi conseguira se proviamo che « soddisfa la proprieta del valor medio.

Ora,

1

VieN e VBg(y) CcQ uj(y):wNRN/B ()uj(m)dEN(x)
R\Y

e passando al limite per j — +oco si ha

1 N
u(y) = on RN /BR(y)u(x)dE (x). O

2.10 Sul concetto di problema ben posto secondo Ha-
damard e Principio di riflessione di Schwarz

Osservazione 2.10.1. Osserviamo che avendo provato per il problema di Dirichlet
per 'equazione di Laplace in Br(0) un teorema di esistenza, unicita e dipendenza
continua della soluzione dal dato, tale problema al contorno si dice BEN POSTO
secondo Hadamard.

Notiamo inoltre che dalla dipendenza continua della soluzione dal dato, segue che
se (p;) C C°(0BR(0)) e p; = ¢ € C°(0Bg(0)) allora la successione di problemi

Au; =0 in Br(0
iy r(0) o)
Uj = @j su dBg(0)
per j — oo ha come problema limite
Au =0 in Br(0
. i (Pso)
U= sudBg(0).
Infatti da
sup |u; —ug| = sup |¢; — x| — 0,
Br(0) OBR(0) 4, k—+00
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segue che la successione (u;) € di Cauchy nello spazio di Banach

(C*BrO); | lco@aoy)

e quindi esiste v € C°(Br(0)) che & anche armonica in Bx(0) in quanto limite
uniforme di (u;) successione di funzioni armoniche.

In conclusione possiamo dire che la dipendenza continua della soluzione dal dato
esprime il fatto che I'operatore di Green

G:pc C°AOBR(0)) = G(p) = u € C°(Br(0)) N C*(Br(0))
Au=0  inBg(0)

unica soluzione di
u=q su dBg(0)

€ continuo.

Osservazione 2.10.2. Ora vogliamo dare un esempio, dovuto ad Hadamard, che
mostra come, in generale, rispetto a ragionevoli convergenze, il problema di Cau-
chy per I'equazione di Laplace non & ben posto, perché pur avendo esistenza della
soluzione, questa puo non dipendere con continuita dai dati di Cauchy.

Sia N = 2,Q = {(z1,22) € R%; 2y € R,z» > 0} e consideriamo il problema di
Cauchy, per ogni j € N,

Av? (z1,22) =0 in
uw(21,00=0 Va; €R

sen(j x1)
J

ul, (21,0) = Vz; €R.

Perognij e N

. ] h(q
W (1, 22) = sen(j fcl)jszen (J2) 7

“Poniamo )
u? (1, %2) = p(x1) - Y(x2);
pertanto da v/ (z1,0) = (1) - 9(0) = 0 per ogniz; € R, siha

. Pertanto

¥(0) =0;
da u{cz(xl,o) = p(x1) - ¢'(0) = m perognizi € R, siha
J
’(0) =1 (costante non nulla) e quindi p(z1) = w ;
J
da A (21,22) = ¢ (@1) - $(x2) + (1) - ¥ (w2) = Osiha
¢"(x1) =ko(x1) e ¢ (22) = —ki(z2).
. sen(j 1) . . . . . 2 .
Considerato che ¢(z1) = ———— dalla prima equazione differenziale si ha k = —j<;considerato che
senh(j z2)

1(0) = 0 ey’ (0) = 1 dallaseconda equazione differenziale si ha p(z2) =

j sen(jz1) senh(j z2)
uw! (z1,22) = - 2
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dove . ‘
. eJ$2 — e_JIQ
senh(jag) = —
e soluzione del problema in esame.
Osserviamo che
sen(jx 1
b)) 1
] ] Jj—+too

e quindi i dati del problema tendono a zero uniformemente rispetto a (1, x2) € Q.
Tuttavia,
lim |/ (21, 22)] = 400 Y (x1,22) € Q.

Jj—+o0

Teorema 2.10.3. (Principio di riflessione di Schwarz)

Consideriamo Br(0) in RN (N > 2); perx = (21,...,on_1,2n) € RY poniamo
x = (2',zy) dover’ = (x1,...,xn_1); Sia

B} (0) = {z € Bg(0); zn > 0},
By (0) = {z € Br(0); zn < 0}.

Siau € C?(Bf(0))nC° (F;{(O)), armonica in B} (0) conu = 0 in Br(0) N {zy = 0}.
Posto o
u(z) sex € Br(0)N{zy >0}
u(x) =
—u(acl,...,mN_l,—acN) S€$€§R(O)ﬂ{$N<O}

(w* e ottenuta dau prolungando la u come funzione dispari rispetto ad x ),

la funzioneu” e armonica in Bgr(0).

Dimostrazione. E chiaro che questo prolungamento di v, u*, & una funzione conti-
nua in Br(0) ed armonica in B}, (0) U By (0).
Il problema

Av =0 in BR(O)
v=u" sudBr(0)

ha, come & noto, un’unica soluzione v € C?(Bg(0)) N C°(Br(0)).

Peril fatto che il dato u* su 9 Br(0) € funzione dispari rispetto alla N-esima variabile
&n, sideduce che v & funzione dispari rispetto alla N -esima variabile z x (per (2.3)) 8
e in particolare v(z’,0) = 0(= u*(2’,0)). Pertanto v coincide con u* su B} (0) e su
9Bj;(0). Per il teorema di unicita v = u* in B, (0) U By, (0), quindi v = u* in B(0).

In particolare, u* & armonica in Br(0). O

8infatti, poiché u*(¢/, —€n) = —u*(&,6n) e K (&, —€én; ', —zn) = K(&',én; 2’z ) siha

vz, —zN) = —v(z’,TN) .
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Osserviamo che il principio di riflessione di Schwarz e valido per ogni aperto connes-
s0Q diRN (N > 2), che sia simmetrico rispetto all'iperpiano xn = 0 (cioe tale che se
(@',xn) € Qanche (¢/, —xn) € ).

La dimostrazione puo essere fatta localmente, ricorrendo quindi al caso particolare
di Br(0) gia dimostrato.

Osservazione 2.10.4. Siamo ora in grado di provare che il problema di Cauchy per
Pequazione di Laplace in generale non e risolubile, nemmeno localmente.

Consideriamo il problema di Cauchy per 'equazione di Laplace in
Q={(,on) eRY; 2’ e RV 2y >0}

Au(z’,zn) =0 in Q2
u(@’,0) =0 va' e RV
Uz (@',0) = (') Vo' e RV-L,

Sia u una soluzione del problema precedente; tale v € armonica regolare in ogni
B}(0) (al variare di R > 0), ciod u € C2(B7;(0)) N C°(B (0)) e Au = 0 in B};(0).
Inoltre w = 0in Br(0) N{zx = 0}.
Allora, conformemente al principio diriflessione di Schwarz, «* € armonica in Br(0)
e quindi v* & analitica reale in Bz(0). °
Pertanto anche

Qp(xl) = Uzy (117/, 0) = UZN (xlv 0)

& necessariamente analitica reale per ogni 2’ € RV ~1,
Ne deduciamo che il problema in oggetto puo avere una soluzione solo se il dato
o = p(z'), 2’ € RV~1, & analitico reale.

2.11 Disuguaglianza di Harnack per funzioni armoni-
che positive

Proviamo ora la disuguaglianza di Harnack per funzioni armoniche. La disugua-
glianza di Harnack esprime una notevole proprieta delle funzioni armoniche e po-
sitive in €2, precisamente il fatto che il rapporto tra il loro estremo superiore e il loro
estremo inferiore, calcolati in un arbitrario compatto connesso )’ contenuto in (2, &
limitato superiormente da una costante che dipende dalla dimensione dello spazio
euclideo, da 2 e dal compatto ' cui sono riferiti gli estremi.

Esponiamo successivamente un teorema di Liouville secondo il quale una funzione
armonica e positiva in tutto RY & necessariamente costante (cfr. Teorema di Liou-
ville 2.12.2 per un’altra dimostrazione) e un teorema sulla convergenza uniforme di
successioni monotone crescenti di funzioni armoniche.

Proviamo dapprima la disuguaglianza di Harnack nel caso particolare in cui €2 € una
palla di RY.

Lemma2.11.1. Sianoy € RY, R > 0 eu una funzione armonica e positiva in By (y).
Allora

sup u < 3V inf w. (2.5)
Br(y) Br(y)

9Per la dimostrazione della analiticita delle funzioni armoniche consultare il Teorema 8.5.4.
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Dimostrazione. Comunque si scelgano due punti z',2% € Bgr(y) C Bsr(y) appli-
cando il teorema del valor medio 2.1.3 si ottiene

1 1 / N 1 / N
pr— <
wu(z) N BN e u(z)dL ™ (x) < OnEN ot u(z)dL™ (x)

da cui
1
s us ey [ @ de ),
Analogamente
u(z?) = #/ u(z)deN () > ¥/ u(z) dL™ (x)
WN3VRY Jp. o) wn3N RN [, )
da cui

1
inf u>

> w(z)dL N (z).
Br(y) wn3N RN /132R(y) (=) (=)

In definitiva

1 1
— sup U < ———— w(z)dLN(z) < inf w

3N BR(E) = wn3NRN /Bm(y) (x) (z) < At
e quindi

sup u< 3N inf u.
Br(y) Br(y)

Teorema 2.11.2. (Disuguaglianza di Harnack, 1887)
Sia ) un aperto limitato di R , u una funzione armonica in ), u > 0. Allora per ogni
Q' connesso, ' cC Q19, esiste una costante c dipendente solo da N, ), Q) tale che

supu < cinfu. (2.6)
Q Q

Dimostrazione. 1l compatto e connesso {! pud essere ricoperto con un numero fi-
nito di palle Bg(w*) C Q,7=1,2,...,m, con centriw® € Q' (sia R < Zdwt (', 00)).
Siano ', 22 € ) tali che, senza ledere la generalita, »' € Br(w*), 22 € Br(w**7) per

qualche j > 1, e le palle siano numerate in modo che risulti Br(w') N Br(w'*!) # 0
perl=Fkk+1,...,k+75—1.

1073 notazione €’ CC Q indica che la chiusura Q' & compatta e contenuta in 2
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Applicando la stima (2.5) in ciascuna palla e combinando le disuguaglianze si ottie-
ne

u(xl) < sup u < 3N inf w
Br(wk) Br(wF)
< 3N inf u < 3N sup U
Br(w*)NBg(wkt1) Br(wk)NBr(wk+1)
< 3N sup u < 32N in u
Br(wk+1) Br(wkt?)
< 32N inf u <
Br(wk+1)NBR (wk+2)
< UHDN inf g < 3MHDN 4 (22) .
- Br(wk+i) -
Essendo z', 22 arbitrari, posto ¢ := 3("*+DV siha
supu < cinfu
o Q
e la dimostrazione & completa. O

Teorema 2.11.3. (Teorema di Liouville)
Siau € C*(RN), Au=0,u > 0inRYN. Allorau é costante in R" .

Dimostrazione. Sia m = %Rn]\f u > 0 e si consideri la funzione 7 = v — m. Allora
AV =0¢e ]iRan v = 0. Applicando la disuguaglianza di Harnack (2.5) alla funzione ¥

si ottiene
VR >0 sup ¥V < 3V inf ¥
Br(0) Br(0)
e, passando al limite per R — +o0, si hasup % < 0.
RN
Osservato che risulta
O=inf?¥ <sup? <0
]RN RN
siha 9 = 0 cioe u = m. O

Teorema 2.11.4. Sia (u,,) una successione monotona crescente di funzioni armoni-
che in un aperto connesso limitato Q) C RY e si supponga che esistay € ) tale che la
successione (un(y)) sia limitata. Allora la successione (u,,) converge uniformemente
ad una funzione armonica in ogni QY CC Q.

Dimostrazione. Poiché la successione € monotona

Ju(z) = lim up(z) < +oo.

n—-+oo

In particolare u(y) = lirf un(y) < +oo cioe
n—-+0o0

Ve>0 dv>0: Vn,m>v,n>m 0 <up(y) —um(y) <e.
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Si considerino ora ' CC Q e Q" connesso tale che Q' U {y} C Q" ccC Q. Perla
disuguaglianza di Harnack (2.6), se n,m > v

sup [un(2) = um(2)] < (N, Q7,Q) - inf Jun(2) —um(2)| < ¢(N,Q",Q) ¢
2€Q” zeQ”

che e la condizione di Cauchy per la convergenza uniforme. Quindi la succes-
sione (u,) converge uniformemente in ' e, poiché il limite uniforme di funzioni
armoniche € una funzione armonica, vale la tesi. O

2,12 Stima (interna) a priori del gradiente di una fun-
zione armonica

Teorema 2.12.1. Sia Q) aperto connesso limitato di R™ ; w armonica in ) ed ivi limi-
tata. Allora per ogni compatto K C ) si ha

N
sup |Vu| < — sup |ul,
K dx @

dovedy = dist (K,00) > 0.

Dimostrazione. Osserviamo che Vu = (0, ...,dyu) € una funzione vettoriale ar-
monicain €.
Sia Br(y) C €, allora, per la proprieta del valor medio,

1
Vu = / Vu(z)dL™ (x
W = oy [, VLN
1
- < / w(©v(€)dHN1(€) (peril teorema della divergenza)
wn R 9Br(y)
e quindi
N
, N-1 _
[Vu(y)| < vV stgllp lu| Ny RNt = 7 Slép .

Sia:)ra, y € Qesiad, = d(y,0) (funzione continua di y); per ogni 0 < R < d, si
ha Br(y) C © e quindi (per quanto gia provato)

N
Vu < — sup |ul,
Vuly)l < & Qpl |
eper R — d,:
N
[Vu(y)| < = sup |u] Yy € Q.
dy o

Sia, infine, K compatto, contenuto in (2 e sia

dx = mind, = dist (K,00Q) > 0;
yeK

allora N
|[Vu(y)] < — sup|u| perogniy € K,
dx o
e quindi

N
sup |[Vu| < — sup uf. O
K dg o
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Teorema 2.12.2. (Teorema di Liouville)
Seu e armonica e limitata in RN, allora u é costante.

Dimostrazione. Basta applicare la stima interna per il gradiente diu con K = Br(0)
e () = Byr(0); allora

N
sup |Vu| < — sup [y
Br(0) B2r(0)

e per R — +oo si hasup |Vu| = 0, pertanto u & costante in RY. O
RN

Teorema 2.12.3. (Teorema di compattezza per successioni di funzioni armoniche)
Sia (u;) una successione di funzioni armoniche in Q@ (aperto connesso limitato di
RN); se (u;) e equilimitata in ), allora esiste una successione estratta da (u;) che con-
verge uniformemente ad una funzione (necessariamente) armonica sui sottoinsiemi
compatti di (.

Dimostrazione. Dalla stima interna per il gradiente di una funzione armonica, se-
gue, stante la equilimitatezza di (u; ), che la successione (Vu;) € equilimitata su ogni
compatto contenuto in Q:

vV K compatto, K C

N
sup |Vu;| < — sup |u;]| < ¢ (cindipendente da j).
K dx @

Pertanto, per il teorema di Lagrange, la successione (u;) € equilipschitziana e quindi
equicontinua in ogni compatto contenuto in 2.
La tesi segue dal teorema di compattezza di Ascoli-Arzela. O

2.13 11 Problema di Dirichlet:
Il metodo delle funzioni subarmoniche
(di O. Perron, 1923)

Siamo ora in grado di affrontare la questione dell’esistenza della soluzione per il
problema (classico) di Dirichlet in un “arbitrario” Q aperto connesso limitato di R”.
La trattazione che seguiremo e quella del “metodo di Perron delle funzioni subar-
moniche” che sifonda sul principio del massimo e sulla risolubilita del problema di
Dirichlet su palle di RY.

Il metodo & semplice, elegante e separa il problema dell’esistenza nell’aperto 2 dal
comportamento della soluzione sulla frontiera 9f2.

Per completezza di esposizione del metodo ricordiamo la seguente definizione:
Definizione 2.13.1.

u  subarmonica in <d:e£ ue€C°(Q) e VBr(y) CQ
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Come gia fatto, indicheremo con () la classe delle funzioni subarmoniche in 2.

Ricordiamo, inoltre, il seguente

Lemma 2.13.2. (Principio del max debole) _
Se ) & aperto connesso e limitato diRY eu € o(Q) N C°(Q), allora

Supu = sup u .
Q a0

Definizione 2.13.3. Si definisce solleva_mento armonico di una funzione subar-
monicau € ¢(Q) relativo a Bgr (y), con Br(y) C , la funzione cosi definita

u(;y) sex c Q\BR(Q)

uy r(z) =

Av =20 in B —
I'unica soluzione di { R W) sex € Br(y) .

v=1u sudBr(y)

Lemma 2.13.4. Siau € () e Br(y) C Q; allora
() u(x) <uyp(r) Vee;

(i) uy,r € o(2).

Dimostrazione.

@) In Q\ Bgr(y) u = uy, g; inoltre, poiché u — u, r € o(Bgr(y)) N C°(Br(y)) dal
Lemma 2.13.2 segue che

sup (v —uy r) = sup (u—uyr) =0,
Br(y) 9Br(y)

e quindi
u—uyr <0 inBgr(y).

(i) uy r € C°(Q), inoltre in Q \ Br(y) uy, r = u e per u vale la diseguaglianza
del valor medio; in Br(y), uy,r € addirittura armonica e quindi soddisfa la
uguaglianza del valor medio. Peripunti ( € 9Br(y) si ha

1
uy,r(C) = u(() < thN/B(Ou(J:)dEN(x)
< (per (i) thN/B(Ou%R(x)dLN(x)

per ogni ¢t > 0 sufficientemente piccolo. O
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Definizione 2.13.5. Sia Q2 aperto connesso limitato di RY; ¢ : 9Q — R limitata;
posto
= 1 f M =
m 1519 2 S{;lé) i)

definiamo la classe

0,(Q):={uco(@NC’(Q); u<yp su 9Q}.

Osservazione 2.13.6.

0,(Q) #0 (in quanto le costanti < m sono in o,(9)) .

Lemma 2.13.7. Seu,us,...,u; € 0,(Q) allora anche

v = max {u1, us, ..., up} € 0,(Q).

Dimostrazione. E chiaro che v € C°(Q) e v < ¢ su d€; inoltre per ogni Br(y) C

Osservazione 2.13.8.
Vueo,(Q): ul@)<M Vze.

Infatti per il Lemma 2.13.2,

supu =supu < M.
Q 19}

Definizione 2.13.9. Ha senso allora definire la seguente funzione (di Perron):

W, : Q=R

x> Wy(z) = sup u(z).
u€o,(Q)

Lemma 2.13.10. La funzione di Perron W,, e armonica in Q.
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Dimostrazione. Siay € Qe Br(y) C €; sia0 < R’ < R e consideriamo una
successione (z;) C Br/(y). Risulta

We(zj) = sup u(xy)
u€o, ()

pertanto per le proprieta caratteristiche dell’estremo superiore si ha

_ 1
VieEN,VEEN Fufeo,(Q): Wy(r)— - <ul(a;) < Wy(z))

k
e quindi
€, (Q) (k=1,2,...): knguf(xj) =Wy(z;) Vi=12,.... @27
Consideriamo (fissato k£ € N)
uF :max{u’f,...,uﬁ}.

Per il Lemma 2.13.7 risulta u* € 0,(Q); inoltre
uf(xj)guk(xj)ng(xj) VkeN, 1<j<k,
e quindji, per confronto, da (2.7), si ha che

akgglmuk(xj):w@(xj) Vi=1,2,.... (2.8)
La successione (u*) pud essere assunta equilimitata con m < u* < M (se necessa-
rio si consideri max {u*,m} € 0,(Q) per il Lemma 2.13.7, e verificante ovviamente
ancora (2.8) in quanto Vj € N v*(z;) < max {u*(z;),m} < W,(z;)).
Consideriamo, per ogni k, il sollevamento armonico u’; pdi u relativo a B r(y); de-
notiamo ancora, per semplicita, con (u*) tale successione equilimitata.
In definitiva la successione € equilimitata, ¢ formata da funzioni di o, (ﬁ), soddisfa
(2.8) ed & tale che in Bg(y) le funzioni u* sono armoniche.
Per il teorema di compattezza 2.12.3 esiste una funzione armonica W tale che (a
meno di successioni estratte)

u* = Win Br (y).

Per (2.8)
lim u”(x;) = Wy(z;) = W(z;) Vji=1,2,...

k——+o0
per cui W, coincide con una funzione armonica W nei punti della successione (z;)
fissata in Br/(y) (osserviamo che W dipende a-priori dalla scelta della successione
(z;) e dalla successione estratta da (u")). Sia, ora, € Bg/(y) e sia (z;) C Br (y) tale
che z; — =1 = z; si ha, per la continuita della corrispondente W,

lim Wy,(z;) = lim W(z;) =W =W,

j_lgloo o(z)) j—}r-il-’loo (25) (1) o(z1),

cioe W, é continua in Br/ (y). Siainfine (z;) una successione densa in Br/(y). Allora
W, coincide con una funzione armonica in ogni z; e quindi per la continuita, in
ogni punto di Br/(y). Cio significa che W, ¢ armonica in un intorno di y, e quindi
in tutto Q. O
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Il risultato precedente esibisce una funzione armonica W, che ¢ una possibile so-
luzione del problema classico di Dirichlet

Au=20 inQ
U= su of).

Nel metodo di Perron lo studio del comportamento su 02 della soluzione & essen-
zialmente separato dal problema dell’esistenza.

L'assunzione con continuita del valore alla frontiera e legata alle proprieta geome-
triche di 02 attraverso il concetto di funzione barriera.

Definizione 2.13.11. Sia ¢, € 99; una funzione Q¢, € o(Q) N C°(Q) tale che

Q50(§0) =0, Q&o(g) <0 VEe \ {EO}

si chiama funzione barriera relativa al punto ¢, e all'operatore di Laplace (osser-
viamo che, per il Lemma 2.13.2, risulta Q¢, < 0in ).

Il punto di frontiera &, € 952 si dice regolare se esiste una funzione barriera relativa
a &, altrimenti &, si dice eccezionale.

Lemma 2.13.12. Sia &, € 0N regolare; v : 92 — R limitata su 0%} e continua in &y;
allora
liminf W, (z) > (&) M (i)
I*}fo
e
ed anche
3 lim W, (z) = ¢(&o)- (ii)
et

Dimostrazione. (i) Sia Qg¢, la funzione barriera relativa a &;; siano ¢ > 0, k > 0.
La funzione u definita da

u(z) == () — & +kQg(x) Ve,
é di classe o(Q2) N C°(Q), e soddisfa

©(&o) — e+ kQe (&) < (&) — VE €09,
u(&o) = ¢(6o) — ¢

<
—~
o
~

|

Dimostriamo che u € 0,(Q), pertanto proviamo che u < ¢ su 09. Infatti,
poiché ¢ & continua in &y, in corrispondenza di ¢ > 0 fissato, esiste J. > 0 tale

che
VEe I |§—&l <de = p(&) —w(éo)l <e,
11
liminf f(z) := sup inf f(z) (minimo limite di f per x — xo)
T—xQ r>0 0<|z—zo|<T
limsup f(z) := inf sup f(x) (massimo limite di f per x — xo)

T—=To r>0 o<|z—zg|<r
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da cui

(&) > (&) —e > u(). 12

Quindi
u<ep su {| — &l < -} NI

Poiché Q¢, (¢) € limitata superiormente da un numero reale negativo per

{1€ — &| > 6:} N 09, possiamo trovare k = k(¢) > 0 sufficientemente grande
in modo che u < ¢ valga anche per {|¢ — | > .} N O

Allora u € 0,(0) e di conseguenza u(z) < W, (z) per ogni z € Q.

Ne segue che

(&) —e =u() = lim u(zr) <liminf W, (x),
z—E&o z—&o
€N e

da cui segue la tesi per 'arbitrarieta die > 0.

E sufficiente provare che

lim sup W, (x) < (&) -

Z—)fo
€N

Proviamo che
Wy(xz) < —W_y(z) Yoe.

Risulta
—W_,(z)=— sup wu(z)= inf (—u(z))= inf  U(x)
u€o—_,(Q) u€o—(Q) ~U€o-(Q)
dove si & posto U(x) = —u(x). Osservato che peru € o,(Q) e —U € 0_,(Q)

risultauw — U < 0OsudQeu—U € o(Q) N C°(Q), per il Lemma 2.13.2 si ha
u—U < 0in ) e quindi

sup u(z) < inf  U(z) Vze, 2.9
u€o, (Q) —Uco_,(2)
cioe
Wy(z) < —W_,(x) Vaoe
Applicando (i) a W_,, si ha:
liminf W_,(z) > —¢(&),

Z—)fo
e

e quindi

lim sup W, (z) < limsup (—W_,(z)) = —liminf W_,(z) < ¢(&). O
z—&o z—&o z—&o
z€Q z€Q e

12evidentemente per provare la (i) & sufficiente supporre ¢ semicontinua inferiormente in &y € 99Q.
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Osservazione 2.13.13. La relazione (2.9) vuol dire che la classe delle u € 0,(Q2) e
quella delle —U € 0_,(€2) (cioe delle U superarmoniche, regolari, con U > ¢ su 95)
sono separate.

Teorema 2.13.14. (Teorema di esistenza, unicita e dipendenza continua della solu-
zione dal dato, per il problema di Dirichlet per l'equazione di Laplace)
Sia Q aperto connesso limitato diR" ; il problema di Dirichlet

Au=20 inQ
U= su o)

e risolubile in C%(2) N C°(Q) per ogni dato ¢ € C°(0N) se e solo se ogni & € 0N &
regolare. La soluzione é la funzione di PerronW,,. Inoltre (per il teorema del massimo
modulo)

sup [Wo,| = sup [¢].
Q oQ

Dimostrazione. Sia ¢ € C°(0f2) e ogni & € 0N sia regolare. Allora, per il Lem-
ma 2.13.10, W,, € armonica in Q e, per il Lemma 2.13.12,

3 lim Wy () = ¢(6) V& €00
x—&o
€N

Cio implica che, se 92 & formata da punti regolari e ¢ € C°(99), allora W,, € C°(Q)
quando poniamo W, = ¢ su 0.
Quindi _
W, € C?(Q)NC°(Q)
AW, =0 inQ
W, =9 su 0N
Viceversa, supponiamo che il problema di Dirichlet
Au =0 inQ
U= su df)

sia risolubile in C?(2)NC°(Q2) per ogni dato p € C°(9N). Sia &, € IQ. Consideriamo
v : 00 — R, definita da

e(§) = — 1€ — &l V¢ € 0.
Siha p € C°(00); siav € C?(Q) N C°(Q) 'unica soluzione di

Av=0 inQ
v() =—16—&| Ve
Definita
Qe (x) = v(x) Ve,

si riconosce facilmente che @)¢, ¢ una funzione barriera relativa a &, sicché &, ¢
regolare. -
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Rimane 'importante questione: per quali ) (aperti connessi limitati di R”) i punti
di frontiera sono regolari?

Sono note (generali) condizioni sufficienti in termini delle proprieta geometriche
(locali) di 012.

[lustriamo una di queste condizioni.

Definizione 2.13.15. () aperto connesso limitato di RV ha la proprieta della palla
esterna se

Vé-o € 0N HBR(y) : ER(y) nQ = {go}

Proposizione 2.13.16. Se} ha la proprieta della palla esterna, allora ogni punto di
0f) e regolare.

Dimostrazione. Sia &, € 92 e Br(y) tale che

Br(y) N = {&}-

Definiamo per ogni z € Q

lz—yP N —R>N  seN>3

xTr) =
Qe () log ——— se N = 2.
|z -yl

Si verifica facilmente che )¢, € una funzione barriera relativa a &,. O

Osservazione 2.13.17. Osserviamo che se Q2 e strettamente convesso (nel senso che
per ogni {; € 01 esiste un iperpiano Il¢, tale che II;, N Q = {&}) allora © ha la
proprieta della palla esterna.

Se N > 3 gliaperti {2 con “spine rientranti” (che puntano in 2) non sono ammissibili
per il problema classico di Dirichlet, come mostra un argomento di Lebesgue, per
il quale si puo consultare e.g. [5] alle pp. 77-78.

2.14 Potenziale Newtoniano e problema di Dirichlet per
I'equazione di Poisson

Abbiamo definito, per N > 3, la soluzione fondamentale (di polo z°) per il A:

0\ _ 1 _ ,0|2—N N o
I(z z)iN(Q—N)wNLE x° Vo e RY\ {2}

e inoltre, per Q connesso, compatto di RY, di classe C" a tratti, e per u € C?(Q)
abbiamo provato la formula di rappresentazione di Green (Teorema 2.6.1):

(€5 €~ 2°) = T~ )G am e

u(z?)

LF(x—xO)AIu(z)dﬁN(x)+/.

o
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per ogni z° € €.

Definito il potenziale (di dominio) Newtoniano di densita f, con f funzione limi-
tata e integrabile in (2,

wia) = [ Pe-n i@t e veeo,

dalla rappresentazione precedente risulta che « € somma del potenziale Newtonia-
no (di densita A,u) e di una funzione armonica.

Studiamo pertanto il potenziale Newtoniano di densita f; in particolare vediamo
sotto quali ipotesi sulla densita f il potenziale Newtoniano & C?, al fine di trovare
una soluzione (particolare) dell’equazione di Poisson.

Lemma 2.14.1. Sia ) aperto connesso limitato di R”, f limitata e integrabile in Q;
allora posto

w@) = [ e =) f)dL¥w)  Vaeo.
si ha

w e CHQ) e aiw(x):/Qail"(ac—y)f(y)dﬁN(y) VeeQ, i=1,...,N

dove 9; = 0,.

Dimostrazione. Per x € RY poniamo
vi) = | Ol —y) f) dL" ()
(v € ben definita perché 9;,I'(x — y) € sommabile e f & limitata). Per provare che
w € C1(Q) e d;w = v, costruiamo una famiglia di funzioni (w.).~o € C*(Q) tale che
pere — 07
We = W
diw, =X 0.
Per questo sia ¥ € C''(R) tale che

0<I9(t) <1, 0<¥(t)<2 VteR,

(ad esempio

0 pert <1
P(t) =512t +9t2 —2t> perl <t <2
1 pert > 2 ).
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3(1)

Figura 2.1: Grafico della funzione ¢

Definiamo pere > 0

wiw=[  T@ -09(

Sihaw. € CY(Q) (inquantoT'e C>* eveCh) e

lz—4l ; yl)f(y) acN(y) vz eRN.

€

ww) ~wee)= [ -y o2 rwac

|lz—y|<2e
da cui
w@) ~we@)| < [ )] at V) -supl ]
Bac () Q
Risulta
1
'z —y dENy:/ — Jr -y NdcN(y
/BW)| el )= [ el (v)
1 / N-—1 /28 2—N N-—-1 1
=— dH w 0 0 dL (o
N(N —2)wn 8B (x) @) 0 (@)
1 AT 42 2P
CN-2[2], 2(N-2 N-2
Quindi
N 2e2
lw(z) —w(z)| < | [T(z—y)| dL (y)-suplflzsup|f|~N 5
B2a($) Q Q o
da cui si ha

1im+ w. =w uniformemente sui compatti di RY (e quindi in Q).
e—0
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Ora proviamo che
Ojws = .

e—0+t

diwe(z) = 9 |D(z —y)- 0
JAC LR

o) o= [ 2 {re=n [1-0 (B2 }roracw

_ /|H|<2€ {81-1"(,73 —y) [1 —9 (@ﬂ CT(x — )00 (@) } fly)dLN(y).

Risulta
|

=) rac .

Poiché )
Tz —y)| < =N
Or (@~ )| < 5 o =o',
siha
1 _
/ ol =) dLN () < —— [ Je—yl TV dLN(y) =2
lo—y|<2e WN JBa. ()

da cui segue che
2
o) o< [ {lare -l e - ni 2} i) sl
lz—y|<2e € Q

2e2 2
§sup|f|~<25+ c -—>
Q

N-2 ¢
4e 2N
< -1 2 — | = .
<swplil- (224 5 ) =swlsl- (s )
Di conseguenza
lim Qw. =v uniformemente sui compatti di R" (e quindiin Q). O

e—0t

Lemma 2.14.2. Sia §) aperto connesso limitato diRY, f € C%*(Q) 0 < a < 1);
alloraw € C*(Q) e

/Q 0uT(@—y)[fW) = F@NALN (W) = f(@) | OT(@= v () aHNH(E)
Vze, i,j=1,...,N

dove )y e un qualsiasi aperto limitato contenente(), con frontiera di classe C* a tratti,
ef=0inQy\ Q. Inoltre

)

Aw(z) = f(z) VxeQ.

Osserviamo che si pud mostrare che
fec®@ # weC*Q)
(cfr. e.g. [13] a p. 54).
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Dimostrazione. Sia ¥ € C*(R) la funzione introdotta nella dimostrazione del Lem-
ma 2.14.1 e definiamo pere > 0

_ T(r — lz -yl N r
w@= [ ore-e (B ety veen

ve € ben definita perché 9;I" € sommabile, +} ed f sono limitate; inoltre si riconosce
chev. € C1(Q).
Ricordiamo che per il Lemma 2.14.1, posto

o(z) = / Ol (x — 1) (y) ALV (y)

siha
v=0w inQ,
inoltre si prova agevolmente che
[v(z) — ve(z)| < sup|f]- 2,
Q

da cui segue che
Ve =X W inQ.

e—0t
Posto

u(z) = /Q 0T (= y)lf (y) — f@)] AL (y) — f(2) - Ol (x = &) v; () dH ™ (€),
osserviamo che v € ben definita, in particolare il primo integrale e finito in quanto

05T (2 = )[f W) = F@ < e |z =y [flow [2 = 9" = en [floa [z —y[7V.
Proviamo che

0jve = u sui sottoinsiemi compatti di §2 (j=1,...,N),
e—0+

ne seguira che esiste 9;v = u, e poiché v = 9;w si avra in definitivaw € C?(Q) e

u = (’)ijw.
Proviamo dunque
ojve = wu.
e—0t
Si ha, posto per brevita
9. =1 (—'x _y|) ,
€
Opvs(x) = [ 9 ([0 (x —y)]V.) fy)dL ™ (y)

Q

= 9; (100 (z — )] V<) [f(y) — f(z)] L™ (y)

Qo

+/f(x) ; 9; (100 (x — y)]9e) AL (y)

[0, (0 (e )] 02) [f) ~ 1) 4L ()

—f(z) Ol (@ — €)v; (&) dHNT1(€)

Q0
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purché ¢ > 0 sia sufficientemente piccolo (per cui J. = 1); al secondo integrale si
e applicato il teorema della divergenza () ha frontiera di classe C' a tratti). Allora
per sottrazione, per 2 < d(z, 02),

fu(e) — jve(z)] = \ /| 20000 =} [0) ~ f] 42 )

IN

2L e wlifw - f@)de )

BZE( )

s [ ot -l - 1) N )
Bac(x)

< [f]o,a(4+%)2%a = 0

e—0t

Di conseguenza

0jve = u sui sottoinsiemi compatti di 2.
e—0t

Lultima disuguaglianza e ottenuta in virtu delle seguenti maggiorazioni:

2 ore -l - f@lac )
Bac(x)

E
< 2 foa— / dH Y (w) / TN N0 421 o)
~ € ’ NWN OB (z) 0

2 1 (2e)ott

=z N N
e Nwy wN a+1 [£lo.

S 4[f]0,a2a€a7

e

Per provare che
Aw(z) = f(x) Vre,

fissato = € Q) sia )y = Br(x) contenente Q2. Da

x) :/Q iU (z—y) [f(y) — f(2)] dﬁN(y),f(z) O (x— &) v;(€) dH Nﬁl(é)

Q0

i,j=1,...,N,
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siha
N
Aw(m) = Z@”w(ac)

1=1 N
- / D0l (x = y)f(y) — f@)]dLN (y)

Br(z) =1

N
- 0; _ i dH N1
f(x)/BBR(w); Tz — &) v (&) dH (€)
N
B= — I =& &~ N—1
= 0 f(x)/z g\fR.ZNWN e le ¢ dHN1(9)
- 1| Z R A
le—¢|=R ; Nw §|N+1
= — ﬁ N—1
= Je )NwN /z—gl—R |x_€|N+1 dH (&)
= f(m)—Ni RNTINwy RN
N
= f(x). O
BRisulta

AT —y)[f(y) — f@)]dLN(y) =0 (0<r < R);
Br(=)\Br(z)
inoltre A, T'(z — y) [f(y) — f(z)] € sommabile in Br(z), pertanto

/B ( )Axl“(x—y) [f(y)—f(@)]dc N (y) = lim Aol (@—y) [f(y)—f ()] dL N (y) = 0.

=0t JBR(2)\Br(z)
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Siamo ora in grado dirisolvere il problema di Dirichlet per ’equazione di Poisson:
ue C*(Q)NCQ)
Au=f in
U= su df)

conp € CO0N) ed f € C**(Q) (0 < a < 1) funzioni assegnate.

Sussiste il seguente teorema.

Teorema 2.14.3. (Teorema di esistenza, unicita e dipendenza continua della solu-
zione dai dati f e ¢, per il problema di Dirichlet per l'equazione di Poisson)
Sia Q aperto connesso limitato di R con frontiera formata da punti tutti regolari.
Perogni f € C%*(Q) (0 < a < 1) ey € C°(0), esiste (unica) u € C*(Q) N CY(Q)
soluzione di
Au=f inQ
U= su oS
Si ha
u=v-+w
dove w e il potenziale Newtoniano di densita f, ev e l'unica soluzione del problema
Av=0 inQ
V=@ —w su of.

Inoltre

sup |u| < cost - | sup || + sup|f]
Q o Q

(u dipende con continuita dai dati f e p).

Dimostrazione. Poiché siamo nelle ipotesi del Lemma 2.14.1 e del Lemma 2.14.2
risulta .
w e C* Q)N CcHAQ), Aw=f.

Sia v € C2(Q2) N C°(Q) I'unica soluzione del problema
Av=0 in Q2
V=@ —w su 0N
(si noti che 2 ha frontiera formata da punti tutti regolari e ¢ — w € C°(99)).

Posto
U:=v+w

risulta .
uweC*()NC'Q), Au=finQ, u=psudil.

Inoltre poiché (per N > 3)

; _ 2N N
w0 < | P @l
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ed f e limitatain , si ha
sup |w| < cost - sup |f]
Q Q

(dove la costante dipende da N e da diam 2), e quindi

sup |u| < cost - | sup|p|+sup|f] ] - O
Q o0 Q

Osservazione 2.14.4. Cisono altri metodi per dimostrare il risultato di esistenza del
Teorema 2.14.3 (cfr. [5]); il metodo variazionale negli Spazi di Hilbert sara discusso
nei Capitoli9 e 8.



CAPITOLO 3

Elementi di Teoria delle Distribuzioni (Laurent
Schwartz)

La teoria delle distribuzioni iniziata da S.L. Sobolev nel 1936 e pienamente formu-
lata da L. Schwartz negli anni 50, & stata di fondamentale importanza sia in ma-
tematica pura che in matematica applicata, aprendo la strada all'introduzione di
nozioni generalizzate di derivazione ed integrazione che consentono di aggirare al-
cune difficolta della teoria classica e di dare una trattazione rigorosa dei fenomeni
impulsivi o discontinui. Il concetto di distribuzione generalizza quello di funzio-
ne in molte situazioni in cui viene meno la regolarita della funzione in questione.
Esempi di distribuzioni sono le funzioni impulsive, molto usate nell’elettromagne-
tismo ed in meccanica quantistica ancor prima che ne venisse data un’'opportuna
interpretazione matematica.

3.1 Distribuzioni

Introduciamo in C§°(€2) la seguente nozione di convergenza (forte).

Definizione 3.1.1. Sia (¢;) C C§°(),
def i) 3K compatto contenutoin Q2 : supp ¢; C K, Vj € N;
p; =0 g ) N
i) D%; = 01inQ, Va € Ny .

Nel seguito indicheremo con D((2) lo spazio vettoriale C§° () munito della conver-

genza prima definita e scriveremo o, ﬁ 0.
D(Q

Osserviamo che D(2) e chiuso rispetto all’operazione di derivazione.

Esempio: La successione

@;(x1) = e T o(x1) sen(jz1) JEeN,
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converge a zero in D(R).

Definizione 3.1.2. Sia T : D(2) — C un funzionale lineare. Si dice che T" & una
distribuzione in 2 se

Y (pj) C D(Q), 0 ——=0 = T(p;) =0
D(Q) b

(cioe se T' & continuo rispetto alla convergenza in D(2)).

Lo spazio vettoriale delle distribuzioni in Q si indica con D’'(f2) (esso & il duale
topologico di D(2)).

Teorema 3.1.3. (Caratterizzazione)
Sia T :D(Q) - C unfunzionale lineare. Sono equivalenti:

(@ T eD(Q)),
(b) VK compatto C Q Fc, >0, 5, € Ny :
(T, o) =T(p) < e > sup|D¢| Vi € D(K).

|l <jp

Le funzioni ¢ € D(Q) si chiamano funzioni fest (delle distribuzioni). Inoltre si pone
(T, ) :==T(p).

La condizione (b) esprime il fatto che una distribuzione, localmente, agisce solo su
un numero finito di derivate.

Dimostrazione.
(a) = (b) Dimostriamo che —(b) (i.e. la negazione di (b)) = -(a) e quindi supponia-
mo che esista Ky compatto C §) tale che

Ve>0 VjeNy Fee; € D(Ky) AN (T, e >c Z sup |[D%pe ;] -

laf<g 0

Scelto c = j € Ne posto . ; = ¢; siha

(T, )] > j Y sup D%

la<j °

e, dalla linearita di 7', risulta

<T, 7 > > 1
J Y sup D%

lof<j 0

Poniamo

b e ¢;
= - .
j Y sup|D%g;l

leo|<j 0
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Risulta ¢; € D(Ko) e inoltre [D*¢;| < - per |a| < j. Dunque

7/’;'?9)”)7

ma, essendo |T'(y;)| > 1, non puo aversi T'(¢;) — 0, e quindi e provatala —(a).
J

(b)) = (a) Sia(p;) C D(Q), @, W 0; peri) (della Definizione 3.1.1) esiste

K compatto C Q taleche suppyp; C K (quindip; € D(K)) VjeN.
Da (b) segue che

Je, >0,5, €No 1 [(Top)| <c, Y. sup|D

|| <j e

e poiché per ii) (della Definizione 3.1.1) D%p; = 0 deduciamo |(T, ¢;)| — 0,
da cui segue la tesi. O

Definizione 3.1.4. SiaT € D’(Q). Sidice che T € una distribuzione di ordine finito
se verifica la seguente proprieta:

(') 3j € No, VK compatto C Q3c, > 0: [(T, @) <o > sup |D%| Vo e D(K).
lal<j
Lordine & il minimo j per il quale vale ().

Osserviamo che se vale (b') vale anche (b), ma non & vero il viceversa.

3.2 Esempi di distribuzioni

Siau € Ll (Q) ((d:ei V K compatto CQ u € Ll(K)); definiamo
T,:D(Q) — R
o = (Ty,p) = /Qu(ac)go(x) deN (z).

Osserviamo che T, & un funzionale lineare.

Sia K compatto C €2, allorau € L!(K). Risulta

VoeDK)  |(Tu )| = \ [ wtereta) iz @)

< /K u(@)] LY () -sup el

che &la (b') con j = 0. Quindi ad ogni u € L; () si pud associare una distribu-
zione T, (distribuzione di ordine finito (zero)).

Si usa scrivere (anche se impropriamente)

Lipe () € D'(Q)



62 Introduzione alle Equazioni a Derivate Parziali Lineari

(nel senso che ad ogniu € L], () siassocia una particolare distribuzione in D’ (Q2)).

Nel seguito (vedi Proposizione 3.2.1) proveremo che
Lioe(2) G D'(Q)

ovvero, I'immersione L;, (Q) < D'(Q), u — T, & iniettiva (cioé se u; e us sono in

L}OC(Q) tali che T,,, = T,,,, allora u; = u2 q.0.) manon e suriettiva.

Distribuzione di Dirac (di polo z°).
Sia 20 € Q, definiamo il funzionale lineare

Og0 : D(Q) —C
@ > (6z0,0) = p(a).

0,0 € una distribuzione di ordine finito (zero). Infatti per ogni K compatto C €2

{620, 0)| = lo(a”)] < sup ol Ve e D(K).

Per 2° = 0 si usera la notazione ¢ al posto di dy.

Proposizione 3.2.1.

Fu€ LiRY) : 9(0) = (3,0) = /RN u(@)p(z)dL ™ (z) Vo € DRY).

Dimostrazione. Supponiamo, per assurdo, che esistau € L;. (R") tale che

o) = [ u@elx)dc¥ @) YoeDERY),
RN
Per ogni j € N scegliamo

612\;\2*1 se|z| <

€ D(RY);
0 se |z| >

pj(z) = o(jz) = {

S

risulta allora
0i(0)=et = / u(z)p;(z) dLN (2) perognij € N.
]RN

Poiché

u(z)p;(z) dLN (z) = uxeﬂm%*ld[,]vz,
|, w@piaac @) /K%() e (@)

siha
el = / u(z)e =71 dL N (2) per ognij € N.
|z|<%
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Risulta pertanto
el = / u(J[:)efz\ﬂﬂl‘L1 e (z)| < / lu(x)| dL™ (x) 3.1
|lz[<2 |z|<1
perognij € N.
Tenuto conto che u € L{. .(R") segue che
3 lim lu(x)|dL™N (z) =0,

J=to0 Jiz|<d
e quindi passando al limite per j — +ooin (3.1) si ha
e”' <0,
manifestamente assurdo. O
Osservazione 3.2.2. In generale non ¢ possibile definire la moltiplicazione di due
o pit distribuzioni 4. Quindji, in particolare, si rinuncia a definire §2.
Osserviamo pero che se u € C*(2) e T € D'(Q) si definisce il prodotto T, T (o,
brevemente, ©7T") con la formula
(T T, @) = (T, up) Yo e D).
La definizione e ben posta in quanto uy € D(2). Si ha quindi per u € C*°(R)
Ty = u(0)6
in quanto per ogni ¢ € D(R)
(T d,0) = (0, up) = u(0)p(0) = (u(0)d, ) .

In particolare, per u(z) = z, si ha 26 = 0, dove 'uguaglianza ha il significato che
il prodotto tra la distribuzione associata alla funzione u(z) = z e la distribuzione ¢
coincide con la distribuzione associata alla funzione nulla.

3.3 Derivate di una distribuzione e
Teorema di Malgrange-Ehrenpreis

Definizione 3.3.1. (Definizione di derivata di ordine 8 di una distribuzione)
SiaT € D'(Q), 8 € NY'. Si definisce

DPT :D(Q) — C
¢ = (DT, p) = (-1)PI(T,DPy) .

Dalla definizione & facile riconoscere che DT € D'(Q).

4cfr. L. Schwartz: Sur l'impossibilité de la multiplication des distributions, C.R. Acad. Sci. Paris 239,
pp. 847-848, 1954.
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Osservazione 3.3.2. La Definizione 3.3.1 generalizza la formula di integrazione per
parti per funzioni regolari. Infatti, ricordiamo che se v € C*(R) risulta

/R u(a) @' () AL () = — / o' () ple) AL ()

R

per ogni ¢ € D(R).

Quindi nel senso delle distribuzioni si pud sempre parlare di derivate di qualsiasi
ordine di una distribuzione e queste sono ancora distribuzioni.

Questa proprieta non ha riscontro nell’ambito delle funzioni e costituisce un valido
argomento a favore della teoria delle distribuzioni.

1 t
Esempio 3.3.3. Sia H(t) = set >0 (funzione di Heaveside).
0 set<O

Siccome H € L (R) calcoliamo T7,. Per ogni ¢ € D(R) risulta

+oo
(Ta, ') = / o (2)dL N z) = —(0) = — (6.6}
Pertanto Tj; = 6 ¢ L (R).

Questo esempio mostra che non e detto che le derivate di una distribuzione asso-
ciata ad una funzione di ;. . siano ancora funzioni localmente sommabili.

Siamo ora in grado di chiarire (anche da un punto di vista semantico) il concetto di
“soluzione fondamentale” dell’operatore di Laplace.

Sia in generale
Po=Pa(D)= > anD*  (cona, €C)

un operatore differenziale a coefficienti costanti di ordine m.

Definizione 3.3.4. E € D'(R") si dice soluzione fondamentale per P, se

P,E =4,
cioe se
(PoE, @) = (6,0) = p(0) Vo€ DRY)
0, equivalentemente, se

> (=1)*lag (B, D) = (0) Yy € DRY).

la|<m
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Osservazione 3.3.5. Il termine “soluzione fondamentale” € giustificato dal fatto che
se £ € D'(RY) & una soluzione fondamentale per P, ed f € C$°(RY) allora si puod
provare (si veda il paragrafo 5.5) che E x f € C>(R"™) e si ha

P Exf)=(P,E)xf=dxf=f,

cioeé F x f & una soluzione di classe C*°(R) dell’equazione differenziale non omo-
genea
Pyu=f.

Riguardo all’esistenza di soluzioni fondamentali, sussiste il seguente notevole risul-
tato:

Teorema 3.3.6. (Teorema di Malgrange-Ehrenpreis (1954-55))
Ogni operatore differenziale a coefficienti costanti ha almeno una soluzione fonda-
mentale.

Osservazione 3.3.7. Per quanto riguarda l'operatore di Laplace, osserviamo che
per ogni funzione test ¢ € D(RY), dalla formula di rappresentazione di Green
(Teorema 2.6.1, applicato a p e z° = 0) si ha

[ @@ de ¥ @) = o(0);

cio mostra che I' (o0 meglio, la distribuzione associata aI' L}OC(RN )) € una solu-
zione fondamentale per 'operatore A di Laplace nel senso della precedente defini-
zione. Infatti

Vo eDRY) s (ATr) = (ThAph = [ T@)Ap()de Y (@) = 9(0) = (6.

Osservazione 3.3.8. Rinviamo al paragrafo 10.4 per una breve introduzione alle
“distribuzioni temperate”.






CaAPITOLO 4

Spazi (di Lebesgue) LP((2)

4.1 Definizione e proprieta elementari degli spazi LP((2)
Definizione 4.1.1. Sia () sottoinsieme aperto connesso non vuoto di R”. Definiamo
LYQ) = {u; u : Q — R misurabile, / lu(x)| dL™N (x) < +oo} ,
Q

eperpc R, 1 <p <400
LP(Q) := {u; u: Q@ — R misurabile, [u[’ € L'(Q)},

inoltre, per 1 < p < +o00, poniamo

lallzogey = lully = ullpg == < / |u<x>|pdﬁN<x>) ;
definiamo
L>*(Q) := {u; u: Q — Rmisurabile, 3c€R": |u(z)| < cperg.o.z € Q},

(funzioni essenzialmente limitate)
e poniamo

lull L) = lulloo = [|t]|co,0 := inf {ceR"; |u(z)| < cperq.o.zcQ}
(sup. essenziale di u).
Si precisa che gli elementi degli spazi L?(£2) (1 < p < +o0) sono classi di equivalenza

di funzioni, due funzioni della stessa classe di equivalenza differendo in un insieme
di misura (di Lebesgue) nulla.
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Osservazione 4.1.2. Se v € L>°(0) allora |u(z)| < ||u|/« per q.0. z € Q.

Dimostrazione. Esiste (c,) C RT tale che

cn —— [lulloo
n—-4o0o

e per ogni n € N esiste E,, misurabile, | F,,| = 0, tale che

lu(z)] < ep Ve eQ\ E,.

Posto
E:= | En,
neN
risulta
|E|=0
e

lu(z)] < ¢y VeeQ\E, VneN.

Passando al limite per n — +oc si ha pertanto

lu(z)] < |lulloo VeeQ\E, |E|=0. O

Osservazione 4.1.3. L°°(Q)) & uno spazio vettoriale, inoltre
M Julloc = 0;
2) ulloo =0 <= u=0gq.0.inQ;
@) Moo = A fulloe VA €R;

@ Jlu+vloo < flulloo + lvfloc Vu,v € L=(R).

Dimostrazione. Per provare la (4) osserviamo che
lu(z) +v(z)| < Ju(@)] + [v(@)] < [Jull + [|v]|«  perq.o.z e Q,

da cui segue la tesi. O

Quindi (L*(£),] - |l) € uno spazio normato.

Teorema 4.1.4. (Teorema di completezza)

(L*=(2), ]l - lo) €di Banach.
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Dimostrazione. Sia (u,) C L*° () di Cauchy rispetto a || - || . Allora

1
VkeN dJy,eN : Vn,m>uy Hun—umHOO<E.

AlloraVk € N dJy, € N 3 Ej misurabile con |E;| = 0 tale che

1
Vn,m>vg |up(x) —up(@) < - VoeQ\Eg;

k
posto
E:[JEh
keN
siha
|E|=0
ed inoltre

1
Vn,m>vg  |up(z) — um(z)] < Z VeeQ\E.
Poiché R & completo

Up(z) —— u(z) eR Ve Q\E.

n—-+oo

Resta cosi definita una funzione v misurabile (limite di funzioni misurabili). Osser-
vato che
lu(@)] < |un(z) —u(@)| + lun(z)] Vo eQ\E

siriconosce che u € L>°(2). Inoltre, poiché
1
Vn,m > vy [tn () — um (z)] < P VeeQ\E,

si ha, passando al limite per m — +oo,

1
ltn, — ulloo < % Vn >y

e quindi
Uun ————u I (LZ(Q), || fl) -
Pertanto (L>°(2), || - ||« ) € di Banach. O

4.2 Disuguaglianza di Holder

Definizione 4.2.1. Sianop € R, 1 < p < +ocoep’ € Rtaliche

p p
p, p’ si chiamano esponenti coniugati.

Ad esempio I'esponente coniugato di p = 2, 1, +o0 sara, rispettivamente, p’ =
2,400, 1.
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Teorema 4.2.2. (Disuguaglianza di Young)
Siap € R, 1 < p < 4+00. Risulta

1 1 /
|a~b|§—|a|p+—l|b|p Va,be R,
b p

doveyp' é l'esponente coniugato di p.

Dimostrazione. Se a = 0 0 b = 0 la disuguaglianza e ovvia. Sea e b € R\ {0}, dalla
concavita della funzione log si ha

1 1 / 1 1 /
log <—|a|p + —/|b|p) > —loglal’ + — log|b[’ = log |ab]
p p p p

e passando all’esponenziale in base ¢, si ha la tesi. O

Teorema 4.2.3. (Disuguaglianza di Holder)
Siap e R, 1 <p < +oo;u € LP(Q),v € LP(Q). Risulta

w-veL(Q) A lu-vlly < lull, - ol -

Dimostrazione. Se p =10 p = +oco la tesi & banale. Infattise p = 1 allorap’ = +oc e

1Qwvchw>swmwAJMchuwﬂwmumm-

Resta da provare la tesi per 1 < p < +oc.
Dalla disuguaglianza di Young si ha

1 1 /
lu(z)v(z)] < §|U($)|p + plv(x)lp per g.o. x € €2,
da cui segue
1 1 /
[ @) v@de¥ @) < 5 [ u@lrdeY @)+ [ e de @)
Q pJa P Ja
1 p, 1 P
=3 [Jull, + o [0l < 400
epertantou -v € L'(Q) e
<= P l P’
e -lly < Zllell + 2 10l

Allora preso Au con A > 0, si ha

1 p, 1 P’
[Au-oll; < ’ ([ Aull, + v vl
da cui
A <X+ Lo
Ju-vf, < r [[wll, + p [[v]l,
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e quindi
APt p 1 p’
Ju-vll; < p|mm+xgwmw
Sia
APt P P’
F(X) = plWh+X;MMf (A>0).
Osservato che da
(P—1) /
FI) = 2 fully g el =0,
ovvero da )
/ P P _
p'(p— DN ull; —plvll, =0,
siha /
P
o ol
D
[[wll;
e quindi
»’
N
flull,,
con questa scelta di A > 0siha
1 vl S B |71 -
WrMhSEMWAHMu+7 vl
P o]l

1 1
ZEHMMHWP+;AWMHﬂW

= [|ull, [[v]l, - O
Osservazione. In alternativa alla precedente dimostrazione, osservato che se u = 0

oppure v = 0 g.o. in 2 la disuguaglianza di Holder e ovvia, si applichi la disugua-
|ul vl

eb=

glianza di Young con a = .
[[ull, [Vl

Osservazione 4.2.4. LP(Q)) & uno spazio vettoriale (reale).

Dimostrazione. Per p = 1 € immediata;
per 1 < p < +oo basta osservare che la funzione x — |z|P & convessa e quindi

u+v
2

L |
< 5 (ful? + [op)

pertanto
u+of? <227 (Juf + [vfP). O
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Teorema 4.2.5. (Disuguaglianza di Minkowski)
Sianou,v € LP(Q2),1 < p < +o00. Allora

lu+oll, < full,, + o]l -
Dimostrazione. Abbiamo gia trattato il caso p = +oco. Inoltre il caso p = 1 e facile

da verificare.
Consideriamo dunque 1 < p < +cc. Si ha

Juct ol = [ ust ol de¥ @) = [ Jut ol fu o] eV (o)
Q Q

< [t ol de ¥ @)+ [ fu ol ol de X @)
Q Q

L
7

< Hqu (/ |’U,—|—U|(P*1)p’ dACN(zT)) P n ||’UHp (/ |u+,U|(P*1)p’ d,CN(zT))
Q Q
= (lall, + 1101l ) I+l

3 e

dove si e applicata la disuguaglianza di Holder a
lu+oP e LFT(Q) =L (Q) e  uwve LP(Q).

Pertanto ,
=7
[u+ol,=llut+vlp * <|ul,+[vl,. O

Osservazione 4.2.6. Siriconosce facilmente che

full, = |u<x>|Pch<x>)%

€ una norma, tenuto conto anche della disuguaglianza di Minkowski.

4.3 Immersione continua L*(Q2) — L*(Q2)

Proposizione 4.3.1. Se|Q}| < +oo, perogni 1 <r < s < 4o si ha

L?(Q) — L™(9) (immersione continua di L° () in L"(Q0))

1

e SO ull,  Vue L3(Q)
(la topologia di L* () é piu forte di quella di L™ (Q2)).

[u

Dimostrazione. Siau € L*(Q), allora [u|" € L*(Q) e

|\u|\:=/9|u(:c)|"ch(:c) =/91-IU(36)ITdﬁN(fC)

r

<(/ dﬁN(@)lg ([t ac¥@) " =lor+ jul;
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e quindi
1_1
l[ull, <1977+ Jlull -

Osservazione 4.3.2. Nella proposizione precedente l'ipotesi |©2] < 400 non pud
essere eliminata. Infatti sia N = 1 e Q =|1, +oo[; poiché
+oo 1
| s
1

diverge pers=1

w&
converge pers>1

siha

1 ¢ L(1, +oo]

1 1
Vs>1 — € L'(]1,400), ovvero = e L°(]1,+o0l).
X X

4.4 Disuguaglianza di interpolazione

Teorema 4.4.1. (Disuguaglianza di interpolazione)
Sia Q) ¢ RN aperto connesso, u € LP(Q)NLI(Q), 1 <p< q< +oo. Allora

u € L"(Q) VreR, p<r<gq

ed inoltre
a l—o
lJall,, < lllly - flullg
R 1 a 11—«
dove o € [0,1] etaleche — = — +
r p q
, , . 1 o 1-a _.
Dimostrazione. Siaa € [0,1] edr € Rtaleche — = — + . Siha
r p q

HWI:KJM@VdEN@%:AJM@PWM@NF”%MN@)
Osservato che .
we LP(Q) = |ul*" € LE(Q)
we LIQ) = |u|t-r e LT (Q)
1—-a)r

q

p
/“wcwr”hwznﬂfwrdzN<z>
Q
(1—a)r

< wuwwﬁchu>%§- fu(a)| == LN @) )
(/L ) (! )

. 1— .
= Jlull2" - [lull "

eche%—i—

= 1 si ha, per la disuguaglianza di Hoélder,
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ed elevando ad 1 si ha la disuguaglianza di interpolazione, dalla quale si deduce
r
anche che u € L"(Q2). O

Proposizione 4.4.2. Sia0 < |Q < +o0,u € L>®(Q); allora
u € L"(Q) Vr>1
esiha
3 tim_[ull, = flull.
Dimostrazione. Dall'immersione continua
lull, < 1917 Julloc

siha

lim sup [[ul],, < {|u|oo-
r—+00
Inoltre, per le proprieta del sup essenziale, poiché

[lt]loc = min {c eR™;  |u(z)] < cq.o.in Q} ,

risulta
Ve >0 3IB. (misurabile) contenutoin, 0 < |B.| < +oo
lu(@)] = [Jufloc —e  Vae B,
quindi
u(@)]" = (Julle —)" Vo € B
da cui
)l 4V 2 [l 4V 2 (B (- o)
pertanto
[ull, = [Be|* ([luflo =€)

e quindi

liminf ||ul[. > |||/« — €.
r—-+00
Pertanto si ha

— e <limi <l <
Jullc = < iming Ju, < limsupful, < ull Ve >0

e quindi la tesi. O
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4.5 Teorema di completezza di Fisher-Riesz
Teorema 4.5.1. (Teorema di Fisher-Riesz)

V1< p<too (LP(Q), |\.||p) & di Banach.

Dimostrazione. Sial < p < +o0, (u,) di Cauchy in [|-[| ,, cioe
Ve>0 Fwv.eN Vam>v. |um-— un||p <e.

Allora esiste (u,,,) C LP(f2) estratta da (u,) tale che

1

Hu":‘+1_u":‘Hp<§v Jj=12,....
Sia
m
:Z|unj+1($) —un,(z)], m=1,2,....
j=1
Allora
m
||’Ume§ZHuTl]‘+1 _unij <17 m:172,....
Posto
v(x) = ml—igloo U (),

che puo essere infinito per qualche z, si ha per il lemma di Fatou

/|v(x)|pdﬁ ) < hmlnf/ Oy (@) [P ALY () <
Q

Pertanto v(x) < +o0 per q.o. x € Q e la serie

+oo
Uny (T) + Z (u"j+1 (x) = tn, (x))

converge ad un limite u(x) q.0. in Q. Poiché la serie precedente e telescopica si ha

lim w,, (z) =u(z) q.0.inQ. 4.1)

m——+oo

Quindi per il lemma di Fatou

/Q|u(x)—un(x)|p ac (J:):/Q m  |un, (2) — un(2)|" dLY (2)

j—4o0
< lim inf o acN
_Jlg;&/\uu (@)]" dL™ ()
< P Vn > ve.
Per cui
u=(u—u,)+u, € LP(Q) (n>ve)
e

[w—unll, =0 per n — +oo.

Da cui la completezza di L? (). O
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Dalla dimostrazione del teorema precedente (vedi (4.1)) si deduce il seguente
risultato

Corollario 4.5.2. Da ogni successione di Cauchy in L? () si puo estrarre una succes-
sione convergente q.o. in Q.



CAPITOLO 5

Convoluzione e Regolarizzazione per convoluzione

I risultato principale di questo capitolo e il Teorema di densita 5.4.1.

5.1 Convoluzione e Regolarizzazione per convoluzio-
ne

Ricordiamo che uno spazio topologico X si dice (spazio) normale se e 7; (cioe se
ogni punto e un chiuso) e

VFy, F5 chiusi, non vuoti, disgiunti  3G1, G2 aperti, disgiunti : F; C Gy, F» C Ga.
Osserviamo che ogni spazio metrico € (uno spazio) normale.
Teorema 5.1.1. (Lemma di Urysohn)

Sia X uno spazio normale. Comunque si prendano due chiusi, non vuoti, disgiunti,
Fy eF, di X, esisteuy : X — |0, 1] continua tale che

1 sexe F
u () =
0 sex € Fs.

Lemma 5.1.2. CJ(RY) édenso in L*(RY).

Dimostrazione. Sia v € L'(RY) e senza ledere la generalita, supponiamo u
Esiste allora (u,,) successione crescente di funzioni semplici, 0 < u,, < up41
perognin € N, tale che

> 0.
<u

Up — u q.0. in RY
n—-+oo
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e per il teorema della convergenza dominata

u, — u innorma L'(RY).

n—-+oo

E sufficiente allora provare la tesi per X s <funzione caratteristicadi £ :

1 E
Xpx) = sere > con E misurabile e limitato.
0 sex ¢ FE
Siha
Ve >0 3JF compattoe G aperto limitato, FC ECG : |G\ F|<e.

Poiché F e RY \ G sono chiusi, non vuoti, disgiunti di RY (spazio normale), dal
lemma di Urysohn segue che esiste u; : RN — [0, 1] continua tale che

1 sexeF
up(x) =
0 sexeRN\G,

anziu; € CJ(RY) (giacché suppu; C G). Risulta

Xz~ will, = [

RN =FURN\G)U(G\F

:/ X () — w1 ()] AL ()
G\F

) X p(@) = ur(2)] ALY (@)

g/ dcN(x) = |G\ F|<e. O
G\F

Definizione 5.1.3. Sia v : RN — R misurabile. Poniamo, per a > 0,
Tou:=(aAu)V —a

(troncata di « al livello a).

Osservazione 5.1.4. Siau € LP(RV), 1 < p < +oo. Allora per ogni ¢ > 0 esiste
v € L*(R") nulla fuori di un compatto di R" tale che [[v — ul|,, < e.

Dimostrazione. Siau € LP(RY), 1 < p < +oc. Poniamo
Un, ::Tnu~X§ ©) VneN.
Per ognin € N u,, € L=(R") ed & nulla fuori di B,,(0) (compatto). Risulta

U, — u q.0.in RY
n—-+oo

e |u,|” < |ulP. Peril teorema della convergenza dominata si ha
|un —ull, ———0
n—-+oo

pertanto
Ve>0 Jv. €N Vn2>v. |u,—ul,<e.

Basta dunque prendere v = u,,_. O
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Lemma 5.1.5. CJ(RY) édenso in LP(RY) per ognip € R,1 < p < +oo.

Dimostrazione. Siau € LP(RY), 1 < p < +oo (per p = 1 vedi il lemma precedente);
per 'osservazione precedente, fissato ¢ > 0, esiste v € L>°(RY), nulla fuori di un
compatto e tale che [[u — v, <e. Talev € L'(RY), allora per il lemma precedente,

fissato (arbitrariamente) § > 0 esiste v; € C§(RY) tale che
lv— vl <6.

Si puo assumere che v sia tale che ||v1 ]| < ||v]|oo (altrimenti, se ||v1]]oo > ||v] o0, S
prende TllvHoovl)'
Dalla disuguaglianza di Minkowski si ha:

[l —vrll,, < flu =[], + [lv = vill, <e+flv—vi,.

Inoltre da
/ [0 —vi[PdLY () :/ o —wi]- o — v [Pt LN (x)
RN RN
siha
o —oill) <[lo—wrlly - [lo—oa |5}
e quindi

1 1-1 1 1-1
lo = will, < llv—oillf - [lo = wvilloc * <67 2fv]lec)
Scelto 6 > 0 sufficientemente piccolo tale che 5v (2||v|\oo)17% <e¢g,siha
[ —will, <e,

pertanto
Ju—wvi, <2 O

Osservazione 5.1.6. Illemma precedente non € vero per p = +cc.

Infatti, se per u € L= (R") esistesse (u,,) C CJ(RY) tale che

Uy — u  in L®(RY),
n—-+oo
essendo la convergenza uniforme, u sarebbe necessariamente continua. Cio do-
vrebbe valere anche per u = X » con E insieme misurabile, che e discontinua; il
che e assurdo. O

La nozione di supporto per una funzione continua « : 2 — R &, come gia visto, la
chiusura dell'insieme {x € Q; u(z) # 0}, ovvero supp u € il complementare del pit
grande aperto in cui v = 0.

Tale nozione non e adeguata quando si ha a che fare con classi di equivalenza (come
nel caso degli spazi LP(£2)): osserviamo, e.g., che 'usuale nozione non ha senso per
la funzione di Dirichlet X’ Q definita su R.

Pertanto diamo la seguente definizione (che coincide con quella nota nel caso delle
funzioni continue).
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Definizione 5.1.7. Sia v : Q@ — R una qualunque funzione. Definiamo supp u il
complementare del pit grande aperto in cui v = 0 g.0. in 2.

Questa definizione é “intrinseca” (se u; = us q.0. in  allora supp u1= supp us), e
quindi possiamo parlare di supp u per u € LP(S2), senza precisare quale rappresen-
tante scegliamo nella classe di equivalenza.

Osserviamo che supp XQ = 0.

Teorema 5.1.8. (Prodotto di convoluzione)
Sianou € L*(RN),v € LP(RN), 1 < p < 400, allora per q.o0. x € RY la funzione

y = u(r—y)-v(y)

¢ integrabile in R™ .
Posto

(weo)le) = [ utw=9)-oly)de (o)

(prodotto di convoluzione di v perv)

siha
uxv € LP(RN)

evale la disuguaglianza di Young
lwxoll, < lully - [lvll, - (5.1)

Osservazione 5.1.9. Osserviamo che il prodotto di convoluzione € commutativo;
inoltre si ha 15

supp (u*v) C (suppu) + (suppv).

Notiamo inoltre che se le funzioni v e v hanno entrambe supporto compatto, allora
anche u * v € a supporto compatto.

5Definizione. Se A e B sono due sottoinsiemi diRN poniamo

A+B::{26RN;3(16A,bEB: z:a-l—b}.

Chiaramente A + B = B + A.
e Se A e Bsono entrambi chiusi, la somma A + B puo non essere un insieme chiuso.
e Se A e un chiuso e B € un compatto, la somma A + B & un insieme chiuso.

e Siccome la somma di due insiemi limitati e limitata, dal risultato di chiusura segue che la somma
di due compatti &€ ancora un compatto.

Se A e un chiuso e r > 0 vale la formula

A+ B, (0) = {m €RY; d(z, A) < r} .

Siano .
n>2
B { + ! + 2
= n —2771 2 )
n>2 n
allora
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Teorema5.1.10. Seu € CY(RY) el®v e L} (RN) allora

uxve CHRYY A DY¥uxv)= (D) xv Yo <k
In particolare seu € C°(RN) ev € L}, (RYN) allora

uxv € C®MRY) A DYuxv)= (D) *v VaeN}.

A complemento del teorema di regolarita del prodotto di convoluzione (teorema 5.1.10)
richiamiamo i seguenti risultati.

Teorema 5.1.11.

(i) Sef € LP(RN) (1 <p < +oo)eg e S(RY) 1, allora

frgeCeRY) e DY fxg)=f*D% VaeNy;

(i) sef € LP(RN) eg € LP (RN), allora f « g € C°(RYN) .

1 1
(infattiVa €A In>2:ac |:—n, —n + —2}; seb = —a, allorab € |:n— —Q,n} e quindi b non puo
n n

appartenere a B). Posto a, = 3 si ha
2n2
1
(Xa* Xp) @m) = [ X an=9)- X ) 4L ) = Ira (~A) 1 B = 55 >0
dove 74,,(—A) = an — A, perché

1 1 2
Tan,(—A)N B D |:an+n7—2,an+n:| n |:n+ —.n+ —2i| .
n n n

1
la cuimisurae = ——
2n2

Dunque (XA *XB> (an) > 0 (si pud provare che XA * XB € CO°MR)) e quindi 0 €
supp (X 4 * X B). Pertanto, in generale, non e vero che

supp (u*v) C (suppu) + (suppv) .
cfr. anche e.g. [8], pp. 323-326.

16y e L] (RN) <= VK compattodiRY : v e L1(K).
7per la classe di Schwartz S(RY) si veda il paragrafo 10.2
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Mlustreremo ora una tecnica di regolarizzazione per convoluzione introdotta da Le-
ray e Friedrichs.

5.2 Successioni regolarizzanti

Definizione 5.2.1. Una successione di mollificatori (o successione regolarizzante)
(0n) & una qualunque successione di funzioni su R" tali che

on € CP(RY),  supp 0, = B1(0),
/ on(z)dLN(z) =1,  0,>0 suRV.
RN

Nel seguito utilizzeremo sistematicamente la notazione (o, ) per indicare una suc-
cessione di mollificatori costruita a partire dalla funzione ¢ € C§°(RY) (introdotta
in precedenza nel paragrafo 1.1), ponendo

o) = n™No(nx)
o) = T @ L @)

5.3 Approssimazione dell’identita

Teorema 5.3.1. (Teorema di approssimazione dell’identita)
Sia (o) una successione di mollificatori.

(i) seu € L>®(RY) eu e uniformemente continua su K compatto diR", allora

onxu = wu sulcompatto K;
n—-+oo

(i) seu € LP(RN), 1 < p S +o0, allora

on ¥ u — u  innorma LP(RY).
n—-+oo

Inoltre
llon *ull, < lull, VneN.

Dimostrazione. (i) Lafunzione u|, € uniformemente continua, quindi
Ve>0 35=06ke>0 : |u(z—y)—ul@)<e VzeK Vye Bs0).

Per ogni z € RY risulta

w(x —y)on(y) dL™ (y) — u(z)

N

(on *u)(2) —u(z) =

—

u@—ywawdﬁN@w—/ w(@)an(y) AL (3)

N RN

[u(z —y) — u(2)] a(y) L™ (y).
(0)

I
o

1
n
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Pertanto per ogni z € K e perognin > 3 si ha

(n * u)(x) — u(2) g/

B1(0)

< /E o1 =) —u@) ) 4L ()

u(z —y) = u(2)| ea(y) AL (y)

Bs(0)

<e- / on(y) AL (y) = e.

(i) Siaw € LP(RY), 1 < p £ +o0c; per quanto gia provato in un lemma precedente
(CS(RN) =LP(RY),1<ps +oo), per ogni ¢ > 0 esiste u; € CJ(RY) tale
che

u—ull, <e.
Per il punto (i) ¢, *u; = w1 suogni compatto contenuto nel supp u1, e quindi,
osservato che

supp (on * u1) C supp on, + suppui = E% (0) + suppuy C B1(0) + suppus

(che & un determinato compatto) passando al limite sotto il segno di integrale

risulta
[(0n *u1) — U1Hp m 0.
Poiché
(0n *u) —u=[on* (u—ur)] + [on * ur — ur] + [u1 —
siha

[(on *w) = ull,, <flon * (uw = wr)l, + l[(@n * u1) = wrll, + lus = ull,
< llenlly - llu = wull, + (en * wr) = ull, + lur —uf,
= 2lu = wll, + [[(en * u1) = uall,,-

Pertanto
limsup [|(on *u) —ufl, <2 Ve>0

n—-+o0o
da cui la tesi.
O

Al teorema precedente si puo dare anche la seguente versione (piu generale) (cfr.
e.g. [7], Th.(0.13)) :

Teorema 5.3.2. Siayp € L'(RY) e [,n o(x)dLN () = a. Per ognie > 0 definiamo
_ X
pe(x) =N .o (—)

€
(i) Seu € L= (RY) eu e uniformemente continua su K compatto diR" , allora

Yexu = au sulcompatto K .
e—0t

(i) Seu € LP(RN),1 <p < +oo, allora

¢ xu — au  innorma LP(RY).
e—0t
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5.4 Densitadi C3°(2)inLP?(Q) (1 <p < +00)

Teorema 5.4.1. (Teorema di densita)
Sia Q) aperto connesso di RYN. Lo spazio C§°(2) é denso in LP(Q)) per ognip € R,
1<ps +oo.

Osserviamo che il teorema di densita pud esprimersi con una delle seguenti formu-
lazioni:

VueLP(Q) 1<ps+oo, Ve>0, Ju €Cg(Q) : |u—wl,<e
oppure
Vue LP(?) 1<psS+4oo, F(un) CC3°(Q) :  |up—u|, —— 0.

P nostoo

Dimostrazione. Datau € LP(Q2),1 < p S +o0, sia

u(z) sex e

0 sex € RV \ Q.

Risultaw € LP(RY). Essendo (2 aperto, esiste una successione crescente di compatti

K, tale che
0= U K, .
n=1

Per ogni n € N definiamo
Uy =T~ XKn )
Siha
Un € LP(RN>a supp v, = Ky, |vn|p < |ﬂ|p,

vy —— W q.0.inRY;
n—-+o0o

allora, per il teorema della convergenza dominata,

lvn — |, —— 0.
n—-+o0o

Posto, perognin € N,

Un = On * Un

sihau, € C~(R"); d’altra parte

3

n

supp (0n * vn) C supp 0, + suppv, = B1(0) + K,, = {x eRY; d(z,K,) <

beo

per n sufficientemente grande.
Pertanto, per n sufficientemente grande

Uup € C3°(9).
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Ora B B
[un —ull, = llun —ull, = [l(en *va) —ll,

= [|(on * vn) — (0 * ) + (0n * ) _ﬂHp

< [[(en * vn) = (en * W)l,, + l|(on * @) — ],

= llon * (vn = W), + ll(en * @) — 1,

< llenlly - llon —ll, + [l(en *u) —ull,
(si e applicata la disuguaglianza di Young).
Pertanto, poiché

o =ll, 2570 0
e (per (ii) del teorema di approssimazione dell’identita)
[(en *u) —ull,,
segue che
Si & quindi provato che data u € LP(2) esiste (u,,) C C§°(12) tale che
O

Osservazione 5.4.2. Sia ) aperto connesso di RY e siau € L} (1) tale che

loc

/Qu(x)~g0(z)d£N(z):0 Ve C(Q).

Allora
/Qu(x) ~v(x)dLN () =0

per ogni v € L>°(R¥) a supporto compatto contenuto in €.

Dimostrazione. Sia v € L>(RY) a supporto compatto K contenuto in Q (quindi

v € LY(RY)). Consideriamo
U = on ¥ v € C°(RY).

Poiché .
suppv, C B1(0)+ K C Q

per n sufficientemente grande, risulta per gli stessin
vp € C3° () ;
inoltre, poiché per il punto (ii) del teorema di approssimazione dell’'identita

vy — v in LY(RY),
n—+oo
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esiste un’estratta di (v,,), (vi, ), tale che

vp, — v q.0.inRY .
n—-+oo

Inoltre dalla disuguaglianza di Young risulta
[vnlloo < V]lec Vn€N.

Dall'ipotesi si ha, per n sufficientemente grande

/ u(z) - vg, (2)dLN (z) =0,
Q

e passando al limite sotto il segno di integrale (per il teorema della convergenza
dominata) si ha

/ u(z) -v(z)dLN(x) =0. O
Q

Corollario5.4.3. Seu € L}, () e

/Qu(:r) cp(x)dLN () =0 Ve Q)

allora
u=0 g.0.inq.

Dimostrazione. Osservato che 2 € unione numerabile di compatti, la tesi si riduce
a provare che fissato un arbitrario compatto KX C Qsihawu = 0 q.0. in K. Definiamo

segno u(x) sex € K
v(z) =
0 sex e RN\ K

dove
1 seu(x) >0

segnou(z) =¢ 0 seu(r) =0
-1 seu(zr) <0.

Si ha che v € L>(R") ed ha supporto compatto K C 2. Per I'ipotesi e I'osservazio-
ne precedente si ha

= u\xr) - - v\x NIE: u\xr NZE
of/Km (2)dL () /K|<>|dc (2)

e quindi v = 0q.0. in K. O
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In particolare vale il seguente risultato (di du Bois-Reymond):
Corollario 5.4.4. Seu € L' ([a,b]) e

b
[ @ @dci@ =0 v e 6 (o)
tale che ,
/ ©*(x)dL(z) =0 (i.e. p* ha media nulla),
allora

u = costante g.o. inla,b].

b
Dimostrazione. Sia o1 € C§° ([a,b]) con [ ¢ (x)dL (x) = 1.

Allora se ¢ & una qualunque funzione di classe Cs° ([a, b)), la funzione

b
(1) = o(z) — o1 (2) / o) AL (y) € C5° ((a, b))
b
e/ ©*(x)dL (z) = 0.

a
Si riconosce facilmente che per 'ipotesi risulta

b
0 = /u(x)w*(x)dﬁl(z)

b b b
[ @ eta)dct@) - [ @@ aci@): [ edetm)
ab ab ab
= [ e@dc @ - [ ewdev): [ ela)dei@)

b b
/ [u@c) - / u(y) o1(y) dﬁ@)l () dL (z),

= cost

con ¢ arbitraria funzione di classe C§° ([a, b]).
Per il corollario precedente segue la tesi. O

5.5 Prodotto di convoluzione di due distribuzioni

Estendiamo '® alle distribuzioni il concetto di prodotto di convoluzione, introdotto
nel Teorema 5.1.8. Premettiamo la definizione di supporto di una distribuzione che
estende quella nota per funzioni (cfr. Definizione 5.1.7).

18Cfr. e.g. [14].
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Definizione 5.5.1. (Supporto di una distribuzione)

Si dice che una distribuzione T' € D’(Q2) & uguale a 0 in un aperto Q' C  se risulta
(T, p) = 0perogniyp € CFF().

Il supporto di una distribuzione 7' € D’(Q?) ¢ il complementare (relativo a §2) del pit
grande aperto (contenuto in ) in cui 7" € uguale a 0.

Esempio. Il supporto did & {0}.

Osservazione 5.5.2. Una distribuzione 7 € D’(RY) a supporto compatto si pud
estendere dallo spazio delle funzioni test D(RY) a tutto C>°(R") ponendo, per ogni
P € C2(RY),

(T, 9) = (T, ¢¢)
con ¢ € D(RY) tale che ¢ = 1 su un aperto contenente supp T (osserviamo che

1 € D(RN)).

Lestensione cosi definita non dipende dalla particolare funzione ¢ scelta.

Definizione 5.5.3. (Prodotto di convoluzione di una distribuzione per una funzione)

SiaT € D'(RY) e f € C5°(RY). Si definisce prodotto di convoluzione T * f la
funzione
(T*f)(x) == (T(y), fle—y)) VzeRY, (5.2)

dove la notazione ha il significato che la distribuzione 7'(y) agisce sulla variabile y
producendo una funzione della variabile x.

Osservazione 5.5.4. Se v € L} (RV)e f € C5°(RY) allora, denotata con T, la

loc

distribuzione associata alla funzione u, risulta
Tuxf=uxf. (5.3)

Infatti, per ogni z € R”, si ha

(Tu* f) (2) = (Tuly), f(z —y)) = /RN u(y) fz —y)dLY (y) = (ux f) ().

Osservazione 5.5.5. Risulta
Sxf=f VfeCFrRY). (5.4)
Da (5.2) siha

(6% f) (2) = (6(y), fle —y) = flx —0) = f(z) ¥z eR".

Osservazione 5.5.6. Se la distribuzione 7" & a supporto compatto allora per I'Osser-
vazione 5.5.2 si puo estendere il prodotto di convoluzione T * f definito dalla (5.2)
afeC>®RN).



5. Convoluzione e Regolarizzazione per convoluzione 89

Teorema 5.5.7.

() SeT € D'(RN)efe CeRY)alloraTxfeCeRN)e

DT * f) = (D°T)x f =T (D*f) VYaeN); (5.5)

(ii) seT € D'(RY) é una distribuzione a supporto compatto e f € C>(RY) allora
T x f € C(RYN) evale la proprieta (5.5) ;

(iii) se, inoltre, T € D'(RY) e una distribuzione a supporto compattoe f € C3°(RY)
allora T + f € C°(RV).

Definizione 5.5.8. (Prodotto di convoluzione di due distribuzioni)
Siano 7', S € D'(RY) di cui almeno una a supporto compatto. Si definisce prodotto
di convoluzione T S la distribuzione tale che

(T 8,0) = (T(x),(S(), ez +y)) VeeDRY), (5.6)

dove la notazione ha il significato che la distribuzione S(y) agisce sulla variabile y
producendo una funzione della variabile z a cui si applica la distribuzione 7'(z).

Osserviamo che la definizione € ben posta in quanto

(a) seladistribuzione S e a supporto compatto allora, per la (iii) del Teorema 5.5.7,
la funzione z +— (S * ¢) (z) & di classe C§°(R”), cioe & una funzione test;

(b) seladistribuzione 7' & a supporto compatto, poiché per la (i) del Teorema 5.5.7
la funzione T * f & di classe C>°(R"), si considera I'estensione di T allo spazio
C>(RY) (Osservazione 5.5.2 e Osservazione 5.5.6).

1
loc

Osservazione 5.5.9. In particolare, se u,v € L} (R") e almeno una di esse & a

supporto compatto risulta

Ty = [ [ @ o) pla+ 0¥ @de e Ve DERY).

1
loc

Osservazione 5.5.10. Siano u,v € L} (R"Y), conu a supporto compatto e v limitata.

Vale la seguente proprieta!?

Tyso =Ty x Ty .

195 osservi che u x v € CO(RN) per la (ii) del Teorema 5.1.11 e quindi w x v € L} (RY); inoltre
la distribuzione T, & a supporto compatto e quindi ha senso considerare il prodotto di convoluzione
Ty xTy.
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N risulta

Infatti per ogni ¢ € D(R

T = [ @0 @e2de¥6) = [ ©0r0)@elde)

RN

/RN (/RN v(z — x)u(z) dLN(x)) o(2)dL N (2)
(4NUW)<4NMZ—de@d£N@Och@g

= [ ([ ot nac¥o)) i
= (Ty*xTy,, )

dove nell’'ultima uguaglianza si € applicata I'Osservazione 5.5.9.

Osservazione 5.5.11. Dall’Osservazione 5.5.10 segue che la Definizione 5.5.8 esten-
de in maniera naturale alle distribuzioni il prodotto di convoluzione tra funzioni
(introdotto nel Teorema 5.1.8).

Inoltre il prodotto di convoluzione tra distribuzioni (definito nella Definizione 5.5.8)
& anche una estensione della (5.2), in quanto, se u € Lj,.(R") e f € C°(RY), la
distribuzione associata alla funzione T, * f € C°°(RY) definita dalla (5.2) risulta
uguale alla distribuzione T, * T definita dalla (5.6).

Si ha, infatti, per ogni ¢ € D(RY),

/ (Tu ) (2) p(a) ALV (2) = / (Tu* ) (2) plz) ALV (2)
RN N

o(z)dLN (2) / u(@) f(z - ) dL™ (2)

N RN

u(z)dLN (z) (z—2)p(2)dL N (2)

N RN

w(x)dCN(x) [ fly) (@ +y)dLN (y)

N RN
= u(x) (Tr(y), e(z +y)) dL (z)

= (Tul@), (Ti(y),p(z +y))) -

Il
T~

53

Osservazione 5.5.12. Si puo provare che il prodotto di convoluzione tra due distri-
buzioni, di cui almeno una a supporto compatto, € commutativo.

Inoltre, il prodotto di convoluzione di due distribuzioni aventi entrambe supporto
compatto e una distribuzione a supporto compatto.

Osservazione 5.5.13. Sia T € D'(RY). Osservato che § & una distribuzione a sup-
porto compatto (essendo supp § = {0}) sono ben definiti i prodotti di convoluzione
T x 0 e d = T. Vale la seguente proprieta

Txd=6xT =T 5.7
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e quindi la distribuzione ¢ rappresenta l'unita rispetto al prodotto di convoluzione.

Proviamo la (5.7). Risulta per ogni ¢ € D(RY)
(T'x0,0) = (T(2), (6(y), p(z + ) = (T(2),p(x +0)) = (T(2), p(x)) = (T, )

dacuiseguecheT x 6 =T.

Osservazione 5.5.14. Sussiste il seguente risultato: se 7, S € D'(R") e almeno una
di esse & a supporto compatto si ha

DX(Tx8S)=(DT)+«S=Tx(D*S) VaecN}.






CAPITOLO 6

Spazi di Hilbert (reali)

6.1 Spazidi Hilbert (reali)

Sia H uno spazio vettoriale reale.
Un prodotto scalare su H € un funzionale reale (- |- ) : HxH — Rbilineare simmetrico
e definito positivo (i.e. (uju) >0 VYu € He (ulu) >0 Vue H\{0}).

Un prodotto scalare verifica la

Disuguaglianza di Cauchy-Schwarz:

[(uv)| < (ulu)? (v]v)?  Yu,v e H.

A partire dal prodotto scalare su H possiamo definire la seguente norma (come si
verifica facilmente tenuto conto, per la proprieta triangolare, della disuguaglianza
di Cauchy-Schwarz),

lulg == (ulw)?  VueH

detta norma di Hilbert (in quanto associata a un prodotto scalare).

Osservazione. La disuguaglianza di Cauchy-Schwarz implica che, fissato v € H, il
funzionale u € H — (ulv) € R & lipschitziano di costante |v|.

Ricordiamo anche la
Identita del parallelogramma:

2 2

u+v
2

U—v
2

H

(Jul? + [v|F) Vu,v € H.

|~

H
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H si dice spazio di Hilbert (reale) se € uno spazio vettoriale reale munito di un
prodotto scalare, completo rispetto alla norma di Hilbert | - | 5.

Esempi.
e Per L%(Q) munito del prodotto scalare
(ulv), = / u(z)v(x) dCN (z) Yu,v € L*(Q)
Q
si ha .
[ully = (ulu); -
(L%(%2),]||) & uno spazio di Hilbert.

e Per W12(Q) (cfr. Capitolo 7) munito del prodotto scalare

N/ ou | dv
(ulo)yy = (ufo)y + ( )
1,2 2 ; (’)xl (’)xl 2

= / u(z)v(zx) dﬁN(z) N / Vu(z) - Vo(z) dLN(x) Vu,0 € WH2(Q)
Q Q

si ha )
2 2\ 2 3
el o = (lall3 + 19al3)” = ()i,

(WLQ(Q), ||-H1_’2) & uno spazio di Hilbert.

e Ovviamente anche W, "*(2) & uno spazio di Hilbert, e se Q & limitato, in W, *(Q)
si puo assumere come prodotto scalare (tenuto conto della disuguaglianza di
Poincaré, Teorema 7.4.1 e Corollario 7.4.2)

N
ou
> (g

i=1

@) _ Vu(z) - Vo(r) dEN(w) Yu,v € W01a2(Q) .
8%— 2 Q

6.2 Proiezione su un convesso chiuso

Teorema 6.2.1. (Teorema della proiezione (su un convesso, chiuso, non vuoto di uno

spazio di Hilbert))

Sia (H, |-|;;) uno spazio di Hilbert; sia K C H convesso, chiuso e non vuoto. Allora
VfeH 3Fu=uyeK:

[ = uly = min|f = vl (= d(f.K) )
Inoltre u é caratterizzato dalla seguente proprieta:

uec K
2)
(f—ulv—u)<0 VvekK.
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Figura 6.1: Proiezione su un convesso chiuso

Dimostrazione. Esistenza.
Sia
d:= inf |f —v|H.
nf |f — |

Per le proprieta dell’estremo inferiore esiste (v,,) C K tale che

dp = |f —vplg —— d
n—+oo

(i.e. 3(vn) C K successione “minimizzante” per |f — | ;).
Postou = f — v, ev = f — v, nell'identita del parallelogramma, si ha

2

+
H

2
Un + Um

2

Um — Un

2

(lf - Unl%l + |f - Umﬁl)

H

N =

1

e quindi

2 2

Um — Un

2

Un + Um
2

H

N =

(1 = vals +1f — vml%) - ‘f

s 1. N . Up + v .1
Poiché v,,, v, € K e K & convesso, risulta % € K e quindi

‘f_vn—i—vm’ = d
2 H
Pertanto )
OS Um Un, Sl(d%“rd?n)—dQ
2 g 2
e quindi

H
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Dunque la successione (v,,) C K e di Cauchyin H.

Poiché H & completo e K e chiuso, esiste u = uy € K tale che |v,, — u|,, —+> 0.
n— o

Osservato che
d< |f_u|H < |f_Un|H+|Un_U|Ha

passando al limite per n — +oo risulta
|lf —uly =d.

Si &€ dunque provata l'esistenza.

Proviamo adesso 'equivalenza: (2) < (1).
(2) = (1) Siav € K. Peril teorema di Carnot “generalizzato” si ha
|f —ulfy + v —ulfy = 2(f —ulo —u) = |f —vl}
e quindi, ricordando che per ipotesi (f — u|v —u) <0,
|f —ulty = |f —olf = 2(f —uv —u) = Jv—ulf; <O

da cui
|f*’u|H§|f*U|H Yve K.

(1) = (2) Siav € K. Posto
w=(1-tu+tv=u+t(v—u) t €]0,1],
sihaw € K e per ipotesi
|f —ula <|f —wla = |(f —u) = t(v —u)ly,

da cui
|f —ulsy <If —ulf + v — ulfy — 26(f — ulv —u)

e quindi
2(f —ulv —u) < tlv —ul%.

Passando al limite per ¢ — 0% risulta
(f —ujv—u) <0.

Resta da provare |'unicita.
Siano uy, us € K tali che

Vv e K.

In particolare

<0
(f—u2|u1 7’[1,2) S 0

)

{(fU1|U2 —uy)
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da cui
(f—u1|u2 7’[141) S 0
(ug — flug —u1) <0
e quindi
0 S (’UJ27U1|U27U1) S 0,
cioe

Uy = ug. U

Definizione 6.2.2. Nelle ipotesi del teorema precedente definiamo I'operatore “pro-
iezione su K”

Py : H—-K
fe=Pr(f)=u (proiezione di f su K)

dove u e 'unico elemento di K tale che

|f_U|H :11}21}(1|f—v|H.

Corollario 6.2.3. Sia(H,| - |x) uno spazio di Hilbert, M un suo sottospazio vettoriale chiuso
esia f € H; allorau = Py (f) é caratterizzato da

ueM
3)
(f—ulp)=0VYveM (e (f—u)L M,ovverof —u eortogonaleaM).

Dimostrazione. Proviamo 'equivalenza: (3) < (2).
(3) = (2) Poiché u € M risulta

(f—ulv—u)=0 Vove M.

(2) = (3) Dall'ipotesi segue che
(f—uldw—u)<0 VYveM, VIeR

pertanto
A f —ulv) < (f — ulu) Yoe M, VAeR
e quindi
(f—ulv)=0 Voe M. O
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6.3 Duale di uno spazio di Hilbert. Teorema di rappre-
sentazione di Riesz-Fréchet
Indichiamo con H’ il duale (topologico) di H (i.e. lo spazio dei funzionali lineari e

continui su H). Sussiste il seguente fondamentale teorema che asserisce 'esistenza
di un isomorfismo isometrico tra H e H'.

Teorema 6.3.1. (Teorema di rappresentazione (di Riesz-Fréchet))
Sia (H,| - |m) uno spazio di Hilbert; allora

Voe H FugeH : o) = (ugplv) VveH,

inoltre si ha

o(v

fuoler = gl | = sup 12
vEH |U|H
v#£0

Dimostrazione. Sia ¢ € H'. Poniamo

M :=¢~" ({0}).

M e un sottospazio chiuso di H (sottospazio perché nucleo di ¢ lineare, e chiuso
perché immagine inversa, tramite ¢ continuo, del chiuso {0}).
Se M = H, risulta ¢ = 0 e quindi basta prendere u, = 0y per conseguire la tesi.

Supponiamo dunque M & H esia go € H \ M. Per il corollario precedente esiste

g1 = Pu(go) € M tale che

(9o — g1]lw) =0 Ywe M.

Proviamo che
@ 3ge¢M: |glu=1 (glw)=0 VweM.
Sia
_ go — g1
|90 — g1l

Sihalglg =1,9 ¢ M (seg € M allora go = g|go — 91|z + g1 € M, che & assurdo) ed
inoltre

— 1
(glw) = (M‘w) = —— (go—q|w)=0 Vwe M.
|90*91|H |90*91|

Siav € H e proviamo che

(ii) v puo essere decomposto nel seguente modo:

v=Ag+w conNeR, weM (quindiH:MLGBM).
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Basta porre
A= M wi=v— M
¢(g)’ ¢(9)
$(v)
(ossermamo che w € M perché ¢(w) = ¢(v) — @qﬁ( )= 0)
Ora
0 N (L ]ew) O
(olo) = ( ‘ (9’ > - (g‘qﬁ(g)g) o) =599
per cui, posto us = ¢(g)g, siha
¢(v) = (¢(9)glv) = (uglv) ~ Vve H.

Si e dunque provata 'esistenza.
Per provare I'unicita, siano uy, us € H tali che

d(v) = (u1|v) Yve H
o(v) = (u2|v) Vv e H.

Allora
(urlv) = (uso) =0V
pertanto
(ug —uslv) =0 Vo
e in particolare
(u1 — U2|U1 — UQ)
da cui
Uy = ua.

Resta da provare che
lugla = ll¢lla

dove

NGOl

H(b”H' - S | |

Poiché

v e H,

eH

=0,

¢(v) = (uglv) Vv eH,

dalla diseguaglianza di Cauchy-Schwarz si ha

6(0)] = [(ug|0)| < ug|m - [v]a

Pertanto
lp(v)]

[v|m

da cui segue che

#(v)]

< |uglm Vv e H,

Vv e H.

v#0

Ml = sup <|uglm -
cH |'U|H

U#O

¢(v)
o(g)

|9|H =

¢(v)
o(g)’
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Osservato, inoltre, che preso v = ug, siha ¢(ug) = (ug|ue) € quindi

lb(ug)| = |ug|7

ovvero, osservato che |ug|g # 0,

|(ug)|

o = [ugla

luglm

ne segue evidentemente la tesi. O

6.4 Teoremi di Stampacchia e di Lax-Milgram

Definizione 6.4.1. Sia (H, |- |x) uno spazio di Hilbert reale.
Un funzionale bilineare

a(u,v): Hx H— R
si dice
(i) continuo se esiste o > 0 tale che

la(u, v)| < alulg - |v|a Yu,v € H,

(ii) coercitivo se esiste 5 > 0 tale che

alu,u) > Blul% Yue H.

Teorema 6.4.2. (Teorema di Stampacchia)

Sia (H, |- |g) uno spazio di Hilbert reale; a(u,v) : H x H — R un funzionale
bilineare, continuo e coercitivo. Sia K un convesso chiuso non vuoto di H.

Allora

Vo e H Juy, €K tec. (v —ugp) —al(ug,v—1uy) <0  VYoekK.
Inoltre, se a(u, v) e simmetrico, allora v e caratterizzato dalla proprieta
Ugp € K

ug minimizza $a(v,v) — ¢(v) Yo €K

<cioé % a (ug, tg) — ¢(ug) = min { %a(v, v) — ¢(v)}>.

veK

Procedendo come nella dimostrazione del Corollario 6.2.3, dal Teorema 6.4.2 segue
il seguente risultato.
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Corollario 6.4.3. (Teorema di Lax-Milgram)

Sia (H, |- |g) uno spazio di Hilbert reale; a(u,v) : H x H — R un funzionale
bilineare, continuo e coercitivo.

Allora

V¢ e H Juy € H tec. p(v) =a(ugy,v) YveH

erisulta
lugla < B~ 1]l -

Inoltre, se a(u,v) e simmetrico, allorauy e caratterizzato dalla proprieta
Ugp € H

uy minimizza a(v,v) — p(v) Yo € H

<cioé % a (ug, ) — (ug) = min {%a(v, v) — gb(v)}) .

veH






CAPITOLO

Introduzione agli Spazi di Sobolev

7.1 SpazidiSobolev

Definizione 7.1.1. Sia Q) aperto connesso non vuoto diRY (N >2)20 1 < p < +o0;
lo spazio di Sobolev W!?(Q) & definito da

WhP(Q) = {u € LP(Q); 3g1,92,...,9n € LP(Q) :

/u(:c)-gom(ac)dEN(x):—/gi(x)-go(x)dﬁN(ac) Vi=1,...,N V@GC(‘)’O(Q)}.
Q Q

Osservazione 7.1.2. Perogni: =1,..., N lafunzione g, € unica.
Infatti se € anche (peri =1,...,N)
[ u@) @ de @) = - [ hi@) o)) VeeCE@),
Q Q
allora

L (0:(2) — hi(2)) - p(2) ALY () =0 Vi € CF()

pertanto
gi=h; qo.inQ. O

Osserviamo che

ueWH(Q) <<= wueclLP(Q) e tuttelesue N derivate parziali prime
nel senso delle distribuzioni sono in L?(£),

20per gli spazi di Soboley, anche in dimensione N = 1, si puod consultare e.g. [1].
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giacché dalla definizione si vede che

o ou
gi = o

nel senso delle distribuzioni (o in senso debole).

Evidentemente
WhP(Q) C LP(Q);

se () & aperto connesso e limitato di R, si ha
C'(Q) — W'r(Q).
Osservazione 7.1.3. Siriconosce facilmente che
Vu,v € WHP(Q) = u+ve WP(Q),
VAER, YuecW'(Q) = Iuec WHP(Q),
cioe WP (Q) & uno spazio vettoriale.

Definizione 7.1.4. Definiamo peru € W1P(Q)

N
lallyp, == llull, +
i=1

sep < oo

ou
8%—

P

(Il , & ovviamente una norma in WLP(); norme topologicamente equivalenti

a|-l, , sono:

N o ||P »
(|u||§+2 - ) e lull,+Ivul,) .
i=1 tip

mentre
[ully oo 7= max{[Jull o, [[Vull .} sep=oo.

(Ricordiamo che una norma ||-|| su uno spazio X e topologicamente equivalente
alla norma ||-||" sullo stesso spazio X se esistono ki, ko > 0 : ki |jz|| < ||z| <
ko |lz|| Ve X).

Teorema 7.1.5.

(W“”(Q), ||~H17p) & uno spazio di Banach, 1<p<oo.
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Dimostrazione. Per1 < p < oosia (u,) C WP(2) di Cauchy rispetto a [[Il;,,> quindi
Ve>0 IweN: Vam>v |u,—unl,, <e

Poiché
N

ou ou
tn = tmlly = lln = tmll, + Y 5= — S
=1

si ha che (u,,) & di Cauchy in L?(Q2) e perognii = 1,..., N (gu"

Lr(Q).
Per la completezza di L?(2) si ha che

p

) e di Cauchy in

Xq

Jue LP(Q): lup —ull, ———0
n—-+o0o

eperognii=1,...,N
ouy,

3:&- ngp n—-+o0o

0.

HgiELP(Q): ’

Basta ora dimostrare che

_ Ou

gi Vi=1,...,N
nel senso delle distribuzioni, perché da cid seguira in definitiva che v € W?(Q) e

llun, — ull; , — 0, cioe la tesi.
P p—stoo

Per dimostrare che

ou
; = Vi=1,...,N
gi 0z, ? ) ,
nel senso delle distribuzioni, proviamo che, perognii =1,..., N,

[ u@) e @de @) = - [ gio) plw)at V@) Ve CF @)
Q Q

Cio segue, per passaggio al limite per n — 400, da

[ @) @) de¥ @) = = [ TG0 o)LV @) Yee @
Q Q %

poiché

/Q (tn(2) — () 0 (2) AL (z)

< / fun () — ()| [0z, (2)] AL (x)
< lun = ull, - il =72 0

ouy,

— g 0. m

S ‘

/(z (gi" () — 9i($)) p(x)dL ™ (z)

Teorema 7.1.6. (Teorema di densita (di Friedrichs))
Sia Q2 un aperto connesso di classe C*; 1 < p S +oo.

, el ot

Yue WhP(Q) J(u,) COFPRY): uplg ——— u  inWhHP(Q).

n—-+o0o
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In altre parole, le restrizioni a Q di funzioni di C§° (R”) costituiscono un sottospazio
denso di WP (Q).

A differenza di quanto accade per gli spazi LP(2), C3°(£2) non & denso in W1P(Q).

Definizione 7.1.7. Sia 1l < p S +o0. Definiamo
Wy ?(Q) = {u € WHP(Q); I (up,) CCE(R) 1 uy — win Wl,p(ﬂ)}
n——+00
cioe
WyP(Q) =Cg°(Q)  nellanorma di Wh?(Q)

(evidentemente & anche W, ?(Q) = C1(Q) nella norma di W?(Q2)).

In un certo senso dunque, lo spazio W, *(9) & costituito dalle funzioni che “hanno
il valore zero” su 9. Di conseguenza, due funzioni di W?(2) “hanno lo stesso
valore su 99" se la loro differenza appartiene a W,?(Q2) 2!

Risulta
W, P(Q) € WHP(Q).

In generale i due spazi non coincidono, come si deduce dalla considerazione che
segue il teorema di Friedrichs, pero

Wy P(RY) = Whr(RN).

Teorema 7.1.8.
(Wolyp(m, -l 1,p) ¢ uno spazio di Banach.

Dimostrazione. W, (Q) & un sottospazio di W'»(Q), chiuso nellanorma |||, , perché

W, P(Q) = C5°(Q); poiché ogni sottospazio chiuso di uno spazio completo & com-
pleto si ha la tesi. U

2lQueste questioni vengono trattate con precisione introducendo il concetto di traccia di una
funzione di W1 P(Q) (cfr. e.g. [10]).
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7.2 Disuguaglianze di Sobolev in WP (Q)
(teoremi di immersione continua o compatta)

Definizione 7.2.1. Sia1 < p < N. Si dice esponente di Sobolev di p il numero reale
p* definito da

1 1 1
p p N’
ovvero
«_ Np S
V=N, P

Teorema 7.2.2. Sia ) un aperto connesso e limitato diR", di classe C'; allora

G) sel <p<N:  W'(Q) <= LP (Q)

esiha ull,- <cllull,, VYue Whr(Q);
(ii) sep= N: WELN(Q) — LY(Q) Vq € [N, +oo;
. 1 0,a (O N
(iii) sep > N Whr(Q) — C% (Q) dovea=1—-— @O<a<l)
p

La dimostrazione di (i) € dovuta a Sobolev-Gagliardo-Nirenberg; da (i) e dal fatto
che WP (Q) < LP" (Q) < LI(Q) per ogni p < ¢ < p*, segue

(@) sel<p< N: WhP(Q) — LI() Vg€ [p,p*].

La (iii) va intesa nel senso della Qisura di Lebesgue, cioe nella classe di equivalenza
diu € WhP(Q) esiste u € C%(Q) (rappresentante a-hélderiana) con @ = u q.o. in
Q.

Definizione 7.2.3. Siano X e Y spazi di Banach reali. Un operatore lineare e conti-
nuo
K:X->Y

si dice compatto se per ogni successione (u,) C X limitata, esiste una sottosucces-
sione (u,,) C X tale che (K u,, ) convergeinY.

Teorema 7.2.4. (Teorema di immersione compatta (Rellich - Kondrachov))
Sia 2 un aperto connesso e limitato di R™, di classe C'; allora

(i) sel <p < N: limmersione W4'P(Q)— Li(Q) &compatta

Np
N-p
(i.e. da ogni successione limitata in W1?(£2) si pud estrarre una sottosucces-
sione convergente in L?(f2) );

perogniq talechel < q < p* =
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(i) sep = N:limmersione WHN (Q) — L4(Q) écompatta perognil < q < oo;

(iii) sep > N: l'immersione W1'P(Q) < C°(Q) &compatta

(conseguenza della disuguaglianza di Morrey e del teorema di Ascoli-Arzela).

In particolare l'immersione W'?(Q) — LP(Q) é compatta per ognil <p < cc.

Osservazione 7.2.5. In generale, se non si fanno ipotesi di regolarita su 02, non e
vera l'immersione
WHP(Q) < LP ().

Ad esempio, sia N =2,Q = {(:c,y) eER}0<z <1, [y < e*fz} e

u(z,y) = 2desT.

E immediato verificare che u € L'(Q) e anche ogni sua derivata parziale prima (in
senso classico) appartiene a L'(Q). Dunque u € W1(Q). Mau ¢ LP(Q) per nessun
p>1.

Se p = N in generale u ¢ L>°({2). Ad esempio, se N =2e ) = B1((0,0)) la funzione

1
2

1 [e3
u(z,y) = (bg \/ﬁ)

1
con0 < a < 5 appartiene a W12 (B% (0, O)) ma essa non e limitata a causa della
singolarita in (0, 0).

Ci limitiamo a dimostrare le disuguaglianze di Sobolev (relativamente alle sole
immersioni continue) nel sottospazio W, (Q2); € utile osservare che (evidentemen-
te) in tale spazio non e necessaria alcuna ipotesi di regolarita su €2.

[ [ [ . ]_
7.3 Disuguaglianze di Sobolevin W, (Q)
Teorema 7.3.1. Sia ) un aperto connesso e limitato di R™ ; allora

(i) sel <p<N:  WyP(Q) = LIUQ) Vg€ [pp*]

esiha:
3C(p.N)>0:  |ul,. <Cp,N)|[Vul, YuecWyP(Q)?*
p(N-1) p*
N = = —
dove C(p, N) N T

22]1 valore di p* si puo ottenere mediante un argomento di omogeneita (cfr. e.g. [1], p. 163.)
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(i) sep = N: WM (Q) — L) Vg € [N, +ocf;
1 — N
(iii) sep > N: Wy P(Q) — CY*(Q2) dovea=1—— (0<a<l).
p
. L _p(N-1) N .
Osserviamo che in (i) la costante C(p, N) N non € quella ottimale.
—Pp

Alla dimostrazione delle disuguaglianze di Sobolev premettiamo il seguente risul-
tato.

Lemma 7.3.2. (Lemma di Gagliardo)

Posto
i’\i = ($1,$2,...,xi_1,$i+1,...,.1‘N) Vi= 1,...,N (N > 2),
selev; = v;(z;) perognii=1,..., N sono non negative ev; € LN_l(IRg*l) allora
v(z) = vi(T1) - v2(T2) - on(Tn) € LH(RY)
esiha

N
l[olly = < T vill s -
T

1,RV =1

N
[[v
i=1

Dimostrazione delle disuguaglianze di Sobolev (in W{*(2)).

Dimostrazione di (i).

Dimostreremo (i) prima per v € C§°(€2).  Poi estenderemo la tesi alle funzioni
u e WyP(Q) = C5e(Q).

Primo passo. Sia dapprima p = 1; possiamo assumere Q = RY. AlloraC(1,N) =1e
la tesi diventa

el = llull_x. < IVl

Per il teorema fondamentale del calcolo integrale (u € a supporto compatto in §2) si
ha:

u(z) :/ Diu(x1, ..., Tic1,t, Tig1, ..., an) AL (E)

e quindi
+o0 t+oo
|u(z)] S/ |Diu(z1, ..., i1, b, Tig1,- .., TN dﬁl(t) :/ |Dju(z)| dﬁl(xi)

perognii=1,...,N.

Pertanto
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Moltiplicando membro a membro risulta

()| T < f_v[ ( / j IDsu()] dclm-)) .

posto
1

w) = ([ D ac@) "

— 00

e applicando il lemma di Gagliardo 7.3.2 si ha

[ @™ @ < [ o) i)

M=t

N

H ||”i||N—1,]RAN*1
T

i=1

N -

IL( [ 1 ac @)™

i=1

IN

dove per l'ultima uguaglianza basta osservare che

v =[]
: {/R” V:o [Diu(z)] dﬁl(w»] d.ch@J}Nll

Quindi
/RN a5 LN () < 1;[1 (/RN Dou(z)| ch(xi) o .
< ([ vutolae¥@)
cioe
e, = ([ @ ac @) < [ vute) e = vl

Osserviamo che la (7.1) & vera anche per funzioni di classe C}(Q2) o per funzioni
C1(Q) q.0., a supporto compatto in €.

Secondo passo. Siaoral < p < Neu € C§°(Q).
Considerata la funzione ausiliaria

*

V= |u|11)7”‘_1 -
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siha .
D P
V| = 1 e [Vul g.o.in Q
dove (N 1)
p* _ pN —
— = =: N
T N C(p,N)
e
P _Np-1)
1* N —p
Applicando (7.1) a v risulta
N-—-1

([ r ac¥@) " <com [ eV [wuac @)
RN RN
(applicando la disuguaglianza di Holder)

1 1
N(p—1) s /

<) ([ IV ac @) ([ @5 ac @)’

y2

= C(p, N) |V, </]RN |u(:p)|1)* dLN(:E)> z

quindi
N1;1 7%1
([, w@r ac¥@) < Cp.N) [V,
N-—-1 -1 1
e poiché - — risulta in definitiva
p

(/}RN |u(x)|p* dEN(x)) ’ <C(p,N) Hqup'

Terzo passo. Dimostriamo ora (i) in W, *(Q) = C3°(Q). Siau € W, ?(Q), allora

I(un) CC5°(Q) : | up —ull; , —— 0. (7.2)

P p—too

Per quanto gia dimostrato si ha
lunll,- < Cp.N)[Vual,  ¥neN (7.3)

(osserviamo che C'(p, N) non dipende dan € N). Da (7.3) e (7.2) segue che (u,,) e di
Cauchy in L?" (Q), pertanto

JveLP () lup — |, o 0.

Osserviamo che
1
0 < flu—vll, < llun —ull, + lun — v, < llun —ull, + QU [[up —vl],-,

da qui, passando al limite per n — +o0, si deduce che v = » q.0. in Q. Allora
passando al limite per n — +oo nella (7.3) si ha in definitiva

0]l = [lull,. <Clp, N)[Vull,,
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cioe la tesi. O

Dimostrazione di (ii).

Basta provare (ii) per le funzioni v € C§°(Q2), perché poi si estende per densita a
Wo ™ (9).

Proviamo che
30>0: ul, < Cllul,y Vg€ [N, +oo| YueCP(©).
Da (7.1) siha, peru € C§°(Q),
lull s < [V, (7.9)
Considerata la funzione ausiliaria
v = |u|* (t>1)

da (7.4) risulta

N—-1

g, = ([ it a2 o)

_ -1
<t [T ae Y @) < el 19l

Segue che
1 =1 1 1 t—1 1
lull px. < 6 llull oy - 90l < e ull gy, - IVl -
Possiamo supporre
lull oy >0 e [[Vullf >0

(diversamente la tesi € banale). Ll

t _
Per la disuguaglianza di Young (osservato che — + 1= 1) si ha (ricordato che per
ipotesip = N)

-1 1 t—1 1
el 19l < 2= el oy, + 5 [ 9l

quindi

1 (t—1 1
lullgs, < e (S5 Tullomny oy + 3 190l )
1
< et (ull gy +1Vully)

< C (Il oy g, + IVl ) -

N —

con C = e+. Poiché la disuguaglianza precedente vale per ogni ¢ > 1, in particolare
essaeverapert = N (essendo N > 2):

lull g2 < C (lully + 190l )
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e quindi (per densita)

WM (Q) — L¥=1 ().
2

N . . .
Osservato che N1 > N, si ha anche (per interpolazione (Teorema 4.4.1))

N2
WM (Q) = LYQ)  VYge |N,——]| ;
N -1
iterando questo argomentocont =N + 1,t = N + 2, ..., si hala tesi.

Notiamo, infine, che per dimostrare (ii) e sufficiente anche osservare che perp — N

N N -1
risulta p* = N—p — +00. Osserviamo che la costante C(p, N) = 1% — 400
- -Dp
perp — N. O
Dimostrazione di (iii) (disuguaglianza di Morrey).
Ricordiamo che posto per u € C%(Q)
[ullg == llullgo @y + [ulo.a
|||, € una norma in C%*(Q) e lo spazio
(™€), IIll)
€ completo.
E sufficiente provare che
3C(p,N)>0: [uly, <C(p,N)|[Vull,  VueWyP(Q) (7.5)
e
lull ooy < Co, N)(diam Q) [Vull, — Vue WP Q). (7.6)

Proviamo prima la (7.5) e poila (7.6) in C5°(2); queste si estendono poi per densita
aWy?(Q).
Per provare la (7.5) dimostriamo che

IC(p,N)>0: Vz,ye, z+#y,
lu(@) —u(y)] < Cp,N) - [z —y|* - |[Vull, Yue 5 (Q).

Siau e C§° (), z,y € Q, x # y. Poniamo ¢ := [z —y| >0e
S := Bs(x) N Bs(y) N Q.

Risulta
lu(z) —u(y)] < |u(z) —u(z)| + [u(y) —u(z)] VzeS.

Integrando su S rispetto a z si ha:

1] - [u(z) — u(y |</|u ~ufz)| AN /|u _u(z)] AL (2)
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Ma | Bs| = wydéY dacui |S| = C(N)6V e quindi

C(N)N Ju(z) — u(y) |</|u —u(x)| deN /|u —u(2)] dCN(2). (7.7)

Valutiamo il primo integrale; il secondo si maggiorera allo stesso modo.

Osservato che
! d 1 ! 1
u(z) —u(x) = /0 7 (x+t(z—x)) dL () = /0 (z —x) - Vu(w)dL " (t)
dovew =z +t(z —x),sihaperogniz € S
) = @) < [ 1z =al - [Fuw) 20 <5 [ [Futw)] 2
e integrando rispetto alla variabile z € S
—ulxr N V4 N V4 1 ulw 1
[ o) —u@l ¥ ) <5 [ ac¥(e) [ 19utlacte
_ 5/0 4L (1) /S|Vu(w)| ALV (2).

Ora (osservatoche |z — z| < § = |w — x| < t4)

Vu(w)| deN (z Vu(w)| deN(z) =t~V Vu(w)| dCN (w).
/S| (w) ”S/Bé(m)' () dLN(2) = t /BM' (w)] dL™ (w)

Usando la disuguaglianza di Holder il secondo membro si maggiora:

[ v ¥ w) < Bt ( [ vty ch<w>>
Bys(x) Bys(x)

<wy PN |Vl .

=

Pertanto
1
/|u —u(@)] ALV (2) <wy * SR |, / 5 act (@)
0
(con p > N per ipotesi)
1
=y TSV,
1—
p

-3 Nia 1
=y V|V,

Tornando a (7.7) si ha

1-1 1
CN)ON fuw) —uly)| < 2-wy 7 -6 = | Vul,

da cui

o Vull, = Cp, N) - o = y[* - [[Vul|,
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e quindi (7.5).
Proviamo la (7.6).

Sia y € Q tale che u(y) = 0. Dalla (7.5) siricava
lu(@)| < C(p,N) - |z —y[* - [|[Vull, < C(p, N) - (diam Q)* - | Vul|,

per ogni z € e quindi segue la (7.6). O

7.4 Disuguaglianze di Poincaré

Teorema 7.4.1. (Disuguaglianza di Poincaréin W} (Q))
Sia 2 un aperto connesso e limitato di R™ ; allora

3C(Q,p,N)=C(p,N)[Q¥ >0
lull, < C(Qp.N)[|Vul, YueW,"(Q), Y1<ps too.

Osserviamo che 'ipotesi “€2 limitato” puo essere indebolita richiedendo che (2 sia
limitato almeno in una direzione, ma non puo essere eliminata.

Dimostrazione della disuguaglianza di Poincaré.

N
Siau € W;*() el <p< ~

T Per il caso (i) delle disuguaglianze di Sobolev

(osservato che < N poiché N > 2) siha

[[u

Poiché p* > psiha L?" () < LP(Q) e quindi

1_ 1 1
[[ull, <1917~ - flull,. = [ [lu

p*

Pertanto )
[ull, < QY -C(p, N) [|Vul|, = C(Q2,p, N) [[Vul,

per ogni u € W, *(Q).

. . D .
Sia orap > ;  definiamo r := e osserviamo che 1 < N
P=NT1 "TNT srs
>1 < p> N
T .
= P=N=1
. Nr . . . .
Considerato r* = N (I'esponente di Sobolev di r), risulta r* = p e quindi,
T

ancora per il caso (i) delle disuguaglianze di Sobolev

[ull, = llull,. <C(r,N)[[Vull, < C€,p, N)[[Vul O

r*=p"*
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Corollario 7.4.2. InW,”(Q) le norme [ull, , ellVul|, sono topologicamente equiva-
lenti. '

Infatti

IVul, < llully, = llull, + IVull, < (CQp,N)+1)[|Vu],  YueWyP(Q). O

Osservazione 7.4.3. La disuguaglianza di Poincaré dimostrata in W, *(2) non vale
per le costanti non-identicamente nulle in 2. Cio preclude pertanto la possibilita
che quella stessa disuguaglianza possa valere in W17 (Q).

Tuttavia sussiste il seguente risultato

Teorema 7.4.4. (Disuguaglianza di Poincaréin WP (Q))
Sia ) un aperto connesso e limitato diR", di classe C*'; allora

AC(Qp,N)>0:  |lu—uql, < CQp,N)|[Vul, YueW"(Q),

dove

. u(z) dL™ ()

1
ug = 7
€ Jo

Osservazione 7.4.5. Nelle ipotesi della disuguaglianza di Poincaré (in W1?(Q)), se
1 < p < N sihala seguente disuguaglianza di Sobolev-Poincaré

[u—ugql, <c(Qp,N)[Vull, Yue whP(Q).



CAPITOLO &

Principio di Dirichlet

8.1 Principio di Dirichlet

Riprendendo sostanzialmente un’idea di Gauss e di Green, Riemann osservo che
I'esistenza in un aperto 2 del piano di una funzione armonica « che assume sulla
frontiera di €2 valori assegnati ¢ poteva essere ottenuta come minimo dell’integrale
dell’energia

D(v) := /Q |Vo(z)|® de ™ (z),

in una classe di funzioni ammissibili con lo stesso dato su 92 23.

Riemann considerava questo risultato, noto come Principio di Dirichlet, un assio-
ma; ma Weierstrass, per primo, si rese conto che esso costituiva I’enunciato di un
teorema da precisare nelle ipotesi e per il quale dare una dimostrazione. Questo e
stato possibile conseguire, dopo il 1900, con I'introduzione degli spazi di Sobolev.

Riportiamo tre obiezioni sollevate al Principio di Dirichlet.

8.2 Obiezione (generale) di Weierstrass (1869)

Weierstrass fu il primo a mostrare che non sempre un problema di minimo per
un funzionale del Calcolo delle Variazioni, con integrando non negativo, ha una
soluzione.

Z1n questo modo Riemann dava inizio ai cosiddetti “metodi diretti” nel Calcolo delle Variazioni, che
consistono nel provare 'esistenza del minimo di un funzionale integrale

Fv) = /Q f (@, 0(@), Vo(x)) de N (),

senza ricorrere all’equazione di Euler, ma deducendola direttamente dalle proprieta del funzionale F'.
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11 problema proposto da Weierstrass consiste nel cercare il minimo del funzionale
(in dimensione N = 1) )
Py = [ W dct
-1
nella classe delle funzioni v € C! (-1, 1]) che soddisfano le condizioni agli estremi
v(=1)=-1,v(1) = 1.

Osserviamo che su ognuna di queste funzioni ammissibili v siha F'(v) > 0, in quan-
to, in caso contrario, si avrebbe v/(¢) = 0 in [-1,1] e, di conseguenza, v sarebbe
costante in [—1, 1], in contrasto con le condizioni agli estremi. Dunque, se esistes-
se una soluzione vy del problema, si avrebbe F'(vy) > 0. Ma, se consideriamo le

funzioni ammissibili
t
arctan (—)
€
_ (e >0)

(=)
arctan | —
9
per le quali

Fv.) = /_11 2 )] dei(t) = m (arctan (%) - ﬁ)

€

ve(t) =

si ottiene F'(v) — 0. Ne segue che per ¢ > 0 sufficientemente piccolo vale la
e—0

disuguaglianza F'(v.) < F(vp), che contraddice il fatto che v, & di minimo per F.

8.3 Obiezione di Courant

Una successione minimizzante non necessariamente converge e quindji, in genera-
le, non ci si puo aspettare di trovare la soluzione di un problema di minimo via un

passaggio al limite, almeno in topologie forti.

Che l'integrale di Dirichlet non sia esente da questa difficolta € provato dal seguente
esempio.

Sia N = 2 e definiamo, in coordinate polari (r,), la seguente successione di fun-
zioni:

cn logry, rgri
vn(r,9) = { ¢, log (L) r2<r<r, VneN
0 rp<r<l1l |

dove le ¢,, sono costanti.
Siha?*

™
—rdLt(r)

r2

D(vy,) :27rc,%/

2
T

= —27c2 logry;

24Considerate le coordinate polari piane (r, ) 'integrale di Dirichlet per v(r, ¥) in B,(0) & dato da

L[ @) racte.
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se scegliamo

risulta

D(vy,) = 2N~  —— 0 (= inf dell'integrale di Dirichlet)

n—-+oo

cioe (v,) € una successione (con v,(1,4) = 0) minimizzante per D(-), tuttavia

_ L
vp(e72",9) =n3 ——— 400,
n—-+oo

e quindi la successione (v,,) non converge nemmeno puntualmente.

Per poter applicare il metodo diretto bisogna allora allargare la classe delle fun-
zioni ammissibili dove era inizialmente ambientato il Principio “classico” di Di-
richlet (classe di funzioni continue!) in modo da guadagnare compattezza delle
successioni minimizzanti.

8.4 Obiezione (specifica) di Hadamard

Prima di illustrare I'obiezione specifica di Hadamard, premettiamo quanto segue.
Sia N = 2 e indichiamo con (r, ) le coordinate polari piane.

Sia ¢ continua su 9B;(0). Consideriamo la (non necessariamente convergente)
serie di Fourier per ¢:

+oo
ao
o(Y) ~ 5 + Z (ay, cosvd + b, senvd) .

v=1
Si riconosce facilmente che la serie convergente (r < 1)
Q =
_ % v
v(r,¥) = 5 + ; r¥ (ay cos v + b, sen vf)

e 'unica soluzione del problema?®

A, pv(r,d) =0 in B;1(0)
v(1,9) = () 0<¥<2m |,

e per l'integrale di Dirichlet in B, (0) per v(r, ) si ha

1 2m +oo
/ (/ (v + Tizvg) dc 1(19)) rdC(r) =7 Z v(al+0b) (8.1)
0 0 v=1

T operatore di Laplace in coordinate polari piane (r, %) per v(r, ) & dato da

1 1
Ay pv(r,9) = vrr + ;'Ur + ﬁvgg .
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e pertanto l'integrale di Dirichlet in B;(0) per la funzione armonica v(r, ¥) € finito
se, e solo se, questa serie converge.

La obiezione (specifica) di Hadamard consiste nel fatto che:

esistono funzioni continue ¢(1}) per le quali la serie (8.1) diverge, anche se il relativo
problema di Dirichlet per I'’equazione di Laplace puo essere risolto.

Quindi la soluzione del problema di Dirichlet non puo essere determinata dal Principio
di Dirichlet per tutti i dati ¢ continui sulla frontiera.

Per esempio 2, se consideriamo la funzione continua di ¥ € [0, 27] (definita dallo
sviluppo di Fourier totalmente convergente)

+oo 4
H(0) = Z cos/(j; 9)

si ha che la funzione dir e ¥

+o00 . 4
o(r, 9) = Z rh %l;ﬂ)
p=1 H

€ armonica regolare in B (0) e ha traccia ¢ () su 9B1(0).

1
. . —  sev=ypu'
Tuttavia per (8.1) | in questo caso a, = 2 e b,=0
0 sev # ut
D(v) = +o0

Per evitare quest’ultima difficolta e per dare quindi una corretta formulazione del
Principio di Dirichlet faremo la seguente ipotesi:

— «

3 almeno una funzione 7 “ammissibile” con D(7) < +o0.

26Altro esempio: se

+oo
sen(pu! 9)
) =" 5
pu=1 ®
siha
ysen(u! 9)
v(r,9) = ® 5
n=1 H
1
. — sev = p!
eper (8.1) | in questo caso b, = { u? e a, =0
0 sev # p!
+oo
!
D(v) :WZ — = t+oo.
p=1
—+oo
Osserviamo che per costruire esempi basta trovare successioni (a,) e (b, ) tali che Z (Jav] + [by])
v=1

—+oo
converge, mentre 7 Z v (a?, + bg) diverge positivamente.

v=1
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E comunque importante osservare che mentre nella teoria del potenziale questa
ipotesi non € necessaria, essa & invece essenziale (e va interpretata come una ri-
chiesta di “energia finita”) per un significativo problema variazionale.

Alla luce di queste obiezioni vedremo che I'ambiente naturale per il Principio di
Dirichlet & lo spazio di Sobolev W12(Q).

8.5 Principio di Dirichlet in W'2(Q): esistenza e rego-
larita interna

Teorema 8.5.1. Sia §) aperto connesso limitato diR"™ (N > 2), o € W12(Q) e sia

A, = {v eWL2(Q); v-pe WOLQ(Q)}

convesso, chiuso, non vuoto di WLQ(Q)).

Allora

(i) FluoeA,: D(u) = 1161}4n D(v);

(ii)  wo @ (equivalente ad una funzione) armonica in Q **;

(iii) g e analitica reale.

Dimostrazione.
(i) Esistenza.

Per l'esistenza diamo qui una dimostrazione che sfrutta essenzialmente il fat-
to che I'integrale di Dirichlet D(-) € quadratico nel gradiente.

Risulta
A, #0 e 0<D(v) VvedA,,

quindi D(+) e limitato inferiormente e posto

d:= inf D
ot (v),

poiché D(yp) < 400, si ha
0<d< 4.

27Quindi ug € A, € soluzione del problema
Au=0 inQ
u—pE Wol’Q(Q).
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Sia (v,) C A, una successione minimizzante per D(-), cioe sia v, € W'2(Q),
v —p e WP(Q) ¥YneNe

D(vy) — d.
n—-4o0o

Proviamo che (v,,) & di Cauchy in W12(Q).
Perogni j, k € Nsiha

D(Uj — Uk) + D(vj + Uk) = 2D(1)j) + 2D(1)k)

da cui

D(v; —vi) = 2D(v;) +2D(vk) = D(v; +vi) = 2D(v;) +2D(vx) —4D (HT%) '

Osservato che

risulta
0 S D(’Uj — Uk) S 2D(’Uj) + 2D(’Uk) —4d
e quindi

3 lim D(v; —wvg) =0.

Jyk—+o0

Osserviamo che v; — @ € Wy?(Q), v —p € W, ?(Q)  equindi
v; —vp € Wy?(R2). Poiché Q & limitato, dalla disuguaglianza di Poincaré in
W,2(92) (Corollario 7.4.2), si ha che esiste

i oy =l =

Quindi (v,) & di Cauchy in W12(€).
Allora
Jup € WH3(Q) : ngr}rloo [vn — uoll; o =0,

inoltre si ha ug — ¢ € W, *(Q), quindi uy € A,, ed evidentemente si ha
d= nETmD(Un) = D(uo).

Risulta cosi provata |'esistenza.

Unicita della soluzione variazionale ug.

Se anche vy € A, ¢ tale che

d = min D(v) = D
Jnin (v) (vo),

siha

0 < D(ug — vo) = 2D(ug) + 2D(vg) — 4D (WT”O) <2d+2d—4d =0,



8. Principio di Dirichlet 123

e quindi
D(UO — UO) =0.

Ma ug, vy € A, per cui ug — vy € Wy>() e quindi, per la disuguaglianza di
Poincaré (Teorema 7.4.1),
[[uo — voll, =0

cioe vy & nella stessa classe di equivalenza di u.

(i) Consideriamo
ug + ¢ cont € Re( € C5° ().

Poiché (ug + t¢) — ¢ = (up — @) + t¢ € W, *(Q) si ha che
ug + t¢ € Atp-

Per il teorema di Fermat dev’essere

L(lit (u0+t§)] —0

t=0

e quindji, essendo

D(ug + t¢) = D(ug) + t>D( +2t/z o), () - G, () AL (2)

e
d
& Dluo +1¢) = 2D(C +2/Qzum o (2) AL (2),
siha
d
EX (umc] —2/Zum G (@) AL (@) = 0
ovvero
N
/Q S (to)e (#) - oo (8) ALV (2) =0 ¥C € C5(Q),
=1
e quindi

/Q up(x) AC(2) dLN (1) =0 V¢ € C(Q)

(Equazione di Euler in forma debole (1744)).

Sussiste il seguente lemma.

Lemma 8.5.2. (Lemma di Caccioppoli (1937) - Weyl (1940))
Siau € LY() tale che

/( 2 u(z) AC(z)dLN () =0 V(e Q) (8.2)

Allora u é armonicain Q2 e quindiu € C*(2).
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Dimostrazione. Consideriamo le regolarizzate di v con mollificatore p radiale:

nN

= — n|xr — u N .
(o) = o /Qp< l — ) u(y) dL ™ (y)

Fissato ¢ € C§°(f2), scegliamo n sufficientemente grande da verificare

1
dist (supp ¢, 00) > —.
n

Risulta
[ unw)dcwac @ = [ [m [ ot =l u<y>ch<y>] A¢(x)dL ™ (z)

(per il teorema di Fubini)

= [t [ [ ptnle— b Atz )] ac ()

n
llolly

(poiché (AQ),, = AG,, essendo

Caly) = W/pr-yw <<x>ch<x>)
= /Q u(y) A (y) dLN (y) .

Applicando l'ipotesi (8.2) a ¢, € C5°(f2) (per la scelta fatta su n):
/Q un () AC(z)dL™N (x) = 0. (8.3)
Per il Teorema 5.1.10 u,, € C*°(£2,,) e pertanto da (8.3) per il Corollario 5.4.3
Au, =0 in Q,
dove ), := {x € Q; d(x,00) > %}

Inoltre

/ fun ()] AL (y)
Qp

/Qn VN /Qp(nlw*yl) lu(z)| dCN(z)| dLN (y)

[l
/ lu(x)] dL N (z) < +oo
Q

IN

per il teorema di Fubini, usando il fatto che

nN

llolly

[ otuls =y de¥ ) =1,
Q

e ricordando l'ipotesi u € L(Q).

Qundi (u,,) & uniformemente limitata in L*.

In quanto armoniche le u,, soddisfano la proprieta di uguaglianza del valor medio.
Inoltre, poiché (u,,) & limitata in L', da

1
unla) = /B @) 7@
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segue che u, (2°) & limitata per R fissato tale che Br(z") C (,. Pertanto le u,, sono
uniformemente limitate in ,,, per n > 2 ny. Inoltre, dalla proprieta di uguaglianza
del valor medio segue direttamente che, se Br(z'), Br(z") C Qp,, siha
Jun(2) —un (@) < c(R) / Jun(2)] AL ()
{Br(z")\Br(z")}U{Br(z")\Br(z')}
< d(R) |2 —2"|.

Quindi (Vu,,) & uniformemente limitata in §2,,, e, analogamente, tutte le derivate
di ogni ordine delle u,, in quanto armoniche, sono uniformemente limitate in 2,,,
(basta ripetere lo stesso procedimento usato per le u,). Pertanto, per n — +oo,
un’estratta di (u,,) converge uniformemente, con le sue derivate, ad una funzione
v € C*>*(Q). E, in quanto limite uniforme di funzioni armoniche per il Teorema 2.9.1
anche v & armonica. Ma u,, converge a v in L' (2), percid u = v q.0., cioé u & C*°()
ed e armonica in 2. O

Osservazione. Nella dimostrazione abbiamo usato il fatto che A commuta con le
regolarizzanti, in altri termini che I'operatore di Laplace é invariante per rotazio-
ni (e questa la ragione per cui scegliamo p radiale). Proprio per questo, pero, la
dimostrazione precedente non puo essere estesa ad altri problemi variazionali.

(iii) Perillemma di Caccioppoli-Weyl la soluzione debole v, € A, del Principio di
Dirichlet & armonica in Q ¢ R,
Proviamo ora un risultato di maggiore regolarita interna: tale uo € di classe
C¥ (), cioe e analitica reale.
Per questo premettiamo il seguente risultato che estende alle derivate D il
Teorema 2.12.1.

Lemma 8.5.3. Siau € C*(Q) armonica e limitata in ). Allora

vzl e Q, VBgr(2")CQ e Vamulti-indice dilunghezza|a| :

N 0 & |O“M
|D u(x)|§(R) eM, (8.4)

dove M = sup |ul.
Q

Dimostrazione. Proviamo il teorema per induzione su |«|. Per |a| = 1 & dimostrato
nel Teorema 2.12.1. Sia (8.4) vera per ogni multi-indice di lunghezza |«|, proviamo
che essa continua a valere per tutti i multi-indice § di lunghezza |3| = |a| + 1. Per
tale 3 si ha che

DPu

= D%y peruncertol <i< N.

8,%1'
Poiché DAu € armonica in Q (in quanto derivata di una funzione armonica), fis-
sato 7 € (0,1), D?u & armonica nella palla B,r(z°); quindi, per la proprieta di
uguaglianza del valor medio e il teorema della divergenza, si ha

1 (€ =2

B oy - - o ST LP e N-1
Doule’) =~ /aB,RMD €)oY O).
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Per (8.4) applicata alla palla aperta di centro ¢ € 9B, r(z°) e raggio (1 — 7)R

ler]
Ne |a]!
« < - - i~
D@ < (oag)
Quindi
laf+1
Ne 1 ]!
DPu(z%)] < | =— — Ty
[P u@®)] < ( R ) (1 —7)lalr 2
Scelt
celto . )
T= — = —
lal+1 |5
siha
1 —|Bl+1 1 —18]
o= =(og) <(mg) s
e quindi la tesi. O

Teorema 8.5.4. Siau armonica e limitata in Q). Allora v é analitica in .

Dimostrazione. Fissato z° € Q, consideriamo R > 0 t.c.
(N€2N+1 + 1) R < min{d (xo,aﬂ) ; 1} .
Lo sviluppo di Taylor di « di centro z° in Br(z2°) &
VvneN e Vaze Bgr(z?)

u(z) = Z D u(a®) (z —2%)" + Z Duly) (y—wo)ﬂ, (8.5)

|
la]<n ’ |8]=n+1 A

dove
N N
(x—xo)a :H(xi—x?)ai , al :Hai! e y € Br(2?).
i i=1

Applicando (8.4) alla palla di centro y e raggio Ne?N 1R e la diseguaglianza®®

Bl < NPl gL,
28Gia 4 un multi-indice N-dimensionale di lunghezza | 3|. Vale
B! < eN1Al 1.
Dimostrazione. Siano z; € R, per¢ = 1,2,...,N esia k € N. Se 8 denota un multi-indice

N-dimensionale di lunghezza k, dalla versione di Leibniz delle formula di Newton, si ha
> ’ k! - Bi
Considerando z; = 1 perogni: = 1,2,..., N, siottiene

NIBI= 3 % . %!g ) %:Nw — 1B < NIl g1 < NIl g
B1=k N
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Ne

| DPu(y)
Ne2N+1R

3 | ‘(y—wo)ﬂ‘ < Nl (

Poiché sup |u| = M, si ha
Q

18]
) R sup |u| = e NPl sup |u] .
Q Q

> Dﬂg'(y) (e-a®)’| <M Y e NPl < MgV I8

|B]=n+1 |8]|=n+1

Per | 3| — 400 segue la tesi. O

In virtt di questo risultato la soluzione debole v, € A, del Principio di Di-
richlet e analitica in 2 (regolarita interna). Resta cosi completamente dimo-
strato il Principio di Dirichlet in W'2((2), Teorema 8.5.1. O

Osservazione 8.5.5. Per quanto concerne la condizione al contorno, questa e stata
acquisita nella forma implicita: uo — ¢ € W, %(Q).

Si puo tuttavia dimostrare che sotto opportune ipotesi di regolarita per €2 e ¢ si ha
up € C°(Q) e up = ¢ su 9N (regolarita fino alla frontiera) (cfr. [1]).







CAPITOLO 9

Metodo variazionale per operatori in forma di
divergenza: teoria L2

9.1 Ilmetodo variazionale per operatoriin forma di di-
vergenza: una introduzione

Il metodo variazionale puo essere sintetizzato nel modo seguente:

(i) si definisce una soluzione debole attraverso 'introduzione di forme quadratiche;

(ii) se ne dimostra esistenza e unicita tramite il teorema di Riesz-Fréchet 6.3.1, il
lemma di Lax-Milgram 6.4.3 e il Teorema di Stampacchia 6.4.2;

(iii) si regolarizza la soluzione debole ottenuta (tramite risultati di regolarita supe-
riore si perviene ad una soluzione classica del problema).

9.2 ProblemadiDirichlet omogeneo per’equazione di
Poisson

Ilustriamo ora il metodo variazionale prendendo in considerazione come “model-
lo” il problema di Dirichlet per I'’equazione di Poisson con dato omogeneo

(P)

—Au=f in
u=20 su of?,

con f € L?(Q2) e Q) aperto connesso limitato di RY.
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Definizione 9.2.1. Si definisce soluzione debole del problema (P) una funzione
u € Wy*(Q) tale che

/Q Vu(z)-Vo(z) dL N (z) = | T@ye) dCN(z)  Vue () (oppure Vo e Wg=2(ﬂ)) .

Esistenza (unicita e dipendenza continua) della soluzione debole.

Applicando il teorema di Riesz-Fréchet 6.3.1, con

H=W,?*Q)

¢: Wy () - R taleche ve W, Q) o) = [ f(z) v(x)dL(z) < +oo
Q

<q§ € ovviamente lineare, e continuo in quanto

lo()] < Iflly - llvlly Vv e W&’Q(Q))
si ha che

Blup e Wo(Q) :+ d(v) = [ fla)-v(x)dL ™ (x) = (uglo), ,

Q
= [ Vus(z)-Vo(z)dLN(z) Yoe W, Q)
Q
Inoltre si ha
o(v
fuslia= s A<y,
vewd2() 11,2

v#£0

cioe la soluzione debole u; del problema (P) dipende con continuita dal dato f.

Per il lemma di Lax-Milgram 6.4.3, uy € Wol"Q(Q) e caratterizzata dalla proprieta

% (Vug[Vug), — ¢(ug) = min {% (Vou|Vv), — gb(v)} ,
vEW, ()

cioe

1 1
—/ |V, ? dLN—/fudeN: min {— |Vo)? dﬁN/fvdﬁN}.
2 Jo Q vewi2@) |2 Jo Q
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Osservazione 9.2.2. La soluzione del problema dell’esistenza in spazi di Sobolev
apre un’altra questione. Le funzioni di questi spazi infatti sono derivabili in senso
debole, e in generale non sono nemmeno continue. Una volta ottenuta una soluzio-
ne debole, sorge allora il problema di dimostrare che si tratta di una funzione suf-
ficientemente regolare; in breve, rimane da affrontare il problema della regolarita
delle soluzioni deboli.

Regolarita della soluzione debole.

Se Q & di classe C?, f € L*(Q) allorauy € W, *(Q) N W>2(Q). Pit1 in generale, se
& di classe C2**, f € WH2(Q) allora uy € Wy*(Q) N W2H52(Q) 2 (informalmente
possiamo dire che u; ha due derivate in pitt in L?(Q) rispetto al numero di derivate
che la densita f hain L?(Q2)).

N _
In particolare (per il teorema di immersione di Morrey) se k > —, allora uy € C%(Q);

in questa ipotesi si riconosce facilmente che u; € soluzione classica (forte) di (P),
tenendo anche presente che, essendo u; € W,*(Q) N C°(Q), risulta u; = 0 su AN.

9.3 Operatori in forma di divergenza

Sia, pitt in generale,

N N

i,j=1 i=1

cona;; € C1(Q), bi,c € C°(Q), e consideriamo il problema di Dirichlet associato

{—Au =f in Q )

u=20 suof,

con f € L?(Q2) e Q aperto connesso limitato di RY.

Definizione 9.3.1. A si dice uniformemente ellittico in €2 se e solo se

N
dyg >0 : Z aij(x)figj > l/0|€|2 V&ERN, Vre.

4,J=1

Definizione 9.3.2. Si definisce soluzione debole del problema di Dirichlet (P;) una
funzione u € W,*(Q2) tale che

N N
/ Zaijaiuﬁjvfzmaiuv—cuv dEN/fvdEN VvEcol(Q)
Q Q

i,j=1 i=1

(oppure, equivalentemente per densita, Vv € W&’Q(Q)) .

Pwmr(Q) (m € N, m > 1) indica lo spazio delle funzioni di L?(Q) aventi derivate deboli, fino
all’ordine m incluso, in LP (). B
Sia © un aperto connesso e limitato di R, di classe C';se kp > Nsiha Withkr(Q) — CI(Q).
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Introduciamo sullo spazio di Hilbert IW,**(12) il funzionale bilineare
N N
a(u,v) = Zaij@uajv—Zbi@uv—cuv achv .
Q \ij=1 i=1
Allora u e soluzione debole del problema (F) se e solo se

VoeW,?(Q) : alu,v) = (flv),

Lemma 9.3.3.

2

N 2
k
(i) Posto\g = — + sup c(z) + @, dovek = sup b () |
210 zeq 2 z€Q 1

i=
risulta y
0 2 2 1,2
a(u,u) 2 o Jlullis = Aollull;  Vue Wy ()

(a(-,-) &debolmente coercitiva in L*(12));
(ii) esiste o > 0 tale che

ja(w o) < a flully, oy, Va,we We2(@).

Dimostrazione. Proviamo (i). Per la disuguaglianza di Cauchy-Schwarz

N /2 , N 1/2
< <Z|bi(:c)|2> (Z |6iu(:c)l2>

i=1

N 1/2
= (Z Ibi(fc)|2> IV u(z)|

N

Z bi(z) O;u(x)

i=1

N 2
e quindji, posto k = sup (Z |bi(z)|2> , risulta
zeQ

i=1

< / k |V u(@)] [u()] de™ ()

= uxM Nz
f/Qk\/E|v<>| e @)

N
/Q Z bi(z) B;u(z) u(z) dL N (z)

IN

5 [l ae e+ 5o [ el ac @)

<avendo usato la disuguaglianza a b < 1(a* + b2)) .



9. Metodo variazionale per operatori in forma di divergenza: teoria L? 133

Prendendo € = %, siha

1%

k2
<2 [ |\Vu@)? deN (@) +— [ |u(@)]? dCN ().
2 Jo 2v0 Jo

N
/( z Z bi(z) yu(z) u(z) dL ™ (z)

Pertanto, per ogni u € W, *(Q), vale

alu,u) > VO/QWU(:E)R e (z) — %/Q|Vu(:r)|2 ac™ (z)
I [ @) e (@) - sup efa) - [ Jute) ALV ()
Vo Jo zEQ Q

k2 .
Ponendo Ay = —— + sup ¢(z) + X0 siha
210 zen 2

Yo 2 2
alu,w) = 2 fulf = Xo llul}
il che dimostra che a(-, -) &€ debolmente coercitiva.
Proviamo (ii). Per la disuguaglianza di Cauchy-Schwarz

< <XN: Iaij(x)|2>; (ilﬁif); = <§:Iau(l’)lz> €]

i=1 i=1 i=1

=

N
> aij(@) &
=1

e quindi

[

N N /N 3 N
Z aij(z) & &l < ‘ <Z|aij($)|2> €] 1€5] < (Z |aij($)|2> €17

i,5=1 J = i,j=1

zeQ ij=1

N 3
Posto L = sup (Z |ai; (z)|2) siha

N
> a(@)&&| <LIEP  VEERY, Vzeq.

ij=1

Usando la precedente disuguaglianza e la disuguaglianza di Hoélder 4.2.3 si prova
che a(-, -) & anche continua. Infatti, se u,v € W,*(Q2)

la(u, )| < L [|Vully [[Volly +F [[Vully [Jolly + el llully vl < alluly s ol - B
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Teorema 9.3.4. Perogni )\ € R con )\ > )\ e perogni f € L?()

u=uye Wol’Q(Q) : A (ulv)y +a(u,v) = (flv), VYve W01’2(Q)
<cioé u e soluzione debole del problema

Au—Au=f in
u=0 san).

Inoltre, se A > \g si ha

2

7o O =) £y -

1
fully € =5 Il IVl <

Dimostrazione. Siano A € Rcon A > \g e f € L*(Q).
Consideriamo su W, *() il funzionale bilineare

a(u,v) = a(u,v) + A (ulv), .
Siccome a(-, ) € continua, anche a(-, -) lo &. Inoltre

a(u,u) = au,u) + X (ulu)y = alu,u) + A ull; 0.1)
IZ0) Vo :
> 20y + (A do) ful} = 2

2
l[lly s s

cioe a(-, -) & coercitiva su W, ().

Per il lemma di Lax-Milgram 6.4.3 esiste un'unica u; € W,"*() tale che

A (ulv), +a(u,v) = [ fod®  Yoe W ?(9).
Q

Prendendo v = u nell'uguaglianza precedente e usando (9.1) risulta
2 Yo 2 2
1Al fllly = /qudﬁN = Alully +alu,u) 2 - flully 2 + (= Ao) [Jully
da cui segue

Vo
(A= 20) llully < Uflp flully s 5 lul

2
12 = £l [[ully -

Quindi, per A > )\, siha
I1£1l,
< — 2
HUHQ — )\ o )\0

e dunque

[Kilk

.0
A—Xo

Vo 2 o 2
Z Ivully < lluliy < 171, lully <
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Osservazione 9.3.5. Per il problema

{)\u —Au=f in Q Py

u=20 su of) .

abbiamo provato (vedi teorema 9.3.4) che se A\ > )\g ed f € L%*(Q), allora esiste
un’'unica soluzione di (P,) in WOI’Q(Q).

Si puo dimostrare, con un confronto con i risultati che si provano per lo stesso
problema negli spazi di Holder, che il problema (P,) & risolubile per ogni A > 0.

9.4 Problema di Dirichlet non-omogeneo per 'equa-
zione di Poisson

Teorema 9.4.1. Siano Q) C RY aperto connesso e limitato, f € L?(2), p € W12(Q);
il problema con dato di Dirichlet non-omogeneo

—Au=f inQ
P,
{ U= suos). (Fe)

ha un'unica soluzione (debole) u in A, = {v eEWL2(Q);v—pc€ WS’Q(Q)}; tale
soluzione é caratterizzata da

u € Ay

u minimizza in A, il funzionale
17 :
—/ Vo) dﬁNf/ fodc™.
2 Ja Q

Dimostrazione. Osserviamo che A, & un convesso chiuso non vuoto di W'2(Q).

Osserviamo anche che sono equivalenti:

(@) u € A, esoluzione debole di (P,), cioe
/QVngdLN:/S;deﬁN V¢ e Wy (Q),
b) ue A, e
/QVu-(Vv—Vu)dENz/Qf(v—u)dﬁN Ve A,.

Infatti:

(a)=(b): Poichédav e A,eue A, risultav —u € WOI’Q(Q), dall'ipotesi segue

/Vu~(vaVu) dLN:/f(v—u)dﬁN Vo e A,
Q Q
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(b)=(a): Se u € A, verifica la disuguaglianza, scegliamo v = u £ ¢ con (arbitrario)
¢e WOI’Q(Q): sicché risulta v € A, e si hala tesi.

A questo punto basta applicare il teorema di Stampacchia 6.4.2 con

gb(v):/QfUdEN e a(u,v):/QVqudﬁN. O

Osservazione 9.4.2. Lo studio della regolarita e il ritorno ad una soluzione classica
si effettua come indicato nell’Osservazione 9.2.2
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La trasformata di Fourier

10.1 La trasformata di Fourier in L!(RY)

Daremo ora una introduzione alla teoria della trasformata di Fourier, enunciando
le sue principali proprieta. Tale trasformata, introdotta dal matematico francese
Joseph Fourier (1768-1830), ha consentito di risolvere numerose equazioni diffe-
renziali della fisica matematica ed e utilizzata nella teoria dei segnali continui. La
sua versione discreta, cioe per successioni invece che per funzioni, e stata partico-
larmente utilizzata dopo I'introduzione, negli anni '60, della Trasformata di Fourier
Rapida (FFT).

Definizione 10.1.1. Sia u € L'(RY) (u funzione reale o complessa); la sua trasfor-
mata di Fourier @ : Rév — C &la funzione limitata su Rév definita da

() = /RN e My (z) dL N (2) ;

chiaramente @ (&) € ben definita per ogni £ e per la disuguaglianza di Holder si ha
[l < lullr-

Il moltiplicatore e~2¢ si chiama carattere.

Osservazione 10.1.2. La trasformata di Fourier
“ LYRY) = L2(RY)
e lineare e continua (anzi Lipschitziana).

Nel seguito indicheremo la trasformata di Fourier di « anche con il simbolo Fu.
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Osservazione 10.1.3. In generale, assumendo v € L'(RY) o u € C§°(RY), non &
vero che u € L'(RY).

Infatti, sia N = 1eu(z) = X|_, (la funzione caratteristica di [—1, 1]); allora

{2% peré #0

2 peré =0.

Evidentemente % € limitata, continua in R ed e infinitesima all'infinito (queste pro-
prieta, come vedremo, valgono per le trasformate di Fourier di tutte le funzioni
sommabili).

Osserviamo che, invece, la trasformata di Fourier u ¢ L' (R;).

Osservazione 10.1.4. Nel caso N = 1, tenendo presente che l'integrale su R di una
funzione dispari e nullo, si ottengono le seguenti proprieta:

(i) Sew e L'(R,) & pari, allora u & pari;
(i) Seue L!

(R,) € dispari, allora @ & dispari;
(iii) Seu € L'(R,)
(Ry)

e reale e pari, allora u e reale e pari;
(iv) Seuwe L' e

T

reale e dispari, allora u € immaginaria pura e dispari.

Proposizione 10.1.5. Seu,v € L'(RY) allora (u « v}~ = uv (F stabilisce un omo-
morfismo tra L*(RY) munito del prodotto di convoluzione x e LOO(RéV) munito del

prodotto puntuale).

Dimostrazione. Si tratta di un’applicazione del teorema di Fubini:

(uxv)(§) = / e 2m 8 (y 5 v)(z) dL N ()

RY

-/ g ( / T ) N@)) ac™ ()

-/ g (/ = e e “) de (o)

O

10.2 La classe di Schwartz S(RY) (delle funzioni a de-
crescenza rapida all’infinito)

Il modo piu semplice di sviluppare le altre proprieta basilari della trasformata di
Fourier & di considerare la sua restrizione alla classe (densa in L!(R")) di Schwartz
S(RM).

Proveremo che se v € S(RY) (ampliamento di C§°(R")) allora z € S(RY).
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Definizione 10.2.1.

ueSMRY) <= weC®RY) A sup ‘xO‘DBu(J:)‘<+oo Vo, € NYY.
zeRN

(u e tutte le sue derivate decrescono all'infinito pit rapidamente di qualsiasi poten-
za di |z|)

Osservazione 10.2.2.
Co(RY) G S(RY),

inoltre S(R™) & un sottospazio denso di L*(RY) (e di L*(RY)).

La funzione )
u(z) = e 17l (x € RY)

e tale che
u € S(RV)\ C5°(RY).
Proposizione 10.2.3. Seu € S(RY), allora u € C*(R}) e
D{a() =0(9) VBEN), VEeRN,

dovev(z) = (—2miz)? u(x).

Dimostrazione.

D? u§) = Dg/ e MLy (z) dL N (z) = / (—2miz)Pe= 2w Sy () dL N (x) = B(€)
RN RN

dove

v(z) = (=2miz)P u(z).

Proposizione 10.2.4. Seu € S(RY), allora

(DEuY (&) = (2mi€)? u(¢) VBENY, VeEeRY.

Dimostrazione. Siintegra per parti (D?u)(¢) e si osserva che “i termini di frontiera”
si annullano poiché u e le sue derivate appartengono a S(RY). O

Osservazione 10.2.5. Questa proprieta consente di trasformare problemi differen-
ziali in problemi algebrici.

Proposizione 10.2.6. Seu € S(RY), allorau € S(RY).
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Dimostrazione. Perla Proposizione 10.2.3u € C° (Rév ), sicché resta da provare che
sup lfo‘Dgﬁ(f)’ < +oo Va,B e NY.
£ERN

Per la Proposizione 10.2.4

an(ey . 2mi§)u(§)  (DFu)(§)
SO ="y T eme

e per la Proposizione 10.2.3
D¢(Dgu)€)

Gl (@) € L=(RY)

D¢ (e*u(8)) =
dove v(z) = (—1)!81(27i)18l=el2B Doy (x) € S(RY), sicché Df (¢2u(¢)) & limitata per
ogniaep.

Ricordato che, per la regola di Leibniz, D? (&vu(¢)) = Z (ﬁ) Dlg - D?ﬂﬁ(&)
0<|vI<I8I
segue che §°‘Dgﬁ(§) e limitata per ogni a e 3. O

Lemma 10.2.7. (Lemma di Riemann-Lebesgue)
Seu € L'(RY) allora t € C°(RY) N L>(RY) e

Dimostrazione. 11lemma & vero se u € S(RY). Sew € L*(RY), poiché S(RY) & un
sottospazio denso di L!(RY), esiste (u;) C S(RY) tale che u; — uwin L'(RZ). Allora

o~ o~ . 2 ~ —~ —_
u; = u (poiché |ju; —ul| = Hu] —u

’ < lu; —u||,) e la tesi segue immediata-
mente. = O

Esempio 10.2.8. (La trasformata della funzione gaussiana)
Sia u,(z) = e~™l*I", dove a > 0. Allora

I _N _lei?
Ug(é) =a Te e
Dimostrazione. Introdotto il cambiamento di variabili
X
T — —
Va

possiamo assumere a = 1. Per il teorema di Fubini abbiamo (indicato per sempli-
cita uy (z) = e="1*I" con u(x))

2 N +oo
u(§) = / el e N () = H/ exp(—2miz;€&; — was) AL (x;),
RN j=17—00

ed e quindi sufficiente provare che il j-esimo fattore nel prodotto e uguale a exp (—ng?);
pertanto basta considerare il caso N = 1.

Premessa: YN >1: Iy = fRN e—mlzl? deN(z) = 1;
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infatti, osservato che

N N
eacp(—ﬂ'|x|2) = eacp(—ﬂ'Zx?) = H exp(—mc?) ,
j=1 j=1

si ha, per il teorema di Fubini, Iy = (I;)" e quindi, essendo I, = (I;)? risulta

N
{ N = ( ]2)7.
E allora sufficiente provare che I, = 1. Introdotte in R? le coordinate polari
(r,9) siha:

I = /R el dr2(z) = /027r (/Om e’TTQTdL',l(r)> ac ()

+oo 5
:271'/ e rdlt(r)y=1.
0
La premessa & dunque provata.

Torniamo alla prova dell’esercizio.
Quando N = 1 abbiamo

a(g) —_ /]Ref27riz£ .6771‘12 dc 1($)
= / e cos(2mz&) dL (x) — z/ e sen(27mx€) dL*(z) .
R

R

Osservato che
/ e sen(2rx€) dL (z) =0
R

perché I'integrando € una funzione dispari della variabile = e I'integrale e esteso tra
—00 e 400, risulta

a) = /R e~ ™ cos(2mat) dL (x) .

Da cio segue, derivando rispetto a &,
a'(¢) = / (—27z) e ™ sen(2rz€) dL ' (x)
R
e integrando per parti
/(—271'30) e sen(27xé) dL 1 (z) =
R
2 r=teo 2
= {e‘” sen(27rx§)} - 27r§/ e ™ cos(2mal) ALt (x) = —2mEnu(€) .
r=—00 R

Si ha dunque

da cui



142 Introduzione alle Equazioni a Derivate Parziali Lineari

e quindi
) = e "
Inoltre, tenuto conto di quanto provato nella premessa, si ha

u(0) = / e AL (z) =1="¢
R

e pertanto
(g) = e

Proposizione 10.2.9. Seu,v € L'(RY), allora vale la formula

/ u() D) dL N (z) = / a(y) o(y) AL (y).
]RN ]RN

Dimostrazione. Per il teorema di Fubini
/]RN u(z)o(x)dL™ (z) = /]RN u(x) (/]RN v(y)e TV AL (y)) AL (x)
- [ i ac ).

Definizione 10.2.10. Peru € L'(RY), definiamo in RY la funzione u" ponendo per
ogniz € RV

u’(x) = /RN ATy (€)dLN (€) = U(—x).

Sussiste il seguente

Teorema 10.2.11. (Teorema di inversione della trasformata di Fourier in S(RY))
Seu € S(RY) allora (W)Y = u = (u¥)", cioe per ogniz € RN u si puo rappresentare
nel seguente modo

uw) = [ EmEa e (e).
RN
Pertanto ¥ e I'inversa di™ (nel seguito indicheremo anche con F~! I'inversa di F).

Dimostrazione. Sia e > 0 e poniamo, per ogni fissato x € RY,

@E(é-) — eQTriJ;‘f—Tré-?lglz V§ c RN -
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Si ha, per la Proposizione 10.2.9,
/}R e ) 4L N () = / QUL Q) = [ B ly)uly)aL N )
= (r—y)u

[ oo =ty 4 ¥ ) = (o2 <)o)

R

essendo

$€(y) _ /RN e 2misy 6771‘€2|£|2 e2miz-g d[,N(g)

. — X 2
- / e 2mily—a) € o=m € o N 6y = N eTE (. Esempio 10.2.8)
RN

.. _—N 77r‘z‘22
pe(z) = Ne T

Per il teorema di approssimazione dell’'identita (essendo u continua e limitata in

RM), osservato che/ o (2)dL™N(2) =1,
RN
Vo eRY (pe *xu) () —— u(x).

e—0+
D’altra parte, per il teorema della convergenza dominata, essendo
ueSRY) c LYRY),
per ogni z € RY siha
[ e g ac e — [ emrag dcie = @)Y )
RN e—0t JrN

O

Osservazione 10.2.12. Il teorema di inversione di Fourier vale piu in generale per
le w € L'(RY) che siano anche di classe L>(R}) N C°(R}) conu € L' (RY).

Teorema 10.2.13. (Formula di Parseval)
Sianou,v € S(RY), allora

[ w@n@ et @ = [ w7 e,

(dove 7 indica la funzione complessa coniugata di v).

Dimostrazione. Per il teorema di inversione di Fourier
/ w(@)5(z) dL N (z) = / () ( / e2miT € (g) ch(g)) e ()
RN RN RN

(per il teorema di Fubini) = /
R

- /R i (E)o(€) dLN (€).
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Osservazione 10.2.14. (Identita di Parseval)
Seu=v e SRY)siha

[ully = [[ully -

Corollario 10.2.15. La trasformata di Fourier F : S(RY) — S (Rév ) e una isometria
(relativa alla metrica di L*(RY)) del sottospazio denso S(R}') di L*(R}') su S(RY),
di periodo 4.

Dimostrazione. F : S(RY) — S(RY) & di periodo 4, cioé
(Fu)(z) = u(z) Ve RY;

infatti si ha (per il teorema di inversione di Fourier)
(Frue) = [ P F©deN(E) = ul-a)
RN

e quindi
(Fru)(z) = (F*u)(—2) = u(2).

Da cio si deduce che F & suriettiva; infatti fissato v € S(R”) esiste F3v € S(RY)
tale che
F(F3v) = .

Inoltre dal teorema di inversione di Fourier si ha
u=0 = u=0,

e quindi F e iniettiva.
F & continua per il teorema del grafico chiuso e tale & 7! = 73. O

10.3 La trasformata di Fourier in L2(RY)

Per definire la trasformata di Fourier in L?(RY) usiamo la tecnica del prolunga-
mento per continuita della trasformata di Fourier su S(R'). Cio & possibile per la
densita di S(RY) in L?(RY) e per la validita della formula

lull, = ll@ll,  perue S(RY)

(osserviamo, per inciso, che per lanorma L!(RY) tale formula non & valida e quindi
non si pud definire la trasformata di Fourier in L!(RY) con la tecnica del prolun-
gamento per continuita. Tuttavia, come abbiamo gia visto, per u € L*(RY) si pud
definire direttamente la trasformata di Fourier).

Seu € L2(RY), esiste (u,,) C S(RY) tale che

i ug — ufl, = 0.

Dall'identita di Parseval in S(R.) si ha

—
un_umH - ||un_um||2 0;
2 n,

Han_amHz = ‘ m——+o00
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pertanto (,) & di Cauchy in L*(R/) e quindi convergente in L*(RY).
Definiamo trasformata di Fourier di u € L2(RY)

by := lim U, in L*(RY).

n—-+oo

Pu & ben definita (e indipendente dalla scelta della successione (uy,)).
La trasformazione ® : L?(R}Y) — L*(R{') definita da

Sy = lim u,= lim e 2miel gy (z)dL N (z),
n—-+o0o n—-+oo RQ’

dove (u,) C S(RY) e lim l|n — ull, = 0, & lineare.
n—-+0oo

Lidentita di Parseval vale in L?(RY) poiché

[Bully = T [@al, = lim funl, = ol

Questo implica che ® & una trasformazione iniettiva di L?(RY) in L2 (R?’ ), ed € una
isometria.

La trasformata inversa di Fourier V si estende allo stesso modo da S(RY) a L?(RY).
Infatti, la trasformazione ' : L*(R}) — L*(R}’) definita da

Oty := lim uy = lim e2™i 8, (€)dLN (€),

n—-+oo n—-+oo RN
3

dove (u,) C S(RY) e ngrfm |wn, — ull, = 0, & lineare.

Inoltre

v
O (Du) = ( lim ﬁn) = lim (ﬁn)v = lim u,=u= <I>(<I>_1u) )

n—-+oo n—-+oo n—-+oo
Quindi ® e ®~" sono isomorfismi isometrici di L*(R}) su L*(RY).

E cosi provato il fondamentale

Teorema 10.3.1. (Teorema di Plancherel)
Esiste una isometria @ di L*(R}') su L*(R)) che & univocamente determinata dalla
richiesta

du=Fu VueSRY).

Osservazione 10.3.2. Applicando l'identita di Parseval in L?(R")
l[ully = 1Pul
alle differenze u,, — u si ha che

du, — du in L*(RY)  seesolose  u, — u in L*(RY).
n—+oo n—+oo
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In particolare, se {K,,} & una successione crescente di sottoinsiemi compatti di RV
la cui unione sia RN e se Y’ x, ©lafunzione caratteristica di K, abbiamo per ogni
u € L*(RY)

uXp €L'RY)NL*RY)  VneN

uX, ——u inL*RY).

n n—+oo

Dunque F (uX K ) si calcola con 'integrale e

: 2 N
.F(UXKH) mﬂlm inL (R ),
cioe
lim e 2™ @Sy () dLN () = (Pu)(€) in LA(RY).
n—-+oo Ky
Se il primo membro dell'uguaglianza precedente esiste anche nel senso della con-
vergenza g.0., allora esso & proprio la trasformata (du)(¢).
Questa circostanza si verifica ad esempio quando, in una variabile, esiste il valor
principale
—+o0
v.p. / e 2me8 y(z) dL (z) ;

esso coincide g.o. con il valore (®u)(§) della trasformata di w.

Osservazione 10.3.3. Per concludere osserviamo che contrariamente a quanto ac-
cade in L(RY), la trasformata di Fourier in L!(R") non & un isomorfismo isome-
trico di L'(RY) su Ll(RéV ), e la trasformazione inversa di Fourier non puo essere
sempre definita.

10.4 Distribuzioni temperate

Per definire la trasformata di Fourier di una distribuzione occorre allargare lo spazio
delle funzioni test ad uno spazio che si comporti bene rispetto alla trasformata. Lo
spazio giusto di funzioni test non & D(RY) ma S(RY) (D(RN ) £ S(RY)) in quanto

se ¢ € S(RY) e ¢ & la sua trasformata di Fourier allora ¢ € S (RN ).

Definizione 10.4.1. Siano (¢;) C S(R") e ¢ € S(RY). Diremo che ¢; converge a ¢
in S(RY), e scriveremo oy W o, se

lim sup ’x Dﬁgb — DPg)( )‘:0 Va,B e NY.

j—+oo rERN

Definizione 10.4.2. Sia 7 : S(RY) — C un funzionale lineare. Si dice che T & una
distribuzione temperata se

V(d)]) CS(RN>, ¢j S—)O e T(¢j>—>0
(RY) J

(cioe se T & continuo rispetto alla convergenza in S(R”)).

Lo spazio vettoriale delle distribuzioni temperate si indica con S'(R”). Tale spazio
& il duale topologico di S(RY).
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Osservazione 10.4.3. Le distribuzioni temperate sono particolari distribuzioni in
R che all'infinito hanno un comportamento pit controllato di quanto possa ac-
cadere alla generica distribuzione (classica) e questo consente maggiore generalita
alle funzioni test.

Inoltre le distribuzioni temperate risultano pit1 idonee di quelle classiche per esten-
dere la trasformata di Fourier. In questo modo molte proprieta della trasformata di
Fourier per le funzioni si trasferiscono alla trasformata di Fourier per le distribuzio-
ni temperate.

Osservazione 10.4.4. Seuv € S (RN ) allora, per ogni «, 8 € N{)V , la funzione = —
2 DPuy(x) & sommabile (e limitata). Infatti si ha

a | * 2NV | DPu(z)
|z DPu(z)| < g |L|2N |

e dalla sommabilita della funzione (1 + |z[*) ~! segue la sommabilita della funzio-
ne 2z DAu(x).

Proposizione 10.4.5. Ad ogni polinomio é associata una distribuzione temperata.

Dimostrazione. Sia P(x) =3, <4 @az® un polinomio. Si ha
|P(z)] < C (1+ |z|%) Vo eRY

dove C = 37, < Ga- Infatti per 2| < 1risulta |[P(z)| < C e per || > 1siha [z[l*] <
|z|*. Per I'Osservazione 10.4.4 per ogni ¢ € S(RY) il prodotto P¢ & sommabile.

Possiamo allora considerare il funzionale lineare Tp su S(RY) associato a P definito
da

Trd) = [ P@o)dLY @) voeSEY).

1l funzionale T & continuo rispetto alla convergenza in S(RY). Infatti, se (¢;) C
S(RY) tale che ¢; W 0 risulta

[ P@si@ac¥w| <o [0+ ) o] ac o)
1 .
<C / ————dLN(x)) sup |(1+ |z|*) ¢i(x)| =0
ry 1+ |JI|2N ZERN
cioe (Tp, ¢;) — 0. Pertanto Tp € una distribuzione temperata. O
J

Ricordiamo che per le distribuzioni classiche risulta L} (R") c D'(RY), nel senso
che ad ogni u € L{, (R") si associa una particolare distribuzione in D’'(R"). Tale
risultato non vale per le distribuzioni temperate, come mostra il seguente esempio.

Esempio 10.4.6. Risultae” ¢ S'(R).
Sia ¢ € D(R) taleche ¢ > 0, ¢ = 1in [0,1] e suppp C| — 2,2[. Poniamo ¢;(z) =

oYhd <E> e osserviamo che il supporto di ¢; € contenuto in | — 23, 2j[. Pertanto
J
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¢»; — 0in S(R), poiché per ogni scelta di interi positivi p, ¢ risulta 2" D¢, (x) =
9=1j=127 D1y ( £ ) e quindi
J
jP—agp

sup 17 D19, (2)] < L= D]l — 0.
zeR

Tuttavia )
el —1

x d£1 > 1 J 1d£1 _
[eo@act@ =g [erant@) = S o

Proposizione 10.4.7. Lo spazio C$°(RY) e denso in S(RY), cioe per ogniu € S(RY)

esiste una successione (u;) C C5°(RY) tale cheu; W u.
SR

Dimostrazione. Datau € S(RY) si considerila successione (u;) C Cg°(RY) definita

da ]
T
) = e (1)
dove n = n(s) € una funzione di classe C*°(R) uguale a 1 nell’'intervallo [0, 1] e nulla
per s > 2. Risulta u; W u. O

Osservazione 10.4.8. Osserviamo che se (¢;) C D(RY) allora

i —— 0 = j ———
i D(RN) ¥ S(RN)

Infatti, per funzioni a supporto contenuto in un compatto comune la moltiplica-
zione per x” non ha alcuna influenza sulla convergenza.

Da tale risultato segue che ogni distribuzione temperata, ristretta a D(R"), & una
distribuzione classica; si ha cioe S'(RY) c D'(RV).

Sussiste inoltre il seguente risultato.

Proposizione 10.4.9. Ogni distribuzione (classica) a supporto compatto (cfr. Defini-
zione 5.5.1) é anche una distribuzione temperata.

1

1 o(RY) ed esiste un polinomio P = P(z) tale che

Proposizione 10.4.10. Seu € L
u
— e L'(RY
& e L'(RY)

allorau € S'(RY), cioe u ¢ associata ad una distribuzione temperata.

Dimostrazione. Sia (¢;) C S(RY) tale che ¢; W 0. Osservato che P¢; = 0

uniformemente in RY, risulta

(Tt = | [ ulo)6e)ac ™ o)

u(x) (o N(,
|, @i i@

X
< Po| | (
RN RN

)
(z)
essendo u/P € L'(RY™). Quindi T, & una distribuzione temperata. O

dcN(z) =0

U
P J
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Osservazione 10.4.11. Dalla proposizione precedente segue che ogni funzione “a
crescita lenta”, ossia decomponibile nel prodotto di un polinomio e di una funzio-
ne sommabile, definisce una distribuzione temperata. Tuttavia, una distribuzione
temperata non puo crescere esponenzialmente, come dimostra 'Esempio 10.4.6.

Si puo provare il seguente risultato.

Proposizione 10.4.12. Siano (¢;) C S(RV), ¢ € S(RY). Allora se ¢, W ¢ risulta

b y A.

b <y

Definizione 10.4.13. Sia T € &'(RY). La trasformata di Fourier 7 & la distribuzione
temperata definita da

(T.¢)=(T,¢), $eSERY).

Osserviamo che la definizione e ben posta essendo T' una distribuzione temperata
e ¢ € S(RY), in quanto trasformata di una funzione ¢ € S(R"); inoltre, per la Pro-
posizione 10.4.12, il funzionale 7" cosi definito € continuo rispetto alla convergenza
in S(RY) e quindi 7 & una distribuzione temperata.
Esempio 10.4.14. Osservato che risulta

(0,0) = (0.0) = 6(0) = | ¢(x)dL" ()

RN

sihao = 1, cioe la trasformata di Fourier della distribuzione ¢ coincide con la
distribuzione associata alla funzione costante di valore 1 che appartiene a L (RY).
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Lequazione del calore e alcuni problemi connessi

11.1 11 Problema di Cauchy per ’equazione del calore
in RY
Assegnata f = f(z) in R¥ il problema di Cauchy in avanti nel tempo (forward) per

I'equazione del calore consiste nel cercare una funzione v = u(z, t) definita e rego-
lare per z € RY e solo pert > 0 tale che

Hu(z,t) := %u(m,t) — Ayu(z,t) =0 reRN, t>0
(Equazione del calore) (P)

u(z,0) = f(z) z €RV.

Dal punto di vista fisico il problema (P) descrive I'evoluzione temporale della di-
stribuzione di temperatura in un mezzo omogeneo, essendo u(z, t) la temperatura
nel punto z all'istante ¢ e la funzione f la temperatura all’istante ¢ = 0.

Al fine di determinare una soluzione del problema (P) supponiamo per ogni ¢ > 0,
r — u(z,t) € S(RY), f € S(RY) e usiamo il seguente procedimento (euristico):
consideriamo la trasformata di Fourier (parziale) (cfr. Proposizione 10.2.4) rispetto
a z, utilizziamo le relazioni usuali fra trasformata di Fourier e derivazione e arrivia-
mo a una formula per la trasformata (parziale) u della funzione incognita.
Applicando allora la trasformata parziale di Fourier rispetto alla variabile z, il pro-
blema (P) diviene (assunto che @; = u;)

(& 1) +4n2EPA(E ) =0 ¢>0

(P)

~

u(€,0) = f(§) -



152 Introduzione alle Equazioni a Derivate Parziali Lineari

Osserviamo che il problema (P) rappresenta, per ogni (parametro) ¢ € RV, un
problema di Cauchy per una equazione ordinaria del primo ordine in ¢. Si ha

at(€7 ﬁ) 2 2 ~ 2 2

—=> 7 — g = log|u(,t)| = —4nw t+c

e 3 glale, 1) 3

— A, t) = eI,
con R
d = a(E,O) = f(€)7
pertanto la soluzione del problema (P) & data da
(g, 1) = (&) et
Definito per ognit > 0
R(£,1) = Ky(€) = e I8 (: e—ﬂ5\2<4ﬂ>) c S(RY) (11.1)

risulta R N
u(€,t) = f(§) - Ki(€)

e quindi la soluzione del problema (P) pud essere espressa come
u(§,t) = (f * Ki)(€) -

Applicando la trasformata inversa di Fourier si ottiene una soluzione del problema
(P) data da
u(z,t) = (f = Ki)(x) .

1
Per esplicitare K;(z) applichiamo il risultato dell’Esempio 10.2.8 con a = yprs si
7

ottiene quindi la seguente espressione

N |z
2

Ki(z) = K(x,t) = (4rt)"2 e 2 >0, 2R, t>0. (11.2)

In definitiva si ha che una soluzione del problema (P) e data dalla funzione

u(z,t) = (f * Kp)(x) = - Ki(z —y) f(y)dL™ (y)
(11.3)
1 ei\m;ng N
=@ /RN fly)dL ™ (y).

La funzione K;(x) si chiama nucleo di Gauss-Weierstrass (o anche nucleo del calo-
re) ed &, come vedremo nel successivo paragrafo 11.2, la soluzione fondamentale per
I'operatore del calore.

Proposizione 11.1.1. Il nucleo K.(x) soddisfa le seguenti proprieta:

(i) Ki(z) € C(RN x]0, +o0[);
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(ii) perognit > 0siha K.(-) € S(RY);

(iii)) Ki(x) > 0 perognixz € RN, t > 0;

(iv) K(zx) e soluzione dell'equazione omogenea del calore, cioe
HE (z)=0 xRN t>0;

(v) perognit > 0 risulta

Ki(z)dCN(z) =1.
RN

Dimostrazione. Le proprieta (i), (ii) e (iii) seguono immediatamente dalla defini-
zione di K;(x) datain (11.2).
Proviamo (iv). Essendo, per il teorema di inversione di Fourier (Teorema 10.2.11),

Ki(z) = /RN eQm'x{I?t(g) dﬁN(f) _ /RN e2miz € —An? (%t g N(f)

siha 5
= Ki(z) = / (—am?[eP)eme e I aL N (g
aﬁ RN
inoltre
iKt(gz;)z/ omit; 2 i e I gL N (g (j=1,...,N),
81']' RN
82 . 2 2
— K _ _4 22\ 2mix-§ —4m=[E|°t N
gt = [ (g et s g
e quindi
N 92 202
ApKy(w) = ) 5 Ki(z) = / (—4m?|¢[?)e? e Sem T T AL N (¢)
= 8$J RN
da cui

HEi(z)=0 Yz eRY, t>0.

La proprieta (v) segue osservando che dalla rappresentazione integrale
Ri©) = [ e Kia)ac @

RN
e dalla definizione stessa di IAQ (¢) datain (11.1) siha

Ki(z)dLN(z) = K, (0)=1. O
]RN

Ora procediamo a ritroso; assumiamo la (11.3) come definizione della funzione u e
controlliamo sotto quali ipotesi u e soluzione del problema di partenza (P).

E importante osservare che & necessario chiarire in che senso tale & soluzione del
problema (P); il problema piu delicato consiste nell’attribuire un significato preciso
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alla condizione di Cauchy quando la u costruita non € una funzione continua (per
t =0).

Sussiste il seguente risultato di esistenza.

Teorema11.1.2. (@) Se f € CO(RY) N L*>=*(RY) allora la funzione
u(z,t) = (f * K¢)(x) € COO(RNX]O, +00])
¢ una soluzione dell’equazione del calore; inoltre, per ogniz € RY,

3 lim u(z,t) = f(x)

t—0t

e quindi
u(z,t) € CORN x [0, +00]).

In definitiva la funzione u(x,t) é una soluzione del problema di Cauchy (P) di
classe C°(RYN x [0, +o0[) N C°° (RN x]0, +00]).
(b) Sef € LP(RN),1 < p < +oo, allora la funzione
u(z,t) = (f % Kp)(z) € C (RN x]0, +00])

e una soluzione dell’equazione del calore; inoltre

lim lu(x,t) — f(z)|PdL N (z) = 0.

t—0t JrN

Dimostrazione. Osserviamo che per ogni ¢ > 0O risulta K,(-) € S(RY),
Ki(z) € C*(RY x]0, +o0[),
e inoltre 3°
u(z,t) = (f x K¢e) () € C(RVx]0, +00]).

Ricordato che
HK (z)=0 Yz eRY, t>0,

segue
H(f*K)(z)=0 VxRN, t>0.

Dimostriamo ora che, se f € C°(RY) N L>(RY), per ogni z € RY

3 lim u(z,t) = f(x) (condizione di Cauchy),

t—0t

pertanto u € CO(RY x [0, +oo]). Poiché

]2

Kt($)=(4ﬂ't)7%€7 a zeRY, t>0,

30Cfr. Teorema 5.1.11.
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siha

e quindi

Posto e = v/t (t > 0), per il teorema di approssimazione dell'identita 5.3.1, si ha
K
(f * Ke)(z) —— f(2)
poiché f € CORN)NL>*RN) e
/ Ki(z)dLN(x) =1 pert>0.
RN
Se f € LP(RM), 1 < p < +oo, allora, ancora per il teorema dell’approssimazione
dell’identita, si ha

u(-,t) = (f * K¢)(+) — Ji0) in norma L?(R")

e la dimostrazione € completa. O

Osservazione 11.1.3. Dal precedente teorema deduciamo che I'operatore del ca-
lore produce un “effetto fortemente regolarizzante” sulle soluzioni, perché negli
istanti successivi a quello iniziale, anche con dato f discontinuo, la soluzione &
C* e pertanto, in generale, descrive fenomeni irreversibili in quanto non possia-
mo aspettarci di ottenere una soluzione per ¢ < 0, salvo che il dato “finale” f abbia
la regolarita compatibile con quella delle soluzioni in avanti nel tempo.

Il problema di Cauchy retrogrado nel tempo (backward) per I’equazione del calore

Hu(x,t) =0 zreRN, t<0
(11.4)
u(z,0) = f(z) reRN

in generale € mal posto.

Osserviamo che anche se il problema di Cauchy retrogrado ha soluzione, la dipen-
denza continua dai dati pud non sussistere, come mostra il seguente esempio di
Hadamard: per ogni ¢ > 0 la funzione

X

ue(z, 1) = ee /< sen (—)
€

& soluzione 3! dell’equazione del calore, in dimensione (spaziale) N = 1,inR x R e
in particolare risolve il problema retrogrado (11.4) con dato f.(x) = € sen ( g)
Siha

”szooR :O*jo-

31Posto ue(z,t) = ¢(a) 1 (t) si ha ue(z,0) = (z)$(0) = & sen (g) e quindi p(z) =
Allora
ue(z,t) = € sen (£> —=
€
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Tuttavia, per ogni ¢ < 0, risulta

[ee (-5 )l oo e = +00-
e—

Osservazione 11.1.4. Se f € CO(RY) N L>(RY) allora u(z,t) = (f * K;) (z) & limi-
tatain R x [0, 400, in quanto
[uC, oo my < [l rm vt >0
(dipendenza continua della soluzione dal dato iniziale)

e si puo provare (via il Principio del massimo Teorema 11.5.1) che essa & l'unica
soluzione limitata del problema di Cauchy (P) (cfr. Teorema 11.5.6).

Osservazione 11.1.5. Supponiamo che nella formula

1 _lz—y|? N
U(w,t)zw/we  f(y)dL 7 (y)

la funzione f sia non-negativa, non identicamente nulla e abbia supporto in B,.(0).
Allora u(z, t) & strettamente positiva per ogni (z,t) € RY x]0, 4+-o0].

In particolare, la temperatura iniziale € percepita dalla soluzione in ogni || comun-
que grande e in ogni ¢ > 0 comunque piccolo (anche se solo in modo impercettibi-

le). Pertanto la temperatura iniziale si propaga con velocita infinita®?.

Osservazione 11.1.6. Il problema

%u(m,t)—DAwu(x,t)zo reRN, t>0
(11.5)
u(z,0) = f(z) zeRY,

dove il coefficiente di diffusione D > 0 rappresenta la risposta termica del materia-
le, si riconduce al problema (P) con il cambio di variabile temporale 7 = Dt.
Per il problema (11.5) il nucleo del calore e quindi dato da

1 _lz?

Kp(z,t) = ——— e~ D7 | eRY, t>0
p(z?) (47TD15)%6 v

per cui (imponendo che u(z, t) soddisfi I'equazione del calore)

e sen (2) L () v _,

¥(0) e P(0)
e quindi
) _ 1
P(t) e’
da cui

w(t) = p(0) e /<"
e, in definitiva,
ue(z,t) = € sen (E) e~ t/e?
€

32Cfr. G. Fichera: Is the Fourier Theory of Heat propagation paradoxical?, Rend. Circ. Mat. Palermo,
Serie II, Tomo XLI, pp. 5-28, 1992.
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e in particolare, in dimensione (spaziale) N = 1eper D = %, si ha

KD(IE,t):\/ﬁE_Q_t, ZEER, t>0 (11.6)

11.2 Soluzione fondamentale per 'operatore del calo-
re
Il Teorema di Malgrange-Ehrenpreis 3.3.6 garantisce che ogni operatore differen-

ziale a coefficienti costanti ha una soluzione fondamentale. Proviamo che il nucleo
del calore e una soluzione fondamentale per 'operatore del calore.

Teorema 11.2.1. Il nucleo di Gauss-Weierstrass

2
Ed)

_% T N
Ki(z) = K(z,8) = 4 (4mt) = ¢ 2 eRY, £>0
0 zeRY, t<0

e una soluzione fondamentale per l'operatore del calore, cioe

(HK,p) = (,¢) = ¢(0,0) VSQGD(RNX]ioOajLOOD :

Dimostrazione. Occorre provare che per ogni ¢ € D (RY x] — oo, +00|) risulta

0
/ Kite) (=g = A ) ol ) 4L ¥ ()AL (1) = 9(0,0),
RN x]0,400]
Sia € > 0 e consideriamo
0
/ K(x) (& Az) oz, t)dLN (x)dL ().
RN x]e,+oo[

Integrando per parti nella variabile ¢ e tenendo presente che ¢ e nulla al di fuori di
un compatto si ha

/wa]g,m[Kt(z) (5 - Am> o(a,t)dLN (z) dL (1)

_ /RN </]g,+oo[Kt(x) (_% _ AI) oz, 1) dﬁl(t)> e (2)

- /RN (/]a,m[ (% - Az) Ki(z) oz, t) dL*(t) + KAJU)@(M)) dL ™ (x)

:/RN . [<%AI> Ki(z) p(x,t)dCN (z)dL 1 (t) + K.(2)p(z,e)dLN (z) .

RN

Tenuto conto della (iv) della proposizione 11.1.1, risulta

_2 - z N € ! = x X, & N z):
/wa]s,+oo[Kt(x)< a1 Aw) oz, t)dL ™ (z) dL " (1) K. (2)p(z,e)dCN (z)

RN
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inoltre si ha

. Ke(z) p(z,e)dL™(z) = o K< (w) p(x,0)dL (z)
. K () [p(x,€) — p(x,0)] dL" ()
= L.+ Je
dove si & posto
L= [ Ke@)e(0) dc™ ()
e
Jor= [ K@) ol 6) — p(,0)] ALV (@),

Per ¢ € D (RY x] — 00, +00]), risulta per la (v) della proposizione 11.1.1
[ Jel < sup fp(2,8) — (2, 0)] [Eclly = sup [@(z,€) = ¢(z,0)]
z€RN zERN

e sfruttando la continuita di ¢

3 lim J.=0.

e—0t

Per dimostrare la tesi &€ quindi sufficiente provare che

3 lim I. = ¢(0,0). 11.7)
e—0t

Sia o > 0 fissato. Per la continuita della funzione ¢ esiste § > 0 tale che per ogni
|z| < d sihalp(z,0) —(0,0)] < . Risulta allora

e =0(0.0)] = || Ke()[p(z,0) — ¢(0,0)] dL™ ()
< 2l [ Kelw)dt (@)
RN\B;(0)
+ Ke(z)|o(x,0) = ¢(0,0)] dL ¥ ()
B;(0)
< 2l [ Kelw)dL¥ @)+ L9
N\B;(0)
Posto z = rw con r = |z| otteniamo
C(N) [T v
/ K.(z)dCN (z) = ](V/Q) / PNl AL (r) . (11.9)
RN\ B5(0) € )
Perr € [, +oo[siha
1 Ny 2 N : .
N2 r e =0 pere — 0 uniformemente rispetto a r.

Passando al limite sotto il segno di integrale in (11.9), si ha

+oo 2 Foo 2
lim C(N)/ PN-le @ dﬁl(r):/ lim cw) rNhem i dL (r) = 0.
5 5

e+ eN/2 esot+ eN/2

La (11.7) segue dall’arbitrarieta di p in (11.8). O
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11.3 Questioni di unicita della soluzione del Problema
di Cauchy per 'equazione del calore

In generale per il Problema di Cauchy per '’equazione del calore non e verificata

'unicita della soluzione come dimostra il seguente controesempio di Tychonov 3.

Controesempio di Tychonov all'unicita 11.3.1. Si consideri il problema, in dimen-
sione (spaziale) N =1,

Hu(z,t) = u(x,t) — uge(z,t) =0 zeR, t>0
(11.10)
u(z,0) =0 reR.
Si ponga ora
120 gn r2n
0 t=0
dove la funzione ¢ € definita da
e~ /7 zeC\ {0}

p(z) =
0 z=0

La funzione ¢(x, t) € soluzione del problema (11.10). Pertanto, avendo il problema
(11.10) per soluzione anche la funzione identicamente nulla, non vi & unicita.

Per provarlo premettiamo il seguente lemma.

Lemma11.3.2. Fissatot > 0, la funzione(z,t) e uniformemente convergente in un
intorno di ogni punto diR x R*; inoltre

3 lim Y(z,t) =0 VaelR.

t—0t

Dimostrazione. Identifichiamo l'asse ¢t come I'asse reale nel piano complesso. Sia
t > 0 fissato; la funzione z — ¢(z) € olomorfa all'interno della circonferenza del
piano complesso

t .
'y{ze(c;thriew}, 0<6<2m,

pertanto dalla formula di Cauchy per le derivate risulta

o n! o(z)
T o= [ PE)
otm ®) 270 [y (z — t)nt1 2 VmneN,

ovvero, passando ai moduli, poiché

o n!2m 2 Re(z—2
—ga(t)‘ < / e R0 g .
‘ ot 0

t -
dz| = 5db, |z — t] = Lelp(z)| = e Re=T)

— 2mtn

33Cfr. A. Tychonov: Théoremes d'unicité pour I'équation de la chaleur, Math. Sbornik, 42, pp. 199-216,
1935.
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14+ i672i0 +67i9)

Osservato che per z € v risulta 2% = t* (1 + %e“’)Q, 272 =172 ( 5
0\ 2
|(1+ Sei)?]

quindi Re(z72) > (2t)72, siha

4t2

om ) <n!2" 1
otn P\ = T

Fissiamo z € R e p > 0. Allora per ogni || < p, applicando la disuguaglianza di
Stirling

si ottiene
[, 0)] < e Z — P _earet .

Passando al limite per ¢ — 07, si ottiene

lim ¢(z,t) =0 perogniz € R. O

t—0t

A questo punto, per il Lemma 11.3.2 si puo derivare per serie e si ha

+oo 8n+1 2n

0] x
@)= 7;0 i) )

e
2 too gn 22(n=1)
1o oapn 2(n—1)
x
= ()
; ot "\ 2 — 1))
400 8n+1 xQn

Resta cosi provato che la funzione v¢(z, t) & anche soluzione del problema (11.10).

Osservazione 11.3.3. Nei paragrafi successivi presenteremo alcuni risultati di uni-
cita della soluzione, validi sotto opportune ipotesi sulla soluzione e sui dati, con
riferimento al problema di Cauchy in RY (Teorema 11.5.4 e Teorema 11.5.6) e al
problema di Cauchy in aperti connessi limitati nei casi di problema misto omoge-
neo (Teorema 11.4.3), problema misto non-omogeneo (Teorema 11.6.6), problema
retrogrado (Teorema 11.7.2).

11.4 1l Principio del massimo (minimo) debole e uni-
cita, in aperti connessi limitati

Sia Q un aperto connesso limitato di R" con frontiera topologica 95 regolare. De-

notiamo con Qr, 0 < T < +0o0, il cilindro parabolico

QT = QX]O, T]
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e sia inoltre B
ZT = QT \ QT

il bordo parabolico del cilindro Q7. Osserviamo che

Sr= (0% [0,T)) U (Qx {t=0}) =0\ (2 x {t=T}) .

X
0 ZT

Figura 11.1: Cilindro parabolico e bordo parabolico

Denotiamo con C? lo spazio delle funzioni derivabili due volte rispetto a = e una
rispetto a ¢ con derivate continue,

C%(Qr) = {u: Qr = R; wy, ug,s, e C'Qr), i,j = 1,...,N}

Teorema11.4.1. (Priﬁcipio del massimo (risp. minimo) debole)
Siau € C2(Qr) N C°(Qr) tale che Hu(x,t) < 0 (risp. Hu(x,t) > 0) in Qr. Allora

max u = maxu risp. minu =minu | .
Qr Zr Qr Xr

Dimostrazione. Proviamo il principio del massimo debole. Sia ¢ €]0, 7] fissato e
consideriamo la funzione ausiliaria

v(z,t) = u(z,t) —et, (z,t) € Qr_. .

Poiché v € C°(Q7_.) essa ha massimo in Q7 _..
Procedendo per assurdo, supponiamo che tale massimo sia assunto in un pun-
to (2°,t9) € 2x]0,T — €], ovvero non appartenente al bordo parabolico di Q7_..
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Fissato x° e considerata la v come funzione della sola variabile ¢ si ha pertanto

0 0 . .

&v(xo, to) > 0setg =T —ce &v(xo,to) = 0 altrimenti. Analogamente, fissato

to, € considerata la v di volta in volta come funzione di una sola delle variabili spa-
2

. o 0 .
ziali, mantenendo fisse tutte le altre, si ottiene F1;(x0, to) < Operognii € N, da
<

cui segue A,v(z%,t9) < 0. Si ha pertanto Huv(x°,ty) > 0.
D’altra parte, dalla definizione di v e dall’'ipotesi Hu(z,t) < 0, riesce

Ho(x,t) = Hu(z,t) —e < —e <0

che contraddice il risultato precedente. Pertanto deve essere (2°,ty) € X7 _..
Risulta
sup v(z,t) < sup v(z,t) <supv(z,t) < supu(z,t) +eT

Qr_. X1 Xr X

cioe

sup u(z,t) — T < supu(z,t) + T

ﬁT*E ET
da cui B

u(z,t) < supu+ 2T V(x,t) € Qr—_..
X7

Passando al limite per e — 0" si ha la tesi. O

Dal principio di massimo e minimo debole precedente segue immediatamente il
seguente corollario.

Corollario 11.4.2. Siau € C?(Q7) N C°(Qr) tale che Hu(x,t) = 0 in Qr. Allora
[ullo 0r = lttlloo 5 -

Consideriamo il seguente problema: v € CZ(Qr) N C°(Qr)

Hu(z,t) = f(x,t) inQr, feC’Qr)
(11.11)
u(z,t) = p(x,t) su¥ry, ¢eC'Zr)

in cui il dato al contorno & preso limitatamente al bordo parabolico dell’aperto con-
siderato.

Per tale problema vale un risultato di unicita della soluzione che € conseguenza del
Principio del massimo debole.

Teorema 11.4.3. (Unicita in aperti connessi limitgti)
Esiste al piii una soluzione di classe C3 (Qr) N C°(Qr) del problema (11.11).

Dimostrazione. Siano u!, u? soluzioni di classe C?(Q7)NC°(Qr) del problema (11.11).
Allora la funzione v = u!' — u? & di classe C?(Q27) N C°(Qr) ed & soluzione del
problema

Hu(x,t) =0 in Qrp

v(z,t) =0 su Xr.
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Pertanto, per il Corollario 11.4.2 si ha

e O

da cui segue che v = 0 e quindi u! = u?. O

Osservazione 11.4.4. (Esempio di problema al contorno mal posto per l'equazione
del calore)

Il principio del massimo debole permette di dimostrare che il problema di Dirichlet
con dato assegnato su tutta la frontiera di {27 € in generale mal posto per 'equazio-
ne del calore, potendo tale problema al contorno per I'’equazione del calore non
aver soluzione.

Si consideri infatti il problema

Hu(z,t) = ug(z,t) — ugg(z,t) =0 in@
(11.12)
u(z,t) = ¢z, 1) su dQ
dove@Q = {(z,t); 0 <z <1, 0 <t < 1} eil quadrato unitario di R? e (z, t) una fun-
zione di classe C°(Q) che assume massimo assoluto solo in {0 < z < 1} x {t = 1}.
Ad esempio si pu0 considerare la funzione p(z,t) = z(1 — x) + ¢t che ha massimo
assoluto nel punto (1/2,1).

Lesistenza di una soluzione del problema (11.12) sarebbe pertanto in contraddizio-
ne con il Teorema 11.4.1.

Proviamo ora un risultato di regolarita delle soluzioni (cfr. Teorema 11.4.6). Pre-
mettiamo il seguente lemma che fornisce una formula di rappresentazione per le
soluzioni dell’equazione del calore.

Lemma 11.4.5. Sia () un aperto limitato di RY con frontiera topologica 0} di classe
C'. Siau € C? (Qr) soluzione dell’equazione del calore in Qr, cioé

Hu(z,t) =0 V(x,t) € Qp.
Allora si ha la seguente formula di rappresentazione valida per ogni (z°,t) € Qr
to a
u@te) = [ [ K- goule ) - v YL o
0 Jon v
to a
[ wle g K ) - v an e de
0o Joo ov
+ / u(z,0) Ky (z — 2°) dL ™ (x) .
Q

Dimostrazione. Siav € C} (Qr). Perla funzione F : RVt — RN+! definita da

F(x,t) = (u(z, OVo(z,t) —v(x, t)Veu(z, t), u(z, t)v(z, t))
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vale la proprieta3
. 0 d
divg ¢ F(z,t) = u(x,t) &v(x, t) + Azo(x,t) | +o(z,t) Eu(m, t) — Ayu(z,t) | .

Sia (2°,9) € Qr. Posto
v(x,t) = Kiy_gye(x — 2%), t<to

e osservato che per ¢ < ¢, risulta

%v(m,t) + Ago(x,t) =0,
dalla proprieta precedente segue, per x € Q et < to,
divg ¢ F(z,t) =0.
Applicando il teorema della divergenza all’aperto di RV !
E = Qx]0,to]
siha

O/Edivmth(z,t)dﬁNJrl(z,t)/aEF(y)~l/*(y)dHN(§),

dove v*(y) € RV*! ¢ il versore normale esterno applicato a y € OF (ove definito).
Osservato che

OF = (8Qx]0,t0[) u (ﬁ x {t = 0}) U (ﬁ x {t= to})
si ha

0 = /aE Fly) - v (y) a1 ()

/Oto [/ag (u(f,t)V5Kt0_t+a(€ —2%) = Kyypye (€ — $0)v$u(£’t)) (&) dH NN E) | de )

*IEO NIE* u\xr t El'*xo NZE
+/QU(ZE,150)K€($ ydL N (z) [ (£,0) Ky (2 — 2°) dL N (2)

34Infatti
N

d d
> o Fi@ ) + o (wo)(@, 1)

i=1 4

divg,t F(z,t)

N
- ; aii (U(m,t)aixiv(:v,t) - v(:v,t)ai%u(m,t)) + v(:v,t)%u(x,t) + u(:v,t)%v(x,t)
N 0 o 52 9 5 o2
;(8961-“(96, )axiv(% )+ u(z, )836%11(% ) 8xiu($’ )8$iv(m, ) — v(, )Bx%u(x’ ))

7] 0

+v(z, t)éu(:v, t) + u(z, t)&v(m, t)
7] 7]

= wu(x,t)Agv(z,t) —v(z, t) Agu(z, t) + v(z, t)au(x,t) + u(m,t)av(m, t)

= u(zt) (%U(gg, t) + Agu(z, t)) +o(x, t) (%u(x,t) - Axu(a:7t)) .



11. Lequazione del calore e alcuni problemi connessi 165

dove v(¢) € RY & il versore normale esterno applicato a ¢ € 99 (ove definito).
Passando al limite per e — 0™ risulta

(u(-, to) * KE(-))(JJO) — u(aco, to)

e inoltre
(u(-,0) % Ky (1)) (&) — (u(-,0) * Ky (-)) (2°)

e quindi si ottiene
to
(@’ ty) = / [ K6 =) Veu(6, 1) - w(€)dn V€ aL (1)
to
[ a6 0 Ve Kupmile —a) vl an Qe o)
0o Joo
+/u(x,O)KtU(x—ac0)d£N(ac) (11.13)
Q
0, equivalentemente,
0 _ o .0 2 N—1 1
wa o) = [ [ Kiile=a®) ulen - v e gt

[ ae 05 Kamile—a®) O an L o)
0 Jon v

— 20 N(z).
+/Qu(z,O)Kt0(:r ydLe N (x). O

Dalla formula di rappresentazione della soluzione provata nel lemma precedente,
segue immediatamente il seguente risultato di regolarita.

Teorema 11.4.6. (Regolarita delle soluzioni)
Siau € Cf (Qr) soluzione dell’equazione del calore in Qr, cioe
Hu(z,t) =0 V(x,t) € Qp.

Allorav € C* (Qr).

Osservazione 11.4.7. Osserviamo che in generale non ¢ garantita I'esistenza di una
soluzione per il problema (omogeneo) retrogrado (backward)

Hu(z,t) =0 in Qr
u=g su 90 x [0,T]
u(z,T) = f(z) x €

dove f e g sono funzioni di classe C? nei rispettivi domini e tali da raccordarsi con
continuita. Infatti, per la formula di rappresentazione del Lemma 11.4.5, una even-
tuale soluzione u € C} (Qr) del problema precedente sarebbe di classe C*> su
Q) x {t = T} mentre la funzione f non e detto che abbia tale regolarita.
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11.5 Il Principio del massimo in RY

Un risultato analogo al Teorema 11.4.1 & possibile in RY se si impongono condizioni
sul comportamento di z — u(z, t) per |z| — +o0. Sussiste il seguente risultato.

Teorema 11.5.1. (Principio del massimo in R")
Sia f € CORN) N Le(RY) esiau € CF (RN x]0,T]) N C°(RN x [0, 7)) soluzione del
problema

Hu(z,t) <0 inRY x]0,T[

u(x,0) = f(z) r e RN

tale che )
V(z,t) e RY x [0,T]  u(x,t) <Cell (11.14)

con C, \ costanti positive. Allora

sup u(x,t) <supf.
RN x[0,T) RN

Dimostrazione. E sufficiente provare la tesi nel caso

AT < 1.
Infatti, se 4\T > 1 si puo suddividere l'intervallo [0, T'] in m sottointervalli [¢;,¢;41],
j=0,1,...,m—1, ciascuno di ampiezza r = % < % econt; = jr. Allora per ogni
(z,t) € RN x [0,7T],sek € {0,1,...,m — 1} &scelto tale che t € [ty,t,41], siha

u(z,t) < sup u(x,ty) < sup w(z,tkp—1) <--- < sup u(z,0) = sup f(z).
z€RN zeRN zeRN zeRN

Supponiamo quindi 4\T" < 1 e siae > 0 tale che 4\(T + ¢) < 1. La funzione

I ||

v(z, t) == u(z,t) — m eI T+e=1) | pw>0

verifica Hv < 0. Applicando quindi il Teorema 11.4.1 con Q = B,.(0) e r > |2°| si ha

maxv = maxv

ﬁT X
dove Qr = Qx]0, T ¢ il cilindro parabolico e X il bordo parabolico di Q7.
Analizziamo il comportamento di v su 2.
Pert = 0sihav(z,0) < u(x,0) = f(x) e quindi v(z,0) < sup f.

RN
Su 99 x [0, 7] siha |z| = r e quindi
7 E
,t = ,t P oA (TF¥e—1)
v(x,t) u(z,t) (T—i—g—t)%e
172
< clelf o E__ i
(T+e)=
R oA p— eacie
(T+o)
= CN = p(A(A )T O
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dove~ > O etaleche A+~ = m. Al crescere di r, v(z, t) diventa piccola a piacere
e in particolare

sup v(x,t) <supf.
RN x[0,T] RN

Allora per y — 07 si ha la tesi. O

Osservazione 11.5.2. Lipotesi (11.14) puo essere indebolita richiedendo
w(z,t) < Cer* Yz t) eRY x [0,T], |z|> 7o
con C, A\, 1y costanti positive.

I1 Teorema 11.5.1 consente di stimare I’estremo superiore di una funzione u regolare
in RY x]0, T'] con I'estremo superiore di Hu e di u(z,0).

Corollario 11.5.3. (Stima a priori) Siau € C} (RN x]0,7T]) N C° (RY x [0,T]) tale
che
V(z,t) eRN x [0,T]  |u(z,t)| < Ce Ml (11.15)

con C, \ costanti positive. Risulta allora
H“Hoo.RNx]o,T[ < ||f||oo,RN +T ||H“Hoo.,RNx]o,T[

dove f(x) = u(z,0).

Dimostrazione. Supponiamo [|Hul|, v o7 < +00 € [[f]l gy < o0 (altrimenti
la tesi e banale) e definiamo le funzioni (ausiliarie)

v(z,t) = u(z,t)—t ||HUHOO,RNx]0,T[ )

w(xvt) = _u(xvﬁ) -t HHuHoo,RNx]O.,T[ :
Le funzioni v, w introdotte soddisfano le ipotesi del Teorema 11.5.1, infatti si ha
HU(:Ea t) = HU(ZC, t) - ||Hu|‘oo,RN><]O,T[ < 0

e anche
Huw(z,t) = —Hu(z,t) — [[Hul| o, g yjo, 7y < 0

e inoltre, per l'ipotesi (11.15), v(z,t) < C e LS w(x,t) < Cet l=I*  Pertanto, appli-
cando il Teorema 11.5.1, risulta per la funzione v

V(z,t) € RN x [0,T] v(z,t) <sup f
RN

da cui segue

V(ac, t) € RNX[OvT] u(x,t) < Suj\? [+t HHuHoo,RNx]O,T[ < SUJ\P f+T HHuHoo,]RNx]O,T[ )
R R

inoltre si ha, con procedimento analogo per la funzione w,

V(x,t) € RN x (0,7 —u(x,t) < Sﬁ;lz\g)f + T [[Hul| gy j0,7

da cui e immediato dedurre la tesi. O
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Teorema 11.5.4. (Teorema di unicita della soluzione del Problema di Cauchy con
crescita al piit esponenziale)
Consideriamo il problema di Cauchy per l'equazione del calore non-omogenea

Hu(z,t) = w(z,t) inRY x 10, 7]
(Pw)
u(z,0) = f(z) inRY
dovew € C° (RN x10,T[) e f € C° (RY). Allora esiste al piit una soluzione u(z,t)
del problema (P,,) tale che

ue Cf (RN x]0,T]) nC° (RN x [0,T7])

Y (x,t) € RY x [0,T] |u(z, t)| < C e’

con C, \ costanti positive.

Dimostrazione. Siano u', u? soluzioni del problema (P,) tali da soddisfare le con-
dizioni richieste nell’enunciato. Allora la funzione v := u! — «? & soluzione del
problema

Hu(z,t)=0  inRY x]0,7]

u(z,0) =0 inRY
e verifica la condizione di crescita (11.15). Per il Corollario 11.5.3 si ha pertanto
||v||oo,]RN><]O7T[ < 0equindiv =0. 0

Per quanto concerne l'unicita della soluzione per il Problema di Cauchy per I'equa-
zione del calore su RV x [0, +oo[ vale il seguente risultato.

Teorema 11.5.5. Siau € C?(RY x]0, +o00[) N C*(RY x [0, +oc[) soluzione del proble-
ma

Hu(z,t) =0 reRN, t>0
u(z,0) =0 r€RN
Supponiamo inoltre che per ogni A > 0 esiste C' > 0 tale che
V (z,t) € RN x[0, +00] lu(z,t)| < CeM’ |\ Vau(z,t) < €L (11.16)

Allora u é identicamente nulla.

Dimostrazione. Siano z° € RN ety > 0. Siar > 0 tale che z € B,(0). Applicando il
Lemma 11.4.5 con 2 = B,.(0) si ha, utilizzando la formula (11.13),

§

r

dH NN AL (t)

€

r

to
u(z®,ty) = /0 e Kiy—t(§ — 2°) Veu(&, 1) -
to
-/ MEN VK g~ L deN
0 E|l=r

u(x o (x— a2 N(g
+Am)ume ydL ™ (z)
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e quindi, ricordando che u(z,0) = 0 per ogni z € RY,

€

to
we ) = [ K- Veuten) - San g act

l¢|=
to

—/ /|s| u(&,t) Ve Kyt (€ — 2°) - §dHN—1(§)dcl(t).
0 =r T

Passando al limite per » — +oo e applicando le ipotesi (11.16) sulla funzione «
risulta che gli integrali presenti a destra dell'uguaglianza tendono a zero e quindi
u(z0,tg) = 0. O

Come conseguenza del teorema precedente, con analoga argomentazione dimo-
strativa utilizzata per il Teorema 11.5.4, si ha il seguente risultato di unicita.

Teorema 11.5.6. Consideriamo il problema di Cauchy per l'equazione del calore
non-omogenea

Hu(z,t) = w(x,t) inRY x 10, +oof
(11.17)

u(z,0) = f(x) inRY

dovew € C° (RY x]0,+00[) e f € C° (RN). Allora esiste al pit una soluzione u(z,t)
del problema (11.17) che soddisfa le seguenti proprieta:

@) ue CF (RN x]0,+00]) N CO (RN x [0, +00]) ;

(ii) per ogni\ > 0 esiste C' > 0 tale che

¥ (2,t) € RV x [0, +00] u@, )| < Cerel V()] < CeMlel

11.6 Il Problema di Cauchy non-omogeneo per 'equa-
zione del calore: Principio di Duhamel

Consideriamo il problema di Cauchy per 'equazione del calore non-omogenea

{ Hu(z,t) = w(x,t) inRY x 0,7
(Pw)

u(z,0) = f(x) inRY.

Dal punto di vista fisico w(z, t) rappresenta una sorgente che emana calore nel pun-

to z all'istante t.

11 principio di Duhamel consente la riduzione del problema non-omogeneo (P,,) a

una famiglia di problemi per I'equazione del calore omogenea.

Si osservi che, per la linearita dell’operatore del calore, una soluzione del proble-

ma non-omogeneo (P,) puo essere ottenuta come somma di una soluzione del

problema omogeneo

{ Hu(z,t) =0 inRY x 10,7

uw(z,0) = f(z)  inRY
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e di una soluzione del problema non-omogeneo con dato iniziale nullo
Hu(x,t) =w(z,t)  inRY x]0,T]
u(z,0) =0 inRY.
Enunciamo e proviamo quindi un risultato di esistenza per quest’ultimo problema.

Teorema 11.6.1. Siconsideri il problema di Cauchy non-omogeneo con dato iniziale
nullo
Hu(z,t) = w(z,t) inRY x0,T[
(P
u(z,0) =0 inRY.

Supponiamo che la funzione w verifichi le seguenti ipotesi:
(@) w € C°(RN x]0,T() e tale che
lw(z,t)| < Coeflel® vz e RN, t€0,T]
conCy>0,8>0;
(b) w a-hélderiana sui compatti di R .

Siav(z,t;s), perogni s > 0, l'unica soluzione di classe C?(RY x [0,T]) del problema

%v(x,t;s)fsz(x,t;s):() reRN t>s

(Ps)
v(z, s58) = w(z, s) z € RN
data da
v(@,ts) = (Wl 5) x Koo () (2) = | Kio(@ = y)wly,s)dL™ (y)
. Lo (11.18)
= (4r(t—s)) * / e w(y,s)dLN (y).
RN
Allora l'applicazione
t
u(z,t):/ v(w,t;8) dL(s), reRY >0 (11.19)
0

¢ soluzione di classe C?(RY x [0, T|) del problema (PY).

Si osservi che da (11.19) si ha

uat) = [ [ (ante— ) ¥ e iy ac¥ () ac'(o)

e quindi I'integrando presenta una singolarita in (y, s) = («, t).

Per la dimostrazione del teorema 11.6.1 si fara uso di alcuni risultati che premettia-
mo.
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Lemma 11.6.2. Siauy € C°(R") tale che
luo(x)] < Co ePlel? Vz e RN

conCy, 3 > 0.

Allora per la funzione h(x,t) := /
R
per ogni p > 0 esiste una costante A (non dipendente da x e dat) tale che

— 1
[h(z,t)| < A Vo e B,(0), 0<t<@.

Ki(x — y)uo(y) dL ™ (y) vale la seguente stima:

Dimostrazione. Effettuando il cambio di variabile y — 2 = 2+/tz, osservato che
dLN (y) = (4t)¥dLN(z), siha

Ko~ )@ de¥) = [ 40F Ki@vi uola + 21 dL Y (2)
RN RN
= /(4t)%(4ms)*%e*\z\zuo(xm\/iz)d,cfv(z)
RN
= 1ﬁ/ ef|z|2u0(x+2\/%z)dﬁN(z).
T2 RN
Pertanto, per I'ipotesi su u, segue
1 ) O, e2Blel? ) )
|h(x,t)] < ﬂ/ e 17! ’uo(x+2\/gz) dEN(z)giN/ e IFTH8BLT gL N (5)
T2 JRN T2 RN

dove si utilizzata la disuguaglianza |z + w|*> < 2 (|z|> 4 |w|?) (vera per ogni z,w €

1
RY). Dalle ipotesi |z| < pe 0 < t < —, osservato che 1 — 83t > 0, risulta

8p
Cpe287’ Oy e280° ¥
(et Lo [0SR aeN ) - AT T
T2 RN T2 (1 _ 85 t)7
. T Co €2ﬁp2
La tesi segue quindi per A = oy con0 <9 <1-803¢t. O
2
Corollario 11.6.3. Siaw € C°(RY x]0, T[) tale che
lw(z, 1) < Coefle® vz e RN, t€0,T]
conCy > 0,5 >0.
Posto
_N |z —yl|?
v(z,t;s) = (4n(t —s)) 2 / e w(y,s)dLN (y)
RN
lapplicazione

t
u(x,t):/v(x,t;s) dL(s), zeRN t>0
0

verifica i seguenti asserti:
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(i) u(x,t) converge uniformemente rispetto a x sui compatti di RV ;

(ii) Hm+ u(x,t) = 0 uniformemente rispetto a x sui compatti di R .
t—0

Dimostrazione. Si consideri

v(a,t;s) = | Kis(w—yw(y,s)dCN(y), xeRY, t>s
RN

Sia p > 0. Applicando il Lemma 11.6.2 con h(z,t — s) = v(x,t; s) e up(y) = w(y, s) si

ha )
lo(z,t;8)] <A Va e B,0), 0<t—s<@.

IN

Si osservi che, per ¢t > 0 (fissato) risulta (per ogni z € RY)
t
+ / v(x,t;s) dL(s)
0

/OV(t_ﬁ) v(x,t;5) dL(s)
0 V(t-35)

ov(t—g) ) t )
/ lo(z,t:5)| dL (s)+/ (@, 5)| dL(s).
0 0

Y(t-3)

/Otv(x,t; s) dL 1 (s)

IN

1
Senza perdere di generalita supponiamo ¢ — — > 0. Posto allora (controllare!)

80

B= ~ max [v(x,t;s)]
(2,5)€B,(0)x[0,t— 5]

e C = max {4, B} si ottiene per ogni z € B,(0),t > 0

/Otv(x,t;s)d[,l(s) < /Otc*dzl(s) =Ct

da cui seguono gli asserti (i) e (ii). O

Lemma 11.6.4. Siauy € C°(RY) tale che
luo(z)| < CoePl*®  vaeRN
conCy, 3 > 0.
Supponiamo inoltre uy € C%(Q) per ogni Q sottoinsieme compatto di RV .
Allora per la funzione h(z,t) = / Ki(x — y) uo(y) dL N (y) vale la seguente stima:
RN

per ogni p > 0 esiste una costante A (non dipendente da x e dat) tale che

o — 1
he(z,t)| + |Agh(z, )| < At2 1 VzeB,(0), 0<t< —.
P 8ﬂ
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Dimostrazione. Osservato che

Ki(x —y)dLN(y) =1 pert>0

]RN
siha
9 N 9 N
= | Kixz—y)dL%(y)= | = Ki(z—y)dL (y)=0 pert>0
At Jan o O
e quindi
Dhwt) = [ LK —y)(uoly) - uolw)) dV )
ot v Ot 0 0

L (G + ) e = ) ) — wo(w) ac ).

La funzione h e soluzione dell’equazione del calore e pertanto

0
Eh(x,t)’ = |Azh(z, ).

Si ha quindi
‘%h(m,t)’+|Azh(x,t)| = 2‘%]1(1:,15)‘
< 2 |5 B K ) o) — ol 27 )
<o [ (R - ) )] 4V
v [ (G ) e = ) oty) — o) a2 ()

= I+J
dove I e J sono rispettivamente

1 Jz—yP N
I:=2N o \at e Ki(z —y) [uo(y) — uo(x)| L (y),
y|<2p

1 o -y N
J:=2N " 5T e ) Kelz =) luo(y) — uo(z)| dL7(y).
yl>2p

Se D & la costante di a-6lderianita di ug in Bz, si ha

[z —y|* | |z -yt
I<2ND y<2p< TR Y Ki(x —y)dL™ (y).

Effettuando il cambio di variabile y—z = 21/z, osservato che d£ N (y) = (4t) % dL N (z)
e K,(2v/tz) = (47t)~ % ¢~1#I", ed estendendo I'integrale a RY si ha
|2

20t N D= t%—l/ (T + |z|2+°“) el acN(z)
RN

1

IN

“+oo o
= @(a,p,N)t%A/ rpN-1 <%+T2+°‘) e dc(r)
0
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con l'ulteriore cambio di variabile z = rw, conr = |z| ew = 1, mentre O(«, p, N) €
una costante dipendente da «, p, V.

Dalla convergenza dell’'integrale a secondo membro segue che I < A; t2 ! dove A,
€ una costante non dipendente da z e ¢.

Per I'integrale .J, dopo il cambio di variabile y — z = 21/tz, si procede analogamente
alla dimostrazione del Lemma 11.6.2, ottenendo

21z +1 2
J < \Il(a,p,N)/ <|Z|7+> e V0L N (z)
st N

con 6 definito come nel Lemma 11.6.2.
Con il cambio di variabile z = rw, conr = |z|]ew =1, si ha

U(a,p, N)C(N) /ﬁo PN-1 (

P
2Vt

= U(a,p,N)C(N)tz~! /p

2Vt

2r2 +1 2
" t+ ) e 0" dﬁl(r)

+oo 92 2 1
N1 ( th ) e’ dct(r).
2

J

IN

Osservato che

+o0 2
2 1 2
lim+ rpN=1 ( ! j ) e 0 dL(r) =0
t—0 2%}; t2

(come si prova facilmente effettuando il cambio di variabili ' = 2/tr e sfruttando
I'uniforme convergenza a 0 per r’ € [p, +oo[ dell'integrando cosi ottenuto) posto

e 2r? +1 2
Ay =¥(a,p,N)C(N) sup / rN_l( rt ) e 0 dLt(r)

t€]0, 55 —e[/ 5% 2

siha
J< Aptz !

da cui si deduce la tesi. O

Corollario 11.6.5. Supponiamo che la funzione w verifichi le seguenti ipotesi:
(@) w e CO°(RN x]0,T|) e tale che
lw(z, 1) < Coe’lel® Vo e RN, t €0, T
conCy>0,8>0;
(b) w a-hélderiana sui compatti di R .

Posto ,
v(z,t;s) = (dn(t —s)) / e~ i w(y,s)dL™N (y)

RN
risulta che gli integrali

)
/ av(x,t;s) dL(s)
0

/lt Aoz, t;s) dL(s)
0

convergono uniformemente rispetto a x sui compatti di R" .
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Dimostrazione. La dimostrazione e analoga a quella del Corollario 11.6.3, tenuto
conto che l'integrale

t
/(t—s)%_ldﬁl(s), O<a<t,a€0]]

€ convergente. O
Proviamo ora il Teorema 11.6.1.

Dimostrazione del Teoremall.6.1. Consideriamo I'applicazione

t
u(z,t):/v(:p,t;s)dﬁl(s), reRY, t>0.
0

Pericorollari 11.6.3 e 11.6.5 possiamo derivare sotto il segno di integrale, ottenendo

3} o ! 1 , to 1
&u(ac,t) = E/o v(x,t;8) dL (s) = llig v(z,t;s) +/0 Ev(l’,t,s) dL > (s).

Ricordato che per ogni s €]0, t[ la funzione v, & soluzione del problema (P;) si ha

%u(x,t) = w(x,t)Jr/O Agv(z,t;s) dL(s)

t
= w(z,t)+ AI/ v(x,t;8) dL(s)
0
dove per I'ultima uguaglianza si e utilizzato il corollario 11.6.5, e quindi risulta

%u(:p, t) — Azu(z, t) = w(x, t), in RY x]0,77].

Inoltre dal corollario 11.6.3 si ha lim+ u(x,t) = 0 uniformemente rispetto a = sui
t—0

compatti di RY. La dimostrazione & pertanto completa. O

Anche per la versione non-omogenea del problema misto (11.11) vale un risultato
di unicita della soluzione, analogo al Teorema 11.4.3 (e con identica dimostrazione),
che di seguito enunciamo.

Teorema 11.6.6. (Unicita delle soluzioni nel probﬁema misto non-omogeneo)
Esiste al piit una soluzione di classe C3 (Q7) N C°(Qr) del problema misto

Hu(z,t) = w(z,t) inQrp
u(z,t) = @(x,t) suXy

dovew € C°(Qr) ep € CO(Z7).
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11.7 Metodi dell’integrale dell’energia

Definizione 11.7.1. Sia Q c R¥. Si definisce energia termica della distribuzione di
temperatura v in Q al tempo ¢ I'integrale

e(t) = /QUQ(x,t) ac™ (x). (11.20)

Teorema 11.7.2. (Unicita per il problema (omogeneo) retrogrado (backward))
Sia Q aperto e limitato di R™ con frontiera topologica 92 regolare. Siano u',u*
C? (Qr) soluzioni del problema

Hu(z,t) =0 in Qr
{ u(z,0) = g(z) su 9 x [0,T]
con g funzione assegnata. Supponiamo inoltre che
u'(z, T) = u?(x,T) Vre.
Allora

U =u in Qr.

1

Dimostrazione. Consideriamo la funzione v := u! — 42, soluzione del problema

Hu(x,t) =0 in Qrp
v(z,0) =0 su 99 x [0,T7,
e sia
E(t):/UQ(x,t)dﬁN(z) 0<t<T (11.21)
Q

I'energia termica associata a v. Risulta, essendo v soluzione dell’equazione del
calore,

2e(t) = 2/ v(x,t) gv(m, tydc N (z) = 2/ v(x,t) Agv(z,t)dL™ (2)
e integrando per parti, tenuto conto che v = 0 su 99, si ha
0 ' 2 AN
—e(t)=—-2 [ |Vyv(z,t)|” dL™ (z).
ot Q

Derivando sotto il segno di integrale e successivamente integrando per parti si ot-
tiene

%e(t} = 74/S;va(x,t)~VI%v(x,t) ac™ (z) :4/§1Amv(z,t)%v(x,t) c™ (z)

= 4/Q<Axv(z,t))2dﬁN(x). (11.22)
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Dalle relazioni ottenute, applicando la disuguaglianza di Cauchy-Schwarz, si ha

9 o) C oz, t) Ago(z, t) dL N (z) i
Giew) = 4(/, )

(/Qf(x,t) dEN(x)> <4/Q<sz(x,t)>2dgf\’(x)>

IN

e quindi
9 2 0>
Per provare la tesi del teorema basta dimostrare che e(t) = 0 per ogni ¢ € [0, T7.
Procediamo per assurdo e supponiamo quindi che e(¢) non sia identicamente nulla.
Osservato che e(t) > 0 e e(T) = 0 devono esistere t1,t2 € [0,7], t1 < t2, tali che
e(t) >0 perognit € [ty,ts], e(ta) =0. (11.24)

Considerata la funzione

f@t) =log(e(t)) , 1<t <t

0> 1 0? a .\
0 = (e<t> 5e® ~ (e0) ) >0

perla (11.23), e quindi f € una funzione convessa, cioe

risulta

Vit E]ﬁl,tg[ VA E]O, 1[ f ((1 — )\)ﬁl + )\f) < (1 — )\) f(ﬁl) + )\f(t)

da cui segue
e((1 =Nt 4+ At) < e(t) P e®).

Passando al limite per ¢ — ¢, risulta, per ogni A €]0, 1],
6((1 — )\)ﬁl + )\152) <0

0, equivalentemente,
€(ﬁ) <0 Yt E]tl,fg[

in contraddizione conla (11.24). O

Osservazione 11.7.3. Dal risultato precedente segue che se due distribuzioni di
temperatura su €2 coincidono all’istante 7' > 0 ed assumono gli stessi valori al bordo
nell'intervallo di tempo [0, T'] allora le due distribuzioni di temperatura sono uguali
in Q nell'intero periodo [0, T'].
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11.8 Ur’applicazione dell’equazione del calore ad un
problema di finanza matematica

Presentiamo un’applicazione dell’equazione del calore alla valutazione del prezzo
di un derivato finanziario, basandoci essenzialmente sui lavori di E Black, M. Scho-
les e R.C. Merton pubblicati agli inizi degli anni settanta®®.

Robert Merton e Myron Scholes hanno ricevuto nel 1997 il Premio della Banca di
Svezia per le scienze economiche in memoria di Alfred Nobel (Premio Nobel per
I’economia) per i loro risultati (Fischer Black era scomparso prematuramente nel
1995).

Premettiamo una breve descrizione dei derivati finanziari.

I derivati finanziari sono contratti il cui valore dipende dalla quotazione di uno o
piu titoli o beni, detti sottostanti. Il sottostante puo essere un’azione, un tasso di in-
teresse, una merce (come oro, petrolio, ...) o anche un altro titolo derivato. Esempi
tipici di titoli derivati sono le opzioni finanziarie.

Un’'opzione finanziaria di tipo call europea € un contratto che conferisce al deten-
tore (holder) il diritto (ma non I'obbligo) di acquistare I'attivita sottostante ad una
data futura prefissata T' (scadenza) e ad un prezzo prefissato k& (denominato prezzo
di esercizio o strike price). Precisiamo che con l'acquisto di un’opzione si acquista
un diritto, quindi il detentore di un’opzione call € anche libero di non esercitare il
suo diritto ad acquistare il sottostante. Ovviamente chi ha venduto un’opzione call
hal’obbligo di vendere il sottostante.

Consideriamo un’opzione finanziaria call europea con prezzo di esercizio k e sca-
denza 7. Indichiamo con X7 il prezzo del sottostante a scadenza. Il valore fina-
le (payoff) alla scadenza T' del contratto di opzione dipende dalla quotazione del
titolo sottostante alla data 7T’; in particolare

e se X1 > k, il valore finale (payoff) dell'opzione & pari a X1 —k, corrispondente
al ricavo che si ottiene esercitando 1'opzione, ossia acquistando il sottostante
al prezzo k e rivendendolo al prezzo di mercato Xr;

e se X7 < k, non conviene esercitare I'opzione e il payoff e nullo.

Pertanto, il payoffa scadenza Yr di una opzione finanziaria call europea € pari a
YT = max {XT - k,O} .

Denotata con g la funzione payoff definita da g(x) = max{x — k,0} il payoff si
esprime
Yr = g(Xr).

In Figura 11.2 & rappresentato il grafico del payoff come funzione di Xr. Osservia-
mo che il payoff aumenta con X ed offre un guadagno potenzialmente illimitato.

35Cfr. E Black, M. Scholes: The Pricing of options and corporate liabilities, Journal of Political Economy
81, pp. 637-659, 1973.
R.C. Merton: Theory of rational option pricing, Bell Journal of Economics and Management Sciences 4,
pp. 141-183, 1973.
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a0x;)

Figura 11.2: Payoff a scadenza per una opzione call europea con prezzo di esercizio
k, come funzione del prezzo del sottostante

Riveste particolare importanza il problema della valutazione, ossia della determi-
nazione del prezzo dell’opzione ad un istante ¢t < 7.

Denotiamo v(z, t) il prezzo dell’opzione call europea all’istante ¢ < T in corrispon-
denza del prezzo del sottostante pari a z.

Ipotesi del modello di Black & Scholes. Il modello di valutazione di Black & Scho-
les & basato sulle seguenti ipotesi inerenti il mercato finanziario e la dinamica del
prezzo dell’attivita sottostante 'opzione:

¢ il mercato € aperto con continuita;

¢ il mercato e perfetto (assenza di costi di transazione e gravami fiscali, i titoli
sono infinitamente divisibili, sono consentite le vendite allo scoperto) e privo
di arbitraggi;

o il tasso istantaneo relativo agli investimenti non rischiosi (tasso risk-free), de-
notato con r, & noto e costante nel tempo;

e il processo (stocastico) 3¢ X = X (¢,w) del prezzo del titolo sottostante soddi-
sfa la seguente equazione differenziale stocastica®” (moto Browniano geome-
trico)

dX(t,w) =pX(t,w)dt + o X (t,w)dW(t,w) t>0,we Q. (11.25)

dove il tasso istantaneo di rendimento atteso u € R (coefficiente di drift) e la
volatilita (istantanea) o > 0 sono supposti costanti, e W = W (¢,w) € un pro-
cesso di Wiener %8 (o moto Browniano standard). Per comodita di notazione
sidenota X; = X (¢, -) il prezzo del sottostante all’istante ¢.

36 Assegnato uno spazio di probabilita (Q2, F, P), si definisce processo stocastico una funzione X :
[0, +00[x 2 — R tale che, per ogni t > 0, la funzione w € Q — X (t,w) € R & una variabile aleatoria.

371.a soluzione dell’equazione differenziale stocastica con la condizione iniziale X (0,w) = 29 > 0 &
datada

X(t,w) = z0 GXp{(u— 02—2>t+aW(t,w)} .

Osserviamo che X (¢, w) > 0. Si consulti, ad esempio,
B. Oksendal: Stochastic differential equations, Springer Berlin Heidelberg, 2003.
38Un processo di Wiener (standard) TV & un processo stocastico con le seguenti proprieta:
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Sotto le precedenti assunzioni, si puo dimostrare che il prezzo dell’opzione call de-
ve soddisfare la seguente equazione differenziale alle derivate parziali di secondo
ordine di tipo parabolico

1 2
—v(x,t) + = o? 1;28—1)(,@, t)+rz gv(ac, t) —rou(z,t) =0 in ]0, +00[x[0,T]
x x

che prende il nome di equazione generale di valutazione ed € nota come equazione
di Black & Scholes.

11 problema della valutazione del prezzo di un'opzione call europea consiste nel
risolvere la precedente equazione generale di valutazione sotto la condizione a sca-
denza:

v(x,T) = max{z — k,0} x>0,

dato che, alla data di scadenza, il prezzo dell’opzione & pari al suo payoff.
Pertanto il problema della valutazione del prezzo di un’opzione call europea puo
essere formulato nel modo seguente.

Problema della valutazione:
Determinare v = v(z,t) € C%(]0,+o0[x [0,T[) N C° (]0, +oo[x [0, T]) soluzione del
problema (retrogrado)

0 1, 507 0 B .
Ev(x,t) + J0 ¢ @v(x,t) +rx %U(ac,t) —rv(z,t) =0 in ]0, +00[x[0, T
o(@,T) = g(x) £ €0, 400

(11.26)
dove il dato (finale) g & la funzione payoff g(z) = max {z — k, 0}.

Sussiste una relazione tra I'equazione di Black & Scholes e I'’equazione del calore,
come si vedra nella Proposizione 11.8.2 dove, utilizzando il cambio di variabili

x=e"Y, t=T-—71

e un’'opportuna trasformazione®, il problema di determinare la soluzione del pro-
blema di valutazione (11.26) sara ricondotto allo studio di un problema di Cauchy
per 'equazione del calore.

Osservazione 11.8.1. Osserviamo che il cambio di variabile ¢t = T — 7 trasforma il
problema retrogrado in un problema in avanti nel tempo. La variabile r = T — ¢
e il tempo a scadenza e rappresenta, all’istante ¢, la durata residua del contratto di
opzione.

- W(0,-) = 0 quasi certamente;
- gliincrementi W (s, ) — W(t,-), t < s, sono varabili aleatorie indipendenti;
- gliincrementi sono stazionari;

- perognit < s, 'incremento W (s,-) — W (t, -) & una variabile aleatoria normale con media zero e
varianza s — t;

— per quasi ogni w € 2 (fissato), la traiettoria t — W (¢, w) del processo € continua.
Si osservi che W (t,-) = W(t,-) — W(0, -) per ognit > 0, e quindi W (¢, -) ha legge normale con media 0
e varianza t.

398i usera la trasformazione proposta in

P. Wilmott, J. Dewynne and S. Howison: Option Pricing. Mathematical models and computation, Oxford
Financial Press, 1993.
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Proposizione 11.8.2. La funzionev = v(x,t) é soluzione del problema di valutazio-
ne (11.26) con dato finale g(x) = max{x — k,0} se e solo se la funzione u = u(y, 1)
definita dalla trasformazione

u(y,7) = e BT, T — 1), yeR, 7€0,T) (11.27)
con P
T g
A=_-5, B=r+o,
e soluzione del problema di Cauchy per l'equazione del calore
0 1 02 .
F-ulvm) =5 a—yQu(y, 7)=0 inRx]0,7)
(11.28)
u(y,0) = f(y) y€R

dove il dato iniziale f ¢ definito da f(y) = eAYg(e??).

Dimostrazione. Per la funzione v = u(y, 7) definita in (11.27) risulta

aﬁu(ym) = BT (B v(Ee? Y, T —71) — gv(e"y,T — 7'))
—

ot

gu(y ) = eMFTBT (Av(e"y T—7)4+0e”? ﬁv(e‘”’ T - T))
oy 7’ ’ Ox ’

62

0
(y,7) = eMTET <A2 v(e”Y, T —7) + (240 +0%) eV a—U(egya T—r)
X

"
2

+ 0% eV %U(e"y,T — 7'))
x

e quindji, sostituendo z = e’Y et = T — 7, riesce

) 1 ) 1, , 8
E“(?Jﬁ) 3 a—yQU(y,T) =—e &U(Cﬂ,t) + 20" @U(%t)

Scegliendo A e B tali che
2 A2
Ao+ — =r, -5 =T
cioe 2
T g
A=—_2 B = il
2 Tt

si ha allora

P 1 82 s 1, 5 0
EU(?J,T) ~3 a_yQU(y)T) = —e (&U(l’vﬂ‘ia o-x @U(%f)

+rx %v(z, t) —ro(x, t))
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Pertanto la funzione v & soluzione dell’equazione di Black & Scholes in |0, +o00[x [0, T
se e solo se la funzione « & soluzione dell’equazione del calore, con coefficiente di
diffusione (cfr. (11.5)) D = %, in Rx]0, 7. Inoltre dalla trasformazione (11.27) segue

u(y,0) = e v(e”?,T)

e quindi v verifica la condizione a scadenza del problema (11.26) v(z,T) = g(x) se e
solo se u verifica la condizione iniziale del problema (11.28) u(y, 0) = e4¥ g(e” V) =

f(y). O

Teorema 11.8.3. (Formula di Black & Scholes)
Il problema di valutazione (11.26) ha soluzione

v(z,t) =z ®(dy) — ke " T &(dy) (11.29)

dove ® ¢ la funzione di distribuzione della legge normale standard definita da

1 v,
‘P(y)ﬁ/ e ?dLt(p)  yeR

D+ (r-2)@-1
oVT —t '

Osservazione 11.8.4. La formula (11.29), che esprime il prezzo (o valore) di una
opzione call europea con prezzo di esercizio k e scadenza T', € nota come formula di
Black & Scholes.

In Figura 11.3 e rappresentato il grafico della funzione x — v(z,t) che esprime il
valore di una call europea, secondo la formula (11.29), come funzione del prezzo
del sottostante = ad un instante ¢, < 7 fissato.

v(x,to)

0
ke— I'(T-to) k

Figura 11.3: Prezzo di un’opzione call europea, ad un istante ¢ty < 7', come funzione
del prezzo del sottostante x
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Dimostrazione. Consideriamo il problema di Cauchy (11.28). Esso ha soluzione *°

uly.m) = \/2177—7 /Ref(y;)z flz)dL(z), (11.34)

dove f(r) = A% max {”® — k,0}, con A = Lo %. Effettuando il cambio di variabile
g
—Y

\/7__

risulta

2

1 - 1
unr) = = [ p R L)

40gussiste il seguente risultato (cfr. [15]).
Teorema. Sia f una funzione con un numero finito di punti di discontinuita in R, tale che

If(@)| < c1e®®”  VzeR (11.30)
con c1 ea costanti positive, e siau definita da
u(z,t) = / Kp(z — 2,7)f(z) dL 1 (2) = —— /efi(i?ai)z F(z)dL Y (2) (11.31)
' R ' varDt Jr
dove D > 0 ¢l coefficiente di diffusione e K p(z, t) e la soluzione fondamentale (cfr. Osservazione 11.1.6)
1 22
Kp(z,t) = e~ 3Dt .

4w Dt
Allora

1
(i) perogniT < Da la funzioneu & di classe C? (Rx]0, T[) e
a

(ii) sexq e un punto in cui f e continua, risulta

u(z,t) = f(zo) se (z,t) = (z0,0),t > 0;

(iii) esistono C, A costanti positive tali che
lu(z, )] < ce®®® ¥ (x,t) € Rx]0,T].
Dal precedente teorema segue che se f € C°(R) allora la funzione v definita in (11.31) & soluzione di
classe C2 (Rx]0,T[) N C° (R x [0, T[) del problema di Cauchy
2

7] 9 .
&u(m,t) —D@u(x,t) =0 inRx]0, T

(11.32)
u(z,0) = f(x) inR.
(Tale risultato puo essere generalizzato a RY (cfr. [11] p. 210)).
Se, inoltre, per il dato iniziale f vale
If(@) < c2e”® VzeR (11.33)

con cg, b costanti positive, allora la condizione (11.30) & verificata per ogni a > 0 e quindi non vi &
alcuna limitazione sull’intervallo temporale di esistenza della soluzione, essendo per ogni 7 > 0 la

1
disuguaglianza T' < 1Da soddisfatta con a sufficientemente piccolo.

a
Osservato che il problema (11.28) & un caso particolare del problema (11.32) con D = 1/2 e che il dato
iniziale f(z) = e4” max {e”® — k,0} soddisfa la condizione (11.33), risulta dunque che la funzione
definitain (11.31) con D = 1/2 e soluzione del problema (11.28).
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da cui, osservato che

Fly+/7s) = eV max{e?WHVTS) _ | 0}
e(A+0)(Y+V/Ts) _ L cAly+VTs)  ga g0 (yHVTs) _ >0 = s> log k—oy

oV

0 altrimenti ,

si ottiene per la soluzione (11.34) I'espressione

2 +oo 2
5 A+ gt () / =% AWV g ().

u 7
7= 75 fua® =

Per la Proposizione 11.8.2, la funzione (cfr. (11.27))

ogk—oy
o\/T

1
v(x,t) = e~ 7 loge=B(T—t) (— logx, T — t) ,
o

2
conB =r+ - e soluzione del problema (11.26). Sostituendo |'espressione per u

determinata in precedenza, si ha

efélogxfB(Tft) +o0

‘/277' log k—log =

oT—t

—Alogz— — +oo 2
. ke = logz—B(I'~1) ef%eA(ilongrsm) d[,l S
o 1 (s)

’U(l’,t) — efée(AJra)(%longrs\/Tft) dc 1(8)

ogk—loga
By

2
-2 (A+o0)sV/T—t _ —B(T—t) dﬁl( )
e e s

— As\/T_ —B(T-t) dﬁ
‘/27r \/logk logm ( )

—+o00
ol 757 o(At+o)sVT—t ,—B(T—1) 4p 1(5)

,/27-‘- logk logm

k e—r(T t) +o0

Q/Qﬂ- log k—logx

o/T—t

e_% eAsme_ATQ(T_t) dct(s).

Poniamo
—+o00

I = / =% (Ato)sVT—,—B(T—1) AL (s)
\/_

log k—log @
oVT—t

1 e —2  AsyT—t,—A2(T—t) gp1
IQZ\/T LeTe e 2 dL > (s).
TR
Quindi
vz, t)=al —ke "IV, (11.35)
Calcoliamo prima I;. Osservato che

op=s oo (2-8) - (F4§) —anor,
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risulta
1 e 2 (A40)syT B(T 1
Il:ﬁ[ €T ATV m BT L (s)
T og ogx
VTt
1 e 1 2(A svT 2B(T—t
:_/ ¢ 3 (=2 Ak)VT=T42B(T-0)) g1 (o)
\ 21 locgr k Tlfi z
L ey
2 log k—log = ’

oV/T—t
Utilizzando il cambio di variabile p = (A + 0)/T — t — s, essendo
logk — log x r o logk — logx
A+oVT —-t—-——=(—+= | VI -t — —+F—
( o) ovT —t (U 2) oVT —t
X o2
log (E) + (r + 7) (T —1)

- =d,
oI —t !

si ottiene

dy
L= —— =124 (p) = ®(dy) .
== e (7) = 2(h)

Calcoliamo I5. Risulta

e~ (s=AVT=0)" 4 L(s).

*/27T /ogk log,a:

Con il cambio di variabile p = A\/T — t — s, osservato che

I —1 I —1
Aar_t_wz(z__),r_ _ logk —logx

oI —t o 2 oVT —t
T 2
log<E)+<r—%) (T —1t) .
n oV —t T
riesce
L= — / e P 124L1 (p) = B(dy).
V2T J 0o

Sostituendo in (11.35) le espressioni per I; e I, cosi ottenute, risulta infine

v(z,t) =2 ®(dy) — ke " T &(dy).
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Osservazione 11.8.5. La soluzione v del problema (11.26) data in (11.29) € unica
nella classe delle funzioni che verificano la condizione di crescita

vz, )| < Cy 2082 v (1) €]0, +00[x[0,T] (11.36)

con Cq, Cs costanti positive. Tale risultato si ottiene osservando che se v soddisfa
(11.36) allora la funzione « definita in (11.27) verifica la condizione di crescita

lu(y, 7)| <CeN' V(y,7) eRx[0,T],

con C, \ costanti positive, e questo garantisce, per il Teorema 11.5.4, 'unicita della
soluzione del problema (11.28) e quindi anche del problema (11.26).

Osservazione 11.8.6. La soluzione v data in (11.29) non e, in generale, 'unica so-
luzione del problema di valutazione (11.26). Essa pero e 'unica soluzione signi-
ficativa da un punto di vista economico essendo, come osservato in precedenza,
unica nella classe delle funzioni che verificano la condizione di crescita (11.36), che
e una condizione economicamente ammissibile. Infatti, osservato che la funzione
che compare a secondo membro della (11.36) cresce meno velocemente rispetto a
una funzione esponenziale ma pit velocemente di ogni funzione polinomiale, la
condizione (11.36) & compatibile con le seguenti condizioni agli estremi (motivate
da argomentazioni di carattere finanziario):

(@) v(0,t) =0pert e [0,T];

R

r— 400 X

=1lperte[0,7].

La condizione (i) deriva dal fatto che se ad un certo istante ¢ il prezzo del sottostante
X; e pari a 0, 'equazione (11.25) implica che X; = 0 per s > t e quindi 'opzione
e senza valore (in quanto il suo payoff e certamente pari a zero). La condizione (ii)
e giustificata dalla forma della funzione payoff g(z) = max {z — k,0} e dall’osser-
vazione che quando il prezzo z diventa molto grande, 'ammontare del prezzo di
esercizio k£ > 0 diventa sempre meno significativo.



CaAPITOLO 12

Lequazione delle onde (o di d’Alembert (1747)) e alcuni
problemi connessi

12.1 11 Problema di Cauchy per 'equazione delle onde
unidimensionale

La piu semplice equazione alle derivate parziali iperbolica € 'equazione delle onde
unidimensionale
Ugp — gy =0, (12.1)

dove u € una funzione di due variabili indipendenti z € R et > 0. La variabile x
€ comunemente identificata come “posizione” e t come “tempo”; ¢ & una costante
positiva. Fisicamente u pud rappresentare lo spostamento normale delle particelle
di una corda (infinita) vibrante.

Il problema di Cauchy per I'equazione delle onde unidimensionale puo essere cosi
formulato:
assegnate

f=f(x) inR “posizione all’istantet = 0"
g=g(x) inR “velocita all’istantet = 0”

cercareu = u(x,t) definita e regolare perx € Re t > 0*! tale che

Ut — gy =0 inR x |0, +00]
u(z,0) = f(z) inR (P)
ut(x,0) = g(z) inR.

4lAnche per z € Ret € R. A differenza dell’operatore del calore, I'operatore delle onde & invariante
rispetto all'inversione del tempo (z,t) — (z,—t). Pertanto & sufficiente studiare soluzioni in ¢ > 0,
perché risultati simili possono conseguirsi per ¢ < 0, sostituendo ¢ con —t.



188 Introduzione alle Equazioni a Derivate Parziali Lineari

Sussiste il seguente risultato:

Teorema 12.1.1. (Teorema di esistenza e unicita)
Siano f € C*(R), g € CY(R); allora il problema di Cauchy (P) ha ur’unica soluzione
u=u(z,t) € C*(R x [0, +oc[) data da

x+ct
u(z,t) == [f(z+ct)+ flz —ct)] + —/ g(s)dL*(s) (12.2)

N | —

perognixz € R,t > 0.

Dimostrazione. Preliminarmente supponiamo che una v = u(x,t) esista e sia so-
luzione dell’equazione in (P). Introdotte le coordinate caratteristiche (metodo di
d’Alembert)

R el
=z +ct -
¢ da cui 2 ,
n=x—ct b &E—n
2c
la u(z, t) si trasforma in
_ o (&+mn §—n
U(fﬂ?) =u < 2 9 20
Si ha
1 1
¢ 1 1
(Uﬁ)n Z“m 102 Ut
e quindi

Allora, Us = F'(§) e
U(&,n) = F&) +Gn)

eritornando alle coordinate (z,t) si ha
uw(z,t) = F(x+ct) + G(x —ct).

Evidentemente u € C? se e solo se F,G € C?.

Allora la soluzione generale di (12.1) e ottenuta come sovrapposizione di due onde
che si propagano, senza cambiare forma, con velocita c in direzioni opposte lungo
I'asse x. Imposte le condizioni iniziali

f(x) =u(z,0) = F(z) + G(z) (e quindi cf'(x) = cF'(x) + c¢G'(x)) ,
9(x) = ue(w,0) = cF'(x) — cG'(2)

otteniamo (per addizione e sottrazione)
cf'(x) + g(z) = 2¢F'(x)

cf'(x) — g(z) = 2¢G'(z),
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da cui ) )
Fl(z) = 5 /') + 5-9(@)
, 1, 1
G'(z) = §f (z) — 2—09(33)7
e quindi
F(z) = %f(x) +210/0 g(s)dL (s)+6 (B ER)
Glz) = %f(x) - i/ozg(s)dﬁl(s)-i—o (0 E€R).

Poiché f(z) = F(z) + G(x), necessariamente ¢ + ¢ = 0 e in definitiva:

u(z,t) = Fx + ct) + G(z — ct)

x+ct
f(x—l—ct)—i—%/o g(s)dL(s) + 0

N~

_|_

=) =5 [ gwacie o

x+ct
[f(erct)Jrf(zfct)]wLi/ g(s)dL(s).

2¢ —ct

1
2

Se f € C*(R)eg € C'(R)lau = u(x,t) cosi determinata (euristicamente) & di classe

C?(R x [0, +00]) ed & la soluzione del problema (P). Infatti:
u(z,0) = f(z),
1 1
ug(x,t) = 3 [ef'(z+ct) —cf (x—ct)] + % [cg(z + ct) + cg(x — ct)]

w(2,0) = £1'() = 57'() + 30(2) + 59(0) = g(a),
ug(x,t) = % [ f" (@ +ct) + A f"(x— ct)] + 2% (g (z + ct) — g (x — ct)],
Uy (2,t) = %[f’(:r + ct) + f'(z — ct)] + %c[g(x +ct) — gla —ct)],
Uga (T, ) = %[f”(:r +t)+ f(x —ct)] + %c[g/(:r +ct) —g'(x —ct)],
e quindi

Upp — czum =0.

Osservazione 12.1.2. (i) Nel caso N = 1 la soluzione v = u(x,t) non &€ meno

regolare deidati f = f(z) e g = g(x).

(i) La soluzione u = u(z,t) € determinata univocamente dai valori dei dati f e g
nell'intervallo [x — ct, z + ct], il quale rappresenta I'intervallo di dipendenza

(dai dati iniziali) per la soluzione nel punto (z, ¢).

(iii) Se assumiamo che |[f[|  ,[lgll. x < & per qualche ¢ € (0,1), allora dalla
(12.2) siha |lu(-,?)|[ g < (1 +t)e (dipendenza continua della soluzione dai

dati f e g).
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12.2 Imovimenti di una corda con gli estremi fissi

Un problema rilevante relativo all’equazione delle onde unidimensionale si ottiene
ponendosi in un intervallo limitato: in questo caso e appropriato definire, oltre alle
condizioni iniziali, delle condizioni ai limiti (ovvero specificare i movimenti degli
estremi dell’onda, che in questo caso sara assimilata ad una corda).

Consideriamo quindi il problema di una corda omogenea con gli estremi fissi (le
condizioni ai limiti sono pertanto indipendenti dal tempo) e della quale sono note
posizione e velocita iniziali.

Il problema é definito da (qui prendiamo ¢ = 1)

Upt — Ugy =0 in ]0, L[x ]0, +o0[

uw(0,t) =u(L,t) =0 t €0, +oo]

u(z,0) = f(x) x €0, L] .
ug(z,0) = g(x) z €10,L]

con f € C2([0, L]), g € ([0, L]).
Per risolvere il problema (12.3) cerchiamo soluzioni a variabili separate del tipo
u(z,t) = ¢(x) ¥ (t). Una scelta di questo tipo trasforma I'’equazione in

SDI/ (.CC) B 1/11/ (t)
plx) )
Il membro a sinistra e indipendente da ¢, il membro a destra e indipendente da =,

dunque entrambi i membri devono essere uguali alla stessa costante, diciamo —\,
quindi

(PN ,l/}//
e v

e pertanto il problema si spezza in due equazioni, una delle quali soggetta alle
condizioni ai limiti:

—-A

¢+ Ap=0
0(0) =0 e W A =0,
p(L) =0

Al fine di risolvere il primo sistema bisogna innanzitutto stabilire per quali valori
di X le condizioni ai limiti sono soddisfacibili da ¢ non identicamente nulla: que-
sti A prendono il nome di autovalori e le corrispondenti soluzioni sono chiamate
autofunzioni. Posto A = 42 otteniamo soluzioni del tipo

o(z) = 1 sen yx + ¢o cos yx .
Affinché le soluzioni non siano banali, risulta cc = 0 dalla condizione sul primo

estremo ey = T gli autovalori sono pertanto positivi e in particolare non nulli, in

. nm\ 2
quanto sono del tipo (f) ,conn € N.

La seconda equazione non e soggetta a condizioni iniziali, e quindi, combinando la
1 ela p trovate e tenendo conto della linearita del problema otteniamo la soluzione
formale

u(z,t) = :Zisen (%m) [an sen (%t) + b, cos (%tﬂ . (12.4)
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Pertanto il movimento di una corda omogenea i cui estremi sono fissi e dato dalla
composizione delle autofunzioni che sono anche chiamate autovibrazioni: a que-
ste sono associati gli autovalori, anche chiamati autofrequenze.

Per imporre le condizioni iniziali si sfrutta il fatto che le autofunzioni sen (fz)

costituiscono un sistema ortogonale completo in L?([0, L]): risolvere il problema
della corda omogenea con gli estremi fissi significa quindi stabilire i coefficienti di
Fourier delle soluzioni trovate mediante la separazione delle variabili in modo che
siano soddisfatte le condizioni iniziali, che possono essere sviluppate come

+o00 =
flx) = ;bn sen (nL_wz) ) g(x) = ; Gn % sen (%x) ’
con L
b, = %/0 sen (n—L7T$) flw)dL (x)
e
L
an = % ; sen (%x) g(x)dL (z).

La serie (12.4) con i coefficienti a,, € b,, cosl determinati rappresenta la soluzione
del problema (12.3).

12.3 Equipartizione dell’energia

Consideriamo il problema della propagazione ondosa di una corda (infinita) vi-
brante:
Ugg — Uz =0 INR x ]0, 00|
uw(x,0) = f(z) z€eR (12.5)
ur(z,0) =g(x) z€R
con f € C*(R), g € CY(R).
Sia uw € C? (R x [0, 4+o0[) la soluzione del problema (12.5) e sia
e(t) :== %/ (uf (2, t) + ul(z,t)) dL'(2).
R
I'energia dell’onda w all'istante ¢.

Definizione 12.3.1. Si definisce energia cinetica dell'onda « all'istante ¢ I'integrale

€cin(t) := %Auf(z,t) dﬁl(:r)

ed energia potenziale dell’onda u all'istante ¢ I'integrale
1

epot(t) := 3 /Rc2 u?(x,t)dL (z) .

Dalla precedente definizione risulta ovviamente
e(t) = ecin(t) + epot(t) .

Se i dati iniziali del problema della propagazione delle onde sono nulli fuori da un
compatto sussiste il seguente risultato.
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Teorema 12.3.2. (Equipartizione e conservazione dell’energia)
Siau € C? (R x [0, +o0[) la soluzione del problema (12.5).
Supponiamo che f € CZ(R), g € C§(R). Allora

(i) esisteT > 0 tale che per ognit > T risulta
ecin(t> = epot(t) 5

(ii) lenergia e(t) e costante nel tempo.

Dimostrazione.
(i) L'unica soluzione v = u(x,t) € C*(R x [0,+00c]) del problema (12.5) & data da
(Teorema 12.1.1)

x+ct
u(z,t) = [f(ac—l—ct)—i—f(ac—ct)]—i——/ g(s)dL (s) zxeR,t>0. (12.6)

2¢ —ct

N =

Osservato che

u(z,t) = % [ef'(z+ct) —cf (x — ct)] + i [cg(x + ct) + cg(z — ct)]

[/ +ct) + 'z — et)] + = [gla + et) — gz — ct)] |

t) =
ug(2,t) 90

N | —

si ha

ecin(t) — epot(t) = %/R(uf(x,t) —c®ul(z,t)) dL'(x)

E/R(fg fl(x+et) f'(x —ct)+ glx+ct) g(a — ct)) et (z).

Per ipotesi esiste un intervallo [a, b] tale che f e g sono nulle fuori da tale intervallo.

Posto
b—a

2¢ ’
pert > T risulta che per ogniz € Rsihaz — ¢t < a0z + ¢t > b e quindi l'integrale
che compare nell’'ultima espressione e nullo, da cui segue I'asserto (i).

T =

(ii) Integrando per parti il termine
R
/ A up Uy ALY ()
-R
e ricordando che la funzione u e soluzione dell’equazione della corda vibrante si

ha, per R > 0,

R
/ (ut g + ¢ uy um) dct(z) =

-R
R
_ /_ e (e = ) AL (1) € e (B t) (R ) — (R 1) (R 1)

= A [ug(R,t)us(R,t) — up(—R,t) us(—R,t)] .
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Passando al limite per R — +o0, osservato che dall’espressione (12.6) segue che u
e costante per R sufficientemente grande essendo f e g nulle fuori da un compatto,
siha

) , R
Ee(t) = RETOO/_R (ut Ut + 2 uy uwt) dl 1(30) =0

e quindi e(t) = e(0) per ogni t > 0. O

12.4 Medie sferiche ed Equazione di Darboux

Sia h € CO(RY); fissata una sfera 9B,.(z), poniamo

1
My (x,7) = Nt N-1

[ )
ly—z|=r

(media sferica di h, sulla sfera di centro « e raggio » > 0).

Postoy =z +r{con|{| =1,siha

1

My(x,7) = Non

[ nerrgyanie,
|€1=1
allora possiamo ragionevolmente estendere la definizione di M (z,r) per r < 0,
ponendo perr < 0
My (z,r) = Mp(z,—1) (estensione “pari” rispetto ad r),

osservato che

[ g an e = [ he-r(-e) a9 = [ g an Y.
l€]=1 l€|=1 |€l=1

Inoltre, conoscendo (z,r) — Mjy(z,r), conosciamo anche = — h(z), in quanto si ha
My (z,0) = h(z), Ve eRY.

E evidente che se h € C*(RN) allora M, (x,7) € CF(RN*1).

Proposizione 12.4.1. Seh € C?*(RY), allora My,(z,r) soddisfa I'equazione di Dar-

boux
2 N-10
(W TE)M}I(LT) = Ay My(z,7),

e verifica le condizioni iniziali

My (z,0) = h(z) [%Mh(x,r)} _-o.
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Dimostrazione. Per il teorema della divergenza (postoy = x + r £ con || = 1) si ha
/ Ah(y)dLN(y) = / Vh(y) - €dH N (y)
ly—z|<r ly—z|=r
PN / Vhiz +r€) - €MV (€)
lel=1

= N- 18 / h(z 4+ 7€) dHN71(E),
[€]=1

or
percio,
9 My(a,r) [ errgant g
or ’ Nwn ¢l=1
— N
- NriN - /|y I|<7 (y)
— N—-1 1
~ o [ < /E  hla+ o) (5)) 4L (o)
= mAz/O Mh(maQ)QN_l dﬁl(@);
quindi
Nl%Mh(xr /Mhzg)NldE()

e derivando rispetto ad r si ha

2
72£Mh(x,r)+rN 1 07 —Mp(z,r) = A, [Mh(x )N 1]

LN
(N —1)r o 52

da cui, dividendo per 7V ~!, segue I'equazione di Darboux.
Si & gia osservato che
Mp(z,0) = h(z);

inoltre, tenuto conto che la soluzione M;,(x,r) del’equazione di Darboux & pari
rispetto ad r, abbiamo

2] -0

O

12.5 Metodo di Poisson delle medie sferiche ed equa-
zione di Eulero-Poisson-Darboux

Consideriamo ora il problema di Cauchy per I'equazione delle onde (di d’Alembert)
in dimensione (spaziale) N > 2:

Ou = ug — c2Azu=0 inRY x]0,+o0]
u(z,0) = f(x) inRY (P)
u(z,0) = g(x) inRY.
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Questo problema puo essere risolto col metodo di Poisson delle medie sferiche se
N > 2.

[lustriamo questo metodo: procediamo euristicamente e supponiamo che esista
u = u(z,t) € C*(RY x [0, +o0[) soluzione di (P). Consideriamo le medie sferiche di
u come funzione di = (e vediamo che possiamo trasformare il problema di Cauchy
(P) in un problema di Cauchy per una equazione iperbolica nelle due variabili reali
indipendenti r e ¢ (equazione di Eulero-Poisson-Darboux)):

Maert) = e [ e r 0 an @)

NwN
per la proposizione 12.4.1 M, soddisfa I'’equazione di Darboux

0 N-190
(502 + 2 g ) Mulirt) = A
Ora
1 N—1
A My (7, t) = —— Agu(z+rE t)dH €3
Nwn Jig=1

(essendo u soluzione dell’equa-) 1 / 1 02
13

- = - t d N-—1
zione di d’Alembert in (P) Nwy Jig=1 2 at2u(x+r§, ) dH (©)

L7 oo [ e e
N C2 8t2 NwN |£|:1u . res
1 02

- C_QﬁMu(x7r7ﬁ)a

e, quindi, dall’equazione di Darboux si ha:

02 N-190 1 92
(ﬁ + TE)MU(ZC,T, t) = gﬁMu(lﬂ,’r, t),
cioe
8? 9? N — lg

M, (z,r,t) — < >Mu(:r, rt)=0  (per ogniz fissato in RY)

o2 m T T o

(equazione di Eulero-Poisson-Darboux, che dipende dalla dimensione N).
Tenuto conto delle condizioni iniziali in (P) si ha:

o N
Maler0) = g [ e re 0yl
_ 1 N-1
- /|£|_1f(x+r§) dH N (¢)
= Mg(x,7);
0 _ 1 9 N-1
[gMu(x,r,t)]t_o = Now /5_1 atu(ac +7€,0)dH &)
1

NwN

= My(z,r).

o8 el IICCRECLL ARG
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Indefinitivau = u(z,t) € C*(RY x[0, +0c[) & soluzione di (P) se e solo se M, (z,7,t),
per ogni fissato » € RY, & soluzione del problema di Cauchy:

2 02 N-10
— 2 [ES— —_— =
52 M, (z,r,t) — ¢ (8r2 + " 87’) M, (z,7m,t) =0
My (z,7r,0) = My(z,7) (Ph
0
— M, =M .
|:at u(l’,T,t)] -0 g(l’,T)

12.6 11 Problema di Cauchy per 'equazione delle onde
in dimensione (spaziale) N = 3

Nel caso N = 3 (moto di onde acustiche o ottiche), da (P’) si ha:

82

i ? 20
ot?

My(a,rt) — (2 4 2
(@,m,t) e <8r2 ror

)Mu(x,r,t) =0

e moltiplicando per r:

2 2
% [rMu(x,r,t)] -2 (r% + 2%)Mu(x,r,t) =0,

:;—32 |:r1b1u(:c,r,t):|

e quindi M, (z,r,t), come funzione di r e ¢, € soluzione dell’equazione delle onde
unidimensionale con dati iniziali

rMy(z,7,0) =rMs(x,r)

0
{ngu(:r, 2 t)} T rMg(z, 7).

Allora, dalla formula (12.2) di d’Alembert (caso unidimensionale) si ha:
r4ct

rMy(z,rt) = % [(r—l—ct)Mf (x, r+ct)+(r—ct) My (z, r—ct)] —|—% /_ , sM(x,s)dL* (s).

Usando il fatto che M(x,r) e My(x,r) sono pari in r, si ha:

My (x,rt) = sMy(z,s)dL " (s)

(ct + )My (,ct + 1) = (ct —r)My(z,ct =) 1 /+

2r 2re Jo_,

r+ct ct—r ct+r

(perché / sMy(x,s) dC*(s) = / sM,(x,s)dL*(s) +/ sMy(x,s)dL 1(5)).
r—ct “=——— r—ct ct—r

dispari in s

=0
Passando al limite per r» — 0

M, (z,0,t) = % {th(:r, ct)} + tMy(z,ct),
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e poiché
1

Moy(2,0,8) = —— /5_1 (e, £) AN 1) = ula, ),

NwN
siha

u(z,t) = % [th(x, ct)] +tMg(z, ct).

In definitiva se u = u(z,t) € C?(R? x [0, +-00[) € soluzione del problema di Cauchy
(P), essa si rappresenta cosi:

u(x,t) = — _th(:L',Ct):| + tMy(x, ct)

or 1 1
=5 tm /|yz_ctf(y) d/HQ(?J)} +tm /|yx|_ct9(y) dH*(y)
1

_o1 1 2 2
~almm 0] s [ s

(12.7)

Se in (12.7) si effettua il cambiamento di variabile y =  + ¢t £ con |{] = 1 (in modo
da poter derivare rispetto a ¢ sotto il segno di integrale) si ha:

u(e,t) = 2 lt JECECILRO +£/|£| oo+ ) M (Q
=g [ fereaan© o [ e ag o
= |€|:19<““§)d%2<€)
= ﬁ fla +ct&) dH? / Z o, (x4 ct€)e&; dH ()
|€l=1 €|=
e RG]

cioe

3
u(z,t) = @A/—ﬂ:ct [f(y)Jr;fyj(y)(yj —zj) +tg(y)

dH?%(y).| (12.8)

Le formule (12.7)-(12.8) sono dovute a Kirchoff.

Viceversa, sussiste il seguente
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Teorema 12.6.1. (Teorema di esistenza e unicita)
Siano f = f(x) € C3(R?), g = g(x) € C%(R?); allora

u(z,t) = %[th(x,ct)] + tMgy(z, ct)

e l'unica soluzione di classe C* (R? x [0, +o0[) del problema di Cauchy (P) in dimen-
sione N = 3.

Dimostrazione. Chiaramente u(z,t) data da (12.7) & di classe C? (R? x [0, +-00[).
Da

u(z,t) = My(x,ct) + t%Mf(x, ct) + tMy(z, ct)
siha
u(z,0) = Mf(l’,O) = f(),
1) = 2 2 M ct) 112 M ct) + M, (@ ct) + £-2M, (1, ct)
U\, 1) = ot FACZRS o2 F\&, ¢ g\&, € ot €, ct),
| ——

dispariin ¢

ug(x,0) = My(z,0) = g(x);
82
essendo I'operatore di d’Alembert 0 := rrehe c>A, lineare, per provare che
Ou(x,t) =0

e sufficiente provare che O[tM,(z,ct)] = 0eO {%[th(:r, ct)]} = 0. Infatti, posto

r =ct,siha
0? 0?
Ere) [tMy(z,ct)] = c5a [rMy(z,r)]
dall’equazione di Darboux
o . = Ay [r My(z,7)]
in dimensione N = 3
=cr Ay Mg(z,r)
= A, [t My(z,ct)]
e quindi
Ot Mg(z,ct)] =0.
Inoltre,
0% [0 o[ 02
0
== {CQAJC [t My (x, ct)] }
—end 2 lim (z,ct)
=c T ot flx,c )
da cui

u{% [th(x,ct)]} ~0.
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Osservazione 12.6.2. (i) A differenza del caso N = 1, nel caso N = 3 si ha che
per la soluzione u si puo verificare la perdita di almeno un ordine di deriva-
zione, rispetto alla regolarita dei dati.

(ii) Principio di Huygens nel caso N = 3. Dalla (12.8) si deduce che u(z,t) di-
pende solo dai valori di f, delle sue derivate parziali prime e da g sulla sfera di
centro x e raggio ct, |y — z| = ¢t (dominio di dipendenza).

Cio daluogo al principio di Huygens: un segnale (acustico o ottico) concentrato
in un punto z all'istante ¢ = 0 € concentrato all'istante ¢ > 0 sulla sfera di centro

x e raggio ct.
In particolare, un ascoltatore alla distanza d da uno strumento musicale ascol-

s R e d .
ta esattamente cio che e stato suonato all’istante ¢ — —, piuttosto che una
Cc
mistura di tutte le note emesse fino a quell’istante.

(iii) Decadimento per tempi lunghi. Mentre il supporto della soluzione con dati
iniziali a supporto compatto si espande, la soluzione decade nel tempo: per
t — 4oosihau(z,t) — 0.
Precisamente se i dati g, f e le sue derivate parziali prime, sono limitati e a

supporto compatto, allora u(z, t) — 0 al pi1 come % pert — +oo (cfr. (12.8)).

12.7 11 Problema di Cauchy per 'equazione delle on-
de in dimensione (spaziale) N = 2 (Metodo della
discesa di Hadamard)

Con il metodo della discesa di Hadamard, soluzioni di una equazione alle derivate
parziali sono ottenute considerandole come soluzioni speciali di un’altra equazio-
ne che coinvolge piu variabili indipendenti, e che puo essere risolta.

Cosl una soluzione u(z1, z2,t) del problema di Cauchy per 'equazione delle onde
in dimensione (spaziale) N = 2 (moto di onde su uno specchio d'acquay), puo esse-
re riguardata come una soluzione dello stesso problema in dimensione N = 3 che
non dipende da x3.

Allora u(x1, z2,t) € data dalla formula (12.7) per 23 = 0 con

f) = f(y1,92), 9(y) = g(y1,y2),

gli integrali di superficie essendo estesi sulla sfera (di centro (z1, z2,0) e raggio ct)
ly =l = V/(y1 —21)? + (g2 —22)> + 3 =t

0 1
U(iﬁhl”mﬁ) = U(iﬁhxmoat) = ot [m/ | f(y17y2)d7'l2(y17y2,y3) +
y—x|=ct

1

N ) dH2 ) ) .
1% /y_wl_ctg(yl y2) dH *(y1, Y2, y3)

Osservato che sulla semisfera (cartesiana) si ha

0 0 ct
dH 2 (y1,y2,y3) = \/1 + (a—zif + (a—zz)Q dL2(y1,y2) = ool dL?(y1,y2),
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e che i punti (y1,y2,y3) € (y1,y2, —y3) danno lo stesso contributo agli integrali, si
ottiene:

o] 1 f(y1,92) 2 1 9(y1,y2) 2
n=2| [ LW 4 — [ S e
(@, 22,1) ot {2770 ot VO —12 (y1,92) +27rc et VO — 12 (1, 92)

dover = \/(y1 —x1)? + (y2 — 22)2.

Sussiste quindi il seguente

Teorema 12.7.1. (Teorema di esistenza e unicita)

Siano f = f(x1,12) € C3(R?), g = g(x1,22) € C*(R?); allora il problema di Cauchy
Ugt — € (Ugyzy + Uggzy) =0 INR? x |0, +00]
u(z1,22,0) = f(z1,22) inR? (P)
ut(x1, 22,0) = g(x1, 22) inR?,

ha un'unica soluzione u = u(x1,z2,t) € C*(R? x [0, 4+o0[) data da

1 ;
d£2(y1,y2)} +— g(yl y2)

AL AL LI T
3¢ Jycus veri— 2 O 00

u(xy, x2,t)

_ g i f(y17y2)
ot | 2me 7'<ctm

(formula di Poisson)
dover = /(y1 — 1) + (y2 — 22)2.

Osservazione 12.7.2. Nel caso N = 2 il dominio di dipendenza (dai dati iniziali)
per la soluzione nel punto (z1,x2,t) consiste nel cerchio di centro x e raggio ct
nel piano (y;,y2). Pertanto il principio di Huygens non vale in due dimensioni (i
disturbi (ondosi) continuano ad avere effetto indefinitivamente, come mostrano le
onde d’acqua).

In generale si puo dimostrare il seguente teorema.

Teorema 12.7.3.

(i) SeN >3, N dispari, f € C"+1(RN) eg € C™(RYN) dovem = %
allora
1
u(z,t) =

1-3.---(N—2)-N-wy

+ (t*%) - <tN‘2 /5|—1 gl + ct€) dH N”(ﬁ))]

¢ l'unica soluzione di classe C*(RN x [0, +oc]) del problema di Cauchy
Ou(x,t) =0 inRY x 0, +oo|
u(z,0) = f(x) inRY
ut(x,0) = g(x) inRY,



12. Lequazione delle onde (o di d’Alembert) e alcuni problemi connessi 201

N +2
(ii) SeN >2, N pari, f € C"*(RY) eg € C™(RY) dovem = T+
allora
2
t) = .
u(@,t) = 75 (N=1)-(N+1) wni1

. l% (ﬁ—%) E <tN—1/|y|<1 7% dEN(y))

+ <t12) ’ thl g(z+cty) dEN(y)
ot <1 /1= y[?

¢ l'unica soluzione di classe C*(RY™ x [0, +oc|) del problema di Cauchy

Ou(z,t) =0 inRY x 10, +oo]
{ u(z,0) = f(z) inRY
us(x,0) = g(x) inRY,

12.8 1l Problema di Cauchy non-omogeneo per I'equa-
zione delle onde: Principio di Duhamel

Consideriamo il problema di Cauchy per 'equazione delle onde non-omogenea

Ou(z,t) = uy — 2 Azu = w(z,t) inRY x 10, 4+o0|
u(z,0) = f(x) in RY (N=1,2,3) (Py)
ue(z,0) = g(x) inRY.
dove
seN =1, feC?*R), geCYR) e weC(Rx][0,+00]),
se N =23, feC}RY),ge C](RY) e we C? (RN x[0,+00]).

11 principio di Duhamel consente la riduzione del problema non-omogeneo (P,,) a
una famiglia di problemi per I'equazione delle onde omogenea.

Precisamente si ha:

Teorema 12.8.1. Nelle precedenti ipotesi poste per f, g ew (N = 1,2,3), il problema
di Cauchy non-omogeneo (P,,) ha un'unica soluzione di classe C? (RN x [0, +-oc[) data
da

t
u(z,t) = u'(x,t) + / v(x,t —s;8)dL(s),
0
doveu & l'unica soluzione di classe C*(RY x [0, +occl) del problema

Oul(x,t) =0 inRY x 0, +oo]
ul(x,0) = f(x) inRY
ut(x,0) = g(x) inRY

ev(x,t;s) perogni s > 0 & l'unica soluzione di classe C*(RY x [0, +oc[) del problema

vie(z,t;8) — 2Av(z,t;8) =0 inRY x 0, +oo]
v(z,0;8) =0 inRY (Ps)
ve(x, 05 8) = w(z, s) inRY.
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Dimostrazione. Essendo il problema lineare, € sufficiente provare che posto

t
u?(x,t) = / v(x,t — s;8)dL(s),
0
dove v(z, t; s) & 'unica soluzione di (P;), u? & soluzione del problema di Cauchy
u?, — A = w(z,t) inRY x]0,4+o00]
u?(2,0) =0 inRY
uZ(z,0) =0 inRY.
Infatti:
u?(z,0) = 0;

t
u?(z,t) = / ve(z,t — s38) AL (s) 4+ v(z, 05 5)
0 ——
=0
ug (x,0) = 0;

u?t ($, t) =

S~

v, t — 538)dLY(s) + ve(z,0;1)
———

=w(z,t)

v, t — 538)dLY(s) + w(x, t);

[z, t — 538) — P Av(a,t — s58)] L (s) + w(x, t)

=0

J
t t
u?, — AAu? = / vie(,t — 8;8) dL Y (8) + w(z, t) — 02/ Agv(z,t —s;8)dL1(s)
0 0
J

12.9 Metodidell’integrale dell’energia

Definizione 12.9.1. SiaQ) ¢ RN e T > 0. Si definisce energia dell’'onda « in  al tempo ¢
l'integrale

e(t) := %/ﬂ (uf(m, t) + | Vau(z, t)|2) ac™ (z) 0<t<T). (12.9)

Teorema 12.9.2. (Unicita)

Sia Q) ¢ RY un insieme aperto e limitato, con frontiera regolare; sia Qr = Qx]0,T),
I'r = ﬁT \ Qp,conT > 0.

Allora esiste al pitt una funzione u € C?(Qr) che risolve il problema di Cauchy

g — Apu = w(z,t) inQr
u(z,0) = f(x) sul'r (Py)
ut(x,0) = g(x) suQ x {t=0}.
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Dimostrazione. Supponiamo che u sia un’altra soluzione; per la linearita del pro-
blema, v := u — @ e soluzione di

Vit — CQAIU =0 in QT
v(z,0) =0 sul'r (12.10)
ve(2,0) =0 su x {t =0}.

Calcoliamo la derivata prima rispetto al tempo di (12.9) (scritta per v), ottenendo

d
Ee(t) = / (vt Ve + 2 Vo - vat) dﬁN(x) = / Vg (vtt —? Amv) dﬁN(x) =0.

Q Q
Non c’e termine di frontiera perché v = 0 su I'y, e quindi v; = 0 su 99 x [0,T].
Pertanto, per ogni 0 < ¢ < T, risulta e(t) = e(0) = 0, e quindiv; = 0e V,v = 0 su
Qr. Dal momento che v; = 0su Q x {¢t =0}, allora v = 0 in Qr, ovvero v = w in
Q. O

Per quanto riguarda ancora il dominio di dipendenza delle soluzioni dell’equazio-
ne delle onde dimostriamo il seguente risultato col metodo dell’energia.

Teorema 12.9.3. (Velocita finita di propagazione)
Siau € C? (RN x]0, +00[) soluzione diuy — c¢* Ayu = 0 e sianoz® € RV, 5 > 0.
Seu = uy = 0 su By, (2°) x {t = 0} allorau = 0 sul cono

C={(zt);0<t<ty, -2’ <clto—1)} .
In particolare un “disturbo” originatosi fuori di B.,(z°) non ha effetto sulla solu-

zione in C, e di conseguenza ha velocita di propagazione finita (cfr. quanto detto in
proposito nell'Osservazione 12.6.2 (ii) e nell’Osservazione 12.7.2).

Dimostrazione. Consideriamo, per 0 < ¢ < to, l'integrale dell’energia dell'onda «
sulla palla B(t) := B, - (2°)

e(t) == 1/ (uf(x,t) +02|Vzu(:p,t)|2) ac™ (z) (12.11)
2 /B
che possiamo anche esprimere come
1 elo=1) 1 2 2 2 N-1
W=z [ o) [ (e + VLl o) V).

0 dB,.(x0)
Derivando rispetto al tempo risulta
d
—e(t) = / (wpug + & Vau - Vyuy) dL N (z) — ¢ / (uf + & |Vaul?) dHN(E)
dt B(t) 0B(t)

(per la Iidentita di Green, Teorema 1.10.1)
= [ ww @A) @)+ [ Ru
B® 9B(t) v
&

——/ (2 + & [Voul?) dHN1(E)
2 JoB(t)

(per ipotesi u & soluzione dell’equazione uy; — ¢* A,u = 0)

ou 1 , 1, 2> N_1
= ¢ cur — —-u; —=c |Vyu dH &).
/63(t) < fov 2t 2 | | ©
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(x%2,)

B,

Figura 12.1: Cono diluce

Dalle maggiorazioni

du

ov

C Ut

1, 2 9
< clug] [Vzul < 3 Ui + 5} |V ul

deduciamo che %e(t) < 0equindie(t) < e(0) per0 <t < ty. Osservato chee(0) =0

(dalle ipotesi su u e dalla (12.11)) siha e(t) < e(0) = 0 per 0 < ¢t < ¢, e quindi, dalla
(12.11), risultau; = 0e V,u = 0da cui segueu = 0in C. O
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