Capitolo 3

Olomorfia e analiticita

3.1 Olomorfia di integrali curvilinei rispetto a
parametri complessi. Formula integrale di
Cauchy per le derivate di una funzione olo-
morfa

Lemma 3.1.1. Sia ¢(2,t) continua nelle due variabili z (complessa) e t
(reale). Sia v una curva generalmente regolare il cui sostegno sia contenuto
nel dominio di definizione di . Allora, se ¢ ¢ C* nella variabile t, la funzione
dit:

O(t) := /go(z,t) dz

¢ C1 nella variabile t e la sua derivata é data da:
dd Jp(z,t)
—(t) = dz.
at L ot

Dimostrazione. Fissiamo ty e consideriamo il rapporto incrementale:

O(t) —d(ty) 1
t—ty  t—tp

/ (1) — plzt0)] dz

v

(a) Se g ¢ avaloriin R, per il Teorema del valor medio esiste ¢,, dipendente
da z e compreso tra t e ty, tale che:

Sa(zvt) _ SO(thO) _ 890(2th)
t—to ot
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Allora:
)= 0) _ [ el ,
t—t Lot
Ne segue:
t—to L ot =L ot '

Per la uniforme continuita di 8_(1250 su 7y X [to, t], si puod applicare il teorema

di passaggio al limite per ¢ — %, sotto il segno d’integrale al secondo

membro della (3.1) e si ha:

D(t) = Bty) /amz,t)
v

lim
t—to

dz| = 0.
t—to ot ‘
dd
Dunque esiste il limite che definisce E(to) la tesi segue per I'arbitra-
rietd di tg.

(b) Se ¢ = u + v, si applica il punto (a) separatamente a u e v.
00 oo dD
Inoltre, la continuita di e implica la continuita di o O]

Proposizione 3.1.2 (Olomorfia di integrali curvilinei rispetto a parame-
tri complessi). Sia ¢(z, () continua nella variabile z (complessa) e olomorfa

nella variabile ¢ = £ + in. Supponiamo che 3_5(2 Q) e —g;(z ¢) siano conti-

nue. Sta v una curva generalmente regolare il cui sostegno sia contenuto nel
dominio di definizione di p. Allora l'integrale curvilineo:

2(0) = [ p(z.0) s
Y
é una funzione olomorfa rispetto a ¢ ed ha derivata in senso complesso:

: 02(¢) dp(z,6) . [ 0p(z,Q)
() = o€ —/7 o€ dz—[/ o dz.

Dimostrazione. Applichiamo 3.1.1, prima con ¢t = £ e poi con t = 7, all’inte-
grale che definisce ®((); otteniamo:

aq)(c) :/890(2,C) " 8(1)( ) :/890(2’, C) dz

o€ o¢ on on
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da cui:

O 2 _ [ 10600 2200 (32)

oc o oc oy
Per 'ipotesi di olomorfia di ¢(z, () rispetto a ¢ risulta (condizioni di mono-
geneita in forma complessa):

00(2,¢) | 00(2:0)
o€ I
Sostituendo nellintegrale al secondo membro di (3.2) otteniamo:

99(¢) H.@‘P(C)
013 on

=0.

=0

Iy
cioé ® verifica le condizioni di monogeneita in forma complessa. Inoltre 5

e 22 sono continue per ipotesi: — e — risultano C°, dunque ® ¢ C*. Per

on o On

la caratterizzazione delle funzioni olomorfe (Teorema di Cauchy-Riemann
2.1.6), @ é olomorfa e, per la sua derivata in senso complesso, si ha:

o OO [00(20) [ 0p(z)
d'(() = o —/7 e dz:—/7 o dz,

osservato che:
_02(Q)  Op(2:¢) _ 9¢(z,0)
I oc  o¢

[

La proposizione precedente € utile per provare la formula integrale per
le derivate di una funzione olomorfa, a partire dalla sua rappresentazione
integrale di Cauchy.

Teorema 3.1.3 (Formula integrale di Cauchy per le derivate di una funzione
olomorfa).
Siano f € H(QY) e D C Q un dominio regolare. Allora:

! o
f™0) = o /GD oo f(g))kﬂ dz:  VkeNy,VCeD  (3.3)
+

Dimostrazione. Per il Teorema di Goursat, f € C*(Q2). Procediamo per
induzione su k € Ny. Per k£ = 0 la tesi ¢ vera, come provato in 2.8.4:

f’(C)—L/+ @) 4. veep.

2 Joop 2 —C
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Per k =1, per la proposizione 3.1.2:
1 1
2 dC Jiop 2 —C 27t Joop OC \ 2 —C
1
Y (O
2mi Joop (2 — Q)
Supponiamo vera la tesi per k =n — 1:

f(n—l)(o _ (n— 1)' [F f(2) d

2mi Jiop (2= Q)"

Allora, per la proposizione 3.1.2:

_nl f(2)
2mi [raD (z = Q)nt! e

Dunque la tesi é valida per k = n, il che prova il teorema per induzione.

1. Provare che:

sin z ,
o dz = 2mi;
l2|]=r #

1
/ —dz = 2mi.
|z|=r z

3.2 Serie di potenze in C

]

La teoria della successioni e serie di funzioni di variabile complessa non pre-

senta novita rispetto al caso reale. Valgono le nozioni di convergenza puntuale

e uniforme per le successioni di funzioni e di convergenza puntuale, assolu-

ta, uniforme e totale per le serie di funzioni complesse, basta utilizzare il
modulo al posto del valore assoluto. Per lo studio delle funzioni olomorfe é

fondamentale lo studio delle serie di potenze in campo complesso.

Definizione 3.2.1 (serie di potenze in C). Sia (ay)ren, una successione di

numeri complessi e sia zy € C. La serie

—+o00
Z ar(z — 2)"
k=0

si dice serie di potenze con coefficienti ai e di punto iniziale zg.

(3.4)
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Si definisce il raggio di convergenza p di (3.4) come segue:

+oo
p = sup {r € [0, 4+o00[ : Z lag|r* < —I—oo}

k=0
Come nel caso reale p € [0, +00]. Vale il seguente teorema.

Teorema 3.2.2 (Proprieta delle serie di potenze in C). Data la serie di
potenze (3.4) di raggio di convergenza p € [0, +00] valgono:

(i) se p =0 allora la serie (3.4) converge solo per z = zy;

(i1) se p = +o0 allora la serie (3.4) converge assolutamente per ogni z € C
e converge totalmente in ogni disco B.(2o);

(11i) se 0 < p < +oo allora la serie (3.4) converge assolutamente per ogni
z € B,(2) (disco di convergenza), converge totalmente in ogni intorno
chiuso di zy contenuto in B,(z) e non converge per alcuno z tale che
‘Z - ZO‘ > p;

(iv) posto | :=limsup +/|ax|, si ha p = 1/1, con le convenzioni che se l =0

k—+o00
allora p = +00 e se l = 400 allora p = 0. Da questa formula segue che

anche la serie deriwata di (5.4) ha raggio di convergenza p.

a
Osserviamo che, se a; # 0 per ogni k € N ed esiste lim 11 = [, allora

k—4oc0 |ak|
il raggio di convergenza della serie (3.4) ¢ p = 1/1 (con la usuale convenzione).

3.3 Teorema di Taylor. Teorema di convergen-
za di Weierstrass. Olomorfia della somma
di una serie di potenze nel disco aperto di
convergenza

Definizione 3.3.1 (funzione analitica). Sia f : @ C C — C; f si dice
analitica in € se:

Vel dR>0 e 4 (Ck)kENo t.c.
+oo

Br(z) CQ e f(z)= ch(z — %)V z € Br(z).
k=0
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QQuindi una funzione € analitica se si pud esprimere localmente come
somma di una serie di potenze.

Teorema 3.3.2 (di Taylor). Sia f € H(Q2). Allora f ¢ analitica in Q e per
ogni Br(z0) C Q si ha:

“+oo

FQ) =" el(¢—2)* V¢ € Ba(z)

k=0

dove:

1 (k)
ck:—,/ f(z)k 1dz:f (20) vV k € Ny.
270 J 4 0B p(z) (2 — 20)FF k!

Dimostrazione. Per 2.8.4 risulta:

2 f(2)
f(C) LaBR(zo) C dZ VC & BR<20).

- 21

S ) 7) CE
i G- -C-m) -2, = 835)

Poiché z € 0Bg(2), si ha |z — 2| = R; inoltre |( — zo| < R, percio:

¢ — 20

zZ— 20

<1

Dunque, tornando alla (3.5), riconosciamo nel secondo fattore all’ultimo
membro la somma della serie geometrica (nella variabile z)

+ k
i (C - Zo)

=0 zZ— 20

Sostituendo in (3.5) otteniamo la rappresentazione in serie di potenze del

1 B 1 +00 C_ZO k
Z—C_ Z(Z—Zo)

Z — 20 0

nucleo di Cauchy:

1 fi2) 1 f2) KR (¢— 2\

z0) 7 T C +0BR(z0) ©
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Sia ora
¢ — 20

Z— 20

h:=

Allora, per il Teorema del Weierstrass applicato a | f| sul compatto 0Bg(zp):

1) = (C=20\"] - /)RS LS
Z—ZOZ<Z—ZO> = R ;hk§<zeg%i>(<zo)|f(z)|)ﬁ~;h

k=0
La serie integranda ¢ dominata da una serie numerica convergente: per il

criterio di Weierstrass essa € totalmente e quindi uniformemente convergente
rispetto a z e si puo integrare per serie. Ne segue che:

f(¢) = 271 — /H’?BR(Z()) 2— 2 (z— 2)F dz =
B +oo 1 f(Z) g
- k=0 |:(2_7TZ LaBR(ZO) m dz) (C - ZO) } =
+o00 (k)
— f k('ZO) (C . Z())k’
k=0 '
per il teorema 3.1.3. .

Proposizione 3.3.3. Se D ¢ un dominio regolare e f € C°(OD), la funzione
definita da:

1 .
1€ =5 [ I veen
+
¢ olomorfa in D.
Dimostrazione. Segue da 2.8.5 e da 3.1.2. ]

Teorema 3.3.4 (di convergenza di Weierstrass). Sia (f,,)nen una successione
di funzioni olomorfe in Q. Supponiamo che per ogni dominio regolare D C 2
risulti f, = f su D. Allora f € H(Q).

Dimostrazione. Sia D C €2 un dominio regolare. Per il Teorema di rappre-
sentazione integrale di Cauchy applicato a ciascuna f,, si ha:

0= [ 2

27 Jyap 2 ¢

V(e D VneN.
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Ora, su 0D C D, si ha f, = f (continua), percid é possibile effettuare il
passaggio al limite sotto il segno di integrale:

o 1 fa(2) _ 1 i fu(2) =
f(C)_nETOOQ_’/TZ[raDZ_CdZ_Tm +8Dnl~l>r+nooz— dz=

) o

_QWiZFaDZ—CdZ v¢eD.

o

Dalla proposizione 3.3.3, f € H(D) e dunque, per 'arbitrarieta di D, f €
H(Q). O

Teorema 3.3.5 (olomorfia della (funzione) somma di una serie di potenze
nel disco aperto di convergenza). Sia zo € C e poniamo:

400

S(z) = Zak(z — z)F

k=0

Sia p il raggio di convergenza positivo (incluso p = +oc) della serie. Allora:
(i) S(z) é olomorfa nel disco aperto di convergenza B,(2);

(i) gli ar sono i coefficienti della serie di Taylor di punto iniziale zy di
S(z) in quanto:
S(’“)(zo)

ap = ol VEk € Np.

Dimostrazione. Consideriamo, per ogni n € Ny:

Sn(z) = Z ar(z — z)*.

Sy (2) € un polinomio in z, dunque é una funzione olomorfa. Sia ora 0 < R <

p; allora la successione (S, )nen, converge totalmente, quindi uniformemente,

a Sin Br(z). Poiché S(z) = lim S,(2), per il Teorema di Weierstrass 3.3.4
n—-+00

S(z) é olomorfa in B,(zp). Resta cosi provata (i). Si ha, per z € B,(2):

+oo
S'(z) = Z ann(z — z)" !
n=1

+o0
SHW(z) = Z apn(n —1)---(n—k+1)(z — z)" "~

n=k
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Dunque:
(k)
SM(2) = axk! = ay = k('Zo)

Percio:

+0o0o

S(k)(zo)
S( - Z L) (Z — & )k7

k=0

e questo prova (ii). O

Dai teoremi 3.3.2 e 3.3.5 segue che una funzione risulta olomorfa se e solo
se essa ¢ analitica.

Diamo ora gli sviluppi in serie di Taylor (di M¢Laurin) di alcune funzioni
elementari nel campo complesso.

1. Funzione esponenziale:

+oo

ez:Z% VzeC
k=0

2. Funzione seno:

+0o i 52k+1
sin z = R — VzeC
S e
3. Funzione coseno:
“+o0 i ZQk
cos z—kzzo(—l) )] VzeC

4. Funzione seno iperbolico:

+oo 5 2k+1
sinh z = % m Yz € C

5. Funzione coseno iperbolico:

+oo
22k

coshz:Z@k)! VzeC
k=0
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6. Serie geometrica:

+00
1
= sz Viz| <1
k=0

1-z
7.
1 =
s d(=1kF V<1
k=0
8.
1 f k 2k
5= (—1)"z Viz| <1
142 o
9.
+oo i st
L 1 = -1 Vizl <1
og (1+2) =Y (-1)'— V|2
k=0
10. Funzione logaritmo principale di z:
oo k+1
—1
Log z = Z(—l)’“% Y]z —1] <1

k=0

Proposizione 3.3.6 (disuguaglianza di Cauchy per le derivate di una funzio-
ne olomorfa). Siano f € H(Q), 2o € Q e Br(z) C Q. Allora esiste Mr > 0
tale che:

k!
£ (20)] < i MR.
Dimostrazione. Sia D := Br(z). Risulta, per 3.1.3:

(k) _k‘! f(z) 2
fH(0) /+5D—(z dz  VkeNy,V(eD

T o — (k1
Per ¢ = z:
k! f(2)
(k) _ _ S g
P = g0 | g
da cui: L )
(k) < UAET
O < o [
Poiché |f| é continua sul compatto 0D, esiste ‘ ma|xR |f(2)]; percio:
z—zo|=
k! 1
k
79l < 5 ( max 7)) g 20
Semplificando e ponendo My := max |f(z)| otteniamo la tesi. O

|z—z0|=R
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3.4 Prodotto e divisione di serie di potenze

1. Serie di potenze del prodotto di due funzioni olomorfe
Siano f; € H(B,,(0)) e fo» € H(B,,(0)). Rappresentiamo localmente le

funzioni f; e fs rispettivamente con le serie di potenze

+oo +o00
E akzk, E 2"
k=0 k=0

Il prodotto f; - fo localmente (nel disco aperto piu piccolo) puo essere
rappresentato dalla serie di potenze:

400

E Cka,

k=0
dove i ¢, sono dati da:

(f1- f2)™(0)
k! '

C —
Osserviamo che

k

G196 = X (D) 10086

v=0

(per la formula di Leibniz per le derivate successive del prodotto di
funzioni). Poiché:

(k) = L| e fIN0) = ay,  FETVN0) = (k=) by

v vk —v)
segue che:
k
k! 1
= " lea (k=) R
Che ;M(k’—y)! viea, - (k—v)l-bg, o

k
= Z aybi_, = agby, + a1bp—1 + ... + apbg
v=0
cioé i ¢ sono i coefficienti del prodotto secondo Cauchy delle due serie
iniziali. Quindi la serie di potenze che rappresenta localmente il pro-
dotto fi - fo & data dal prodotto secondo Cauchy delle serie di potenze
che rappresentano localmente f; e fo rispettivamente.
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2. Divisione di serie di potenze
Siano
k
ag+ a2+ ...+apz” + ...

con raggio di convergenza ry e
bo+biz+ ...+ b2 4 ... (3.6)

con raggio di convergenza ry. Supponiamo by # 0. Allora esiste r3 > 0
tale che, per |z| < r3, convergono entrambe le serie e la serie (3.6) non
ha zeri in questo disco. Infatti, sia zp uno zero di (3.6) con distanza
minima dall’origine; definiamo:

73 = min {r1, 2, [20]} -
Tale r3 soddisfa le richieste. Consideriamo ora

ao—l—alz—i—agzz—f—...
f(z) = 3
bo+b12+b22 + ...

v ‘Z| <7Ts3.

f € H(B,,(0)); percio esiste (cx)ren, C C tale che f(z) puo essere
espressa localmente con la serie:

+oo
k _ 2
CLz” =cCyp+cCcr1z+coz" 4. ...
k=0
Un modo per ottenere i coefficienti ¢; (pit realisticamente, i primi
coefficienti ¢) ¢ di scrivere:

ap+ a1z + a2’ + . ..
b0+b12+b222—|—...

:co+clz—|—02z2+...
da cui:
(co+crz+caz® 4+ .. )(bg+biz4+byz® +..) =ag+arz +az® +....

Perciod per trovare i coefficienti ¢;, andra risolto il sistema:

[ cobo = ag
Cobl + Clbo = ai
coby + 101 + by = ay VEkeN,

\ Cobk + Clbk—l + ...+ Ckbo = Qf
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3. (Sviluppo in serie di Taylor della funzione tangente). Consideriamo la

funzione .
sin z T
tanz = .zl < =
Cos z 2
Per trovare i coefficienti ¢, di tan z eguagliamo:
23 N 2° N
31 "5l 7T
3é 5;1 =ctecztet... |z <=
1 z z 2
— 3 + a0 +

Impostiamo e risolviamo il sistema (con ay e by coefficienti delle serie

di Taylor rispettivamente di sin z e cos z):
/ ¢

COZO COZO
C1:1 C1:1
CQ—O 0220

1 1 1
Gy = =3
C4—0 C4:O

1 1 1 2
Cs — — +— = — Cy = —

314l 5! 15

\ \

Osseviamo che i cgp sono nulli, essendo tan z funzione dispari. In

definitiva:
tanz:z+lz3—|—£z5+--- V|z|<z.
3 15 2
4. Consideriamo la funzione
T
cos z’ 12l < 2
e calcoliamone i coefficienti ¢; della serie di Taylor a partire da:
) 2 A m
(co+ 12+ oz +...)(1—§—|—Z+...): L, 2| < 7
da cui il sistema:
(=1 (=1
cp =0 cp =0
1
—i + Cy = 0 N Cy = 5
c3=0 c3=0
1 1 1 5
1 g ta=o “=o
\ \
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Notiamo che i cox41 sono nulli, poiché la funzione € pari. In definitiva:

1 1 )
=1+ =22+ 2"+ ‘v’|z|<g.

cosz 21 4]



