CAPITOLO 6

Spazi di Hilbert (reali)

6.1 Spazidi Hilbert (reali)

Sia H uno spazio vettoriale reale.
Un prodotto scalare su H € un funzionale reale (- |- ) : HxH — Rbilineare simmetrico
e definito positivo (i.e. (uju) >0 VYu € He (ulu) >0 Vue H\{0}).

Un prodotto scalare verifica la

Disuguaglianza di Cauchy-Schwarz:

[(uv)| < (ulu)? (v]v)?  Yu,v e H.

A partire dal prodotto scalare su H possiamo definire la seguente norma (come si
verifica facilmente tenuto conto, per la proprieta triangolare, della disuguaglianza
di Cauchy-Schwarz),

lulg == (ulw)?  VueH

detta norma di Hilbert (in quanto associata a un prodotto scalare).

Osservazione. La disuguaglianza di Cauchy-Schwarz implica che, fissato v € H, il
funzionale u € H — (ulv) € R & lipschitziano di costante |v|.

Ricordiamo anche la
Identita del parallelogramma:

2 2

u+v
2

U—v
2

H

(Jul? + [v|F) Vu,v € H.

|~

H
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H si dice spazio di Hilbert (reale) se € uno spazio vettoriale reale munito di un
prodotto scalare, completo rispetto alla norma di Hilbert | - | 5.

Esempi.
e Per L%(Q) munito del prodotto scalare
(ulv), = / u(z)v(x) dCN (z) Yu,v € L*(Q)
Q
si ha .
[ully = (ulu); -
(L%(%2),]||) & uno spazio di Hilbert.

e Per W12(Q) (cfr. Capitolo 7) munito del prodotto scalare

N/ ou | dv
(ulo)yy = (ufo)y + ( )
1,2 2 ; (’)xl (’)xl 2

= / u(z)v(zx) dﬁN(z) N / Vu(z) - Vo(z) dLN(x) Vu,0 € WH2(Q)
Q Q

si ha )
2 2\ 2 3
el o = (lall3 + 19al3)” = ()i,

(WLQ(Q), ||-H1_’2) & uno spazio di Hilbert.

e Ovviamente anche W, "*(2) & uno spazio di Hilbert, e se Q & limitato, in W, *(Q)
si puo assumere come prodotto scalare (tenuto conto della disuguaglianza di
Poincaré, Teorema 7.4.1 e Corollario 7.4.2)

N
ou
> (g

i=1

@) _ Vu(z) - Vo(r) dEN(w) Yu,v € W01a2(Q) .
8%— 2 Q

6.2 Proiezione su un convesso chiuso

Teorema 6.2.1. (Teorema della proiezione (su un convesso, chiuso, non vuoto di uno

spazio di Hilbert))

Sia (H, |-|;;) uno spazio di Hilbert; sia K C H convesso, chiuso e non vuoto. Allora
VfeH 3Fu=uyeK:

[ = uly = min|f = vl (= d(f.K) )
Inoltre u é caratterizzato dalla seguente proprieta:

uec K
2)
(f—ulv—u)<0 VvekK.
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Figura 6.1: Proiezione su un convesso chiuso

Dimostrazione. Esistenza.
Sia
d:= inf |f —v|H.
nf |f — |

Per le proprieta dell’estremo inferiore esiste (v,,) C K tale che

dp = |f —vplg —— d
n—+oo

(i.e. 3(vn) C K successione “minimizzante” per |f — | ;).
Postou = f — v, ev = f — v, nell'identita del parallelogramma, si ha

2

+
H

2
Un + Um

2

Um — Un

2

(lf - Unl%l + |f - Umﬁl)

H

N =

1

e quindi

2 2

Um — Un

2

Un + Um
2

H

N =

(1 = vals +1f — vml%) - ‘f

s 1. N . Up + v .1
Poiché v,,, v, € K e K & convesso, risulta % € K e quindi

‘f_vn—i—vm’ = d
2 H
Pertanto )
OS Um Un, Sl(d%“rd?n)—dQ
2 g 2
e quindi

H
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Dunque la successione (v,,) C K e di Cauchyin H.

Poiché H & completo e K e chiuso, esiste u = uy € K tale che |v,, — u|,, —+> 0.
n— o

Osservato che
d< |f_u|H < |f_Un|H+|Un_U|Ha

passando al limite per n — +oo risulta
|lf —uly =d.

Si &€ dunque provata l'esistenza.

Proviamo adesso 'equivalenza: (2) < (1).
(2) = (1) Siav € K. Peril teorema di Carnot “generalizzato” si ha
|f —ulfy + v —ulfy = 2(f —ulo —u) = |f —vl}
e quindi, ricordando che per ipotesi (f — u|v —u) <0,
|f —ulty = |f —olf = 2(f —uv —u) = Jv—ulf; <O

da cui
|f*’u|H§|f*U|H Yve K.

(1) = (2) Siav € K. Posto
w=(1-tu+tv=u+t(v—u) t €]0,1],
sihaw € K e per ipotesi
|f —ula <|f —wla = |(f —u) = t(v —u)ly,

da cui
|f —ulsy <If —ulf + v — ulfy — 26(f — ulv —u)

e quindi
2(f —ulv —u) < tlv —ul%.

Passando al limite per ¢ — 0% risulta
(f —ujv—u) <0.

Resta da provare |'unicita.
Siano uy, us € K tali che

Vv e K.

In particolare

<0
(f—u2|u1 7’[1,2) S 0

)

{(fU1|U2 —uy)
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da cui
(f—u1|u2 7’[141) S 0
(ug — flug —u1) <0
e quindi
0 S (’UJ27U1|U27U1) S 0,
cioe

Uy = ug. U

Definizione 6.2.2. Nelle ipotesi del teorema precedente definiamo I'operatore “pro-
iezione su K”

Py : H—-K
fe=Pr(f)=u (proiezione di f su K)

dove u e 'unico elemento di K tale che

|f_U|H :11}21}(1|f—v|H.

Corollario 6.2.3. Sia(H,| - |x) uno spazio di Hilbert, M un suo sottospazio vettoriale chiuso
esia f € H; allorau = Py (f) é caratterizzato da

ueM
3)
(f—ulp)=0VYveM (e (f—u)L M,ovverof —u eortogonaleaM).

Dimostrazione. Proviamo 'equivalenza: (3) < (2).
(3) = (2) Poiché u € M risulta

(f—ulv—u)=0 Vove M.

(2) = (3) Dall'ipotesi segue che
(f—uldw—u)<0 VYveM, VIeR

pertanto
A f —ulv) < (f — ulu) Yoe M, VAeR
e quindi
(f—ulv)=0 Voe M. O
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6.3 Duale di uno spazio di Hilbert. Teorema di rappre-
sentazione di Riesz-Fréchet
Indichiamo con H’ il duale (topologico) di H (i.e. lo spazio dei funzionali lineari e

continui su H). Sussiste il seguente fondamentale teorema che asserisce 'esistenza
di un isomorfismo isometrico tra H e H'.

Teorema 6.3.1. (Teorema di rappresentazione (di Riesz-Fréchet))
Sia (H,| - |m) uno spazio di Hilbert; allora

Voe H FugeH : o) = (ugplv) VveH,

inoltre si ha

o(v

fuoler = gl | = sup 12
vEH |U|H
v#£0

Dimostrazione. Sia ¢ € H'. Poniamo

M :=¢~" ({0}).

M e un sottospazio chiuso di H (sottospazio perché nucleo di ¢ lineare, e chiuso
perché immagine inversa, tramite ¢ continuo, del chiuso {0}).
Se M = H, risulta ¢ = 0 e quindi basta prendere u, = 0y per conseguire la tesi.

Supponiamo dunque M & H esia go € H \ M. Per il corollario precedente esiste

g1 = Pu(go) € M tale che

(9o — g1]lw) =0 Ywe M.

Proviamo che
@ 3ge¢M: |glu=1 (glw)=0 VweM.
Sia
_ go — g1
|90 — g1l

Sihalglg =1,9 ¢ M (seg € M allora go = g|go — 91|z + g1 € M, che & assurdo) ed
inoltre

— 1
(glw) = (M‘w) = —— (go—q|w)=0 Vwe M.
|90*91|H |90*91|

Siav € H e proviamo che

(ii) v puo essere decomposto nel seguente modo:

v=Ag+w conNeR, weM (quindiH:MLGBM).
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Basta porre
A= M wi=v— M
¢(g)’ ¢(9)
$(v)
(ossermamo che w € M perché ¢(w) = ¢(v) — @qﬁ( )= 0)
Ora
0 N (L ]ew) O
(olo) = ( ‘ (9’ > - (g‘qﬁ(g)g) o) =599
per cui, posto us = ¢(g)g, siha
¢(v) = (¢(9)glv) = (uglv) ~ Vve H.

Si e dunque provata 'esistenza.
Per provare I'unicita, siano uy, us € H tali che

d(v) = (u1|v) Yve H
o(v) = (u2|v) Vv e H.

Allora
(urlv) = (uso) =0V
pertanto
(ug —uslv) =0 Vo
e in particolare
(u1 — U2|U1 — UQ)
da cui
Uy = ua.

Resta da provare che
lugla = ll¢lla

dove

NGOl

H(b”H' - S | |

Poiché

v e H,

eH

=0,

¢(v) = (uglv) Vv eH,

dalla diseguaglianza di Cauchy-Schwarz si ha

6(0)] = [(ug|0)| < ug|m - [v]a

Pertanto
lp(v)]

[v|m

da cui segue che

#(v)]

< |uglm Vv e H,

Vv e H.

v#0

Ml = sup <|uglm -
cH |'U|H

U#O

¢(v)
o(g)

|9|H =

¢(v)
o(g)’
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Osservato, inoltre, che preso v = ug, siha ¢(ug) = (ug|ue) € quindi

lb(ug)| = |ug|7

ovvero, osservato che |ug|g # 0,

|(ug)|

o = [ugla

luglm

ne segue evidentemente la tesi. O

6.4 Teoremi di Stampacchia e di Lax-Milgram

Definizione 6.4.1. Sia (H, |- |x) uno spazio di Hilbert reale.
Un funzionale bilineare

a(u,v): Hx H— R
si dice
(i) continuo se esiste o > 0 tale che

la(u, v)| < alulg - |v|a Yu,v € H,

(ii) coercitivo se esiste 5 > 0 tale che

alu,u) > Blul% Yue H.

Teorema 6.4.2. (Teorema di Stampacchia)

Sia (H, |- |g) uno spazio di Hilbert reale; a(u,v) : H x H — R un funzionale
bilineare, continuo e coercitivo. Sia K un convesso chiuso non vuoto di H.

Allora

Vo e H Juy, €K tec. (v —ugp) —al(ug,v—1uy) <0  VYoekK.
Inoltre, se a(u, v) e simmetrico, allora v e caratterizzato dalla proprieta
Ugp € K

ug minimizza $a(v,v) — ¢(v) Yo €K

<cioé % a (ug, tg) — ¢(ug) = min { %a(v, v) — ¢(v)}>.

veK

Procedendo come nella dimostrazione del Corollario 6.2.3, dal Teorema 6.4.2 segue
il seguente risultato.
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Corollario 6.4.3. (Teorema di Lax-Milgram)

Sia (H, |- |g) uno spazio di Hilbert reale; a(u,v) : H x H — R un funzionale
bilineare, continuo e coercitivo.

Allora

V¢ e H Juy € H tec. p(v) =a(ugy,v) YveH

erisulta
lugla < B~ 1]l -

Inoltre, se a(u,v) e simmetrico, allorauy e caratterizzato dalla proprieta
Ugp € H

uy minimizza a(v,v) — p(v) Yo € H

<cioé % a (ug, ) — (ug) = min {%a(v, v) — gb(v)}) .

veH






