CAPITOLO 6

Lagrangiane nulle

In questo capitolo studiamo particolari sistemi di equazioni alle derivate
parziali non lineari per i quali ogni funzione regolare & una soluzione.

6.1. Definizione e proprieta.

DEFINIZIONE 6.1.1. La funzione F(x,u(z), Vu(z)), F : Q@ x RN x R™*N —
R, si dice LAGRANGIANA NULLA se il sistema di equazioni di Eulero (2.23)

—Dq Fyi (2,u(x), Vu(z)) + Fyi (z,u(z), Vu(z)) =0 in Q (i=1,...,N)
& soddisfatto da ogni funzione u € C2(Q,RY).
OSSERVAZIONE 6.1.2. L’importanza delle Lagrangiane nulle risiede nel fatto
che la corrispondente energia F [u] = / F(x,u(x), Vu(z)) dx dipende solo
dalle condizioni al contorno. .

TEOREMA 6.1.3 (LAGRANGIANE NULLE E CONDIZIONI AL CONTORNO).

Sia F una Lagrangiana nulla. Siano u e v € C*(Q,RY) tali che u = v su
o0. Allora Flu] = Fv].

DiM. Poniamo G(7) := Flru+ (1 — 7)v] con 7 € [0,1] e
z:=7u+ (1 — 7)v. Risulta

G'(r) = /Q [Fpg (x,z,Vz)(u;u — v;u) + F.i(x, 2, Vz)(u' — vz)] dx

= / [—Dang (z,2,V2) 4+ Foi(2,2,V2)] (u' —v") dz = 0.
Q

L’ultima uguaglianza segue dal fatto che z & soluzione del sistema di Eulero,
in quanto per ipotesi F' & una Lagrangiana nulla.

Osservato che G'(7) = 0 con 7 € [0, 1] implica G(7) = cost per ogni 7 € [0, 1]
e quindi, in particolare, G(1) = G(0), abbiamo

/F(x,u(x),Vu(w)) doe = / F(z,v(z), Vu(x)) dx
Q Q
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cioe Flu] = Flv]. O
Nel caso scalare (N = 1) le sole Lagrangiane nulle sono quelle F(x,u,p)

lineari nella variabile p.
Nel caso dei sistemi (N > 1), tuttavia, ci sono esempi importanti.

Notazione: Sia p una matrice n x n; denotiamo con cof p la matrice dei
cofattori di p, il cui elemento (i,)—esimo & (cof p)!, = (—1)"** det(p),,

dove det(p)?, & il determinante della matrice (n — 1) x (n — 1) ottenuta da

p elimando la ¢—esima riga e la a—esima colonna.

Il lemma successivo esprime una proprieta analitica dei cofattori della ma-
trice Jacobiana di una funzione regolare.

LEMMA 6.1.4 (RIGHE A DIVERGENZA NULLA).
Siau: Q CR™ - R" di classe C? (Q,R™). Allora

Dy (cof Vu)!, =0 in Q (i=1,...,n). (6.54)

Dim.

1. Sia p € R™*"; risulta:

detp ="y (1) pi det (p),, = > pl (cof p),,,
1=1 ]

i=1
e quindi
(detp) dap = zn:pfl (cofp)g (o, B=1,...,n). (6.55)
i=1
Cosi in particolare
agzgp = (COfp);— (i,7=1,...,n). (6.56)

2. Posto ora p = Vu in (6.55), abbiamo

(det Vu) 045 = Zu;a (cofVu)% (a,6=1,...,n);

=1
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differenziamo rispetto a x5 ambo i membri:

((det Vu) (5a,3)m = i ((det Vu) 5aﬁ) o Uij zg

= ug,
1,7=1 Ty

per (6.56) Z (cof Vu); u;j - da B

ij=1

(§]

(Z U;a (COf VU)'ZB> - Z u;a zp (COf VU)TB + Z uiﬂ (COf Vu)iﬁ’mﬁ.
i=1 =1 =1

s
Sommando su § = 1,...,n abbiamo

n

Z o g (cof Vu)} uij op = Z [u;a - (cof Vu)zﬁ + ui,a (cof Vu)%’mﬂ}
i,,8=1 i,6=1

per a =1,...,n. Quindi

n n

Soub [ D (cof Vu)h,, | =0 (a=1,...,n). (6.57)

i=1 B=1

3. Se det Vu(xo) # 0, deduciamo da (6.57) che

n

Z(cof Vu)iﬂwﬁ =0 (i=1,...,n) in xo.

B=1

Se invece det Vu(xzg) = 0, sia ¢ > 0 sufficientemente piccolo tale che
det(Vu(zg) + eI) # 0, e applichiamo i passi 1.-3. a @ := u + ex; poi
per € — 07 segue la tesi. O

TEOREMA 6.1.5 (DETERMINANTI E LAGRANGIANE NULLE).
La Lagrangiana (funzione determinante) F(p) = detp, con p € R"*™ ¢ una
Lagrangiana nulla.

DiM. Proviamo che per ogni u € C?(2,R") si ha

Dy Fyi (Vu(r)) =0 in Q (i=1,...,n).

Poiché F; (p) = (cof p);, (i,a =1,...,n) (cfr. (6.56)), per il lemma 6.1.4
si ha

DoFyi (Vu(x)) = Dy (cof Vu(z)),, =0 in Q (i=1,...,n).
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6.2. Debole continuita dei determinanti.
Applicazione a funzionali policonvessi.

Vi sono interessanti sistemi, sia dal punto di vista matematico sia fisico, che
vogliamo ora studiare nell’ambito del Calcolo delle Variazioni, e che hanno
come energia una Lagrangiana policonvessa.

TEOREMA 6.2.1 (DEBOLE CONTINUITA DEI DETERMINANTI).
Siano 2 C R™ aperto limitato con frontiera lipschitziana.

(i) Sen <m < oo,
up — u in WE(Q,R") = det Vauy, — det Vu in L™ (Q).
(il) Sem = oo,

up, — win WH(Q,R™) = det Vuy — det Vu in L=(9).

DiM. Ci limitiamo a provare il caso (i), poiché per il caso (ii) la dimostra-
zione ¢ analoga.

1. Ricordiamo innanzitutto che se p € R™*™ vale

detp:prl(cofp)i (i=1,---,n).

a=1
2. Sia ora w € C*®°(Q,R"), w = (wh,w?, -+ ,w"). Allora
det Vw = Zw (cof V), (i=1,---,n), (6.58)

e tenuto conto della (6.54) del lemma 6.1.4, (6.58) diventa
n
det Vw = Z D, (wz (cof Vw)ié) (t=1,---,n), (6.59)
a=1

cioe, il determinante della matrice gradiente puo scriversi come una
divergenza.
Allora, da (6.59), se p € C5°(2) si ha

/cpdetidzf Z/%” cowa) x (i=1,---,n). (6.60)

3. Abbiamo stabilito I'identita (6.60) per w € C*°(€2,R™); allora, con un
procedimento di approssimazione abbiamo anche per ogni h € N:

/ ¢ det Vuy, doe = — Z/ O, U (cof Vuh)i de (i=1,---,n). (6.61)
Q e
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Ora poiché n < m e up — u in WH™(Q,R"), la successione {uy,}, per
I'immersione continua di Morrey 1.3.5(iii), risulta essere limitata in
C%1=% (Q,R™). Per il criterio di compattezza di Ascoli-Arzela 1.3.13,
deduciamo che u;, = u in €.

Dall’identita (6.61) potremo concludere che

hlirf ¢ detVupde = — Z/ ©x,, u’ (cof Vu)la dr (6.62)
— T 00 O a—1 0

= /godetVudx,
Q

se proviamo che

lim / ¥ (cof Vuy)!, dz = / ¥ (cof Vu)!, dx (6.63)
Q Q

h—+o00

peri,a=1,---,n e per ogni ¢ € C§°(Q).

Per questo basta osservare che (cof Vuy,)!, ¢ il determinante di una
matrice (n — 1) x (n— 1), che puo essere analizzata come prima poten-
dosi scrivere come somma di determinanti di appropriate sottomatrici
(n —2) x (n — 2), per fattori uniformemente convergenti. Possiamo
continuare e mostrare cosi I'ovvio fatto che gli elementi delle matrici
Vuy, convergono debolmente ai corrispondenti elementi della matrice
V.

In questo modo & verificata la (6.63), e quindi la validita della (6.62).
. Infine, poiché {uy} & limitata in WH™(Q,R") e |det Vuy| < ¢|Vup|?,
ne segue che la successione {det Vuy} & limitata in L™ (Q).

Quindi ogni sottosuccessione ha una sottosuccessione debolmente con-
vergente in L™ (), che, per la (6.62), puo solo convergere al det Vu.

O

Utilizziamo il teorema 6.2.1 per provare un risultato di debole semicontinuita
inferiore analogo al teorema 3.3.1, assumendo che la funzione F' sia una
particolare Lagrangiana policonvessa (cfr. Definizione 5.1.13).

Sian = N.

TEOREMA 6.2.2 (SEQUENZIALE DEBOLE SEMICONTINUITA INFERIORE PER
FUNZIONALI POLICONVESSI).

Sia Q C R"™ aperto limitato. Sia n < m < oo. Supponiamo che la
Lagrangiana L : Q@ x R™ x R™™ x R — R sia tale che, posto r := det p,

(i) L(z,u,p,7), Ly(x,u,p,7) e L.(z,u,p,7) sono continue;
(ii) L ¢ limitata inferiormente;
(iii) per ogni fissato x € Q, u € R™ la funzione (p,r) — L(z,u,p,7) €

convessa (cioé F(x,u,p) = L(xz,u,p,r) & policonvessa).
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Allora il funzionale
Flu] = / F(z,u(z), Vu(z)) dr = / L(z,u(z), Vu(z), det Vu(z)) dz
Q Q

¢ seq. deb. s.c.i. in WH™(Q,R").

DiM. Sia {us} una successione tale che uj, — u in W™ (Q,R"). Allora,
per il teorema 6.2.1(i), det Vauy, — det Vau in L™ (£2).

Possiamo ora argomentare quasi esattamente come nella dimostrazione del
teorema 3.3.1.

Infatti sia Q' CcC Q con 09 lipschitziana. Per il teorema di Rellich-
Kondrachov 1.3.16 possiamo assumere che, a meno di estratte, up, — u
in L'(Q',R") e quindi anche uj, — u q.o. in .

Fissato € > 0, esiste un compatto K. C ' tale che |V — K| <eceup, = u
in K. (per il teorema di Severini-Egorov 1.1.14), u e Vu sono continue in K,
(per il teorema di Lusin 1.1.15); inoltre, per il teorema di assoluta continuita
dell’integrale di Lebesgue, segue che

/ L(z,u(z), Vu(z),det Vu(z)) de > / L(z,u(x), Vu(x),det Vu(z)) de—e¢.
K. ’
Inoltre per (iii)

/K L(x,up(x), Vup(x), det Vuy, (z)) de >

/K L(z, up(z), Vu(x), det Vu(z)) dz
+ /K [Ly (z, up(z), Vu(x), det Vu(z))] - (Vup(z) — Vu(z)) dz
+ /K [Ly (x,up(z), Vu(z), det Vu(x))] - (det Vuy (z) — det Vu(z)) dz.

Ragionando come nella dimostrazione del teorema 3.3.1, da up — wu in
Whm(Q,R™) e det Vuy, — det Vu in L% (Q), deduciamo che il limite per
h — +oo degli ultimi due termini e zero. Ne segue la tesi. O

Con argomentazioni simili a quelle del teorema 3.3.2 possiamo provare il
seguente risultato di esistenza.

TEOREMA 6.2.3 (ESISTENZA DEI MINIMI PER FUNZIONALI POLICONVES-
SI).

Sian < m < oco; supponiamo che Flu] = / L(z,u(x), Vu(x),det Vu(z)) dx
)

¢
sia seq. deb. s.c.i. in W1 ™(Q,R™) e che la Lagrangiana F(z,u,p) = L(z,u,p,r)
(con r = detp) soddisfi la condizione di coercivita (i) del teorema 3.3.2.
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Allora esiste il minimo di
Flu] = / L(z,u(x), Vu(x),det Vu(z)) d
Q

nella classe
A, = {u e WLM(QRY), u—pe Wol*m(Q,R”)}
per ogni p € WH™(QR™) con Flp] < +00.

APPLICAZIONE (ELASTICITA NON LINEARE PER CORPI INCOMPRIMIBILI).
Sia n = 3. Consideriamo un corpo elastico che ha inizialmente la configu-
razione di riferimento €.

Sia u(x) = (ul(z1, xe, x3), u?(21, T2, ¥3), u> (71, T2, 23)) lo spostamento di Q
e supponiamo che il corpo elastico sia incomprimibile, cioe

det Vu = 1.

Consideriamo il problema di minimizzare I'energia elastica
Flu] :== / F(z,Vu(z))der = / L(z,Vu(z),det Vu(x)) do
Q Q
nella classe
A, = {u e W™ (Q,R3), u— e WE™(Q,R?), detVu=1 q.o.}

per m > 3, assegnata o € WH™(Q,R3).

TEOREMA 6.2.4 (MINIMI CON VINCOLO SUL DETERMINANTE).

Supponiamo che la  Lagrangiana F(x,p) = L(z,p,r) sia di classe C* e
che per ogni fissato x € Q la funzione (p,r) — L(xz,p,r) sia convessa.
Supponiamo inoltre che L soddisfi la condizione di coercivita (i) di 3.3.2.

Allora esiste il minimo di Flu] = / L(z,Vu(z),det Vu(x)) do
Q

nella classe A,.

DiM. Selezioniamo una successione minimizzante in A, con Up; — u in
Whm(Q,R3). Poiché, per il teorema 6.2.2,

resta solo da provare che u € A,.

Per il teorema 6.2.1
det Vuy, —detVu  in L5 (Q);
ne deduciamo che det Vu =1 q.o. . ]



