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{qi+q+l}-—INSIEMI bt TIPO (0,1,2,q+1) E OVALI NEL PIANO

D1 HALL DI ORDINE PARI qZ [ }.

e Qo
Michele CRISMALL (¢2)

2
Summary. Ovals and {(q + q + 1l)-sets of type (0,1,2,q+1) are

2 h
constructed in the Hall plane of order q , for every q=2 , h = 1,2,....

Scopo della presente Nota & di dare degli esempi - 1 primi a nostra

2
conoscenza - di (g + q + 1l)-insiemi di tipe (0,1,2,q9+1) (v.n.1) in un

piano proiettivo di ordine q e di ovalt in un piano di Hall di ordine
pari. Piu precisamente si costruiscono, in ogni piano di Hall di ordine

pari, q , due classi, una di ovali, l1'altra di insiemi del tipo suindicato.

51 osservi che si sanno costruire ovali in ogni piano di Hall di ordine

- y, 2
dispari 1_6J, nonché q -archi completi nel piano di Hall di ordine pari q ,

per ogni q # 2 [11] . Sono noti inoltre svariati esempi di ovali in piani

f.niti non desarguesiani | 5][6]]7][8] 9] [10] [13] [14] [15] [20] .

Nei piani di Galois la conoscenza delle ovali & molto piu avanzata (cfr.
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[3] , cap. 8 e relativa bibliografia) e del tutto completa in quelli di

ordine dispari, nei quali le ovali coincidono con le coniche non degeneri

2
16] . Per contro 1'esistenza di (q“+q+l)-insiemi di tipo (0,1,2,q+l) in un

2
piano di Galois di ordine q & un prcblema aperto se q # 2; se q = 2 essa

¢ assicurata dalla costruzione suindicata e dal fatto che il piano di Hall

di ordine 4 & desarguesiano (non lc &€ se q # 2, v.nota (1)).

1. Sia ® un piano proiettivo finito di ordine q e KC® un k-insieme

di n, cioé |K| = k. Denotato con t5 (s=0,1,...,9+1) il numero delle

s-secanti di K, cioe delle rette che incontrano K esattamente in s punti,

ricordiamo che per 1 numeri ts’ che diconsi caratteri del k-insieme,

valgono le relazioni seguenti [18] [19 1:

q+l 2
(1) It =q +q+1

s=0 °

g+l
(2) r st = k(g+l)

S

g§=1

q+l
(3) L s(s-1)t = k(k-1)

g=m2 S
K si dice a £ caratteri se, posto L = {s : t_# 0} si ha [L]| = & piu
precisamente, se L = {ml,mz,...,mﬁ} ed e mlc:mzq‘..{mﬂ,}( si dice di =zi-
po (ml,mz,...,mﬁl. Ad esempio, se q & pari, un'ovale di n altro non e

che un (g+2)-insieme di tipo (0,2) con t0 = ql(q-1)/2, t2 = (q+2)(qg+1)/2.
Questa definizione €& equivalente a quella di ovale come (q+2)-ar-

co, dicendosi k-arco di n ogni insieme di k punti di = tre a tre non
allineati. Ogni ovale di n - sempre se q € pari - si puo ottenere da un

(g+l)-arco di 7™ con l'aggiunta del nucleo (punto d'intersezione delle

unisecanti il (qg+l)-arco).



2
(q +q+1)-insiemi di tipo (0,1,2,q+1) ecc... 129

Sia ora q qualsiasi (pari o dispari). Ricordiamo (cfr. |1] , [12},['2] ;

10, p.224 e 14, p.234, ’d] , cap. X) che il piane affine di Hall,
di ordine q2, si puo definire assumendo come punti quelli di AG(E,qZ)

. 2
(piano affine sul campo di Galois GF(q ) di q2 elementi) e come rette:

. 2
i) le rette di AG(2,q ) aventi equazione del tipo

mx + n nEGF(qzl, mEGF(qz]\.GF(q}

Y

ii) i subpiani (di Baer) di AG(Z,qZ}:

R(a,b,c) = {(ag+ b,an+cJ[ 5,nEGF(q]} a,b,cEGF(qz), a # 0

L

51 osservi {f_ﬁ},p.ZlZ, ex 10.5) che R(a,b,c) & parallela a R(a',b',c') se e

solo se a xa, con « € GF(q).

2
Indicheremo con H(2,q ) il piano proiettivo di Hall (1) che si ottiene

c¢a quello affine con l'usuale procedimento di ampliamento; diremo rette -
di prima (seconda) categoria le rette-affini o proiettive - del tipo 1i),ii)
rispettivamente; punto all'infinito di prima (seconda) categoria invece di

punto all'infinito di una retta di prima (seconda) categoria.

Ricordiamo infine il seguente risultatc,[l?‘] § 79; con il simbolo (n,n')

s1 indica, come di consueto, 1l massimo comun divisore di due numeri interi

rn,n'.

. 2
(1) Si osservi (v. ad es. [2} pp. 233-4 oppure [-ﬂ], Teor. 10.9,p.205 che H(2,q )

€& desarguesiano se e solo se g=2.
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LEMMA 1. Se (m,q-1) = 1, ogni elemento di GF(q) ha una ed una sola

radice m-ima.

h
2. D'ora in avanti supporremo q = 2 , h = 1,2,..., e indicheremo con g
un intero positivo tale che (g,2h)=1; porremo inoltre 2%-r. Per una
proprieta di teoria dei numeri (v.ad es. [17] , p.287) si ha (r-l,qz—l} =1,

quindi, in base al lemma 1, si ha:

LEMMA 2. Ogni elemento dzi GF(qz) ha una ed una sola radice (r-1)-ima.

Sia ora meGF(g2), denotiamo con T = T(g,m) l'insieme dei punti di

2
AG(2,q ) della curva algebrica di equazione, in coordinate non omogenee di

punti (x,y),
r
y = X + mX
. 2 . . . + 2
Siano Y. , Mg € PG(2,q7) (piano proiettivo sul campo di Galois GF{(q))
rispettivamente 1 punti all'infinito dell'asse y e della retta di

equazione y= mx. Poniamo €@ = O(g,m) = Tu{Mm}, A= A(g,m) :Bu{‘fm}

e osserviamo il seguente

LEMMA 3. ©O(g,m) & un (q2+lJ—arcG, A(g,m) un'ovale di PG(Z,qz}.

Uimostrazione. E' Een noto, [1?] § 178, che a(g,0) e un'ovale di
. 2 ,
PG(2,q ), quindi rig,m) & wun qz—arca di PGtZ,qz) dato che, se
2
\
xl,xz,xSEGF[q ),



(q +q+l)-insiemi di tipo 10,1,2,q9+1) ecc... 131

r r
:n:l xl + mxl 1 :{1 ‘-:1 1
X 1 - Yo
'”={2 ‘:{2 + mx2 = }{2 }{2
r 1 oo
X X
3 3 + mxj :-:;3 :{3 r

Inoltre ogni retta di equazione

2

y = mx + n n€EGF(q )
interseca 'g,m) in un solo punto, essendo nmtoriamente,[ﬁl?]§ 78, x +—x"
: 2 .
vn automorfismo di GF{qzl. Cid prova che O(g,m) & un (q +l)-arco di

F'G{Z,qE}. Il suo nucleo & ovviamente Yo .

Si pud ora provare la

PROPOSIZIONE 1. Se meGF(q), aggregando a rNg,m) ©z g+l punti all

: : : . 2 P
infinito di seconda categoria, si ottiene un (q +q + 1)-insieme K=K(g,m)

2 .
Jd+ H(2,q) di tipo (0,1,2,q+1) e caratteri

(4) t, = (q-1)/2
(5) L= qig-1), t. = q°(q+1)/2, t . = q+l.
i 1 2 " g+l
Dimostrazione. Se w € una retta di H(2,q2] e Wep il suo punto
gll'infinito, si ha evidentemente wN K = wnNn"™ oppure wnK = {Wﬁ}u(wﬁ )

_ . . . . 2
secondo che w sia di prima o di seconda categoria. Per ciascuno dei q —-q

punti all'infinito di prima categoria passano q /2 rette (di prima categoria)

2 .
bisecanti I'fg,m) e quindi q /2 rette (di prima categoria) O-secanti
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f‘(g,m); ne segue la (4). Sia ora w di seconda categoria, w = R(a,b,c)
e P,P'ewn T'. Se le coordinate non omogenee di P,P' sono (af +b, an +c),

(ag'+b,an'+c), con E,n,E',n' €eGF(q),(E ,n) # (£',7'), dev'essere

n = ar—l £ + mE + (b + mb + -..:*:*.31-'1
) n' = ar_lE'r + mE' + (b" + mb + c)a_l.
Sommando si ha
n+ n' = ﬂr_liﬁr ¢ B'0) 4 m{& + E').
Non potendo essere £ = E', altrimenti n = M', contro 1l'ipotesi, dev'essere

-1
a’ '€ GF(q), cioé¢ a€eGF(q) per il lemma 2, quindi, in forza della (6),

br+mb+cEGF(q). Dunque o w & (q+l)-secante K, e cid accade se e solo
se a€GF(q) e br+mb+ceGF(q), oppure 1 < | woK | < 2. Si osservi che
esistono, oltre la retta impropria, (g+l)-secanti di seconda categoria
(basta assumere a,b,c € GF(q)), nonché unisecanti di seconda categoria
(basta assumere a€GF(q), br+mb+cEGF(q). Da quanto detto segue che K e di
tipo (0,1,2,q+1). Scrivendo (1),(2),(3) nel nostro caso e sostituendo nella

prima equazione t_ dato da (4), si ricavano le (5).

0

Si osservi che dalla dimostrazione svolta si ha la seguente

PROPOSIZIONE 2. Se meGF(q), I'(g,m) & un q -insieme di tino (0,1,2,q)

del piano affine di Hall, di caratteri

2 2
— ! = — === ! -— -
t’G = ‘t{}+1t1 . t1 = t2 q /2, 1:'2 q /2, tq Q

t. come in (4) e (5)).
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Si prova ora che:

PROPOSIZIONE 3. Se méGF(q), ®©(g,m) & un (q2+l}—arco di H(2,q2].

Dimostrazione. LEssendo My punto all'infinito di prima categoria per
l'ipotesi mgGF(q) - tutto si riduce a provare che una retta di seconda

categoria R(a,b,c) interseca T(g,m) al piu in due punti. Sia

{7) ]R(a,b,c}ﬁF(g,mH > 3

cioé esistano E,i,ﬂiEGF{q){i:l,LS) tali che

an, + ¢ = {aé;i + b]r + m[agi + b)
ovvero
r r-1 r -1 +
Ei a + E.irn + (b + mb + c)a = Tli (i=1,2,3)
Si ha allora - tenendo conto del fatto che q € pari e che r = 28
fr e r -
T 8 = 8)) & = 5
r ' | r '
£ - FE - -
D = ) 52 1 ( ) 5_3] &y 53 |
r
53 £3 1
D = O lmplica F = EJ' E}ppure E _ r {}ppure [E_ -~ }r-]- _ (f _ }I"—-l
17 %2 2 T °3 17 %2 2 T3
oe - ' - &, - = &, - £, = & .. 5i ,
¢ ioe per il lemma 2 ®) 52 5 53 ovvero ! 3 51 conclude

er la (7), che & D # 0. Ne segue m€GF(q) (per il teorema di CRAMER),
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contro l'ipotesi.

Si indichi ora con Ug il punto all'infinito della retta R(1,0,0) e si

ponga Q= Q(g,m) = Q(Q,m)u{Um}.
PROPOSIZIONE 4. Se méGF(q), Q(g,m) & un'’ovale d7 H(2, qz}.

Dimostrazione. Basta provare che Uy, & il nucleo di 8(g,m). Sia

R(a,b,c)eU, , cioé 0 # a€GF(q), b,cEGF{qz}; si ha

|R(a,b,c)nr(g,m)] <1

poiché da
an+ ¢ = (a& + b)' + m(at + b)
an' + ¢ = (ag' + b}r + m(ag' + b)
segue
r r
am+n') = a (E+&) + ma(E+t').
L'ipotesi &£+ &' = 0 implica n+Mn' = 0; l'ipotesi E+ E' #£0 implica

meGF(q).
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