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PSEUDOCONNESSIONI SU VARIETA' FOGLIETTATE ©

Rosa Anna KMARINOSCI (22)

Summary. In this paper the notion of foliated linear pseuGoconnection
on a foliated mantfold 71s 7introduced and some properties are studied; a
characterisation of foliated linear pseudoconnection by their complete Lifts

18 considered.

INTRODUZIONE.

Sia L. una varieta differenziabile di classe ¥, diuensione n, si
indichi con (A1) 1'anello delle funzicni differenziabili su L. e con
5/31('!*‘1} 1' #(m)-niodulo dei campi di vettori su M; una pseudoconnessione
lineare su ~ e una coppia ordinata (A,V) dove A ¢& un campo tensoriale
differenziabile di specie (1,1) su A e V: X — ‘FX & un F(i)-
—omomorfisino di 91[5-,-;J nell '#(it)-modulc degli R-endomorfiswi di _@1{1'-1},

soddisfacente 1'assioma

(°) Lavoro eseguito nell'ambito del G.,N,S.A.G.A. del C.N.R.

(°°) Dipartimento di Matematica, Universita di Lecce, 7100 Lecce.
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% fY = f?KY + A(X)(F)Y

per ogni K,YE@I{M) e per ogni feF(M).

Nel presente lavoro si generalizzano al caso delle pseudoconnessioni
lineari alcune nozioni introdotte da wvari autori (R. Bott, F.W.Kamber, A.
Sanini, P. Tondeur, F. Tricerri ed altri) sulle connessioni lineari foglietta-
te, trasverse e proiettabili;piu precisamente nel n. ! si introduce la
nozicne di pseudoconnessione fogliettata e se ne trova una caratterizzazione
meciante il canipo di torsione e |'applicazicne di curvatura della pseudocon-
nessione stessa; si introduccno poi le nozioni di pseudoconnessione trasver-
a4 e proiettabile e se ne mettono in evidenza alcune v»rovrieta; nel n. 2 si
studiano pseudoconnessioni sul fibrato trasverso alla fogliaziene, indotte da
pseudoconnessioni lineari trasverse o fogliettate; infine nel n.3 si definisce
i1 lift completo di una nseudoconnessione lineare su una varvieti differenzia-
bile # e nel caso di * fooliettata si ¢d una caratterizzazione di una

rseudoconnessione lineare f{ocliettata ediante il suc 1ift couwpleto,

Mol PSEUDOCONNESSTONT  FOGLIETTATH,

[n queste paragrafo si denctera cen ! una varieta differenziabile €% e
dimensione n, munita di una struttura foaliettata definita da una distribu-

zione involutoria % di diuwensicne costante r < n.

Def.l.1. “na oseudanzonnestrione lineare (AN, V) oy 11 g dice fooliettata

- 3 r'-. A, T ] I!. '_-I -
sv soddisfa alle condizioni:

4) AINIED it HXEéﬁPJ

btV ’EE’?(‘- X 7, "
> I& ¢ ) vV ,YEJI{ )
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= e : C. . , , (1)
essendo @l{hl} L'algebra uat Lie di campi di vettori fogliettati su M,

Jgservazwone 1.1.

Essendo @1(:&1} un ' 'algebra di Lie, per ogni campo tensoriale differenzia-
bile A di specie (1,1) fogliettato su M e per ogni }(,YEE’ZI(M}, risulta
:?{,YJA un campo di vettori fogliettato, essendo [X,"[’] A definito da (c.f.r.

—

3] )

!_'X,‘f]ﬂ = [AX),Y] - [x,A(Y)] - ACIX,Y]).

Dalla precedente osservazione segue subito la proposizione

-

Prop. 1.1. Se (A, V) e wuna pseudoconnessione lineare fogliettata su
allora <l campo tensoriale T ai torswne e l'applicazwne d. curvatura

R di (A, V) sono campi tensoriali fogliettati.

Prop. 1.2. Una wvseudoconnessione lineare (A, V) su b e fogliettata se
C B Y , L. . X ,
e solo se indicate con :\B ' F“ﬂ le component: di (A, V) rispetto ad

. .. .. a a _
un sistema di coordinate adattate (x- ,X ), si ha:

Oy ad
d}f'&b—[}

—

d
3 AS=0

d

(1) e.f.r. [5} .
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I
o

R W

per ogni a,b = 1,2,...,r; a = r+l,...,n; a,p = 1,2,...,n.

Dimostrazione. Per brevita ci si limita a dimostrare solo la condizione
necessaria; se (A,V)} & fogliettata allora le a') seguono dalle (2.10) e
(2.11) di pag. 14 c.f.r. [5]; per provare le b') si osservi che se X
sono le componenti di un campo di vettori fogliettate su M, allora le

combinazioni lineari del tipo:

sono le componenti di un campo tensoriale fogliettato di specie (1,1) su M,

rispetto ad un sistema coordinato (x* ) qualunque; in un sistema di
. a _a . . . 9
coordinate adattate (x ,x ) si ha in particolare per X = N
X
d a
Xb = rbn‘.
- -~
ed essendo }{b = 0 per la 2.10 di pag. 14 c.f.r.[S], segue che rab = 0.
]

I1 campo tensoriale di torsione T di (A, V) essendo fogliettato per la

2.17 di pag. 15 c.f.r.[S]. in coordinate adattate (xa;xa}, deve soddisfare

alla condizione:

d d
) -——-—.—}E@ b = 1,...,[‘

ox IX
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da cul si ottiene:

C c C C
— - A A =
rbn: ru:b Bb o t au b
essendo poi T '; = 0 e gli ultimi due addendi nulli per la a') gia
e —
dimostrata, si ha rc. = 0.
a b

L'ultima wuguaglianza delle b') segue subito dalle (2.3) di pag. 12

c.f.r.l:ﬁ}.

Una caratterizzazione intrinseca delle pseudoconnessioni lineari foglietta-

te su M e messa in luce dalla seguente proposizione:

Prop. 1.3. Una pseudoconnessiore lineare (A,V) su LI & fonlietiata

se e solo se indicatt con T il campo tensoriale di torsione e con R l'ap-
plicazione di curvatura di (A,V) risulta:
a") A(X)e %

VYED
X

b") T(X,Y)e%D

R(X,Y) Z€e9

per ogni Xep e per ogni Y,Z EE’EI{M].

Dimostrazione. Sempre per brevita ci si limita a dimostrare la condizio-

ne necessaria. Se (A,V) & fogliettata, allora in coordinate adattate
a a a a
(x ,x ), dalla prop. 1.1 segue che Ai 0 e Thau: = 0, per cul

essendo Bbei@ si ha:
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a
3 - 3 € @ 3 =T2 93 €9
Al b) J'!“l:: a € vact ba a

da queste seguono immediatamente le a'").

Per provare le b'") basta tener presente che T ed R essendo fogliettati

soddisfano alla (2.17) di pag. 15 c.f.r.[5].

Def. 1.2. Una  pseudoconnessione lineare (A,V) su M si dice trasversa

alla fogliazione se soddisfa alle condiziont:

A(X) e D

€
v X 2

T(X,Y) €2

per ogni X € 9 e per ogni Y € @l(M}.

Osservazione 1.2.

Se (A,V) e (A, V') sono pseudoconnessioni lineari trasverse su M, allora

il tensore S definito da

= VY - ¢ € Z
S(X,Y) }{Y v }{Y ¥X,Y l(M}

soddisfa alla proprieta

"S(X,Y)e% se X oppure Y appartiene a £'".

Viceversa se (A,V') & una pseudoconnessione lineare trasversa ed (A,V)
e una pseudoconnessione lineare su M tale che il tensore S soddisfa alla
proprieta S(X,Y) €% se X oppure Y appartiene a 2 , allora anche (A,V)

¢ trasversa; infatti con ovvio significato dei simboli, sottraendo membro a
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membro le due uguaglianze:

' = - VX -
[(X,Y) = v ¥ oX = [XY],

x,y) = vy - veoX - X)),

s1 ottiene:

TX,Y) = T'(X,Y) - S(X,Y) - Vv X + V' X

Y Y
allora se X €9 per ipotesi deve aversi T'(X,Y)e®D , ?'YK €% , inoltre
essendo ‘EYX = v'TK + S(Y,X), risulta ovviamente anche FY}( €9y ; si
conclude allora che T(X,Y)€Z per ogni X €% , quindi (A,V) & trasversa.
Def. 1.3. Una pseudoconnessione Ilineare (A, V) su Mo 8T dwece  che

conserva parallela la distribuzione 9P se soddisfa alle condizioni:

A(X)eD

VXe2
YK

per ogni X€ 2 e per ogni YE@I(.‘-.-H.

Ovviamente ogni pseudoconnessione lineare fogliettata € anche trasversa

¢ ognl pseudoconnessione lineare trasversa conserva la distribuzione 9

parallela, ma non viceversa.

N. 2 PSEUDOCONNESSIONI SUL FIBRATO TRASVERSO.

In questo paragrafo si denotera con M una varieta differenziabile
paracompatta fogliettata, con fogliazione definita da una distribuzione invo-
lutoria 2 di dimensione r; la distribuzione 7 individua un

sottofibrato D del fibrato tangente TM, di dimensione r, essendo la fibra
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sopra X € M il sottospazio @x dello spazio tangente Tx(M}, il fibrato

Q=T(M)/D e il fibrato trasverso al fogliettamento; ogni punto di Q e una

classe di equivalenza {K}t} dove }{KE Tx{M}’ e due vettori X}: e Y}r_ di

Tx(hﬂ appartengono alla stessa classe di equivalenza se la loro differenza

X -Y appartiene al sottospazio L .
Y., app p N

Prop. 2.1. Ogni pseudoconnessione lineare (A,V) su )N cne conserva
.*.

rarallela la distribuzione 7 , induce una pseudoconnessione T sul

fibrato trasverso Q, avente i1l campo A come campo tenmsoriale associato.

Dimostrazione. Per ogni punto p € M, per ogni Zp € TP{M} e per ogni

sezione ¢ :. p.....-p{}{p} del fibrato Q, si ponga:
V. ¢ (V. X)
= n
Z Z
1% P
dove n : T(M)— T(M)/D & la surgezione canonica ed X & un campo di

vettori su M tale che per ogni qe€M risulta ®(q) = { X% }

*
Si verifica facilmente che per V sono soddisfatte le proprieta:

y Vo. Vo
v _
L) Ky 7 x Ty
1 AT POR.
¥ =
2 X(¢+*] X¢+ Y‘P
# *
v - o
3) fxr.tv f ?x
4 ) % (ad) a% P
X —
X X
* #
5) ?X(fsb} = f vx¢+ AX)(f)o

per ogni X,Y € -@I{M} , f e F(M), «a €ER, & e Y sezioni
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differenziabili di Q; resta allera definita una ed una sola pseudoconnessio-
*

ne r sul fibrato Q avente A come campo tensoriale associato e
* . .
rispetto alla quale v? e la pseudoderivata covariante di @ rispetto
p
a Zz (c.f.r.[ZJ pag. 131).
P
Prop. 2.2. Se (A,V) é una pseudoconnesswne lineare trasversa su
i, allora per ozni Z€ <% e per ogni sezone ® di Q risulta:
¥
] *
essendo  ®(q) = {Kq} per ogni q € M e ?Z*P la pseudoderivata
’ ¥*
covariante di P rispetto a Z, della pseudoconnessione r su Q)
*
assoctata ad (A,V). T s1 chiamerad pseudoconnessione basica (0 pseudoconnes-
. . (2) .
swone dt Bott , sul fibrato trasverso ) .

Dimostrazione. Infatti per ogni Z € 5’31{3‘.1} e per ogni sezicne ¢ di Q

si ha:
: V._X) (V T(X,Z) X, 72 )
= N = - X, - ’-ir# =
=n(9,2) + ®(T(Z,X)) - n([K,Z]A]
se Z €9 essendo (A,V) trasversa risulta ?XZE.@ e TI(Z,X) ey e

0O da cui la tesi.

H

quindi ﬂ{?KZ} = ®(T(Z,X))
Prop. 2.3 St¢a (A,V) una pseudoconnessione lineare fogliettata su

. o . (3) % . * :
M, l'applicazione di curvatura R della pseudoconnessione T  associa-

J"r '

(2) Tale denominazione & giustificata dal fatto che se A & il campo tensoriale
di Kronecker, allora % é una connessione basica secondo Bott {c.f.r.[lj pag. 33)

(3) L'applicazione di curvatura R di una pseudoconnessione ' su Q € definita da:
R(X,Y)¢ = ~7 (Y ¢)-V i X,YE QG (M j i Q; d A
(X,Y)¢ vx(vY¢} Y( }{¢J X, ] ¢ per ogni _@1( ) e ¢ sezione di Q; V e

sono rispettivamente la pseudoderivata covariante ed il campo tensoriale associa-

ti arT
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ta ad (A,V) soddisfa alla proprieta:

Tz
R (X,Y)® = O

per ogni X€% , Y € QI(M} e per ogni sezione ¢ di Q.

*
I st chiamera nel seguito pseudoconnessione proiettabile (4}.

Dimostrazicne.Se X ed Y sono campi di vettori su M e o¢: q —{Z

una sezione del fibrato Q = T(M)/D, si ha:

*

XY o = V(. ) - V(% o
[K’Ylﬁ

XY Y X

n(?}{(vYZ) - ‘?Y(‘JXZ} 'v[x,ﬂf} = n(R(X,Y)Z);

se X« % allora per b') della prop. 1.3 deve risultare

R(X,Y)Z €w e quindi =®(R(X,Y)Z) = 0, da cui la tesi-

I risultati ora esposti, si possono invertire in quanto vale il seguente

teorema:

1
TEOREMA 2.1. Ogni pseudoconnessione T sul fibrato trasverso Q indu-

ce una pseudoconnessione lineare su M, trasversa o fogliettata a seconda

-
che T e basica oppure proiettabile.

Dimostrazione. Avendo supposto M paracompatta allora esiste una metrica

riemanniana su M e quindi si puo costruire il fibrato wvettoriale D

4
(isomorfo a Q) tale che T(M) = D (#)D™; inoltre fissato un campo tensoriale

(4) Tale denuminaziuni e giustificata dal fatto che se A & il campo tensoriale
di Kronecker allora ' & una connessione proiettabile secondo Molinc oppure
basica secondo Kamber-Tondeur (c.f.r. [d]).
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differenziabile A di specie (1,1) su M, esiste una pseudoconnessione T sul
%
fibrato D associata ad A {c.f.r.[Z:lpag. 114); premesso cido sia T una

pseudoconnessione sul fibrato trasverso Q, avente A come campo tensoriale

— * — *
associato e siano inoltre V , V le pseudoderivate covarianti di [ e T
rispettivaniente, indicato con p l'isomorfismo tra DJ' e Q=T(M)/D, sia
1'operatore definito da:
VY = VY (v, o)
x' = Yx'1 t P W%®
per ogni X,Y = ‘1’1 + ‘1’25 @](H} e per ogni sezione ¢ di Q tale che
®(q) = {Y } per ogni q € M. La coppia (A,V) e una pseudoconnessione
q ' 3 _
lineare su M che induce T su Q, in quanto essendo "i’x "r’lE.@’ e mop =
= i si ha:
Q
(V_Y) v, Y.) ( (* ) ) V. 0
" - = .
xY MYy + oriplvye X
Se si fa 1'ipotesi che Ye% allora Y, = 0 e quindi ¢ = 0, da cui

2
si ottiene:

v -V € 9,
J'(Y )(Yl

* .
Si supponga ora I  basica, allora A(X)eZ? se X€ %, inoltre se X € 9

e YE.@I(M} per il campo tensoriale di torsione T di (A,V) si ha:

n(T(X,Y)) = "(9,Y - 9 X - [X,Y] RIEE

Y

= n(vY) - =([X,Y] ) = 0

da cui consegue che T(X,Y)€e e quindi (A, V) é& trasversa.

*
r

Se & proiettabile allora per ogni X€ 2 risulta A(X)€Z2 ed inoltre

per ogni X&€%2 Y,ZE@I(M} con ovvio significato dei simboli si ha:
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T(R(X,Y)Z) = “(?x ?YZ} - "?Y(‘FKZ} _v[}(,‘f] AZ} =

— L 3
v \Y v VvV - v -
7 ( X( Yzl} + Xp( Ytﬁ} ?Y le

¥* ¥
vY p{?)(@) - D{,Y] Zl - p(‘tx"f]ﬂ‘;')

A

—

poiché ?YZIC-@ risulta Vv, (V Z ) €9 e vY[EYZIJ €9 e quindi la

X Y

precedente uguaglianza si riduce a:

* e *
: o - It —_ =
r(R(X,Y)Z) ﬂ(?K(p?Yfﬁ}} (vY(var::)J v[}{,ﬂ;’
(V,8) - v, v, ) -¥
RS S AL S S P Y P
¥
= R (X,Y)Z = 0
da cui si conclude che R(X,Y)Z€% e quindi (A,V) & fogliettata.

N.3 - LIFT COMPLETO DI UNA PSEUDOCONNESSIONE LINEARE.

Sia M una varieta differenziabile di classe C°° e dimensione n, ogni

sistema di coordinate locali (x ) in un intorno di un punto pé€ M induce

un sistema di coordinate locali (xl,:izll sul fibrato tangente T(M), la base

d d

naturale nel generico punto (x;x) di T(M) & data da : : g ); se

_ 34X IxX
1 ] » 1 " - F .
(x' ) €& un altro sistema di coordinate locali nell"intorno di peM, allora

sussistono le uguaglianze (c.f.r. [7] pag. 3)

9 3% 3
Bx'h' Bx'h' Bxh
h
3 32}: i' 9 3 xh P

— X
9x'h’  axthigyri’ 3% 5x'h' 9x
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Se f €& % (M) si chiama Iift verticale di f la funzione f\'“r

1}

—h
o

=3

essendo n :T(M) — M la proiezione del fibrato tangente T(M).

Se X e un campo di vettori su M rappresentato localmente da X = X —

il 12ft wverticale di X é& il campo vettoriale X su T(M) rappresentato

V i 3 | . - .
localmente da: X = X : , S1 chiama 1invece [ift completo di X, il

3%

C
campo di vettori X su T(M) rappresentato localmente da:

c ,i 23 )] 38X 0
x =X by + K - P -
ax1 3% dx™*
Prop. 3.1.- Sia (A,V) wuna pseudoconnessione lineare su M, allora esi-

, , . . C C g .
ste una ed una pseudoconnessione lineare (A ,V ) su T(M) univoecamente

caratterizzata dalle condizioni:

(1) AS(X") = (A(x)€ VX €9 (M)
c C C s
(2) Ve Y = (V. Y) VX,YE€ D (M)
C X 1
X
Dimostrazione. La (1) dice che AS & il lift completo del campo

tensoriale A, che & univocamente determinato (c.f.r.[ 7 ] pag.20).
. C ~ . . .
Sia (A ,V) una pseudoconnessione lineare su T(M) tale che:

(3) T YY" - (v.O)S VX.Y € D (M)
Xn:: X 1

allora tenendo conto che {c.f.r.[?] pag. 1l4):

()¢ = £xV 4 £'xS Vi € AM); VX ED (M)

s1 ottiene
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v Cm)‘: -V C(fc‘fv
X X

« %) = A Sy .

i A~ g
c 2SS DY + 57 Y 4 VY ¢S

- (A (ENCSYY

D'altra parte risulta anche:

b

¥ X

R fv{?XY}c + AX)(6)SY

X

da cuil si ricava che:

KC

X

V

~ '.'Hrl Tr
(4) VoY= ()
¥ {
in modo analogo si prova che:
(5) v Y= vy
}-{'\f X

Dalla (3) (o anche dalla (4) si deduce che

(6) v.Y =0
Vv
X
infatti
Vv ~ V
7 = Y
v Y vc V V.c

X

7 C(fY)C - (V)€ = (FVY + A (D)Y)C =

+ A () YS

V

f A+ £ v 4 T Y

R.A.Marinosci
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v Y = (V_ Y
(£x)C &

Le wuguaglianze (3)(4)(5)(6) provano che la pseudoconnessione lineare

C ~ ) . .
(A ,V) se esiste €& unica.

Per dimostrare 1'esistenza si fissi una carta locale (V,®#) su M e sia

. . . . h c c vV v .
(x ) 1l relativo sistema coordinato; & noto che {xl,...,xn;xl,....x ) e
1 n
-1

un sistema coordinato su T(M); su n (U) si definisce una pseudoconnessi-

one lineare {E (U], E{U)}' univocamente determinata dalle condizioni:
K{U} _ (&{U]‘}c
5O (xS
X J X. ]
1 1
~ (U Vv
(7) v (Wye Lo Wx)
K? ) Hl )
1
?(U}X_ - (”){_]
C J ]
X, 1
1
~ Vv
7Y
X, J
1
dove }(1, = ,}a (i = 1,...,n) ed (E(U}, ?[U}J e la pseudoconnessione
oK

lineare indotta da (A,V) su U.

Se (W,w) é un'altra carta locale su M tale che UNW £ & e se

(E(W}, E[W}} é la pseudoconnessione lineare su nhl-{W} c T(M) definita
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dalle (7), allora si puo verificare facilmente <che su ﬂf_llfU] A Tt_l{W] le
s L . . ~(U) ~(U)
pseudoconnessioni lineari indotte rispettivamente da (A , V) e

(E{w),;’(w)}, sono le stesse; resta cosi definita globalmente su T(M) una

iyl et - a a '
pseudoconnessione lineare (A,V) soddisfacente le condizioni volute,

Indicatoe con (yi} il sistema ccordinato relativo alla carta (W, ¥) e posto

d ~ -
Yi = oy si provera per brevitid che in = l{U} ™ n l{W] si ha:
1
v Wye o TWyE L (gl v
¢ ] c ]
Y Y. i
i
Infatti posto Y. = E]}(,, si ha:
1 i ]
A S A (T e ST A o I
Y. M xYr@ ™ x N
i h 1 h
- eMencaxhe kexy . € A DX
1 h 7] k ] k
h,V k v
() AT EDX + (€ ")V (A (X (£ xS .
1 h ] ‘] k
+{E.h]c:&k}c > (U}XU . {EME(EF}V S f_iU}xc N
1 ] v i ] Y k
)H_l A
h,V ~ ~
+(E )V (E k}c (U) }(V . & h}‘f{gk}‘f (U) XC
j C k 1 j c

Tenendo conto che:
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ASxVy k)¢ o ax Ve ke
h n j

£V

]

= {A(Xh}(

o
<
—
gy
i
—_—
>
<
—
TR
I
>
5
Ty

£ (xS ey
h 3

I
>
=

=
]
1|
=
><
>
e

ed wusando le (7), si ottiene

oM A E Y)Y ¢ MV
C i ] h j k 1 h j k

<]
—t
1

Vv
fEM A ENXE s @M e (v
1 k

- h V. k. C .V h V. k.V C
() | v, X v
+ LE, Ej) v X )+ [%;j ) {E_J_] ( ¥ Xk}

Ma:
V V

V
(fg) =f g

(fg}c = fﬂgt“Ir + fvgc

e quindi si ottiene in definitiva:

\' Y5 = | A(X € X =
e £, Al h)(gj)] R Mth;j}) XS 4
i
h k.c V h k.V o
v _
+ (£i Ej} ( thk) + (gigj) [vxhxk) =
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h k k C
= (Ei A(J{h}[Ej )X, ) + (£, &,V Xk} =

_ {A{Yi)(E}(}K LEN Y X))o (v, Y)© -

] k ]Yik Yi]
- 7 Wye,

1
In modo analogo si provano le uguaglianze:

v {U)YV ="€(WJ YV
Y 3 C ]
1 Y.
1
Tj’ (vU] YE =?LW) YL
Y. Y. ]
1 1
v LU) Y‘{r =y {:” YV. = 0.
Y, Iy :
L 1

La proposizione e cosi completamente provata.

Osservazione 3.1. Mantenendo le notazioni della proposizione precedente,

si ponga per semplicita:

X = X
1 1
~ V
X . =X,
Nn+1i 1
i e ~ I P~
et = I‘
VX *B = "aB %8
A
d c 3 Vv 0
dove X. = = X, = ; s X, = ; con i = 1,...,n
1 1 1 1 » 1
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A,B,C,D = 1,2,...,2n; dalle (7) si ottengono allora le uguaglianze:

.. = T.. ; T. =057 .. =0;T . . =0
ij ij 1 Nn+j n+i j n+i n+j
n+k m BT?. n+k n+k n+k
TN o % .5 -0, . =0T 5 =0
1] a}{m 1 n+} INn+1 ] n+1 1"l+]

Inoltre dalle (3.31) c.f.r.[?] pag. 21, si ha:

. : . . ] N+] ]
~ 3 j ~ ] ~N+] .M oA ~ = A
A~ = : A = 0; = i A
e nth
d X
, I
dove (f‘&L; rij] sono le componenti di (A, V) rispettc alla carta (U, @)
prefissata.
Osservazione 3.2. Poiché per ogni X,Y € @1{!&’1} risulta [}(C,YE] = |:J(,Y:|c

(c.f.r.[7] pag. 16) il tensore di torsione e 1'applicazione di curvatura di

c _C . . . . +
(A, V) sono uguali rispettivamente al lift completo del tensore di torsione

e dell'applicazione di curvatura di (A,V).

Si supponga ora che M sia una varieta fogliettata e sia (A, v) una

pseudoconnessione lineare su M; sussiste la seguente proposizione:

Prop. 3.2. La sottovarieta D di T(M) ¢ autoeparallela rispetto al lift

c C
completo (A ,V') se e solo se (A,V) ¢é fogliettata.

Dimostrazione.ln c¢ido che segue si suppone che ¢li indici 1i,j,k,%,r,s
variano da 1 ad n; a,p,y da 1 ad r; 7 6,3, da r+l ad n.

Se D & autoparallela rispetto ad [AC,FC} allora deve aversi:



90
- 3
(1) A ( JEY_ (D)
0%, 1
1
c g
(2) A (— ) €9 (D)
29X 1
a
(3) v°©
9 0 EQl(D)
X 9%,
2 ]
(4) A
3 . € P (D)
— X 1
9X . o
i
(5) . X
eEY
. ™y 1(D)
3% ]
o
Y A
€ 9.(D
(6) —E-— 9x (D)
3Ku 6 h
1 ’
Essendo AS( 33 ) = Af Ha + X, 3;R1 a? -
BAE. Ki 1 :-:k ] }cj }{E
che x ¥ = 0.
o X
Q
Dalla (2) poiché AS .3 ) = AS a si ha:
Bxu a 9JX
Dalla (3) poiché v =T, y ox, —d
3 9¥x, ij ox 2 3 x,
9xX, . _
1 R
BTi.
J -0
oxX
L
Dalla (4) poiché ¢S 9__ . r* 2, 6i ha: T
K 9% ia Exﬂ 1o
oxl &
o L )
Dalla (5) poiché v > = T . si ha
_d X, oj 9x,
3% J

dalla
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(1)

segue
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H
-

Dalla (6) infine risulta v

o2
17
L

o
ey
[

si conclude allora per la prop. 1.2 che (A,v) €& fogliettata. In modo

analogo si prova il viceversa.

Dalla proposizione ora provata, dalla prop. 2.3 e dal teorema 2.1 segue

immediatamente la proposizione:

Prop. 3.3. La sottovarieta D ¢ autoparallela rispetto al Uift completo

C

(A, V) di (A, V) se e solo se (A, V) mantiene 9D parallela e la

—1 ¥ ¢

pseudoconnessione indotta da (A,V) sul fibrato trasverso Q = TI(L)/D

¢ protettabile.
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