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PROBLEMI AL CONTORNO FER SISTEMI ELLITTICI SIMMETRICI

DEL PRIMO ORDINE A COEFFICIENTI COSTANTI IN APERTI

DI CLASSE Cl (°)

Renata SELVAGGI - Irene SISTO (e°)

Summary. Jn this papern voundary value problems are situdied forn symmeini-
cad finst onden elliptic systems of dineurn paritial differential equations with

conatant coeflicients, in an open subset Q@ of R - (m > 3). Q@ i assu-

ned 4o be of class ct with boundany data 4in L%(99) (2 < s <+ 0 ),

n.1. - INTRODUZIONE.

In [1] A.AVANTAGGIATI, assegnati un aperto @ di RT(3 < m) di classe

2 .
C , un sistema

du
(1.1) 2n m _P S. - ¥ r=1,...,2n
521 pglars axﬁ t
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iineare del primo ordine, simmetrico, a coefficienti reali costanti, ellittico

A —
© (“})2n (0< A< 1), una matrice B - {bk{]

cen f=(f ) e(C
] lokan

r l<r<2n

C, A o | _
con elementi di classe C '~ (90f ) avente caratteristica uguale a4 n in ogni

O, A N

punto di da nonché un vettore b = (b, ) € (C (90 )) , risolve il

c ko likf:_n

problema di deierminare una soluzione u= (u ) e (C T (aNC (a)) i
q 1<g<Zn

(1.1) verificante in ogni P €00 le condizioni

2n

1.2 b P (P = 1 I k=1,...,n.
] qgl kq[ }uq / }ko{ ) .

[.Lo studio di alcune trasformazioni integrali relative ad aperti di classe

]

C" gia fatto dalle scriventi in [11!, ha suggerito di affrontare il problema
di sopra nel caso in cui @ sia un aperto di classe C ed i dati al
. . S . :
contorno siano in L (dQ) con 1 < s «+ «. Si pene, pertanto, il seguente

problema la soluzione del quale, assieme ad un certo numero di risultati

preliminari occorrenti allo scopo, ¢ principalmente oggetto decl presente

tavoro:
, oo m y ) 1 . _
I. Sia Q@ un apertv di R (3 <« m) Jdi clusse C, sia¢ B = (b )
— kq l<k<n
T<q<2n
ura matrace con elemenii di cldasse  C°( Q) qvende carulleridica uqguule «
. . . , S ..n
n n ognd punto di 90Q e sia b = (b ) €e(L71da)) (1 < s < +00),
0O ko I<k<n
Assegnato, adlona, W aiatema (1.1)  ad deteamind wuna svduyione u
1 2n
= (u ) e(C (Q)) deddv stesso tule che:
q 1<q<?n

i - pex ugm’.uE]O,l[ esiste 6 >0 dulde che pern ovgru qE“,---:Zﬂ}

la funzione massimale non Zangenziale di u

q

ut(P) - sup{yuq{xﬂ:xgcntp)naip,a} |
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(dove C, tP) = {XEH : (X-P)- N(P)>a J'(—P‘| } ,N(P) & la normale interna a dn

in P e B(P,6) & la sfera aperta di centro P e raggic 8) aia in L%(a ),
il - pen quasd tutie 4 Peda e per ogni qe{l,...,Zn} esiste d

lim u (X)
x—p 9

X € C,(pP)

e denotato questo con uq(P] siano vernificate de condizinni (1.2) quasd

ovunque.

Lo studio del problema 1 viene qui affrontato seguendo il classico
metcdo del potenziale. Pertanto, si cercano le eventuali soluzioni del
sistema (1.1) tra le funzioni rappresentate, mediante la (5.5) di [1], come
somme di potenziali di doppio strato e di dominio. Imponendo a tali
funzioni di verificare le condizioni al contorno (1.2), mediante la proposi-
zione 3.1 di [11] si ottiene un sistema di equazioni ad integrali singolari
sulla wvarieta d0Qdi classe Cl al quale si associa una trasformazione lineare
S tra certi spazi di Banach. L'esame di questa trasformazione €& oggetto dei
n.3 e 4. Piu precisamente nel n.3, seguendo un ordine di idee indicato da
F.T.SEELEY 1in (10] , considerati alcuni particolari operatori integrali
singolari di tipo C:j su LE(aﬂ)(1{5{+mJ, viene definito il simbolo di tali
cperatori dimostrando 1l'indipendenza dello stesso dall'intorno coordinato
usato nella definizione. Le tecniche adoperate in questa fase, come in [11]:
si ispirano al lavoro [2] di A.P.CALDERON. Nel n.4 viene, quindi, definita
la matrice simbolica di S e supponendc che questa verifichi la (5.8) di [1]
viene costruita una trasfcrmazione riducente di S, tenendo presenti alcune
considerazioni fatte da A.AVANTAGGIATI in [1] (teor. 2.1) a proposito degli
spazi Lz{{r} ) nonché i risultati di A.P.CALDERC;N di [3] riguardanti gli

A
operatori integrali singolari su LS[iRm].
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I1 successivo n.5 e dedicato alla costruzione di una equazione integrale
equivalente al problema | sottc una certa ipotesi (#%). Per far cio,
seguendo ancora [1] viene introdotto un ulteriore problema (problema 11)
per il quale si dimostra un teorema di esistenza ed unicita per s > 2: la
dimostrazione dell'unicita per s > 2 si basa sulle "formule di Gauss”
(cfr.teor.2.1), quella dell'esistenza per s=2 & analoga a quella di [1],
mentre l'esistenza per s>2 si prova mediante un teorema di regolarizzazio-
ne per le scluzioni 1n L2 di un particolare sistema di equazioni integrali
singolari alla cui dimcstrazione si perviene attraverso alcune valutazioni
locali della norma negli spazi L di un certo operatore ccmpatto (cfr.
prop. 5.1). Una volta pervenuti, attraverso il problema 11, all'equazione
integrale di cui sopra, teoremi analoghi ai teoremi 8.3, 8.4 di (1] si
ottengono, ora, in riferimento al problema 1 (cfr. teor. 5.2 e £5.3).

Alirettanto, evidentemente, si puc fare per i teoremi 8.5 ¢ 8.7 di [1_[

aghe qui si tralasciano per brevita.

n.2.- NOTAZIONI E PREMESSE.

i 1

Qui e nel seguito @ e un apertc di R (3<m) di classe C . SE{A],...,AN}

& un ricoprimento apertc di 0@, postc L = {[i,j}E{l,...N}z : ﬁjnﬁj £ f,?-‘},

L
si dencta con r cgni famiglia di matrici ’1}‘ _ verificante le
{ }A s s {r (i,j)eL

seguenti condizioni:

1! % . a . - =
1. r’) & una matrice quadrata di crdine n con elementi di classe C*(Hjﬂﬂ.),
J

i, 1 . . . 1,1
2. rd’ & l'inversa di r'J

3. se Aiﬂﬂjnﬂb + @, allora rir) ris b "b’J.

%

Se {F}A & una siffatta famiglia di matrici, si denota ccn LE( {r}ﬂ"’ﬂcsﬁm}



Froblgmi al contorno per sistemi ellittici ecc... 159

(rispettiv. con C“"({r }AD lo spazio di Banach delle N-ple o = (lﬂ“))“i . di
vettori o1 = (‘FH}} appartenenti a (L))" (rispettiv. (C° (A ")
{ l_cfin 1 1
tali che
(2.1) o) _ el q.0.4n A,-nﬂj (rispettiv.in AinﬂjJ
munito della norma
"""1\ S = pax ”'-'P(l} n (rispettiv. ”,,,I[ = ma}:" m(l) .
L {{r}) 1:}. i S | L . -E o
A L (A.) co({ry) 1i,? C°(A.)
i A i
| , | * - . SR EY
mentre si denota con {r }A la famiglia di matrici { }{j,i) [ dcve
AR P trasposta di riod,
Ultericrmente se er ogni i € {1 N} c{i)—(c{i}) € una
P g S Lheee B "~ gk '1<q<2n
leven

matrice di funzicni definite in A., avente caratterictica n~ifi ogni punto di
i

A. ¢ tale che posto per ogni qE{hl,...,Zn}-c':} = CLIJ;(} ]likf’n , risulti
(1)
(cq ") e Co({r }

1_4::__i_4'._."-3

), allcra per ogni mELSl{"*} ) si denota ccn ¢

A A

l'unico vettore appartenente a (LEliaﬂDZH (cfr. Lemma 2.2 di [1])talf-

che per ogni iE{l,...,N} riculti

(2.2) cC'® = C . P g.0. 4n P.]_.

Se, incltre, D = {D .,DN} e un riccprimento di 90 formato da chiusi
abbastanza regolari, a due a due privi di punti interni in comune e tali

che DiCA_ per ogni iE{l,...,N} , S1 pone

1
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< N S n
12.3) H (‘DA}: iﬂl“‘ (Di}) ,
Ossenvazione 2.1. Postc, per ogni @ = (‘F(il)iiiNEHE("DA},
tn(i){P} 4e PEBi
(2.4) Fo (P)=
rij[P}ﬂP(j){P} 4e P:‘%jﬂﬁi;

con ragionamentc analcgc a cuello adoperato da A.AVANTAGGIATI in|[1]per
provare 1l teor.Z2.l, si dimostra che

F ¢ un Asomonfismo di H.E'{‘.DA} in LE(fr} ) .

1 |
Essendc, ora, @ wun apertc di classe C , esiste & >0 tale che ad

ogni P €9dan si possa associare un sistema di riferimento ccn crigine in P

rispetto al quale risulti:

nnB[p,ajz{(x,tleRm_l x R : t}{(}:}},

mi-1

aﬁﬁB[P,E] ={{){,1]ER x R + 1t = t.;t}(:"}

i=—]
dove & & una funzione di classe Cln{'i]?.n ) tale che

(2.5) 0 = &§(0) = (0) vi E{l,...,m—l} e max}?ét’x}’{ m{_,
J

m essendc la costante della prop. 1.1 di [11]. Pertanto l'iperpiano t=o,

nel seguitc denctatc con m , €& tangente a df in P e l'asse t, il cui
P

versore € nel seguitc denctato con N(P), e la normale interna a d0.
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Infine, per ogni Pedf! e per ogni re ]0,ﬁ] , O00NB(P,r) viene chiamato

L =

indonno coondinate di P, mentre con il simbolo x si denota 1'omeomorfismo

canonicc asscciatc a 0@NB(P,r)(cioé 1'omeomorfismo che ad ogni Q€ 92N B(P,r),

Q = (y,&(y)), associa y).
Si assume la seguente

DEFINIZIONE 2.1. Si dice che una fungzione f delinita in @ ha rnaccia
non Zangenziale intenna (rispettiv. esiernal in L°(90) se sono veaificate

le seguenti condizwni:

i. pen ognie W@E ]O,Tl[ esiste 6§ >C tale che Jla [funzione massimale non

tangenziale inteana (rispett. esteanal di f

f¥(P) = sup {| £(X) | : XeCq(P) N B(P, 8)]

(rispett. f¥(P) = sup {|£(X)| : Xec r1l'F) N B(P,8)} dove C (P) =

_ (XerR™- @ : (X-P)-N(P: <-9|X-P[)sia in L7(99) ;

ii. per quasi {uddi L P € 092 esiste U

lim f(X) (rispett. lim f(X))
{—-“"P X=—2"

e 44 denota con f(P,.

Nel ceguito si fara uco del successivo teorema alla cui dimostrazione si

perviene seguendc un ordine di idee indicatc da ].NECAS in [&](teor. 1.1

di pag. 121):

_ 1
TEOREMA 2.1. Sia feC (Q). Adlorna, se per ognij E{l,...,m} risudita
%f—EIJ () e se, wncdtre, f ha trnaccic inderna non itangenzgiale 4in Ll(aﬂ)r
X,
J
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44 ha che

(2.6) | 25 xax - _Jeem prap
0 i a0 J
(dove N(P) = (Hj(F}}l-j - ¢ la normale interna a ¢ in P).

Osaenvazione 2.2. Dal tecrema 2.1 consegue che ogni eventuale scluzione
1 2n

del sistema (1.1) in © di «classe (C ( Q) avente traccia 1interna non
tangenziale in (Lsiaﬂ]]zn ¢ del tipo
(2.7) u(X) =f MIX=Y)f(Y)dY + fM{K—-QI'a[N(Q)}u{Q]dQ
0 o0

dove per ogni A= (A ceR”  si ha

PEr 98 ~ i1 ciem °

m

2.8 A — A = E p
( ) al(i) (a“_}{ ”lir,si.?n {pzl a_ . hp}lir,552n
ed M = (M ) e la matrice fondamentale del sistema (1.1) definita

rs l<r,s<?2n

dalle (5.1'") di [1].

- (1)
n.3 - OFERATORI INTEGRALI SINGQLARI DI TIPO (::" sU L°(3a) (l<s<+o0) E

LORO SIMBOLI.

\ : s : i . .
Se G(X) €& una funzione analitica in R '\ {0}, positivamente omogenea di

1
(') Nel senso di R.T.SEELEY (cfr. [10]: def. 4).
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grado 1-m e dispari, l'operatore integrale singolare

*

(3.1) a : f—*f(FJf G(P-Q+N(P))dQ + J*G{P—Q)f(Q]dQ

L n
(dove gli integrali con L conc definiti assumendo come regioni di
esclusione nel primo le regioni di "p esterne alle sfere di centro P e
raggio divergente e -‘nel cecondo le porzioni di 9da che hanno come
proiezioni su “p sfere di centro P e raggio infinitesimo) a causa della
prop. 3.1 di [11] risulta un operatore continuo da L%(89) (l¢<sc+©) in sé.

5i ha, ora, la seguente

PROPOSIZIONE 3.1. L'operatore A & di tipo C;} su Lo(00).

. 1
Dim. Siano @ e w funzioni di classe C,(d0). Se o e W hanno
suppcrti disgiunti, dalle ipctesi fatte su G consegue che 1'operatore

. S : . .
*Qv ¢ compatte su L7 (@0)., Se, invece, ® e W hanno il supporto in uno

stesso intorno coordinato B(P,r) N 3R , dalla (3.10) di [11]consegue che
per quasi tutti i P€dn con P = (x,&(x)), risulta
(3.2) (@Qw) f(P) = a(x)(® Wf)(P) +

+ lim o(x, e(x)) * f Glx-y, §(x) - &(y)) W(y, &(y))

€0t ‘}{—yl?ﬂ

2
f(y,n‘;(y))/lﬂ?ﬁ(y)] dy

con

(3.3) a(x) =]/1+ | v %(x]lz ( f G(z,1+ ¢ e(x)-2z)dz +

lz]<1

+ J’ [G[z,1+ F{[x]ﬁz)—G(Z,v ﬁ(x}-z]]dz .

|E}::-'|
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Posto, allora, per ogni € > O,

(3.4) R{VE@) = 00, 500) [ [60xmy, 660 -6(3)) =G iy, 7800+ (x-3)) ]
x=ype
T T
Vorslveo 1% £ (y, &6(y))- wiy, &(y)) dy
(2). =, _ (
(3.5) Re " £(P) = @(x,8(x)) | GClx-y,&(x) - £(y))

| Xx=y |~€

Ce[ 1+ 198G |©  £(y,E()) ¥ (y,E(yT)dy

e
(3.6) R £(B) =R Vr(P) + RLZ 1)
E
nonche
(3.7) R £(P) = lim R VE(B), R.E(P) = lim R 22 £(P)
1 -+ ¢ 2 + €
E+D E>D
(3.8) Rf(P) = 1lim R f(P, = (R. + R_f(P)
E-l-.jl' € 1 2
e
(3.9) HE(x) = a(x) f(x)+ lin S V14195 ) | © Glx=y, TE (x) . (x-y) )£ (¥)dy.
R
| x-yl>€
risulta

(3.10) (0Qu)F(P) = ®(B) H((wf)oX 1) (X(P))+Ri(F).
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X S
Si prova, ora, che R e un operatore compatto su L7(09), A questc scopo

si consideri una successicne (§ ). di elementi di C:[Ikm-1) tale che

j~ jeN

. 1 . m-1
l}m\laj- e [lc, ®™ ) = 0.

J
Posto, anccra, per ogni jeN,

(3.11) Rf(P, = lim (R. f)(P)
] e+Q' ],€
dove, per ogni ¢ > 0O, R. - e l'operatore ottenuto sostituendo in R_, cioé
J>
: (1) (2) .
(cfr. (3.6), (3.5) e (3.4)) in R, e R_ . §j a 3 con ragionamentc

analogo a quello della prop. 1.3 di [11] si dimostra che

Hsgp IREf = leg £ | ° (ga) < © max |'€?Ej—?€| e L°(d0)

e, quindi, che lj}m ” ij - Rf if LE((';’H] = 0. Da cic consegue che R e

s . :
compatto su L (dQ) non appena si tiene presente che tale & ogni Rj. Per

quanto riguarda 1'operatore H, si osservi che esso risulta un operatore

. . s pm=1, . X .
integrale singolare del tipo C:’ su L (R ) in quantc a € una funzione

continua su dQNB(P,r) e, posto, per ogni (x,zJEqu X. (Rm-l\ {0}}

(3.12) hix,z) = |/1+|?¢'(}:)]2 G(z, vé(x)+2),

h risulta una funzione C;D omogenea di grado 1-m (cfr.(10)).
Dopo ci¢ la

DEFINIZIONE 3.1. Se & & JU{'operatvore definito in (3.1) 4i chiama

aimbodo di @ da funzione o (&) definita 4wl Librnato cotangente di a0

nel modo 4seguente:

(3.13) o(Q)(P ,2 &dx.) = a(X (P)) + lim f eiq'" h(x(P),n)dn
1 1 z—.’r—g"’ E-:'lqlfﬂg
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per ogni P € supp ® Nsupp W (dove a(x) e hi(x,z) sono le funzioni

definite rispettivamente in (3.3) e (3.12)).

Osservazione 3.2. L'indipendenza del simbolo dal scistema coordinato si
prova con ragionamento analcgo a quello del teor. 1 di [10] ed utilizzando

il seguente

LEMMA 3.1  Siano Pl e P2 in 00 tali che ’PI_PZ‘{E e Lnodine,

m-1

B(Pl,ﬁ}ﬂnz{(x,xm)ER x R : :-cm} €1{:‘~:]}
e
B(P,,8) N 0= {(%,X eR™ xR : % >4,(%)]
2 m m Z

con &  (1=1,2) verificante Ade condizgioni (2.5) e sia x, (i=1,2) L omeonconfL

1 1

N ---'_].
4mo canondco adsocialo a aﬂ“B(Pi,ﬁ}. Allona, posio u=x, © X, @

V= E?[aﬂnB{P],ﬁJ NB(P,,8)),1'0peratore U definito come segue

2

(3.14)  URE) = lim, [ [6(R-g, v (u(R))- (=-9)) -
E—->0

IX=y|>€
-G(u(x)-uly), v& (u(x))+ a(x)-u(y))]f (§)dy

rdsudta com patto da L7 (V) (2) in 4é.

Dim. Sia A = (a..), . . una matrice ortogonale con la quale si passa
1 l¢i,j<m

2 . : : * ;
(") Quando V & un aperto di R, con L°(V) si denota il sottospazio di LR

costituito dalle funzioni che si annullano fuori di V.
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dal sistema di riferimento [x,xm] al sistema di riferimento {'i,im}. Allora

se P ba ccordinate (a, § (a)) nel sistema di riferimento (x,x ), si ha

2 1 m
~ m— |
(3.15) (ulx))., = a. 4 a.. X. + a. ¢&_.(x) i=1,...,m-=1.
i i _ 1j ] im "2
)=1
, 1, m-1 _ , _
Essendo § di classe Co (R ), esiste una successione ( & ). di
2 j jEN
_ oo, =1 , 1, m-1 . .
elementi di (..GL.H ) convergente a €2 in C,(R ). Se quindi, uj e la
funzione definita in V sostituendo nel ceccndc membro di (3.15) §, con qg,
si pcnga quasi ovunque in V.,
(3.16) U f(x) = f [Glu (x)-u (§), V& (u(x)):(u (X)-u (§))) -
€ )] _ J ] 1 ] ]
X=YI> €
~G(u(X)-u(y), 75 (u(%))+ (u(x)-u(y))) ] f(y)dy.
/ . 2
. 1 . — b = _vé‘; ]_ 1v€ ia |
Ora si tenga presente che, postc B {aij)lii,jfm—l e | (a)/V1+ 1 )

-1
per ogni O € R™ cen \ﬂ' = 1 per l'ortegenalita di A risulta

i= | Mﬂ,{})lz - ]an2 + lv€1(a)* B"lz

?51(3)
0, cicé ce BRo = J ¢ si ha che
V1+Iv;1(a)12

[

e, quindi, se Bo+ bz

1 =Iz‘2-]q.g1i(a)i2 donde

2 1 1 2 ..
[z' = |v§1(a)’2 > m%:, }mﬂ e, quindi,

1

il
-

(3.17) Be+ bz =0 = ‘zl >m veeR tale che ‘“l

C
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Depo cid, adoperando un procedimento analogo a quellec ucatc per dimostrare

la prop. 1.3 di [11], tenendo ora presente che la funzicne

(3.18) K(o,z) = G(Bo + bz, ‘?€1(u(i}1*{5a + bz))

-1
a causa di (3.17) per ogni o€ R" " con | o |

1 riculta colomorfa per

lz'»:m , si prova che per j abbastanza grande risulta
o

(3.19) ! 5%p|UE,jf|" LSty < C maxl?[fﬁ} - €2}|- | £ LS (U)°

Quindi, se

U5 = lim [ lez-y, v& (u(z) (x-9)) -

+
EXC XV ive

si ha che lim | Ujf—Uf I LS(u) - 0 donde la compattezza di U essendo
]

ogni Uj compatto in virtua del lemma 6 di [10].
Ossenvazione 3.3. La funzione o (Q) (P, &) definita nel secondc membro di
(3.13) e di «classe Cm(Rm-l ~ {O }) e positivamente omogenea di

grado zero ricspetto a § ed ha derivate continue anccra rispetto a &

m-1

in (3QNB(P,r)) x {£ e R €] > 1} (cfr. teor. 3 di [3]).

5i hanno ulteriormente, le seguenti proposizioni:

PROPOSIZIONE 3.2. L'operaiore R delinito in (3.8) ha noama piccoda

con V4§,

Dim. Basta provare separatamente l'asserto per R] e RZ* Ora, per il
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secondo 1'asserto consegue dalla prop. 1.1 di 11 osservando che

—— o m——— ma [FE—

- V"] + | ve(x) ‘2 =

e Srm—rm—

1+ | “ﬁ(y)’z

!

R L T VR (SR L 7T TR

Per quantc riguarda Rl’ applicando il metcdo della rotazicne <i cottiene che

(cfr. prop. 1.1 di [11])

S Gix-y, &(x) - &(y)) - Glx-y , v§(x)«(x-y)) ] f(y)dy =

lx—ylre

o fae oo [t
Traa L fc;( ,2)dz | o ket - |

‘Z|=U It—rPE t-r
f(ro +w *
( L ar +f[c(ﬂ,v¢(x;~-a) - G(0,0) do J “"”:“’) dr.
t-r £ r
lt-1|>¢
Pertanto, tenendo presente che |G(u, vé(x)-0) - G'o, {:-J[ < C n!a:n:l?éil e
. . 1 1 _
che la funzione clomecrfa Fi(w) = - =3 si annulla per w = o,
z - W
1'asserto ccnsegue dal teor. 2 di [2] .
PROPOSIZIONE 2.3. Sdiano
*
H, () - j' h. (x,x-y)(y)dy (i=1,2)
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1

due operatori integralli singolard C? su LY(R™) (cfr. [3]]*. Allorna, se

(3.20) hgix,x—y} = G(x-y, vg(x)e (x-y))

con € Ci[Rm_l) verificante Jde condizioni (2.5) e G {funzione

analifica 4in Rm\ {0} positivamente omogenea di grado (l-m) e dispa-

i, pern ognd fELS(Rm_l] 44 ha (3}

| (HeH, - HoB )| < C max|vgl||f |

con C costante dipendente da s,m,h e h2'

1

Dim. Sviluppate le hi{x,z) (i=1,2) in serie di funzioni ultrasferiche

. i . . . m-1
sulla superficie sferica unitaria di R come segue

h, (x,z) = Eanﬁ(x)ynﬂ(z-)_zl-(m—li
h (x,z) = b, Xy, (z")- ZI-(m—l)
si ottiene (cfr. (2) di pag. 257 di [9]) (3)
320 Hythy = ByoHy = Eanf,(gw Pau = Paw "6 M.
1

Si osservi dapprima che se gELS(Em— ) a causa del lemma 2 di |3 ] si ha

(3) Con H, o H, si denota 1'operatore avente G(H1)'G(H2) quale simbolo, mentre

si denota con H1- H2 1'operatore composto di H1 e H2 .
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ng

¢"b,, - by, g < by, - b,,00) G

+
H Ap g ”5

_ - | _
HlIc m, by gl < C swlb, b, O] llgll

D'altra parte per ogni reN =i ha (cfr. (8) di [3])

‘r{u+m-31_r_f y (z') L (h,(x,2'))dz’
[+ £a

¥

r

"

2 . : . : . : :
con L:’EI A, e, quindi, applicando la disuguaglianza di1 Schwarz.si ha

;-JEF( fLrh,}(K,z' }—LrhE(O,z' ]Edz' }1/2

)

|bhu{x}_bhu {O}‘E

. -2r
Pertanto, a causa di (3.20) risulta \bh“i_x] - by (0) | < Cr\v g(x]\u

e,quindi

{ L . =2
(3.23) I G" b, .~ Py G g | , S C o r max\?ﬁl'”gnﬁ.

In definitiva si ha, allora (cfr. teor. 4.5 di [9]),

+ oc d(wp)
-2r
H{Hl' H, - HIUHE‘.H I < CZ anf' sup |V gl.,El E‘l T ||f”s <
+ oo
< C cup | vg ‘utz‘ﬁl 2t u(mﬁg}. f .

n.4.— TRADUZIONE DEL PROBLEMA 1 IN UN SISTEMA DI EQUAZIONI INTEGRALI.

1
Cia {ﬂ }B un sistema di matrici relative ad un ricoprimento {Bl,...,BT}

¢l d0  costituite da intorni coordinati e, per ogni Q€ {1,...,T} sia
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s (1)
- {d{i) )1 b <2n una matrice avente le stesse proprieta delle c Y del
P P2

111(_&_'['1

d(q}

n.2. Posto, allora:

(4.1) u, (X) =f M(Q- X (d(Q) » ®(Q))dQ
a0

e
(4.2) w,(X) = [ MGx-V)E(V)ay,

“ 0
dove M = (M ) & la matrice fondamentale del sistema (1.1)

rs lir,'s_EZn

definita dalle (5.1'") di [1], f & il vettore che compare in (1.1) e

® € Lsi{ﬁ'}B): le eventuali soluzioni del problema I si rappresentano

niediante la formula

(4£.3) u(X) = ul(XJ + u, (X).

Ossernvazione 4.1. Ogni elemento Mrs della matrice M e wuna funzione

m . .
analitica in R\ {0} positivamente omogenea di grado l-m e disparl.

A, - |
Pertanto da una parte, essendo feC”’™ (@) (cfr. teor. 12.1 di (7] e teor. 3.1

di [6]), risulta u E(C“(ﬁ)ﬂ(‘j‘(nllzn mentre dall'altra si ha che u EC](HJ

‘ 2
ed ha traccia non tangenziale in [Lsfan)]zn essendo d swe(L°(90)°" (cfr.

prop. 3.1 e teor. 3.1 di [11]).

Imponendo, ora, al vettore u definito in (4.3) le condizioni al contorno (1.2) e

tenendo presente la (3.5) di [11], per quasi tutti i Pe€ da si ha

¥
(4.4) BeC+ (d+®)(P) +f B(P) M(Q=P)(d+®)(Q) dQ = g(P)
cn
dove
¥
(4.5) C(P) = (C_ (PN =+f M (P-Q+N(P))dO,
_ T n

D
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(4.6) g(P) = b_(P) - B(P) BM(PHYJHYMY
Q

e gli integrali con #* sonc definiti assumendo come regioni di esclusione in

(L.4) le porzioni di dQ che hanno come proiezione su ‘np le sfere di centro
P e raggic infinitesimo ed in (4.5) le regicni di m  esterne al.le sfere di

p
centro P e raggic divergente. S5Si ncti, ulteriormente, che se

(4.7) s = (), . L%} ) — (Lf@an”

j l<j<n B
e la trasformazione che ad cgni ®e L’ {U*}B] associa l'elementc di
(L°( 00))" che figura al primo membro di (4.4), questa assume anche 1la

forma seguente

(4.4") So = g

Osservato, infine, <che la (4.4) €& wun <cistema di equazicni integrali

singolari al quale si associano le seguenti matricd 4umboliche

q _ (nl _ . .q4 VPeF
(4.8) H(P,7) = | jf{Prl)}lij,E’EH B(P)sw(P,7)d *(P) PEEq

dove w(P, ) e la matrice simbolica del seguente sistema di operatcri

integrali singclari di tipo CZD su 90
3

(4.9) Q. fe(L®(aq))°"

.*:,
— C(P:f(P) + J MQ-P)f(Q)dQ,
aQ

si passa alla dimostrazione del seguente fecndamentale

TEOREMA 4.1. Se per ogni P €99 e pen ovgnd TERm_l con ‘-ri= 1

ndsudita uybq(l:’,r) # 0 pex P € Bq, allona da nasformazione

fr
M
=
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codominio chiuso.

Dim. A causa del teor. 2.5 di [1] basta provare che la trasformazione

S & riducibile cicé che esiste §' : (Lsfa“))n'—*LE({ﬁ'}B) tale che

S'eS = [+4K essendo [ 1'identita e K un operatore compatto su LE{{ﬂ'}B)

A questo scopo, sia

q _ (a9
M (P,v) = “jl '1¢j, g <n

la matrice inversa di Jfl(l:’n}. Tenuto contc dell'osser. 3.3, ogni ﬁjE{P,T)
risulta una funzione positivamente omogenea di grado zero e di classe

m-1 ‘ . . .
CP(R —{0}) rispettc a T con derivate rispettoc a T continue su

-1
B x {‘E R™ :[T | =1 } . Pecste allora,
q
1
(4.10) hggP] - - fﬂ'.q. (P, v)dn vP €B
1__ Lo > 11 q
m-1
dove @ e la misura della superficie della sfera unitaria in Rrr_l,
dal tecr. 3 di [3] consegue che esiste una funzione H%j (P, )
positivamente omogenea di grado 1-m e di classe C'I'(Rm_l - {D}) rispe*to
m-1
a 1t , con derivate rispettc a T continue su qu{TER :‘T[g_ 1} e
tale che
inT
(4.11) lim | f H? (P,M)e dn = - hl (P) + o (P, 7).
€0 e<fl< 2 1] L] 1]
Sia (D ) un ricoprimentc di 0@ fermato da chiusi abbastanza regolari
q l<q<«T
a due a due privi di punti interni in comune e tali che DqCBq e sia
anC,;(Bq] uguale a 1 su Dq. A causa del teor. 2 di |3 si ha, allora,

che l'operatore euclideo 'I:C% definitc come segue
1]
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1] q q 1] q
) q }
v lim f e ((x, 8 ()),xydely)dy |
| X—-yl>€

\ . . ~-1 .
& continuc in L(R" ) e lo stessc ha quale simbeclo (cfr. def. 2 di [3]) la

funzione
(4.13) o (T3 )(x,7v) = a ‘x,6 (x)) ok ((x,8 (x)),)
3.3 G q 1] q
Inoltre, se ﬁq e una funzione di classe C;[Bq} uguale a 1 su supp a_s
posto :i:q = [T_c! ). . . , l'operatcre T Cefinite come segue
1] lil,]in
~-1 ~

(4.14) THe-T9 (6 poX ) oX

q q q

risulta continuc da (L (80))" in sé. Infine, se S' & l'operatcre che ad

ogni @ ¢ (L°09))" associa il vettore S'#9 - {Slq{pjl«fq{’l‘ definitc ponendc
q - “
T' @ (P, se PED
q
(4.15) "1 e(P) =

(]
#*al(P)T o(P)  se PEBqﬂ Dy

a causa dell'osserv. 2.1 S' risulta continuo da [LE[&ﬂ)}n in L.E{{ﬂ*}B}.

Si passa, allora, a dimcsirare che esiste un cperatcre ccmpatte K su

¥ ) tale che $'0¢5 = [+K. A questc scopo, si osservi dapprima che

€l
L 115 }B :
se ¢ €L {{ o ¥ }B], Se Eq ¢ una funzione di classe CQ{B{;} uguale a 1 su

un intcrnc del supporto di 6 e se y e una funzicne di classe

q q

Co(B ) uguale a ] su un intornc del supporto di 6 , tenuto cento di (4.9)
q 9
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si ha

(4.16) 8 S = (85 B+Qey )(d ) +(8 +RG:(l-y ))(d + o),
q q q g q

~Q ~ di cperatori
Inoltre, per la prop. 3.1, esicte una matrice H" = (Hc_l ). . P
ij 1<i<n
1<1<2n
: . . : . : 00 S m-1 ,
integrali singolari di tipe C™su L (R ) avente simbolo

Q

6§ Ix,8& (x)) B(x,& (x))w((x,& (x)), )
q q q q

ed una matrice RY di operateri compatti su LE{Bq} tali che

(4.17) (6 ¢« P+&ey )(d.o@) = Rq{d- @)+ & H*'(y « (deploX )oX
q q q q q q

Pertanto, tenendo presente che Eq(P)M(P—Z){l— Vq(Z}} & continua, consegue

che l'operatore

(4.18) K :» > rY(4 @) + qu- (B+@-(1-v ))(d * @)

& compatto da LS({':'*}B] in (Lsiaﬂ]ﬁn. Quindi, se mELS[{ﬂ*} ), risulta

B

4.19)  TYse) = TREY (@) + T8« FYy . drooX ) o % ).

q q q q

Con ragionamento simile a quello del lemma 4 di [10] si prova, poi, che esiste

una matrice K+ di operatori compatti su Ls(gc“q(Bq]} tale che risulti (cfr. {2])
(4.20) T8 o™ ) = K%+ Tdo (s o X 1N ).
9 9 9 q q

In definitiva, risulta, allora
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(4.21) TS 0) = { T K e) + KT( -dumaﬂﬁﬂl}ai’ } o+
q 9 q
q a.._,-l _— -..."l -~
+{T (8 oX «H )] (y «dpoX )oXx =
q q q q q S|
= K96 4 [TYe(6 ox ol ) (v « deg oX )oX
q 49 q q q q

con K4 operatore compatto da LS{{ﬂ*} ) in [LS{anl}n e,quindi,poiché 1l simbolo

B
dell'operatore euclideo R niﬁqni‘q -ﬁq] ]-{dqnqi*]) e
q

q = : . .

d . 5 . 3
( u::-:q ibjlf_i,bin con 6.1, simbolo di Kronecher, dal Teor. 3 di [3]
consegue che
(4.22) T9se) = KV 0+ uq-mq.

Da qui, per (4.15) e (2.1) consegue ancora che

mq(P] + Eqw (P) se PED
(4.23) S'4(S(¢)) (P)= ¢ _p T
o (P) + 0¥ TT(P)K o(P)  se PeB N D

Posto, infine, per ogni mELS[{ﬁ*}

B
(
=(] . O
K ¢ {PJ se P€E D".]
(4.24) KT o(P) = L L
¥ qL(P]EE‘F(P) se PeB N Dp
a
1'operatore K = (k) risulta compatto su LE({ﬁ*} ) e S9S = I+K
l<q<T B -
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PER IL PROBLEMA 1.

n.5. — TEOREMI DI ESISTENZA E UNICITA'

Se la forma quadratica

Z
1‘21 a (N(P))uu
rs r S

verifica la seguente ipotesi
ha oadwne di

) ognt radice dell'equazwne secodare associata alla (5,1)

{ v
52

nodte plicita costanite ad varcare di P su

ricoprimento finito

ragionando come in (1] s1 prova che esiste un
{Ul,...,UL}di d Q costituito da intorni coordinati ed esiste una matrice
ortogonale (ad ) di funzioni di classe C°(V ) tale che per
rs 1£r,5£2n q
ogni F’E‘Jq e qualunque sia la 2n-pla {ui]lf{.iEZn risulti
2n n 2n - 2
(5.2)  “p a (NPHuu = 3 o& (P)g APl +
r,s=1 £=E| ]=1 J J
n 2n )
q
+ L g, (P Zod ., (Pluy
p =1 j=1

dove gl{P),...,gn{P} (rispett. g (P),..., gl_:{P)J sono le n radici positive

(rispett. negative) dell'equazione secolare associata alla (5.1). Inoltre, se
V NV # @, esiste una matrice ortogonale (\:.If'_q) _
18 1<3,4<2n

’ l,...,L d ¢
pqE{ }e e D q

tale che in V NV

di funzioni di classe (C° b q risulti

. o (2P9 39 .
(5.3) dp_ = 1__5}1 (ﬁ.ﬁi thJ ‘#1(:{1,...,1’1} 'u'tg{l,...,?n}.

t1

Nel seguito si denota con "9 1a matrice {qu) con d1 1la
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74
e }1-5:_t£2n*
<1<

matrice (

Ossenvazione 5.1. Se {Al,...,ﬁ & un ricoprimento di 02 costituito da

NJ
intorni coordinati tali che

A, = {{x,t}ERm_l x R 1t = §_(x]},

i i
. . . , n P ,
si denota con {Bl, ,BT} il ricoprimento (Hi vj}lii‘iﬂ ertantc se
qE{l,...,T}, si ha 1<i<L
m-1
(5.4) B ={(x,t)€eR x R :t=¢g(x)n Vv, .
q J J

Posto, inoltre, se B NB # @ con B =A NV e B =A NV

P g 2 i X q roj

Pq €] :
(5.5) v = 0 An B NB
P 4

le matrici d? definite in Bq ponendo

(5.6) 49 = g

(1)

hanno le stesse proprieta delle c del n. 2 rispetto alla famiglia di

matrici { ﬁpq} .

Osaervazione 5.2. Con le notazioni e nelle ipotesi della precedente os-

serv. 5.1. a causa del teor. 7.3 di [1] per ogni PEBq risulta per

per ogni q€&{1,..... , T}

*
ap, v = a9 (p) w(p,7)dY(P) £ 0O

dove w ¢ la matrice che figura nella (4.8). Inoltre, se C & la matrice
definita in (4.5) ed 51 e la trasformazione da LSI{ 0 }B] in sé definita
q* q

(4) Si denota con d° 1la matrice trasposta di d° .
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nel modo seguente,

*
(5.7) S, ®(P) = (d*.Ce(d +@))(P) + | d*(P) M(P-Q)(d-®)(Q)dQ,

on

costruiti Si e Kl rispettivamente mediante (4.23) e (4.24), sostituendo

alla matrice B la matrice d*¥% con ragionamento analogo a quello del teor.

S, .
4.1 si prova che K, e un operafvore compaiiv suw L {i ﬁ}B) e, inoltre,

1

[5-8) 51":"51 = I + Kl .

Ulteriormente l'operatore Kl ha Jdocadmente noama piccoda in  conseguenza

della proposizione successiva la cui dimostrazione discende dalle prop. 3.2

e 3.3.

PROPOSIZIONE 5.1. JSe Bq e 'intorno coordinato definitv in  (5.4) e

Yq e da funzione che Ligura in (4.16), 4i ha

*

(5.9) K,y (®)
I¥g 1% LS({\J}B) < €, max | Ve,

iP”Ls({UbB)

con CG costante indipendente da {Al,... ,AN}.

In quanto segue {AI,...,EN} & un fissato sistema di intorni coordinati

tali che

1

C
0

A = {{x,t]EEmHI x R : t = 4.(1{)} : mﬂx‘?ﬁ.\{
i i i

dove C & la costante che figura in (5.9), {B

. .t,BT} & il ricoprimento di do

1’
44 6P+ 4

costruito nell'osserv. 5.1 e e sono le matrici definite rispetti-

vamente in (5.6) e (5.5).

In analogia con [1] si affronta anche qui il problema 1 attraverso
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| ‘esame dei problemi che seguono:

11 - 5S¢ deteamini una soluzione u = (u, ]1£l£2n e (Cl {ﬂ}lzn ded  siste~
ma (1.1) avente 4trnaccia interna non Ztangenziale 4in (L aﬂ”2n (1<s<+00)
e tale che
(5.10) 2 4% (P)uy(P) = d} q.0. in B

r-1 Urx d
q . . . .S
d d :
ove (( rG]]EFEﬂ}IEQEM e un fissato elemento di L [{ ﬁ}B}
. o . ) 1. m - . 2n
111 - 50 deteamini wuna soduzione u = (u,) € (CIR 0))
del asiztema omogeneo associato al sistema (1.1) infinitesima all'infinito,
di ondine supenivne adlspello a ‘}{r m/2, avente i{rnuccia estenna non
tangenziale in (L°(@ m}Zn (l1<s< +o00) , veriticante da (5.10).
L _ w 1 Zn _
IV - 5i dedeamind una soduzione v = | e(C () deld siste-

Y1)1< pe2n

ma omogeneo a4s0ctalo ad awtema (1.1) avente rnaccia indeana non Zangen-

7 ..
ziale in (L-{ﬁﬂ)lzn ed un elemento w di (L°(29))" tale che
n n
(5.11) v (P) = ¢ A (N(P))b, (P)w (P) q=1,...,2n,
q P -1 pe1 rq lr |
dove A = (A (N(P))) e la matnice invensa dedla maitrice
rs lc:_i]i",5£2r'|
a(P) definita nella (2.8) e B = (B, ) ¢ da matnice che figurna nelle
lr 1_-:_.:_1£n
l<r<2n

condizwnl al contoano (1.2).
Adcperando la prop. 2.2, con procedimento analogo a quello indicato '11‘1|':1'j

per provare i teor. 7.1 e 7.2, si provano ora le seguenti proposizioni:

PROPOSIZIONE 5.2. Se s > 2,4 paoblemi 11 e 111 ammettono ald piu

una soduzione.
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PROPOSIZIONE 5.3. Jn L2[ {ﬂ} B) U aistema omogeneo adsociato  al

gequente Awutema

(5.12) d*C.(d . ) (P) 4 E*d*m. M(P=Q)- (d- @) (Q)dQ = h(P),
on
dove
(5.13) h(P) = d_(P) - a*(P) S M(P-Y) f(Y)dY,
0

C(P) e da matrnice definita in (4.5) ed f ¢ W velttone che fLigura 4in
(1.1), nonché il asisdema Lrnasposio di deido asistema omogeneo ammeliono

sgodtanto da soluzione nudla.

Si passa a dimostrare il seguente

TEOREMA 5.1. Se s > 2 il problema 11 ammette soduzione qualunque

A4ano L deamini noid

Dim. Traducendo il problema Il in equazioni integrali mediante la rap-

presentazione (4.1) si ottiene il sistema (5.12) con

(5.14) C(P) - iz A(N(P)).

Sia s > 2 e | ELS({ ﬂf} ). Essendo, a causa di (5.8), la trasformazione

B
2
51 a codominio chiuso ed essendo, in particolare, h € L ({ﬁ}B), a causa
2
della prop. 5.3 in L ({ﬂ}B} esiste una ed una sola soluzione @  del
sistema (5.12). Tenendo presente la (5.8) e considerata la funzione uq

che compare in (4.13), a causa della prop. 5.1 si ha allora,

-1
= (I+ K ) ( ' (a (h))
% ¢ 1Y% Y9 1 Vg

S
e, quindi, ¢ €L [{ﬁ}B). La funzione u costruita con tale ¢ mediante le
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(4.3) & infine, soluzione del problema II.

Ragionando come si fa in [1] per provare il teor.7.5, dal precedente

teor. 5.1 consegue, ora, la

PROPOSIZIONE 5.4. Se <32 la (4.1) determina una cornispondenza
beurivocae ina L'insieme dedde soduzione del sistema (1.1) di vadord C1 [Q)jzn

avendi inaccia interna non tangenziale 4n [LS(BR)}ZH e A'ingieme LS({‘U}B)

Ossenvazione 5.3. Dalla prop. 5.4 si deduce che il sistema di equazioni
integrali singolari (4.4) € equivalente al problema 1 nel senso che 1'uno é
risolubile se lc e l1l'altro e, inoltre, se esistcno p soluzioni linearmente
indipendenti del problema omogeneo associato a (4.4), allora esistono

altrettante soluzioni linearmente indipendenti del problema omogeneo associa-

to al problema 1.

Ragionando come in [1] i risultati precedenti forniscono, da ultimo, i

mezzi per dimostrare i seguenti teoremi nell'ipotesi s > 2:

TEOREMA 5.2. Condizione necessarnia qffinché id problema 1 sia adlsodubi-

le ¢ che pern ovgni soduzione (v,w) ded problema 1V risulti

(5.15) fb.de+J‘v-fd}(=D*
on © 9
TEOREMA 5.3. Nell'ipotesi (%) se pen ogni Peda e  1eR™ L con
IT': 1 44 ha
MR, # 0 per PeB

aisudta che:

i - . problema omogeneo associato al problema 1 ammeite un numeno Lini-

o di soduzionl dinearmente indipendenii;



184 R.Selvaggi-I.Sisto

ii - condigzione necessarnia e asulficientz perché il prnoblema 1 sia risodubi-
le e che per ogni asoduziwne (v,w) del problema 1V sia veailicata Ada
condigione di compatibidita (5.15).
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