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ANELLI TERNARI DI LISTER SEMISEMPLICI

Luigi PROFERA(*)

Summary. We LnuentigaXe  LinXteh Xtehnahy  kingb  ,which  ahe  b-etFIiinit@e

Ln  n o m e  detai&. S;thuctuhaL  a n d  clabniXicat.ian  dheohemn  ahe gbvsn.

W.G.Lister [S] ha definito gli ane4tCi  tehnahri,  ha dato una oppor-
tuna definizione di radicale, affrontatione  lo studio, e ha fornit4
tra l'altro, alcune informazioni sulla struttura degli anelli terna
ri semplici e artiniani a destra classificando, tra questi, quelli
che sono algebre ternarie di dimensione finita su un campo algebri-
camente chiuso o sul campo reale.

Successivamente H.C.Myung [7] ha dato una caratterizzazione i$r&is

seca di tale radicale e noi [9] abbiamo classificato gli anelli tex
nari semplici e artiniani a destra (e a sinistra).

(*)  L'autore appartiene al G.N.S.A.G.A. del C.N.R.



2 L. Profera

Il presente lavoro è dedicato allo studio degli aneLLi 2exrnats.i
di Lister (L-anelLi)  semisemplici.

Proviamo, innanzitutto, a0p0 aver fornito una opportuna definizio

ne di modulo e una conseguente caratterizzazione del radicale, che
un L-anello è semisemplice se e solo se è (isomorfo a)una somma sot-
todiretta di L-anelli primitivi 0 quasi primitivi oppure opposti di
L-anelli primitivi 0 quasi primitivi.

Forniamo, quindi, per gli L-anelli primitivi e per quelli quasi
primitivi teoremi di densita e classifichiamo gli L-anelli primiti-

vi e quelli quasi primitivi con ideali destri minimali. In particola
re classifichiamo gli L-anelli semplici con ideali destri minimalie,

tra questi, anche quelli artiniani a destra ritrovando risultati da

noi già stabiliti in [9].

Otteiniamo‘,  così, teoremi analoghi a quelli ben noti relativi ;ad

anelli (binari) associativi semisemplici, primitivi e, in particola-

re, primitivi con ideali destri minimali (cfr. .[4]).

Analoghi agli L-anelli sono gli arre&2 terrnaki  di Hestenes (H-ane&
Ci). Vari Autori si sono occupati, o si occupano attualmente, di pro
blematiche relative agli H-anelli simili a quelle qui trattate per

cl>gli L-anelli .

1. DEFINIZIONI-, NOTAZIONI E'RISULTATI PRELIMINARI.

Nel numero 1.1 diamo le definizioni che useremo nel seguito. In
particolare introduciamo il concetto di modulo (destro) sopra un L-

(l) Cfr.[l],,[2),[3],[6],[8],[10],[11]  e [l2].  A. Caggegi, in una no
ta in corso di redazione, clashifica gli E-anelli primitivi con idea
li destri minimali.
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anello, forniamo per esso le nozioni di irriducibilità e ai quasi fc
delta e, coerentemente, diamo, per gli L-anelli, le nozioni di primi
tività e di quasi primitività.

Nel numero 1.2 proviamo che un modulo irriducibile sopra unL-ane&
lo definisce una coppia di corpi (non necessariamente commutativi) e
un loro isomorfismo; essi costituiscono l'analogo del corpo deglien-
domorfismi ai un modulo irriducibile sopra un anello associativo (leg
ma di Schur). Inoltre caratterizziamo i moduli irriducibili, associa
mo a una,coppia  di opportuni ideali destri minimali di un L-anello
un modulo irriducibile e otteniamo, per l'L-anello, una decomposizio
ne ai tipo Pierce.

1.1. Un aneC&~ tehna~lo di Lister CL-anee&~)  A(+,w), o soltanto A,
è un gruppo abeliano additivo A(+)  con un'applicazione triadditiva
w : A x A x A + A per cui,.posto  xyz = (x,y,z)w se x,y,z e A, risul-

ti (xyz)uv = x(yzu)v = xy(zuv) se x,y,z,u,v e A ([SI,  p. 37).

Sia A un L-anello. Un sottogruppo G del gruppo additivo di A è
ideale debfh4  di A se GAA E G, è idea& biVdbti0 di A se AAG c G, è
ideale bilateho di A se è ideale destro e ideale sinistro di A, è
ideate di A se è ideale bilatero di A e se AGA c G; inoltre, G è
ideale bi1ateho e$6eZXtivo  di A se è ideale-bilatero ma non ideale di
A. Se G è sottogruppo del gruppo additivo di A, la struttura algebri
ca di L-anello si trasporta da A al quozienteIA/G  se e solo se G è
ideale di A.

Sia A un Lyanello. Un ideale destro G di A è modu.tahe  rispetto a
una coppia (d,6) di elementi di A se risulta G # A e x-d6x e G per



4 Profera

ogni x e A; osserviamo che G è, allora, ideale destro modulare nell'
anello (binario) associativo che ha lo stesso gruppo additivo di. A
e la cui moltiplicazione è definita da a *' b = a6b  se a,b e-A (cfr.

Sia A un L-anello. Se X e Y sono parti non vuote di A poniamo
a(X,Y>  = Iz e A 1 zXY = (0)) , u(X,Y)  = {z e A IXzY = (0)) , G.(X,Y)  =
= {Z e A 1 XYZ = (0)).  A è L-anello semplice se (o) e A sono i suoi
soli ideali e se AAA # (0). A è L-anello a&tlniano a dedt&.z se ogni
famiglia non vuota di ideali destri di A, ordinata per inclusione,
ammette elementi minimali o, equivalentemente, se si stabilizzanotut
te le successioni descrescenti  di ideali destri di A. Inoltre, se
e,E e A,(e,c1 è identctà di A se eca = cea = sec = ace = a per ogni
a e A.

Siano A un L-anello, V e W gruppi abeliani additivi, p:A+HomZ(V,W)

e axA + Homg(W,V) omomorfismi additivi. Con tali dati (V,W,p,o)  è

moduk?g (destro) sopra l'l-anello A, o brevemente A-mod&o, se (abc)p=
= (ap)(ba)(cp) e (abc)a  = (au)(bp)(cu) per cui a,b,c e A. Risulta
A(Kerp)A  c Keru, A(Keru)A  E Kerp, Kerp e Keru sono ideali bilate-
ri di A e [p,u] = Kerp f? Keru è ideale di A. Questa definizione di
modulo è analoga a quella data da R.A. Stephenson ([12],  p. 92) per
gli H-anelli, mentre W.G. Lister (CS],  pp. 40 e 43) dà due definizig
ni di modulo (destro), tra loro opportunamente legate, alle quali r&
ferisce le sue definizioni di radicale e di primitività.

Siano A unL-anello  (V,W,'p,o) e (U,T,A,u)  A-moduli. (V,W,p,u)  e
(U,T,X,u)  sono i&omok6i  se esistono isomorfismi additivi c( : V + U
e 8 :W+.T tali c,he, per ogni a e A, risulti a(aA)  = (ap)B e
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B(au)  = (ao)cr  oppure se esistono isomorfismi additivi y : V + T e

6 : w+u tali che, per ogni a e A, risulti y(au)  = (ap)6  e 6(ah)  =

= (aa)y  . Osserviamo che (W,V,a,p)  è A-modulo isomorfo in maniera na
turale a (V,W,p,a).

Si‘ano  A un L-anello e (V,W,o,a)  un A-modulo. Se D, risp. A, è set

togruppo del gruppo additivo V, risp. W, e se D(Ap)  CA e A(Ao)  c'D,-
allora' p;,  risp. u, è, di fatto, omomorfismo additivo p:A * Homg(D,A),

risp. u : A -i HomZ(A,D), e l'A-modulo CD  ,A>P,(J)

è bottomodukto dell'A-modulo  (V,W,p,u).  (V,W,p,u)  è A-modulo htiduci-

bi..&  se è privo di sottomoduli non banali e se V(Ao)  # (0)  e W(Au)  #

# (0) (i sottomoduli banali sono ((o),(o),p,u) e tutto (V,W,p,u)).

LEMMA 1.1.. Se (V,W,o,u)  è modulo  bopha  L'L-aneLto  A, bOVI equiva-

Lenti:

1) (v,W,p,u)  5  i?hducibile;

2) V'# Co), W # .(o),  v(API = h' de V e V, v # 0, w(Au) = V bC w e W,

w # 0.

PimOb$hUZ.iOne.  1) -7 2). Dalla definizione di irriducibilità se-
gue V # (0) e W # (0). B = Cx e Vlx(Ap) = (0)) B sottogruppo proprio

del gruppo additivo dell'i-anello  A e (B,tB(Ao)>,o,u) C2> è sottomo-

dulo di (V,W,p,u), percib B = (0)  e, se v e V, v # o, risulta v(Ap) #

# o; in più v(Ap) = W perché (cv(Ap)(Au)>, v(Ap),p,u)  è sottomodulo

non nullo di (V,W,p,u).  Analogamente w(Au)  = V se w e W, w # o.

C2) Qui e nel seguito, se G è un gruppo e H una Sua  parte, con <H>  in-
dichiamo il sottogruppo di G generato da H.
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2) q 1). Se (D,Aip,a)  è sottomodulo non nullo di (V,W,p,o)  risuL

ta D # (0) oppure A # (0). Se D # (0) e v e D, v # o, risulta W =
= v(Ap)  5 A e (0)  #A= W; se w e W, w # o, è V = w(Aa)  c D e D = V.-
Allo stesso modo, se A '# (0) è D = V e A = W.

Il lemma è provato.

Siano A un L-anello e (V,W,p,a)  un A-modulo. (V,W,p,a) è quabi de-

dc& se [p,a] = Kerp 17 Kera = (o), è ~edek?e se Kerp = Kero = (o), è
phophkamente  quabl  dede&  se è quasi fedele e se risulta Kerp# (0) e

Kera# (0).

LEMMA 1.2. Se (V,W,p,a)  & A-moduLo ihkiducibL&  e. quabi &edeCe ti-

bulta  Kerp =  (0)  b‘2 e bO.t?O  be  K e r o = (o), ci06 (V,W,p,a)  è (imidu-

cibi&  e) ,jede$e oppuhe phophiamente  quabi dedete.

~~mobthazione.Sia  Kerp = (0)  e Kera # (0). Se x e Kera , x # o,ri
sulta x +! Kerp = (0)  ed esiste v e V, v # o, tale che v(xp>  #,o.  Per

il lemma 1.1 è v(xp)(Ao) = V e risulta v = v(xp>(ya) con y e A: Allo-
ra 0 # v = v(xp)(ya) = v(xp)(ya)(xp)(ya)  = v(xp)((yxy)a)  = 0 (infatti
risulta A(Kera)A  5 Kerp= (0)  e, perc.iò,  yxy = o), assurdo. Allo stes-
so modo si raggiunge un assurdo se Kerp # (0)  e Kera = (0).

Il lemma è Provato.

LEMMA 1.3. Se A è un L-anetto e be (V,W,p,a)  è un A-moduto ihh.Q&
cibi&  e quasi  &edele,  bono e q u i v a l e n t i :

1) A posbiede  ideati bilatehi  e66eZLLvi  non contenenti ideati  non

nu.Ul di A;
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2)  (V,W,p,a)  5  (ihhiducibiLe  el p h o p h i a m e n t e  quad+ ,$ede&.  Peh-

banjo, be  e'L-aneMo A pobbiede moduti ihhiduciblki  e quabi bedeli,

quebti  o  bono  t u t t i  4edekT.l  o p p u h e  d o n o  t u t t i  p h o p h i a m e n t e  q u a b i  de-

deli.

Uimobthazione.  1) =+ 2). Supponiamo che B sia ideale bilatero ef
fettivo di A non contenente ideali non nulli di A. Ragionando pera?
surdo supponiamo che (V,W,p,a)  sia fedele (cfr. Lemma 1.2). Da Kerp=
= Kera = (01 segue V(Bp)  # (0) essendo B # (0).

W(BP) (Aal>  , tV(Bo)>,p,a) è sottomodulo non nullo di (V,W,p,a),pey
tanto <V(Bp)> = W. Analogamente <W(Ba)> = V. Allora W = tV(Bp)> =
= tW(Ba)(Bp)> = tV(Bp)(Ba)(Bp)>  = <(V(IjBB)p>  e BBB # (0). tABA>(TR c31

è ideale di A contenuto in B e non nullo perché contiene BBB,' assur-

do.

21 => 1). Risulta Kerp # (0)  e Kera # (0). Si verifica che Kerp
è ideale bilatero effettivo di A. Sia H ideale di A contenuto inKerp
Risulta AHA 5 H c Kerp e AHA E Keru (perché A(Kerp)A  -c Kero);  quiz
di AHA C Kerp n Keru = (0)  e AHA = (0). Allora V((AHA)p) = (o),
cioé 'V(Ap)  (Hu)(Ap)  c (0); (tV(Ap)(Ha)>,(o),p,u)  è sottomodulo di
(V,W,p,u),  quindi W(Ha)  = V(Ap)(Ha) = (0)  (cfr. lemma 1.1) e H LKeru.
Pertanto H E Kerp n Keru = (0)  e H = (0). Abbiamo provato che Kerp
è ideale bilatero effettivo di A non contenente ideali non nulli di
A. Anche Keru gode di questa proprietà.

Il lemma è provato.

Stante il lemma 1.3, poniamo le seguenti definizioni. Un L-anel-
lo è phimnitivo  se possiede un modulo irriducibile e fedele, è quasi

t3) <ABA>  è il sottogruppo del gruppo additivo di A generato da ABA
(cfr. nota (2)).
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ptlimltivo  se possiede un modulo irriducibile e propriamente quasi
fedele.

Sia A = A(+,w) un L-anello. L'applicazione ti* : A x A x A + A,
definita da (x,y,z)w* = (z,y,z)o se x,y,z e A, rende il gruppo aj

ditivo A(+)  L-anello AoP = A(+,w*) che chiamiamo oppobto  dell'i-anel

lo A. Ovviamente risulta A = (AoP)oP.

Sia A un L-anello. Una coppia (x,y>  di elementi di A b quabi in-
vekrtibibe, o x è quabi ,&vehtiblkk  rispetto a y, se esiste z e A ta
le che z - x = xyz = zyx, z è, allora, quabi +nve&o della coppia
(x,y)  o quabi invehbo  di x rispetto a y; osserviamo che z è quasi+
verso di x nell'anello (binario) associativo che ha lo stesso gruppo
additivo di A e la cui moltiplicazione è definita da a o b = ayb se
a,b e A. Un elemento di A è p&opkiamente  quabi invehtlbite  se è qua-
si invertibile rispetto a ogni elemento di A. L'insieme J(A) degli

elementi di A propriamente quasi invertibili è il hadicate dell'L-
anello A; osserviamo che risulta J(A) =J(AoP), Questa definizione di
radicale è quella data da H.C.Myung (171,  pp. 228 e 232) equivalente
a quella data da W.G.Lister ([5],  pp. 43) (almeno nel caso di carat-
teristica diversa da due). A è L-anello bemlbemptice  se J(A) = (0).

Siano A un L-anello e (V,W,p,a)  un A-modulo. Un elemento a e Aan
nulta l'A-modulo (V,W,p,o)  se a e [o,a] = Kero f? Kera.

1.2. LEMMA 1.4. Siano A un L-aneMo,  (V,W,p,o)  un A-moduk!o  ihhrid&

cibi&, C , hibp. C’, iL bO&tOanettO deM'anello  (binahiO)abbOCiatii

VO HomZ(V,V), hibp. Hom2(W,W), genehato  da 1 CapI (bo)  la,b e A ),hibP.

((aa) la,b e AI.
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11 guppo additivo V, hibp. W,  acquibta bthuttuha  d i  moduLo  d e b t h o

ihhlducibL&  b o p h a  t’une&?0  abbociativo C, h h b p .  C’,  e, penciò,  b.th&t-

tuha di bpazio vetto.LLale debtho bopha It cohpo k*(teHomZ(V,V)lts  =

= st se s e Cl= It E Homg(V,V)lt(ap)(bo)  = (ap)(bo)t se a,b e Al,

hibp. k' = it' e Homg(W,W)lt's'  = S't' se s' e L'I = (t'eHomg(W,W)I

) t' (aal (bp) = (aa)(bp)t'  se a,b e Al.

U i m o b t h a z i o n e . L'irriducibilità dell'A-modulo  (V,W,p,o)  comporta

V(Ap)(Au) # (0)  e, perciò, VC # (0). Inoltre, se U è sottomodulo non
nullo del C-modulo destro V, è UC c U, perciò U(Ap)(Ao) 2 U e-
(U, tAp)>,p,u) è sottomodulo non nullo di (V,W,p,u).  Pertanto è U=V,
V ha struttura di C-modulo destro irriducibile e, per il lemma di
Schur, anche struttura di k-spazio vettoriale destro. In modo analo-

go si provano le altre affermazioni del lemma.

Il lemma è provato.

LEMMA 1.5. Con i dati e Le notazioni del lemma  1.4, i cohpd k e

k' dono ibOmOhdi.

Uimobthazione.  Sia t e k. Se v e V, v # o, risulta v(Ap)  = W.Allo-
ra, se w e W e w = v(ap) con a e A, ponendo wt* = (v(ap))t*=vt(ap)=

= w', si definisce un'applicazione t* : W + W. Infatti, se fosse
v(ap) = v’(a’p)(v’ e V, v' # o, a' e A) e vt(ap) # v't(a'p), esiste-

rebbe b e A, b # o, tale che (vt(ap)-v't(a'p))(bu)  # o, quindi

o # vt(ap)(b ci),-v’t(a’p) (bu) = v(ap>  (bu)t-v'(a'p)(bu)t  = (v(ap) -

- v'(a'p))(bu)t  = o, assurdo. Risulta t* e k'. Infatti, si verifica
che t* e Homa(W,W); inoltre, tenendo presente che è v(Ap)  = W con
v e V, v # 0, se w e W, w = v(ap) con a e A, per ogni b,c e A si ha
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wt*(bo) (CP) = v(ap)t*(ba)(co)  = vt(ap)(bu)(cp)  = vt((abc)p)'=
= v((abc3p)t * = 'v(ap)(bu)(cp).t*  = 'w(bo)(cp)t*,  cioé t*(bu)fco)=
= (bu)(cp).t*. In modo analogo sia, ora, t1 e k". Se w e W, w # o,
risulta w(Au)  = V. Allora, se v e V, v = w(ao)  con a e A, ponendo
vt' = (w(au)t:  = wt'(ao),* si definisce un*applicazione  t: : V -F V

e risultati e k.

Se t e k è (t*), = t. Infatti, con v e V, v # 0, w e W, w # 0, è

v (ApI = W e w(Ao)  = V, percio w= 'v(Sp) con 6 e A e V = v(Gp)(Aa);
allora, se v' e V e v' = v(op)(bo) con b e A, risulta v'(t*)* =
= v(&p)(bo)(t*),=  w(bu)(t*)* = wt*(bo) = v(6p).t*(bo)  = vt(dp)(bu) =
= v(bp)(bo)t = v't.  In modo analogo, se t' e k', è .(t:>*  = t'. PoneE
do t-r = t* se t e k, risp. t'>-c'  = ti se t' e k', si definisce un'aE
plicazione T : k + k*, risp. T' : k' + k. Si verifica che T e T'

sonoomomorfismi di corpi e, per quanto già provato, sono isomorfi-
smi uno inverso dell'altro.

Il lemma è provato.

ObbelLvazion~ 1.1. Stanti i lemmi 1.4 e 1.5, l'immersione di k in

HomZ(V,V) definisce sul gruppo additivo V una struttura di k-spazio

vettoriale destro e l'isomorfismo T : k + k' (cfr. la dimostrazione
del lemma 1.5) è, di fatto, monomorfismo di k in Homg(W,W) e defini-

sce sul gruppo additivo W una struttura di k-spazio vettoriale destro.
Percib,  V e W hanno entrambi strutture di k-spazi vettoriali destri

e P, risp. o, è omomorfismo additivo p : A + Homk(V,W), ri.sp  .
u : A + Homk(W,V).

LEMMA 1.6. Se G 8 ideate deb.tKo  deLL'L-aneL10  A modulahe  LibpektO
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a (d,6) allaha r = {x  e A IdxA c Gl  è ideate debtho  di A modulahe  hi

bpetto  a (6,d) e h.ibu&ta  drA 5 G e 6GA 5 I';  inok!tJze,  be  G 2  ideate

debtho  mabbimate  d l  A a n c h e  r 10  8  e hkbUttU  G  =  {x  e AIòxA E PI

Vimobthazionc.  Si verifica che r è ideale destro di A. Risulta
r # A perché dAA c G comporta d6A c_ G e, per la modularità di G ri-

spetto a (d,6),  A = G, assurdo. Per la modularità di G rispetto a

Cd,&),  per ogni x,a e A, risulta d(x-6dx)a = dxa-d6xa e G, quindi
x - 6dx  e r e l? è modulare rispetto a (6,d).  Per definizione di P è

dIA & G; risulta dGGAA c_ d6G  5 G, quindi 6GA  c P. Sia, ora, G idea_
le destro massimale di A. Se I" è ideale destro di A con PC I'cA;-7-7

risulta I-1 = A. Infatti, se x e P' - P, per definizione di P, risul-
ta dxA & G. Allora GCG+dxA, con G+dxA ideale destro di A, e G+dxA=A.-
Risulta d = b + dxa con.  b e G, a e A. Allora, se y e A è oay =
+&(b+dxa)y  = Gby+gdxay e 6dy-bdxay = 6by e 6GA EI,.Gd(y-xay)  e r e,
per la modularità di r rispetto a (rS,d),  y-xay e P; quindi y-xay er'
con xay e rf e, perciòi y e r’ e rf = A. {x e.AjGxA E I')è ideaie,de-
stro di A contenente G; da 6AA 2 r segue 6DA 5 P e A =r, assurdo.

Quindi G = {x e AIGxA s PI.

Il lemma è provato.

Siano A un L-anello, G un ideale destro di A modulare rispetto a

(d,&),T=  1x e AldxA c G). Stante il lemma 1.6, si considerino i gru2

pi additivi A/G e A/r.  Sia a e A; ponendo (x+G)(aX)  = 6xa+r  , se
x e A, si definisce un omomorfismo aX: A/G + A/E è l'applicazione

('1 Col simbolo C indichiamo l'inclusione propria.



1 2 Profera

x : A -C Homg(A/G,A/P)  che manda aeA in aX e Homg(A/G,A/l')  è omomor

fismo additivo. Allo stesso modo, ponendo (x+P)(an)  = dxa+G, se xeA,
si de.finisce  un omomorfismo an : A/P + A/G e l'applicazione

u : A -c HomZ(A/T, A/G)  che manda a e A in av e Homg(A/T,A/G)  è orno-

morfismo additivo. Allora (A/G,A/r,X,n) è A-modulo che chiamiamo hg

.4ativo a G e a(d,6). Con tali dati sussiste il

LEMMA 1.7. Sono equivalenti:

1) G L Ideale debtho mabbimale  di A;

2) (A/G,A/P,X,n) è A-moduLo ihhiducibile.

Uimobtiazione.  1) -> 2). Per il lemma 1.6 l' è ideale destro di
A massimale modulare rispetto a (6,d). Risulta (A/G)(AA)  # r/r  per-
ché da (x+G)(aA)  = 6xa+r  = o+T per ogni x,aeA se,gue 6da  e I' e,per
la modularità di P rispetto a (6,d),  a e I' e P = A, assurdo. Allo

stesso modo si prova (A/G)(Au)  # G/G.  Sia (P[G,Q/r,X,p) un sottomo-
dulo di (A/G,A/I',X,w).  Se x e P e a,b e A risulta (Gxa+r)(bX)  =
= dsxab+G e P/G, dgxab e P e, siccome xab-d6xab e G 5 P, è xab e P.
Quindi P è ideale destro di A. Allo stesso modo si prova che Q è
ideale destro di A. Tenuto conto che G e T sono ideali destri massi

mali e osservato che è P = G se e solo se Q = l' , si conclude che
(A/G,A/I',X,u)  è A-modulo irriducibile.

2) ==)  1). Sia G' ideale destro di A con G C G' & A. Se xeG'-G
risulta (x+G)(AX)  = A/r,  cioé 6xA+r= A/T.  Percib 6+r  = 6xa+r  con
a e A, ciot? 6 - 6xa  e r. Quindi, per definizione di P, se z e A b
d(s-  Gxa)z  e G, cio6  d6z - d&xaz e G C G'; siccome xaz e G' e G' è

modulare rispetto a (d,6)  come G, risulta dbxaz e G', quindi dszeG'
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e z e G’. Abbiamo provato che G è ideale destro massimale di A.

Il lemma è provato.

LEMMA 1.8. Se (V,W,p,o)  è moduLo bopha L'L-afleUo  A, bOn0 equiv~

Centi:

1) (V,W,p,a)  ~2 hhiducibile;

2 )  ebLb&  u n  i d e a t e  debtho G di A mabbimate e modutahc hibpetto

a una coppia (d,6) db ekkmentl di A tale  che (V,W,o,a)  è ibomok6o al-

tIA-moduk'o  hetat~vo a G e a (d,6).

~h?lOb~hUZiOnt?.  1) ==> 2). Fissiamo v e V, v#o,  w e W, w#o* Per il

lemma 1.1 risulta v(Ap).= W, w(Ao) = V. Siano d,6 e A tali che

~(6~)  = w, w(da) = v; allora v = v(6p)(do) e w = w(do)(6p). L'appli
cazione n : A + V che manda x e A in w(xo)  e V è omomorfismo ad-
ditivo. Proviamo che G = Kern* è ideale destro di A massimale e mo-

dulare rispetto a (d,6).  Verificato che G è ideale destro di A, ri-
sulta G # A perché w(Ao)  = V # (0)  (cfr. lemma 1.1) e, se x e A, si
ha (x-dbx)n r w((x-d6x)u)  = w(xu)-w((d&x)cs)  = w(xu)-w(du) (bp)(xu)=o
e x-d&x e G. Se G' è ideale destro di A con GCG' c A, allora-
(w(G'u), tw(G'o)(Ap)>,p,o)  è sottomodulo non nullo di (V,W,o,o),  quiz
di w(G'u) = V = w(Au). Se a e A esiste x e Gt tale che w(ao)  =
= w(xu), cioé w((a-x)u) = o, quindi a-x e GCG', a e G', G' = A.
Stante il lemma 1.6 si consideri P = {x.-e  A(dxA 5 G } . L'applicazio-
ne v:A+W che manda x e A in v(xp)  e W è omomorfismo additivo

e risulta Kerv = P-. Se x e r è dxA c G = Kern,  w((dxA)o) = (o),
w(du)(xp) (Au) = (o), v(xp)(Ao) = (o), quindi, per il lemma 1.1,

v(xp)  = 0 e x e Kerv. Viceversa, se x e Kerv B v(xp)  = o,
w(do)(xp) = o, w((dxA)o) = w(do)(xp) (Au) = (o), dxA c G, cioé x er.
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L'applicazione a : v + A/G che manda ie e V (con x e A) in
x+G e A/G B isomorfismo additivo come l'applicazione $ : W + A/I

che manda v(xp)  e W in x+r e A/r.  Si consideri l'A-modulo (A/G,
A/I',i,n)  relativo a G e a (d,6).  Si verifica che risulta a(ax)  =

(apI 8 e B.tap) = (aa)a  per ogni.a e A; quindi (V,W,p,u)  e (A/G,
A/r,X,p) sono isomorfi.

2) ==> 1). Segue dal lemma 1.7.

Il lemma è provato.

LEMMA 1.9. Sia A un L-aneMo pobbedente  ideali debthi  minlmati D
e A tali  che DAD # (0).

Eblbtono d e D, 6 e A tati che dsx =  x be  x e D e 6dy = y be

YeA

DimobthazLonc.  Da DAD # (0)  segue che esistono d' e D, 6 e A tali
che d'6D # (0). d'6D B ideale destro non nullo di A contenuto in D,
quindi d'6D = D. Sia d e D tale che d'6d = d'. E' d' = d'6d:(d'6d)
6d = d'(6d6)d = d16(d6d), perciò 6d6#  o, d6d # o e risulta d&D = D
e 6dA = A. Da d'6d = d'&(d&d) segue d = d6d perché Ez e Dld'Gz=o)
è ideale destro di A contenuto in D e diverso da D perché d non vi ap
partiene e, percib, è l'ideale nullo. Se x' e D esiste x e D tale che
d6x = x'; risulta d6x' = ds(d6x) = (d6d)6k  = d6x e, perciò, x' = x.
Se y' e b esiste y e A tale che 6dy  = y' e risulta y' = y.

Il lemma è provato.

Stante il.lemma 1.9, con i suoi dati, definiamo il seguente modu-
10 sopra l'l-anello A. Sia a e A. Ponendo x(aX)  = 6xa se x e D si
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definisce un omomorfismo additivo aX : D + A e l'applicazione
x : A + Homg(D,A) che manda aeAin aX e HomZ(D,A) è omomorfi-

mo additivo. Allo stesso modo, ponendo y(au)  = dya se y e A, si
definisce un omomorfismo additivo au : A + D e l'applicazione

P : A + HomZ(A,D) che manda aeA in au e HomZ(A,D) è omomorfi-

,smo  additivo. Si verifica che (D,A,x,u)  è modulo sopra l'l-anello A.

Con tali dati, sussiste il

LEMMA 1.10. L'A-modulo (D,A,X,u)  è IhhiducLb.Ue.

(1 -d6)A = {a-dGa[aeA) è ideate debt/ro  d i  A mabsimale ie modulafie  hi-

spetto a (d,6))  e, a  CiveLLo  a d d i t i v o ,  hibulta

A = d6A 0 (l-d6)A

con D = d6A.

L'A-modulo (D,A,x,p)  è ibomoh~o aLt'A-moduRo  he&.UfiVO  a (l-d6)Ae

a Cd,&).

Uimostkazione.  Proviamo che se x e D., x # o, risulta x(AX)  =6xA=A.

x(Ah)  = 6xA è ideale destro di A contenuto in A. Da 6xA  = (o), sic

come Iz e DIGzA = (0)) è ideale destro di A contenuto in D e non
nullo perché contiene x, risulta {z e DIGzA = (0)) = D e 6DA = (o),
assurdo. Perciò è x(AX)  = 6xA = A . Allo stesso modo si prova che se
y e A, y # o, risulta y(Au)=dyAeDPeril  lemma 1.1 (D,A,x,u)  è irri-
ducibile.

Per quanto già provato risulta d(AA)  = A e 6(Au)  = D; inoltre è

d(6h)  = 6d6=6  e 8(du)  = dcSd = "cl.  Come nella dimostrazione del lem-
ma 1.8, pensando V = D, W = A, p = )i, 0 = 1-I> con v = d e w = 8,
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duli irriducibili sopra il suo supporto.

Nel numero 2.2 proviamo che un L-anello è semisemplice se e solo

se è (isomorfo a Unal  somma sottodiretta di L-anelli primitivi Q qus

si primitivi oppure di loro opposti.

2.1. LEMMA 2.1. Se.  J(A) è iL  hadica&z  deLe’L-anek?Lo A e de d e A,

bOn0 equivakkntl:

1) d e J(A);

2) d annutta  ogni A-moduRo  ihhiducibile  e ogni AoP-moduto ihhidu-

clbikk.

Uimobtiaz~one.  11 => 21. Sia (V,W,p,a)  un A-modulo irriducibile

non annullato da d e A, cioé d L [p,a] = KerpnKero;  allora d * Kerp

oppure d # Kera. Se d $ Kerp esiste d e A tale che (d,b) non è qua-

si invertibile e, perciò, d 6 J(A). Infatti, se d 6 Kerp, esiste veV,

v # o, tale che v(dp) # o. Per il lemma 1 .1  risulta v(dp) (Ao) = V

ed esiste 6 e A tale che v(dp)(da) = v. Allora, per ogni a e A,

risulta v(dp) (&q)(ap)  = (ap), v(dsa)p)-v(w) = o, v(dsa-a)p)  = o.

B = {a-dGala  e A} è contenuto in N = (a e Alv(ap) = o} . Siccome

d 6 N risulta d $ B; perciò, per ogni a e A, d # a-dsa, a-dfdba  e

(d,6) non è quasi invertibile. Se d d Kera si ragiona allo stesso mg

do e si conclude d 6 J(A). Analogamente si prova che, se (U,T,X,u)  è

A op-modulo irriducibile non annullato da d e A, risulta d é J(A).

2) => 1). Se d e A e d # J(A) esiste 6 e A tale che (d, 6) non

e quasi invertibile. B = (x-d6xlx e A) è ideale destro di A modulare

rispetto a (d,6) oppure C = {x-xGdlx  e A) è ideale destro di AoP-modu

l a r e  r i s p e t t o  a  (d,6). Infatti risulta B # A oppure C # A perché, se
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fosse B = C = A, risulterebbe d = x-dbx, d = y-yGd con x,y e A e

x # y perché (d,b)--.non  è quasi invertibile; quindi, x-d6x = d=y-y6d=
= y-y6(x-d6x) = y-y6x+ybddx  = y-(y-y$d)bx  = y-d6x e x = y,. assurdo.

Sia B # A. Allora B B ideale destro di A modulare rispetto a (d,6)  e,
usando il lemma di Zorn, si prova che B è contenuto in un ideale de-
stro G di A massimale e modulare rispetto a Cd,&).  L'A-modulo

(A/G,A/I,A,u) relativo a G e a (d,6)  è irriducibile (cfr. lemma 1.7).
Risulta d 6 Keru = Ea e AldAa 5 G); infatti, dAd 2 G comporta d6d e G,

allora d e G perché d-d6d e G, e, per ogni x e A, x-d6x e G implica
x e A e A = G, assurdo. Quindi d @ [X,u].  Sia C = A..Allora  C è idea-
le destro dell'i-anello  AoP, opposto di A, modulare rispetto a (d,6)
e, come prima, si prova che esiste un AoP -modulo irriducibile non an-

nullato da d.

Il lemma è provato.

OAeenwaeione  2 . 1 . Il lemma 2.1 assicura che ogni L-anello primiti
vo 0 quasi primitivo è semisemplice.

LEMMA 2.2. ([SI, p. 44;[71,  p. 231) ZL /radicale J(A) deU'L-aneUo
A 8 idea& di A. A/J(A) 5 L-aneUo bemibemplke.

VcmoAZkazione. Osserviamo che se x e A annulla ogni A-modulo irri
ducibile e ogni AoP -modulo irriducibile e se a,b e A, anche xab, abx
e axb godono di questa proprietà; perciò, per il lemma 2.1, J(A) è
ideale di A.

Supponiamo che x+J(A)  e A/J(A) (con x e A) annulli ogni A/J(A)-mg
dulo irriducibile; ci proponiamo di provare che x annulla ogni A-mo-
dulo irriducibile. Sia, percib, (V,W,p,a)  un A-modulo irriducibile.
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Ponendo (a+J(A))p!  = ap se a e A, si definisce un'applicazione

P' : A/J(A) + HomZ(V,W); infatti, a+J(A) = b+J(A) con a,b e A, ci06
a-b e J(A), comporta a-b e Kerp (cfr. lemma 2.11,  (a-b)p= o, ap=bp.
Si verifica che p' è omomorfismo additivo. Allo stesso modo, po-
nendo (a+J(A))o' = aa se a e A, si definisce un omomorfismo additi

vo u' : A -+ Homg(W,V). Si verifica che (V,W,p',a') è A/J(A)-modulo
che risulta irriducibile perché è V # (o), W # (o), v((A/J(A))p') =
= v(Ap)  = W se v e V, v ic o e w((A/J(A))a'  = w(Aa) = V se w e W,
w # o (cfr. lemma 1.1). Risulta (a+J(A))p'  = ap se si e A; quindi

a + J(A) e Kerp' se e solo se a e Kerp e, perciò x e Kerp . Allo

stesso modo si prova che x e Kera. Quindi x e [p,a].  Abbiamo provato
che x annulla ogni A-modulo.irriducibile.  Allo stesso modo si prova

che se x+J(A)  e (A/J(A))" = Aop/J(A) annulla ogni (A/J(A))oP-modulo
irriducibile allora x annulla ogni AoP-modulo  irriducibile. Pertan-
to, per il lemma 2.1, se x+J(A) e J(A/J(A)) allora x e J(A); dunque
x+J(A) = o+J(A)  e A/J(A) è L-anello semisemplice.

Il lemma è provato.

2.2. Per gli L-anelli, come per gli anelli (binari) associativi (cfr.

141, PP. 13 e 141, si da la definizione di 6omma bo.ttoche.tta e si

prova che un L-anello A è somma sottodiretta della famiglia di L-anel-

li (AijieI (1 è un insieme d'indici arbitrario) se e solo se per

ogni i e 1. esiste un ideale Hi dell'i-anello  A tale che l'l-anello

Ai risulti isomorfo all'i-anello  quoziente A/Hi e, inoltre iTIHi=(o).

TEOREMA 2.1. Se A 5 L-aneCto, bono equivalentk:
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1) A 8 bemlbempUce;

Profera

2) A & (ibomoh6o a una) bomma bottodihetta  dl L-aneUi pkLmi.tivi

o  q u a b i  phimitivi  opputre  OppObti d i  L-ane&!i  phimitivi  o  q u a b i  primi

tivi.

Uimobkhazione.  1) =>  2). Se x e A, x # o, per il lemma 2.1, esi-
ste un modulo irriducibile (Vx,Wx,p;,ox ) sopra l'l-anello A o sopra

il suo opposto AoP tale che x é rpx,,ox]  = KeroxnKerox. Ci proponifi

mo di provare che l'l-anello A/[px,ox], oppure il suo opposto

CA/ [px  > ux]  1 Op= AoP/  [px,  a,]  > è primitivo 0 quasi primitivo. Se

(Vx,Wx,px,ux) è modulo irriducibile sopra l'l-anello A, ponendo

(a+[px,ux])pX = apx se a e A, si definisce un'applicazione

Pfi :  A/~px,ux]  +HomZWx,Wxl  ;  i n f a t t i ,  a+[px,ux]=  b+[px,axl comporta

a-b e[px,ux], a-b e Kerpx,  (a-b)p,  = o, apx  = bpx.  Si verifica che

Pi è omomorfismo additivo. Allo stesso modo, ponendo (a+[p,,o,])uX=

= ao se
X

a e A, si definisce un omomorfismo additivo o' : A/[px,ox]
X

+ HomZ(Wx,Vx). Si verifica che (Vx,Wx,p~,oX) è modulo sopra l'L-anel

lo A/[ox,ux] il quale risulta irriducibile perche Vx # (o), Wx # (o),

v((A/[px,ux])p;)  = v(Apx)  = Wx se v e Vx, v # 0, e w((A/[~~,o.$o$)  =

= w(Aox)  = Vx seweW
X’

w # o (cfr. lemma 1.1). Inoltre, se a e A,

a +[pxP ux] e Kerp' se e solo se a e Kerp e
X X

a+ [px,ux]  e KeruX se

e solo se a e Kerox. Allora a+[ox,ux] e[p; ,u;J se e solo se
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a ebx,ux7, cioé se e solo se a+[px,ux] = o+[px,ux]. Abbiamo prova-

to che Wx,Wx,~;, oi) è quasi fedele e, quindi, che A/[ox,ax] è' .Lc

anello primitivo 0 quasi primitivo. Allo stesso modo si ragiona se
(V~,w~,p~,u~) è modulo irriducibile sopra l'l-anello AoP,  opposto

di A, e si prova che l'l-anello (A/[P~,u~])~~ = AoP/[px,ux] è pri-

mitivo o quasi primitivo. Resta da osservare soltanto che risulta

n bxeA-(0) u ]x' x = (0).

2) ===> 1). L'L-anello A risulti somma sottodiretta della famiglia

di L-anelli {AijieI dove ciascun L-anello Ai è primitivo o quasi

primitivo oppure opposto di un L-anello primitivo.0 quasi primitivo.
Allora, per ogni i e 1, esiste un ideale .Hi dell'i-anello  A tale che
l*L-anello Ai è isomorfo all'i-anello  A/Hi e risulta iTI Hi = (0).

Se x e A è propriamente quasi invertibile anche x + Hi e A/Hi lo è;

allora, osservato che A/Hi, oppure il suo opposto (A/Hi)OP,  è L-anel

lo primitivo 0 quasi primitivo, risulta J(A/Hi) = J((A/Hi)OP) =

= (o+Hi)  e da x e J(A) segue x+Hi e J(A/Hi) = (o+Hi)',  cioé x e Hi.

Pertanto x e CI Hi = (o), x = o e A è L-anello semisemplice.

Il teorema è provato.

3. ANELLI TERNARI DI LISTER PRIMITIVI.

Nel numero 3.1 classifichiamo gli L-anelli primitivi dando, per ez

si, un analogo del teorema di densità di Chevalley-Jacobsonrelativo
ad anelli associativi primitivi.
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Nel numero 3.2 classifichiamo gli L-anelli primitivi con ideali
destri minimali.

Nel numero 3.3 classifichiamogli L-anelli semplici, con ideali dg
stri minimali e privi di ideali effettivi; tra questi classifichiamo
anche quelli artiniani a destra ritrovando un risultato da noi già
stabilito in [9].

3.1. Siano k un corpo (non necessariamente commutativo), V e W k-
spazi vettoriali destri non nulli,4, risp. Y', un sottogruppo denso
nella topologia finita di Homk(V,W), risp. Homk(W,V), 4 :9 +9' un

isomorfismo additivo, Pg'scg,- PS9' ~9 e 9$, risp.  F'6-1,

la struttura algebrica che ha come insieme sostegno (quello di) 9,
risp. g', e come operazioni l'addizione di 3, risp. P, e l'appli
cazione w : Fx Pxg+P , risp. w' :J' x9' x9' + Y', definita
da (f,p,q)w  = f(p$)q se f,p,q eq, risp. (f',p',q')w' = f'(p'$-')q'
se f',p'  e P. Con tali dati, sono equivalenti:

11  (f(p$)q)$  = (f$)p(q$) se  f,p,q e3;

2) la struttura algebrica 9
Q

è L-anello;

3) 4 : $ + P4-' è isomorfismo (di strutture algebriche).

Cladbe 1. Con i dati già specificati, la struttura algebrica P4

sia L-anello.Un L-anello appartiene alla classe 1 se e solo se è (isg
morfo a) uno degli L-anelli

5 siffatti*

LEMMA 3.1. Ogni L-anetto appatrténente  UhkZ cgabbe  1 è ptrimitiwo.

~imobtkazione.  Se g+ è L-anello appartenente alla classe 1, con i
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dati specificati per definire tale classe, ponendo fp = f', risp.
fo = f , se f e 9, si definisce un omomorfismo additivo p:5+Homk(V,W1,

risp. o : 5 * Homh(W,V). (V,W,p,a)  è q-modulo irriducibile e fe-

dele. Infatti,verificatoche  (V,W,p,a)  .è ?-modulo, se v e V, v# o,

per egni w e W esiste f e.?F tale che vf = w, ci06 v(fp)  = w e
v(9o)  = W. Allo stesso modo si prova che, se w e W, w # o, risulta
w(s) = V. Inoltre è Rerp = Kero = (0).

Il lemma è provato.

Siano A un L-anello primitivo e (V,W,o,a)  un A-modulo irriducibi-
le e fedele. Con le notazioni dei lemmi 1.4 e 1.5, stante l'osserve-

zione  1.1,~  , risp. u, è omomorfismo additivo p : A + Homh(V,W), risp.
u : A + Homh(W;V). Con tali dati, sussiste il

LEMMA 3.2. Siano S= Aa, 9' = Au c de&Gamo L'ibomoa,$ibmo  addl

tivo $: g+ 5' ponendo f$ = f$-lu be f eS (').
-

5, hibp.  51, 8 bottoghuppo dcnbo neUa  %opo1ogia  @nlZa di

Homh(V,W), hL6p.  Homh(W,V), LU bthuttuha  aLgebhrica s4, hibp. q-1 9

è L-aneLLo e P : A -c g$, hibp.  u : A  + Fiwl,  t?  ibomoh&ibmO  d i  L-

aneLLi.

Pe&Xanto, 5 abblcuhata  tu commtitatLvita  del  Aeguente diaghaintna

('1 Indichiamo ancora con p, risp. u, la restrizione codomikiale
di p  ad Ap,  risp. ai u ad Au.
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in c u i  t u t t e  Le app.LicazLoni  6ono  LbornohdkArni  di L-unetek.

Pimosthazione.  Proviamo che9 è sottogruppo denso nella topologia
finita di Homk(V,W). Sia U un sottospazio di dimensione finita del
k-spazio vettoriale destro V. Vogliamo provare che, se x e V-U, esi-

ste a e A tale che U(ap)  = (0) e x(ap)  # o. Ragioniamo per induzio
ne sulla dimensione di U. Se U = (0)  dobbiamo provare che esiste
a e A tale che x(ap)  # o; ciò segue da x(Ap)  = W (cfr. lemma 1.1).
Sia, ora, dimkU = t 2 1, x e V-U e supponiamo vera la tesi per ogni
sottospazio di V la cui dimensione è minore di t; ci proponiamo dirag
giungere un assurdo negando la tesi per U e x. Sia U = Ut , @ U, con

U
t-1

eU
1

sOttO~paeimdi  U di dimensionf:  t-l e 1 rispettivamente;

inoltre, sia v e U,, v # 0. Per ipotesi induttiva esiste a e A tale

che Ut-,(ap) 7 (0; e v(ap)  # 6. C = {a e AIUt-l(ap) = (0)) è idea-

le destro di A e risulta (o)#{v(ap)  la e C} = v(Cp)  5 W; allora

(-(CP)  (Aa)>,v(Cp)  ,P,u) è s0ttomodulo  non nullo di (V,W,p,a)  e

v(Cp)  = W. Se- y e W, y = v(ap>  con a e.C,  ponendo yh = (v(ap))h =

= x(w), si definisce un'applicazione h : W + W. Infatti, v(ap)  =

=” v (bp)  , con a,b e C, comporta v((a-b)p) = o ed essendo a-b e C rl-

sulta Ut-l((a-b)p) = (0) assieme a U,((a-b)p) = (o), percib
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U((a-b)p)  = (0);  a l l o r a , avendo negato la tesi per U  e x, è x((a-b)p)=

= o ,  ci&  x ( a p )  =  .x(bp).  R i s u l t a  hek’; infatti, se w,w’ e W, w=v(ap),

W' = v(bp) con a,b e C,si ha (w+w’)h  = (v(ap)+v(bp))h=(v(a+b)p)h=

= x((a+b)o) = x(ap)t  +  x(bp)=(v(ap))h+(v(bp))h  =  wh+w’h, inoltre,

se c,d e A, è wh(ca)(dp) .= x((acd)p)  = (v((acd)o))h = v(ap) (Co) (do)h=

= w(ca)  (dp)h, cioé h(ca) (do) : (CU) (dp)h.  Per il lemma 1.5 esiste

(uno e un solo) h,  e k tale che hl-c  = h; = h (cfr. la dimostrazione

del lemma 1.5) ; allora, se a e C, si ha (v(ao))  (h;  = (v(ao))h,

vh, (ao)  = x(ap) e (vh, -x) (ap)  = o, quindi vh, -x e Ut  , e x E U per-

ché vh, e U ; assurdo.
1

Siano X = 1x, ,...,xr)  una parte libera finita di V, Y=(y
1
,...,y!

una famiglia di vettori di W, Ui  il sottospazio di V generato da

x - Ixil  (ie Il,...,r)).  Ci = IaeAIUi(aP)  =  (0))  è  idea le  des t ro  d i

A e, come già provato, risulta v(Cip)  = W. Allora esiste ai e C i ta -

le che xi(aip)  = yi.  Posto a = al+..  .+ar,  risulta xi(ap) = xi(ai8)=

= ‘i’ Quindi 9=  A P è sottogruppo denso nella topologia finita di

Homk(V,W).  Analogamente si prova che 9:’  = Aa è sottogruppo denso

nella topologia finita di Homk(W,V).

Tenendo presenti le considerazioni fatte per definire la.classe

1, resta da provare soltanto che la struttura algebrica 9$ è L-

anello, cioé c h e  r i s u l t a  (f(p$)q)#  =  (f$)p(qo)  s e  f , p , q  e9, e  veri

ficare  le altre affermazioni del lemma. Se f = ao , p = bo,  q = CP

c o n  a , b , c  e A ,  r i s u l t a  (f(p$)q)@  =  ((ao) (bo)(cp))e=  ((abc)p)$=

= (abc)o = (ao)  (bp)  (co) = (f9)p (94).

Il lemma è provato.
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1 lemmi 3;l e 3.2 permettono di enunciare, il

TEOREMA 3..1. Se A 5 L-anetto, bono  equ-ivalentl:

1) A e p~~lmitivo;

2) A appahtiene  aLLa  CLUbbc?  1.

3.2. Siano k un corpo (non necessariamente commutativo), V un k-

spazio vettoriale destro non nullo, 9 = Homk(V,V)  l’anello associa-

tivo delle applicazioni k-lineari di V in sé, cp un automorfismo ad-

ditivo di 9 e Ce
$

, risp. 9
0-l ’

la struttura algebrica che ha cc

me insieme sostegno (quello di) 9’  e come operazioni l’addizione di9

e  l ’ a p p l i c a z i o n e  w : 9 ~9 ~2  + 2, risp. w’ :5!‘x9x9  +y,  defini

ta d a  (f,p,ql =  f(pip)q, r i s p .  (f,p,q)w’  =  f(p$-‘)q, se  f,P,q  eY.

Con tali dati, sussiiste  il

LEMMA 3.3. Sono equivaLenti:

11  (f(pg)q)+  = (f$)p(q$)  de  f,p,q  eY;

2 )  ebidtono  u n  automotdlbmo  T deL cokpo  k  il  c u i  quadrato  ì?  l!‘auXo-
mokdibmo  intehno  d i  k .&gato  a un e&mento  non nuUo c di k16’  6166~~

t o  d a  T(T* =  Y,, C T  =  c) e un’appticazione  biettiva  g d i  V bopha  be

btebbo  bem,Xinea&e hibpetto  a  T tali  c h e f$ = c,gfg  (=gcsfg=gfcsg  =

(‘1=gfgcs)befeY .

t6) Qui e nel seguito, se c è elemento non nullo di u? corpo k, indi
chiamo con yc l'automorfismo interno di k legato a c: xy = cxc-1  se
xek. C

(') Qui e nel seguito, se V è spazio vettoriale destro sopra un carpa
k e tek, indichiamo con c s la moltiplicazione scalare per c : xcs=y,c
se xev.
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3) f@ = o(f$) 6e f e Y can CL = 14 e(rP  Invehtxbi& e $ automa&-

,jhrno  deLt'aneLLo  abbociatlvo  Y’  tali  c h e CrJI  = ci e f$2 = Pfcc

bi?  f e6r:

4 )  L a  btkuttuha  algeb&ica  9+  2  L-uneeCo  (pekciò  ( V , V ,  1  ,I$> è

L$-modulo i,~hlduchbi..te  e 6ede.b);

Uimobthazkone.  La prova del lemma è analoga a quella del lemma 1.1

di [9] (p. 42) ; si tenga presente. la nota 3 a piè di pagina 45 di [4].

CCasbe  1.1. Un L-anello R appartiene alla classe 1.1 se e solo se

esistono un corpo k, un k-spazio vettoriale destro non nullo V e un

automorfismo additivo $ dell’anello associativo Y = Homk  (V,V) per’

cui la struttura algebrica P+  risulta L-anello (cfr. lemma 3.3) tali.

che R è (isomorfo a un) sotto L-anello dell’i-anello L$ c h e  s i a  des

SO  nella topologia* finita di 9 e contenga applicazioni lineari non

nulle di rango finito.

LEMMA 3.4. Se R &  L-anetto  appaMenente  aU.a  cl.abAe  1.1, &ibu.!.ta:

1) RG è bottogkuppo  denso neJXa  topologia dinitu di 9;

2 )  o g n i  idea&  bilatero  n o n  nuMo d i  R  5 denso  nelta AapoLogia  tjk-,

nita d i  Y e  c o n t i e n e F = {feR dimkVf  è finita), ideale (non flutto)

di R;

Vi~mobttazione. 1) Risulti fo = csgfg se f ek, dove c e g,hanno

il significato a essi attribuito in 2) del lemma 3.3. Siano {x,,..,x~)
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una famiglia di vettori di V. Siccome Ix,csg,...,x,csg) è parte li-

bera finita di V e R è denso nella topologia finita did , esiste

f e R tale che, per ogni ie{l,...,n), xicsgf = yig-', quindi

Xi(W = y. e R@
1

è denso nella topologia finita di Y.

21. Sia B ideale bilatero non nullo di R. Fissiamo f e B, f # o,

X,Y e v, Y z 0, tali che xf = y. Se (x,,...,xn} è parte libera fini

ta di V e .se {x,, . . ..y.)  è una famiglia di vettori di V, poiché R e

R4 sono densi nella topologia finita di9 , per ogni ie(l,...,n),
esistono ai,bi e R tali che xiai(bi$) = x e xjai(bi$) = o se

jeil ,...,  nl, j#i, ed esistono ci,dieR tali che y(ci$)di = yi. RisuA

ta fi = ai(bi$)f(ci$)di  e B, xifi = yi,  x.f. = o e, con p = f,+..fneB,
Ji

risulta xip ,= xifi = yi e B è denso nella topologia finita di2 .

Si verifica che F B ideale di R e, per quanto già provato, è denso
nella topologia finita di9 . Se B è ideale bilatero non nullo di R
risulta F c B.- Intanto è FnB # (0). Infatti, FnB = (0)  comporta
F(Ro)B c FnB = (01 e, se b e B,- fissato x e V, x # 0, per ogni yeV
esistono f e F, r e R tali che xf(r$)  = y e, perciò, vb=xf(r$)b=o
e B = (0); assurdo. Allora FnB è ideale bilatero non nullo di R e,
perciò, è denso nella topologia finita di.9  . Se f e F, sia dimkVf=n.

Esiste una parte libera finita {x,,...,x,) di V tale che, se U è il

sottospazio di V da essa generato, risulta V=Ker f @ U e {x,f,...,xnf)

è parte libera di V. Esistono r e,R, p e FnB tali che xif(r$)p =

= xif' se i e 11 ,...,n).  Osservato che è anche xf(r$)p = xf se

x e Ker f, si conclude f = f(r4)p e FnB, F c FnB e F E B.
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3). Osserviamo che F è sottol-anello dell’i-anello 5?+ denso nel-

la topologia finita di 8, quindi F appartiene alla classe 1.1. Ri-

sulta F(F$)F # (0);  se B è ideale bilatero non nullo di F, per 2)

(pensando R=F), dev’essere B = F e, percib,  F è L-anello semplice

e privo di ideali bilateri effettivi.

Il lemma è provato.

LEMMA 3.5. Ogni  L-aneZk% appaktensnte  aLta ctabbe 1.1 è p&imitiva

e pobblede ideati deb&i minima&i.

Vimobtkazione. Sia R un L-anello appartenente alla classe 1.1. Os-
servato che R appartiene alla classe 1 (cfr. 1) del lemma 3.4))  per

il lemma 3.1 R è L-anello primitivo. Siano f e R, f#o, dim Vf = n
k

n eNJ,  {Y, ,...,y,)  base di Vf e x, e V tale che x,f = y,. Esistono

a , b  e  R  t a l i  c h e  y,(a@)b  = x, e  yi(a$)b  =  o  s e  i  eil,...,n),  i#l.

Se U,  è il sottospazio di V generato da x, e se p = f(a$)b,  risulta

x,p = x,, Vp = U,,  V = Ker p @ U,  e Ker p è iperpiano di V.

‘D = {reR[Ker  p 2 Ker r-1 è ideale destro minimale dell’i-anello  R.

Infatti, si verifica che D è ideale destro di R; risulta D # (0)  per-

cht? p e D. Se D’  è ideale destro di R con (o)cD’  2 D, fissato feD’,

ffo, se r e D, siano s,u e R tali che x,f(s$)u = x,r.  Osservato che

anche xf(s$)u  = xr se x e Ker p perché f,r e D, siccome V = Ker p @ U 1:

si conclude r = f(st$)u  e D’  e D’  = D.

Il lemma è provato.

Nei seguenti lemmi 3.6 ,...,3.11 A è un L-anello primitivo con idea
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le destro minimale D.

LEMMA 3.6. RlbukTta  DDD # (0).

Pimobt/zazione.  Se (V,W,p,o)  è A-modulo irriducibile e fedele ri.suL
ta V(Dp)-f (0)  e W(Do)  # (0)  perché è D # (0). Perciò esistono v e V,

v # 0, w e W, w # o, tali che v(Dp)  # (0) e w(Da)  # lo). (cv(Dp)(Ao)>,

v(Dpl  ,P,u)  e  (w(kr), <w(Do)(Ap)>,p,u)  sono sottomoduli non nulli di,

(V,W,p,ul,  quindi v(Dpl = W e w(Du)  = V. Allora da DDD = (0) segue

(01 = V((DDD)p) = V(Dp)(Do)(Dp) = W(Du)(Dp)=V(Dp)=  W,assurdo.

Il lemma è provato.

Stante il lemma 3.6, con le nota.zioni  dei lemmi 1.9 e 1.10, pensan-
do D = A escegliendo d,GeD tali che (dgx  =6dx = x e) xd6=';-xdd  se
x e D (cfr. osservazione 1.2), sussistono i seguenti lemmi 3.7,3.8,
3.9 e 3.10.

LEMMA 3.7. L'A-moduLo (D,D,X,u) è S&kiducibiLe  e dedele.

Ogni A-moduto imi.ducibi& e dedetc è ibOtHOJLd0  a (D,D,X,u).

Dimobtiazlone. Sia (V,W,p,o)  un A-modulo irriducibile e fedele.-
sulta V(Dp)  # (0) e W(Du)  # (0) perché è D # (0). Perciò esistono
v e V, v # 0, w e W, w # 0, tali che v(Dp)  # (0) e w(Du)  # (0).
(ca(Dg)(Ao)>, v(Dp),p,u) e (w(Da),tw(Da) (Ap)>,p,u)  sono sottomoduli
non nulli di (V,W,p,u),  quindi v(Dp)  = W e w(Du)  = V. Siano d',o'  eD

tali che v(6'p)  = w e w(d'u)  = v. Risulta v = v(o'p)(d'u) e w=w(d'u)
(6'p).  L'applicazione rl: A+Y che manda x e A in w(xu)  e V è orno-
morfimo.additivo.  Ker n è ideale destro di A massimale e modulare ri-
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spetto a (d',6')  [cfr. la dimostrazione del lemma 1.8). La restri-

zione nD di' n a D è isomorfismo additivo nD : D -P V. Infatti, r-i

sulta Dn = w(Da) = V e KernD = KernnD  = {xeDlxn= o) ={xeD~ti(ra3=0}

è ideale destro di A contenuto in D e diverso da D perché w(Du>  =
= V # (o), perciò è KernD = (0). Allo stesso modo si prova che l'a2

plicazione 8 : A + W che manda xeA in v(xp>  e W è omomorfismo addi
tivo.  Kere è ideale destro di A massimale e modulare rispetto a
(6',d').  La restrizione eD di e a D è isomorfismo additivo

OD : D + W. Se xeD risulta x-d'6'xeKernnD  = KernD = (0)  e x-b'd'xe

eKerenD = Ker eD = (o), quindi d'o'x = &'d'x  = x. Si consideri 1'
A-modulo (D,D,A',u') dove, con aeA,  gli omomorfismi additivi X1 : A +

+ HomZ(D,D) e i'p' t A + HomZ(D,D) sono definiti da x(aX')  =

:d'xa  e x(au') = d'xa se xeD. Gli isomorfismi addit.ivi  nD : D + V

e eD : D -+ W realizzano isomorfismo tra gli A-moduli (D,D,fi',u')

e W,W,p,a).

Resta da provare che gli A-moduli (D,D,X,u)  e (D,D,X',p')  sono
isomorfi. Ponendo xci  = d'6x se xeD si definisce un automorfismo
additivo ci di D. Infatti, verificato che CL è endomorfismo addi-
tivo di D,d'GD è ideale destro di A contenuto in D. Da d'6D = (0)
segue dlGDAA = (0) mentre (zeDld*zA = (0)) è ideale destro di A COIJ
tenuto in D e diverso da D perché 6' non vi appartiene (infatti è
(0) # D = d'6'A).  Allora {zeDld'zA = (0)) = (o), 6DA = (0) é

(01 # D = 6dD c 6DA = (o), assurdo. Quindi Da = d'6D = D, Keru =

ix e Dld'Gx = o) è ideale destro di A contenuto in D, non è Kera =
= D perché d'6D = D # (o), come già visto, quindiKera = (0).

L'automorfismo additivo u di D e l'applicazione identica di D rea-

lizzano isomorfismo tra gli A-moduli (D,D,A,u)  e (D,D,X',p').
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sulta x(tr2) = x((tr)r) = 6CdCt-r))x  = 6(6(dt)dIx = 66Cdt)dx e

x(ty,> = xctc -1 = Xlddtl*& = gg(ddx)t) = oa(dt)dx, quindi x(tr2)=

= x(ty,>, t.C2 = ty,> T? = y,. Si verifica che cr = c.

Il lemma è provato.

OAAeavaziome  3.1. Stanti i lemmi 3.8 e 3.9, l'immersione di k in
Hom2(D,D) definisce sul gruppo additivo di D una struttura di k-spa

zio vettoriale destro V e l'automorfismo T del corpo k*è,  di fatto,

monomorfismo di k in Hom2(D,D) e definisce sul gruppo addivito di
D una struttura di k-spazio vettoriale destro W. L'insieme Homk(V,W),

risp. Homk(W,V), delle applicazioni k-lineari di V in W;risp. di
W in V, .coincide  &on l'insieme 9, risp. 9', delle applicazioni di
V in sé semilineari rispetto a T , risp. ~-l ; quindi A , risp.u,
è.monomorfismo  additivo X : A + Homk(V,W) =C@ , risp. p:A+Homk(W,V)=

=9'. Risulta dimkV = dimkW; infatti, l'applicazione identica di

D è applicazione biettiva'di W sopra V semilineare r,ispetto  a ic

(d'altra parte, ogni applicazione biettiva  di V sopra se stesso
semilineare rispetto a 7 è applicazione lineare biettiva  di V SC
pra W). Inoltre risulta Homk(V,V) = Hom,(W,!V>.

LEMMA 3.10. Si &ibbi lad ahbltiio 1 un'appUcazione  biett+va g

di V Aopka 4e AteAA  Aemi&neaJLe  hiApett0 a T e Aia 2 = Homk(V,V)=
= Homk(W,W).

Ponendo pv = pg -1 Ae p eg, hLAp.  p'{ = go' Ae p' eg, Ai de-
,$&dACe un Ibomoh&ib mo addiitivo v : 9 + 2 hkbp.  5 : w -PP.

InoUhe,  ponendo pn = csp Ae p e9 con c = ldd(cdk.  lemma
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Il lemma è provato.

All’A-modulo (D,D,X,n), in quanto modulo irriducibile, possiamo

applicare le argomentazioni dei lemmi 1.4 e 1.5 pervenendo ai risul-
tati esposti nei seguenti lemmi 3.8 e 3.9. Osserviamo, intanto, che,

se a,b e A, risulta (aX)(bu)  = (au)(bX) = oab con oab : D + D dg

finita da xpab = xab se xeD.

LEMMA 3.8. Sia  C iic  bottoaneUo  detl’anelto  abbociativo HomZ(D,D)

gene/rato  d a  Ipabla,b e  Al.

iL  gruppo  addikko d i  D  acquibta  b t h u t t u h a  d i  modulo  d e b t h o  .Lhhi

ducibile  b o p h a  L’aneUo  abbociativo C e ,  pehciò, b t h u t t u h a  d i  spazio

vettohia&e d e b t h o  v bOphU  it COhpO k = IteHom2(D,D)lts=st  se s eE&

= It e HomZ(D,D)ltoab  = pab t se a,b e Al = {teHom2(D,D)l(xt)ab=

= (xab)t se xeD  e a,b e A}.

LEMMA 3,9.  Sia t Q k; de xeD, ponendo xt* = G(dt)x  bl de,jLriibce

un elemento t* e k. L’appLLcazio~e  r :  k -c k,dedinlta da tr= t*

be. t  e  k ,  ~2 auZomoh&ibmo  det c o h p o  k  Ai! c u i  q u a d h a t o  E L’atito.moh-

dibm0  intehno  del c o h p o  k  legato alt’ctemento c  = 1 dd d i  k  dibbkto

d a  r(r2=  y,,  c r  = c )  dove ldd  : D  + D  2 deSinaa  d a  xldd=ddx  be.

xeD.

Dimobt~az~one.  Come nella dimostrazione del lemma 1.5, pensando

V = W = D, v = d,w =6, p = X, CI = u, si prova che T è automorfi-

smo del corpo k. Osservato che tek,  si verifica che c
-1

= la6 con

'66
: D + D definita da ~1~~ = 66x se xeD. Se tek e xecD ri-
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3.9))  bi de6inibce u n  ibomoJL~ibmo  a d d i t i v o  TJ :  9 + 9’. Pehtanto,

k!‘ibomoh6ibmo a d d i t i v o  Q  = V-‘IJ~  :  Li?+,9 8 de@nito d a  fg =

= y?fg dc2 f e 2 e &Z bthuttuha  algebhica 9$  hibU.ttta  L-un-

L o  (c6h.  temma  3 . 3 ) .

21 ghuppo additivo g(+), h i b p

L-anetto 9(+,wl, h i b p .  9’ (+,w’  ) j

hibp. W ’ : 9” X 9’ X 9’ + 9’ ‘,

p,q.,r eLa, risp;  (p',q',r')w' = p'

. g! (+), acquista bthuttuha di

con t’applicazione w :Bx.QxQ+%

de6inida da (p,q,r)w= p(q$r  se'
(q'n--')r'  be  p',q',r' eg'.

L’ibomoh6ibmo  a d d i t i v o  v  ,  hibp. 5 ,  c?  ibomoh6ibmo d i  L-Unetti
v :53(+,0)  + 94 ,hibp. 5 : iB’(+,w’)  + Y-1

0
. inotthe,  l’ibOmOh6ibmO

additivo n 2 ~bomoh~ibmo d i L-an&i  n :B(+,wI  + C2 (+,w'l.

Pehtanto  5 abblcuhata  L a  commutatività del beguente  d i a g h a m m a

YQ-l

in cui &.&&  .k app.kkaz~onl  bOn0 ibomoh6.ibmi di L-aneUZ.

Uimobthazione. Si verifica che V, 5 e n sono isomorfismi addi

tivi.  Se f e9 risulta ff$ = f v-lrjs  L (f&ll[  = (csfg)S  = gcsfg=

= csgfg;  quindi, per il lemma 3.3, la struttura algebrica 2$, ri-

sulta L-anello e f$ : 9 +-CPcp g-l
è isomorfismo di L-anelli. L'opera
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zione  ternaria che compete a 5 '
risp. qF1,, in quanto L-anelr

lo, si trasporta da p$ a 9 mediante w-l  , risp. da Y-,,  ae
-1

9' mediante 5 , ottenendo l'operazione ternaria w , risp. w';
dell'enunciato del lemma. Le altre affermazioni del‘lemma si verifi
cano.

Il lemma .é provato.

L E M M A  3 . 1 1 .  1.t  monomohdibmo  a d d i t i v o  X, hibp. u ,  E monomoh~i-

A m o  d i L-aneLLi  X :  A  +g (+,w),  hibp.  p :  A  ++@'(+,w').

Ah,  h+Ap:.  A,.u, 2 AottoL-anetto  di g(+,w),  &iAp.  g'(+,o') ben-

AO ~ne&!.a  topologia 6iniXa  di 9 = 'Homk(V,W),  hibp. 9' = Homk(W,V),
e  contiene applicazionk  Lineaei  (di V in W, hibp.  di W’in  V) non
nu.Ue  d i  hango  ,$ini.to. Q u i n d i  AXv ,  hiAp.  AuS ,  6 AottoL-andto  d i

-% ’
tribp.  2’ +, denA0,  net.ta  tOpO.tkgiU  @n-ita  d l  55’ e c o n t i e n e  ap

‘PLkcazioni  tinea~i  n o n  nulle  d i  t a n g o  @nito.  Ino.Wte  dAut.ta  v =Xri.

I n  de6Cnitiva  E aAAlcuhata  la commutatlvità deL  seguente dlagham-

ma
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Dimobthazione.  Per il lemma 3.2 AX , risp. Al.1, è denso nella tc
pologia finita di Homh(V,W), risp. Homh(W,V). Proviamo che AX con-
tiene applicazioni lineari non nulle di rango finito. Se a e D, afo,
l'applicazione lineare aX :v+w ha rango uno. Esistano x,y eV

con x(ax) e y(aX) vettori di W linearmente indipendenti. Allora

esistono a ,a
1 2

eA tali che x((aa,a2>X)  = x(aX)(a,u)(a,X)  = o e

y((aa,a,) 1)=y(aX)(a,n)(a2x)#oper  la densità di AA, e di Au':

Inoltre D' = Ez e D]x(zX) = 01 è ideale destro di A contenuto in

D e diverso da (o)perché contiene aa a # o; quindi D' = D. Ne se
1 2

ce a e D' e, perciò, x(a1)  = o; assurdo.

Il lemma è provato.

Oasehvazione  3.2. Con i dati e le notazioni dei lemmi 3.6,...,3.11,

se e,ceA, sono equivalenti:.

1) xec  = xce = x se x e D;

2) {e,E) è identità dell'i-anello  A;

3) eXe
-1è applicazione biettiva  e EU= (eX) .

Questa osservazione, che riguarda gli L-anelli primitivi con idea

li destri minimali, era già stata da noi fatta per gli L-anelli sem-

plici, artiniani a destra e privi di ideali bilateri effettivi ([9],
osservazione 1.2, p. 48).

1 lemmi 3.5 ,9..,3.11  permettono di enunciare il

TEOREMA 3.2. Se A è L-aneLto, bono t?qulvaCentk:

1) A 5 phim~tivo  CL pohdiede ideatk  deb.thi  minimali;
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2) A appahtiene  aUa  cLa4de 1.1.

Obdehvazione’3.3.Le  tecniche qui usate per classificare gli L-

anelli primitivi con ideali destri minimali, che ‘ci consentiranno,

in particolare, di classificare gli L-anelli semplici, con ideali

destri minimali e privi di ideali bilateri effettivi (cfr. il se-

guente numero 3.3),  estendono, nel senso che precisiamo in questa

osservazione, quelle usate in [9] (pp. 42-49) per classificare gli

L-anelli semplici, artiniani a destra e privi di ideali bilateri ef

fettivi.

Con i dati e le notazioni dei lemmi 3.6,....,3.11,  si possono

.sceglière  d,6 e  D  t a l i  c h e(d6x =6dx  = x e) xd6 = xsd- se xeD

(cfr. osservazione 1.2). Allora si prova che il sottogruppo D&d

del gruppo additivo dell’ideale destro minimale D dell’i-anello  A

acquista struttura di corpo, DGd(+,o), con la moltiplicazione defi

nita da a?b = a6b  se a,b e D6d.  Se x6d ‘e D6d,  xeD, ponendo (x&d)x=

= ‘x6 d o v e  lx6 : D + D è individuata da zlxs  = xSz se zeD,

si definisce un’applicazione x :  D6d + k che risulta antimonomor-
fismo del corpo DBd(+,o)  nel corpo k. x è,  d i  f a t t o ,  antimonomor

fismo di D&d(+,o)  in Hom2(D,D)  e definisce sul gruppo additivo di

D una struttura di DGd(+,o)-spazio vettoriale sinistro.

Allo stesso modo, il sottogruppo Dd6 (= D6d)  del gruppo additi-

vo di D acquista struttura di corpo, Dd&(+,*),  con la moltiplica-

zione definita da a*b = adb se a,b e Dd&  . Se xd6 e Dd6 , xeD, po-

n e n d o  (xd6)  x’  = lxd dove lxd  : D + D è individuata da zl xd=xd:z

se z e D, s i  d e f i n i s c e  u n ’ a p p l i c a z i o n e  x” :  Dd6 -F  k  c h e  r i s u l -

ta antimonomorfismo del corpo Dd6 (+,+)  nel corpo k. x’  è, di fat
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to, antimonomorfismo di Dd6(+,*) in HomZ(D,D) e definisce sul grup

po additivo di D una struttura di Dd& ( +,*)-spazio vettoriale sini
stro.

Inoltre, ponendo tf:= 6t6 se t e D6d,  si definisce un isomor-
fismo del corpo DGd'(+,o)  sopra il Corpo Dd6(+,*); il diagramma

DGd(+,o) .x, k

1 i T

X’
Ddst+>  ,*)  - k

6 commutativo.

InMne, ponendo tf' = 6td se teDGd si definisce un'automor-
fismo f' del corpo DGd(+,o) e il diagramma

DGd(+,o) k

f' J
T

DGd(+,o) X k

8 comnut&tivo.

3.3. TEOREMA 3.3. Se A 8 L-anelo, 6ono equiva~evtti:

1) A 8 AetnptiCC, con Ideati deAtJti  tinimuti e polivo  di Ideali

b.LtateaL  e,$$e~Gvi;
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2) A appa/rt.iene  atta clabbe.  1.1 ed t?  ,$okmaXo  da appticazioni  .t&

neahi  d i  t a n g o  6iniZo.

Dimobthazione.  11  =>.  2). Sia D un ideale destro minimale di
A. Da DDD = (0) segue D cd(D,D) con 6(D,D)  ideale bilatero di A;
percib é 6(D,D)  = A e DDA = (0). Da DDA = (0) segue D E u(D,A)=-
= A e DAA = (0). Da DAA = (0) segue D c o(A,A)  = A e AAA = lo);
assurdo. Percib risulta DDD # (0). Per i lemmi 1.9 e 1.10, con le
loro notazioni, pensando D = A e tenendo presente l'osservazione
1.2, (D,D,A;u)  è A-modulo irriducibile, KerA. = {a e A/D(AX)=(o))
è ideale bilatero di A. Da KerX = A segue (0)  # D = 6dD  E 6DA  =
= D(AX)  = (0); agsurdo. Quindi KerX = (0) e (D,D,A,u)  è irriduci-
bile e fedele (cfr. lemma 1.2). Abbiamo provato che A è L-anello
primitivo; ad esso possiamo applicare le argomentazioni dei lemmi
3.8 ,...,3.11.  Con le notazioni di, tali lemmi, IaeAlaXv eY ha ran-
go finito} è ideale dell'i-anello  A non nullo perché A contiene aE
plicazioni lineari non nulle di rango finito (cfr. lemma 3.11) e,

per l'ipotesi di semplicità, coincide con A.

2) => 1 ) . Per il lemma -3.5 A(è LGanello primitivo e) possiede
ideali destri minimali; per il lemma 3.4 A è semplice e privo di
ideali bilateri effettivi.

Il teorema è provato.

TEOREMA 3.4. Se A 5 L-anelo, bono equivalenti:

1) A 5 semplice, con ideali debt?L  minlmati,  phivo dl ideati b&

.tatehi e6deLtivi e pobbiede  identiAì;

2) A e bemplice, ahtkiano a  d e b t h a  e phrlvo  d i  ideali bilatehri

cdlj&tiVL;
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3 )  A  appahtiene  aUa  dabbe  1 . 1  e dimkV  è ,$LnLta.

ProCera

Ubno~t~az~one.  11 -> 2 ) . A è L-anello primitivo con ideali de

stri minimali (cfr. la dimostrazione .di 1) =>  2) del teorema 3.3).

Ad A possiamo applicare le argomentazioni dei lemmi 3.8,...,3.11.

Allora se {e,El è identità di A, possiamo pensare g * eX

Ceg-’ = EU  ; cfr. osservazione 3.2) e risulta
-1

eXv = gg = 1.

Da 1) =I>  2) del teorema 3.3 Vl = V deve &vere dimensione fini

ta e, perciò AXv = L-f4  . Resta da notare che p$ è L-anello se2

plice, artiniano a destra e privo di ideali bilateri effettivi:(cfr.

teroema 1 .l di [9] , p. 43).

,2) =s> 3) A è L-anello primitivo con ideali destri minimali

(cfr. la dimostrazione di 2) ==> 1) del teorema 3.3). Ad A possiamo

applicare le argomentazioni dei lemmi 3.8,...,3.11.  Sia IvijieN

parte libera numerabile di V. Di  = {f e AXvlv,f  = .  ..=vif  =‘o)  B

ideale destro dell’i-anello  AAv ,  sottol-anello di 3
4

denso nella

topologia finita di 2.  Quindi la successione IDi’ieN è s t r e t t a -

mente decrescente ; assurdo. Si conclude che dimkV  è finita e, per-

cib, A = 2 .
e

3) =>  1). Da 2) =-> 1) del teorema 3.3 A B semplice, con ideali

destri minimali e privo di ideali bilateri effettivi. Poiché dimhV

è finita risulta A = 2 ;
4

{1,1o-’ 1 è identita d i  A .

Il teorema è provato.

Obbehvazione  3.4. L’equivalenza 2) c=>  3) del’teorema 3..4  è stata
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da noi già stabilita in [S] (teoremi 1.1 e 1.2, pp. 43 e 48).

4. ANELLI TERNARI DI LISTER QUASI PRIMITIVI.

Nel numero 4.1 classifichiamo gli L-anelli quasi primitivi dando,

per essi, un analogo del teorema di densità di Chevalley-Jacobson
relativo ad anelli associativi primitivi.

Nel numero 4.2 classifichiamo gli L-anelli quasi primitivi con
ideali destri minimali.

Nel numero 4.3 classifichiamo gli L-anelli semplici, con ideali
destri minimali e ideali bilateri effettivi; tra questi classifichi2
mo anche quelli artiniani a destra ritrovando un risultato da noi già
stabilito in [9].

4.1. Siano k un corpo (non necessariamente commutativo), V e W
k-spazi vettoriali destri non nulli, 6 = dimkV ec B = dimkW (con
0. e B numeri cardinali non necessariamente finiti). Il gruppo ad-

ditivo T = Homk(V,W) e Homk(W,V) acquista struttura di L-anello k(a,B)

con l'applicazione w : T x T x T + T definita da ((f.,,f2) ,

(P,>P& (9,992))  w = (flp2q1~f2Plq2) se fl>Pl,ql e Homk(V,W),

CLahAe 11. Un L-anello R appartiene alla classe-I1 se e solo se
esistono un corpo k e numeri cardinali o e B non nulli (e non ne-
cessariamente finiti) tali che R è (isomorfo a un) sottol-anello  del
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l'anello k(a,B)  per cui p, -{f,. E Homk(V,W).l(fl,o)  e R),,  risp.

P2 ="Ef, e Homk(W,V) 1 (o,f2)  .e RI,, sia sottogruppo denso nella to

pologia finita di Homk(V,W); risp. Homk(W,V). R, 7 ((f,,o)  e RI

e R2
= '{(o,f2)  e R)' sono ideali bilateri effettivi di R e risul-

ta R, e R2 c R.

LEMMA 4.1. Ogni L-anee&o appaxdenente  a.tta Chbbe  11 i?  quabi p/L1

mitivo.

Vimobakazione.  Se'R è L-anello appartenente alla classe 11, con
i dati specificati per definire tale classe, ponendo (f,>f21P  =

= f,, risp. ff,,f2)o  = f2, se (f,,f2)  e R, si definisce un omomor-

fismo additivo p : R * Homk(V,W), risp.  o : R + Homk(W9V).

(V,W,o,a)  B R;modulo irriducibile e.propriamente quasi fedele. In-
.fatti,  verificato che (V,W,p,o)  è R-modulo, se v e V, v # o, per
ogni w e W esiste f,.e  Homk(V,W), con (f,,o)  e R, tale che vf, = w,

ci06 v((f,,o)o) = w e v(Rp)  = W. Allo stesso modo si prova che,

s e w e W, w # o, è w(Ra)  = V. Risulta R, = Keru , R2 = Kerp e

R2 = Kerp e RtnR2  = ((o,o))  .

Il lemma 'è provato.

Siano A un L-anello quasi primitivo e (V,W,o,,a) un A-modulo ir-
riducibile e propriamente quasi fedele. Con le notazioni dei lemmi
1.4 e 1.5, stante l'osservazione 1.1, p, risp. o, è omomorfismo ad-
ditivo p : A + Homk(V,W), risp. u : A * Homk(W,V). Con tali da
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ti, sus.siste  il

LEMMA 4.2. Se a e A, ponendo a? = (aP,ao),  bi de,-jlni~ce  un mo-

nOmOh$ibttIO di L-anetC in : A + k(o;B), dove o= dimkV e B =

= dimkW.  Se 4,  = Kera , hibp. A2 = Kerp, a.&?oha  A,p , hibpt  A2a,

2  bottoghuppo denbo netta ~OpoLogla  binlta di Homk(V,W), hibp.

Homk(W,V). ‘Pehtanto  A appahtiene aLla  clabbe  11.

Vimobthazione.  Si verifica che TT è monomorfismo di L-anelli.

Proviamo che A,a B denso nella topologia finita di Homk(V,W).

Sia U un sottospazio di dimensione finita del k-spazio vettoria-
le destro V. VogIiamo provare che, se xeV-U, esiste aeA,  tale che
V(ao)  = (0)  e x(ap)  # o. Ragioniamo per induzione sulla dimensione
di U. Se U = (0) e x # o dobbiamo provare che .esiste  aeA,'  tale che
x(ap).# o. Per assurdo, sia x(A,p)  = (0). M = {veVlv(A,p) = (0)) é

sottogruppo di V non nullo perche contiene x; inoltre M(Ap)(Aa) 5

- lyi perché, se b,c r A e ae A
1 '

risulta bea e A, (A, è ideale bila

tero  effettivo di A) e, se v e M, v(bp)(ca)(ap) = v((bca)p) = o,
cioé  v(bo)(ca? e M. Allora (M,tM(Ap)>,p,a) è sottomodulo non nullo
di (V,W,p,a),  M = V e risulta V(A,p)  = (0); quindi A, c A2, assur-.

do. Sia, ora, dimkU = t 2 1, x e V-U e supponiamo vera la tesi per
ogni sottospazio di V la cui dimensione B minore di t; ci proponia-
mo di raggiungere un assurdo negando la tesi per U e x. Sia U=Ut-P

eU 1 con U
t-1 e u1

sottospazi d.i U di dimensioni t-l ,e  1 ,rispet

tivamente; inoltre, sia veU
1'

vfo.  Per ipotesi induttiva esiste



44 Profera

aeA, tale che Ut-,  (ap) = (0) e v(ap) # o.  C = {aeA,  IUt-,  (ap)=(o) }

è ideale destro di A e risulta (0)  # {v(ap) IaeC} = v(Cp)  E W; allo

ra (<v(~~)(Ao)>, v(Cp),p,o)  è sottomodulo non nullo di (V,W,p,a)

e v(Co)  = W. Se yeW,  y=v(ap>  con aeC, ponendo yh=(v(ap))h=x(ao),

si definisce un’applicazione h : W+W.  Infatti, v(ap)=v(bp),  con

a,b eC, comporta v((a-b)o)=o ed essendo a-b e C risulta U t-, (Ca-IJ)p)=

= (o) assieme a U,  ((a-b) p)  = (o), perciò U( (a-b)p)  = (0)  ; allora,

avendo negato la tesi per U e x, è x( (a-b) p) = o, cioé x(ao) -=

= x(bp) . Risulta hek’; infatti, se w,w’eW, w=v(ap), w’=v(bp),  con

a,b e C, si ha (w+w’)h  = (v(ap)+v(bp))h  = (v(ap+bp))h=(v(a+b)p)h  =

= x((a+b)p)=x(ap),+x(bp)=(v(ap))h+(v(bp))h=wh+w’h,  inoltre se c,deA,

è wh(ca)  (dp)=v(ap>h(co)*(dp)=x(ap)  (ba)  (cp)=x( (acd) p)=(v( (acd) p))h=

=‘v(ap)  (CU) (do)h=w(co)  (dp)h, cioé h(co) (dp)=(co) (dp)h. Per il lemma

1.4 esiste (uno e un solo) h,ek  tale che h,r = h;=h (cfr. la dimo-

strazione del lemma 1.4); allora, se aeC,  si ha (v(ap))h;=(v(ap))h,

vh, (ao)=x(ao) e’  (vh, -x> (ap)  = o, quindi vh, -xeUt  , e xeU  perche

vh,eU,  ; assurdo.

Siano X = {x,,...,xi una parte libera finita di V, Y=(y ,...,yr)1

una famiglia di vettori di W,Ui il sottospazio di V generato da

X -  (xi) (ie(l,..‘.,r)). Ci=  IaeA,  IUi(ap)  =  (o).)  è idea le  des t ro  d i

A’e, come già provato, risulta v(Cip) = W. Allora esiste aieC i ta l e

che xi(aip)  = yi.  Posto a = a,+.,..+ar,  risulta xi(ap)=xi@) = yi.

Quindi A,P è sottogruppo denso nella topologia finita di Homk(V,W).

Analogamente si prova che AZo. è sottogruppo denso nella topologia

finita di Homk(W,V)  .
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Il lemma è provato.

1 iemmi 4.l,,e  4.2 permettono di enunciare il

TEOREMA 4.1. Se A 2 L-ane11o, bono equivatenbl:

1) A ì2  quadl  p~~imi~tivo;

2) A appahtiene  a.Ua c.tahhe  11.

4.2. Se k è un corpo.(non  necessariamente commutativo) e se a e
S sono numeri cardinaii non nulli (e non necessariamente finiti) B

individuato.l'L-anello  k(e,S)  che ha come gruppo additivo ,T =
= Homk(V,W) eHomk(W,V),  con V e W k-spazi vettoriali destri tali

che a = dimkV e S = dimkW, e la cui operazione ternaria w :
: T x T x T + T è definita da X(f ,f ),(p1,p2),(q1,q2))W  =

.' 2

= (flp2q19f2p1q2) Se fl,pl  ,ql e Homk(V,W), f29p2Pq2 e Homk(WPV)

(cfr. numero 4.1).

CLasbe 11.1. Un L-anello R appartiene alla classe 11.1 se e so-
lo se esistono un corpo k (non necessariamente commutativo) e nume-
ri cardinali a e B non nulli (e non necessariamente finiti) ta-
li che R è (isomorfo a un) sottol-anello  dell'i-anello  k(a,@)  per'

cui p1
= {f, e Homk(V,W)l(fl,o)  e R} , risp. p2 = {f2eHomk(W,V)j

1 (o,f2)  e RI , sia sottogruppo denso nella topologia finita di

Homk(V,W), risp. Homk(W,V), e contenga applicazioni lineari non n@

le di rango finito. RI ='{(fl,o) e RI'  e R2 ="{(o,f2) ,e R) sono..
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ideali bilateri effettivi di R e risulta R, e R2 f R.

LEMMA 4.3. Siano R un L-aneU0 appahtenente  aLLa  cRabbe  uII.1,
F, = {(fl,o)  e RldimRVf, è finita) e F2 =I(o,f2)eRIdimkWf2  è

finita).

F = F, e F2 è Ideale  (non nuLLo)  di R e, be  1 è ideale non nuL-
lo di R , kibu1ta:

1) 1, = {f, e Homk(V,W)l(f,,o)  e 1), hibp.  12={fZeHomk(W,V)I

(o,f2)  e 1), è bottogmppo  denbo netta topologia @niXa di HomR(V,W>

tlibp.  HomR(W,V);

2) 1, = {(f,,O)  e 1) , hibp.  I2 = ((o,f2)  e I 1 ,

ne F 1' tibp.  F2, peaciò F = F, e F2 2 1, e I2 c 1;

contde-

3) F 8 L-aneUo bemplice  con ideali b+Laztehi  c~~ettivi.

Vimobt+azione.  1). Sia.(fl.,f2)  e 1, (f, ,f21 # (o,o).  Se f, # 0,

si fissino x e V, y e W, y # o, tali che xf, = y, con le notazioni
usate per definire la classe 11.1, per la densità di Pl e di p2>

esistono p2 e P2, q, e o,, tali che xflp2q1 # o e risulta (flp2p1,0)l+

= ((f,,,f,),(o,p,),(s,,o))o e 1 con flP29, # o; quindi 1, # (01..

Con i, e tt, i, # 0, per la densità di p2, esistono p2,q2 e p2 ta-

li che p2i,q2 # o, quindi (o,p2i,q2)  = ((o,p,),(i,,o), (o,q,))w e 1

e l2 # (0). Allo stesso modo si ragiona se f2 # o e si conclude

j, # (0) e l2 # (0).
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Fissiamo f e l,, f# o, x e V,' y e W, y # o, tali che xf = y. Se

ix 1
,...,xn} è parte. libera finita di V (n e N) e se {ylJ...,yn}

è una famiglia di vettori di W, per la densità di p, e di P2'

per ogni i e (l,...,n), esistono ai e p,, b, e p2 tali che

x.a.biii =x e x.a.b. = o
J1i

se j e (1 ,...,n),  j#i,  ed esistono

C i e 02, di e p, tali che ycidi = yi. Risulta f. = aibifcidie  1,
1

(perché (aibif,o)  = ((a i,o),(o,bi),(f,o))w  e 1, e (aibifcidi,o) =

=((aibif,o),(o,ci),(di,o)>w  e-1,)'  x.f. = y., xjfi = o e, con1.1 1

P = f,+...+f, e L,, risulta xip = x.f~.y. e '1,  è denso nella to-
1 1 1

pologia finita di Homh(V,W). Analogamente si prova che l2 è de2

SO nella topolgia finita di Homh(W,V).

2). Verificato che F è ideale non nulllo di R, per 1), el =

= {f, e Homh(V,W) IdimhVf,  è finita), risp. e2 = {f, e Homh(W,V) 1

IdimkWf2 è finita}, è sottogruppo denso nella topologia finita di

Homh(V,W), risp. Homh(W,V). Proviamo che. risulta 9, C 1
1 e 0, s t2

Intanto è glnll # (0) e e2?12 f (0). Infatti,
$1 *1 , * Co) \

comporta e102~,~ el = (0) (perche,.se f, e el, r2 e p2,i,  e 1, ,

risulta (flr2il,o) = ((fl,o),(o,r2),(il,o).)ti  e F,nI,).  e, se

il e 1,' fissato x' e V, x' # 0 , per ogni x e V esistono f, e e 1'

5 e $2 tali che x'flr2 = x e, percib, xi; = x;flr2il = o e

Il = (o), assurdo. Quindi $,.n,, # (0).  Allo stesso.modo  si prova.
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$2 nr2 # (01. Allora (F, n1,)  e (Fzn12)  è ideale non nullo di R

contenuto in F,nF2 (e in I,,n,12').  Per l),,  ,$,'nr,, risp. 02,n12 ,

è sottogruppo denso nella topologia finita di Homk(V,W), risp.

Homk(W,V). Se f, e e,, sia dimkVf,  = n (n e N). Esiste una parte

lihera finita {x,, . . ..xn}  di V tale che, se U è il sottospazio di

V da essa generato, risulta V = Ker f, e U e {x,f,,...,xnf,)  è

parte libera di W. Esistono r2 e p2, p, e $,nl, tali che

xif,r2p, = x.f se
1 1 i e {l,...,n}. Osservato che è anche

xflr2p, = xf, se x e Ker f,, si conclude f, = f,r2p,  E 9," Il ,

$1 c 4, n Il> $1 E ‘1. Allo stesso modo si prova +2 c 12.  Pertanto

F = F, e F2 c 1, e I2 c 1.

3). Osserviamo che Fè sottol-anello  dell'i-anello  k(o,B) tale

che 4,' riv. @2, è sottogruppo denso nella topologia finita di

Homk(V,W], risp. Homk(W,V) (cfr. l)), quindi F appartiene alla clas

se 11.1. Risulta (F x F x F)u # {(o,o)).  Se 1 è ideale non nullo di

F, per 2) (pensando R=F), dev'essere I=F, quindi F è L-anello sem-
plice; F, e F2 sono ideali bilateri effettivi di F.

Il lemma è provato.
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LEMMA 4.4. Ogvli  L-aneMo appatienente  a&La  cLabbe  11.1 e qua-

bi  pkimitivo  e  pobbiede  idéaLl  debthi  min.Lmat.i.

Uimobt&Bzione.  Sia R unL-anello appartenente alla classe 11.1.:
Osservato che R appartiene alla classe 11, per il lemma 4.1, R è

quasi primitivo. Siano f, e n,,  f, # 0, dimKVf,  = n (n e N),

%
,...,y,) base di Vf,. e x1 e,V tale che x,f, = y,. Esistono

a e p.p2, b e P, tali che y,ab = y, e yiab = o se .i. e Il,...,n),

i#l. Se U, è il sottospazio di V generato da x, e se p = f,ab

,(P e 6, ) , risulta x,p = y,,  V = Ker p e U, con Ker p iperpiano di

Vi D = <(r,o)  e RIKer p 2 Ker rj è ideale destro minimale dell'L-
anello R.Infatti, si verifica che D è ideale destro di R; risulta
D # (0)  perché (p,o)  e D. Se DI è ideale destro di R con {(o,o))c

'c D' C D, fissato (f,o) e D', f # o, se (r,o)  e D siano s e p- 2'

,y e P.' 1 tali che x,fsu = x,r. C%serviamoche  è anche xfsu = xr se
x e Ker p perch6 (f,o),(r,o) e D. Quindi, essendo V=Ker P e U,
si conclude r = fsu, (r,o)=(fsu,o)=((f,o),(o,s),(u,o))weD'  e D'=D.

Il lemma è provato.

Sia, ora e nei seguenti.lemmi 4.5 e 4.6, A un L-anello quasi pri
mitivo con ideali destri minimali. Se (V,W,p,a).  è un A-modulo irri-
ducibile e propriamente quasi fedele,_con  le notazioni del lemma
4.2, sussiste il

LEMMA 4.5. Ogni ideale debifco  min.Lmake  di A 8 contenuto in A,
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oppuhe in A2.

A p’obblede ideal i  deAthi mnin;imaLL  D s,A, e A 5 A2 peh i q,utl

LiblLttU  DAD # (0)  .

Se x e D, x#b,  e dimRV(xp) = '1;'b.e~  e A, y # o, 8 dimhW(ya)pl.

VimobthazLovte.  Se D è ideale destro minimale di A, sia a e D,
a # o. ‘Risulta an = (ao,ao)  # (o,o)  perché r B monomorfismo. Sia
cap # o. Si fissino v e V, w e W, w # 0, tali che v(ap)  = w. Esisto
nobeA 2' ceA 1

tali che w(bp)(cp) # b per la densità di Agu

e di A,o ; perciò v(ap)(bo)(cp)  = v((abc)p)  # o con abc e DnA,

e DnA, # (0). DnA, è ideale destro di A non nullo contenuto in

D, quindi iInA;= D e D 2 A,. Proviamo che, se a e D, a # 0, rihSul

ta dimKV(ap) = 1. Osservato che non pub essere 'ap = o, esistano

x,y e V 'con x(ap) e y(w) vettori di W linearmente indipendenti.
Per la densita di A2a e di A,p esistono b e Ag, c e A, taliche

x((abc)o) = x(ae)(b~)(c~)  = o e y((abc)o) = y(ao)(bu)(c~)  # o.
D' = (CZ e Dlx(zp) = o) è ideale destro di A contenuto in D e non
nullo perchb contiene abc, quindi Dl 7 D e x(ap) = 6; ass,urdo.  Pe;
tanto dimRV(ap) = 1. Se risulta au # o allora *D 2 A2 e dimRW(a,u)=!.

_'
Non pub essere ap # o e au # 0.

Supponiamo D c_ A, e fissiamo 'a ,e D,'a#o.,Per  quanto già provato
U = Ker(ap)  è iperpiano di V. Come nella dimostrazione 'del lemma
4.4 si prova che D' = {k e AiU(xo) = (0)) è ideale destro minimE
le di A. Risulta aeD.nD>. Esistono,b,c  e Ag tal2 che (abc)o  3

= (ba)(ap)(cu)  ha rango uno. U' = Ker((abc.)u):è  iperpiano di W e
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A = Ey  e A2  U’ 0’~) = (0))  è ideale destro minimale di A conte-

to in A2.

Il lemma è provato.

Stante il lemma 4.9,. con le notazioni dei lemmi 1.,9 e 1.10, su?

s i s t e  i l

LEMMA 4.6. L’A-moduLo  (D,A,h,u)  8 ittiducibih  e phophlamente

quadi  6edete.

O g n i  A - m o d u l o  imLducibLte  e p&ophkamente  quabi  6edele  E .ibomoh%

60  a (D,A,A,ul.

Uimobtiazione.  La prova del lemma è analoga a quella del lemma

3.7.

1 lemmi 4.2, 4.4 e 4.5 permettono di enunciare il

TEOREMA 4.2. Se A 8 L-anelo, bono equivalenti:

1 )  A  8 QuaAl pJdmitivo  e pobbiede Ideali  debthri  m i n i m a l i ;

2) A appahtiene  aLta ctabbe 11.1.

ObbehVUZiOne  4.1. Si può fare un’osservazione analoga all’ossey

vazione  3.3.

4.3. Proviamo il seguente lemma 4.7 nel quale A è un L-anello sem

pl,ice  c o n  i d e a l i  b i l a t e r i  e f f e t t i v i .
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LEMMA 4.7. A pabblede  esattamente due ideati b.XateC e6,(e.Ui

vi A1 eAZ'

Ributta A = A, B A2 a Uve.Uo  di  ghuppi additivi,  <A,A2A,>=A,

e tA2A,A;> = A
2

.

Se a,b,c e A, a = a,+a2,  b=b,+b2, c=c,+c2 con a,,b,,c, e A, ,

a2,b2,c2 e A2, AA.  ha abc = a,b2c,+a2b,c2  con a,b2c,  e A,,a2b,c2eA2

DimoAthazione.  Sia B un ideale bilatero effettivo di A. Risulta
A = B e tABA>  perché B + utABA>  è ideale non nullo di A e Bn<ABA>
è ideale di A diverso da A. B' = cABA> é ideale bilatero effettivo
di A perché è ideale bilatero non nullo e, se fosse B' = A, risul-.

terebbe A = tAAA> = tABIA> = tAABAA> 2 B, assurdo. Per quanto ,già

provato è A = B e B' e A = B' e tAB'A> con tAB'A> c B, quindi
tAB'A> = B. Fissiamo un ideale bilatero effettivo A, di'A e poniamo

A2
= <AA,A>, Se B è ideale bil,atero  effettivo di A diverso da'A,,ri

sulta Ai.n  B = (01; infatti A,nB B idealè bilatero di A ,e, se io?

se effettivo, con A = A, e A2 e A = B QI tABA> si avrebbe A =

= (A, nB)-  e <A(A, nB)A> e risulterebbe A,n B = Ai = B, assurdo.

Quindi è A,AB = BAA.=  (01 e, in conseguenza,
A2BA2

= (0); osservato

che è anche A AA
1 2

= A2AA, = (01, risulta ABA = (A,+A2)B(A,+A~) P

= A BA +A BA +A BA +A BA = A,BA, r A,; quindi tABA> = A, e B ='
11 12 21 2 2

= <AA,A> = A2.  Infine A A A
' ,' .'

= A2A2A2 7 (0) perché A,A,Ai e AiA2A2

sono contenuti in A .nA
1. 2

= (0).

Il lemma è provato.
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~bbehVclZiOW2 4 . 2 . Il risultato del lemma 4.7 era gia  stato sta

bilito da W.G.Lister ([SI,  p. 52) per gli L-anelli semplici, arti
niani a destra e possedenti ideali bilateri effettivi e da noisfr-
tato per classificare tali L-anelli ([9],  pp. 49-54).

TEOREMA 4.3. Se A è L-anetto, bono equivalenti:

1) A h bU?IptiCe,  con ideali debthi  minimati  e ideali bltated  eh

6  ettivi.

2) A appahtiene  atta ctabbc  11.1 e p, e p2 bono ,$oJtmaLi  d a

appticazioni  &inea&i dl /rango dinixo.

Dimobthazione.  1) => 2). Stante il lemma 4.7, siano A, e A2 gli

ideali bilateri effettivi di A. Sia D un ideale destro minimale di
A. D'A, = DnA2  = (0) comporta DAA = D(A,+A2)(A,+A2)  E DA,A2+DA2A.c

5 DnA2+DnA 1
= (o), DAA = (0), D 2 a(A,A), AAA = (o), assurdo.

.
Quindi DnA1 # (0) oppure DnA2  # (0). Sia DnA, # (o), cioé,  Per

la minimalità di D, sia D c A,. Da DA2D = (0)  segue D c 6(D,A2)
,

con 6(D,A2)  ideale bilatero di A, perciò 6(D,A2)  = A e DAA=(ojj

assurdo. Quindi è DA2D # (0)  ed esistono d' e D, 6' e A2 tali che

d'6'D # (0). d'6'D è ideale destro non nullo di A contenuto in D;
quindi d'&'D = D. Sia d e D tale'che d“a'd=d'. Risulta dt6'd6'd =
= d'6'd = d', percb6 6 = &'drS'  e A2, 6 f o. Ix e Djd'G'x = of è
ideale destro di A contenuto in D e diverso da D perché non contie
ne d, quindi '{x e Dld'G'x = 01 = (0); perciò da d's'(da'd-d) i

= d'6'd6'd  - d'6'd = d' - dJ = o segue d6ld = d. Quindi d6d =
= d6"d6'd = d6'd = d e 6d6= O'd 6'dCì'd6' = 61 6qd6'  =6'd6ld6' =d
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{x e Aldgx = x) è ideale destro di A contenuto in D e non nullo pey

ché contiene d,,  quindi D =' (x e Aldgx = x}.

A = {y eiAlQdy = y } è ideale destro di A non nullo perché con-
tiene 6; ci proponiamo di provare che A è minimale. L'insieme D6d

è sottogruppo del gruppo additivo di D e, poiché D è ideale destro
minimale di A, acquista struttura di corpo, con d come identità, mg
diante la moltiplicazione definita da a*b  = a6b  se a,b e D6d.  L'in-
sieme Ad6 è sottogruppo del gruppo additivo di, A. L'applicazio-
ne f : D6d -, Ad6  , definita da xf = 6x6 se x e Dgd,  è isomorfi-
smo additivo; percib il gruppo additivo Ad6 acquista struttura
di corpo con la moltiplicazione definita da a*b  = adb se.a,beAdo
e f 'è isomorfismo di corpi.k'identità  di-, Ad6 è 6 = 6d6 = df.

Sia AV ideale destro di A con (o)CA'  c A. Risulta A'D6 # (0).-
Infatti, A'D6 = (0)  comporta 6 e 6(A',D)  con 6(A',D)  ideale
bilatero di A, perciò 6(A',D)  = A e A'DA = (0). Da A'DA = (0)

segue D 5 u(A',A) = A e A'AA = (0). Da A'AA = (0) segue A' ca(A,A)=-
= A e AAA = (o), assurdo. Percib esistono y' e A', x e D tali
che y'xS# o. Risulta y'x6 = y'xod e Ad6 . Se y" è l'inverso di

y' nel corpo Ad6,  risulta 6 = (y'x6)  * y" = y'xbdy" e A'. Perciò,

seyeAèy= 6dy e Al e AV = A.

Stante il lemma 1.1.0,  conle  sue notazioni, 1"A-modulo (D,A,A,u)
è irriducibile. Risulta KerX = {a e Ala1 = o) f (aeAl6Da,=(o)  ) =
= A, 'perché 6DA, = (0) e 6DA # (0); allo stesso modo risulta
Keru = A2. Perciò (D,A,X,u)  6 irriducibile e propriamente quasi fe-
dele.  1 lemmi 4.2, 4.5 e 4.3 permettono di concludere.

21 => 1). Per il lemma 4.4 A è (L-anello quasi primitivo e) pos-
siede ideali destri minimali; per il lemma 4.,3 A è semplice con idea
li bilateri effettivi.
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Il teorema è provato.

TEOREMA 4;4, i,[9], teoremi  2.1.e  2.2,~~.  50 e 52). Se A è L-UncL
lo, 60120  equivatenti:

1) A i? bempkXce, a&kiniano a debtka  e con ideali bilatehi  etj,jez

tivi;

2) A appktiene  aLLa c.kZahbe 11.1 e dimRV e dimkV bono  ,jiniXte.

Vimobtkazionc.  1). ==> 2). Stante il lemma 4.7, siano A, e A2 gli

ideali bilateri effettivi di A. Siano D un ideale destro minimale
di A contenuto in Al, A un ideale destro minimale di A contenuto
in A2. Da DAD = (01 segue D .c 6(D,A)  con S(D,A)  ideale bilatero
di A, percib s(D,A> = A e DAA = (0). Da DAA = (0)  segue
A c u(D,A)  = A e DAA = (01. Da DAA = .(o)  segue D 2 a(A,A)  = A e
AAA= (0); assurdo. Percib è DAD # (0). Stanti'i lemmi 1.9 e 1.10,

con le loro notazioni, (D,A,X,u)  è A-modulo irriducibile e risulta
propriamente quasi fedele perché KerX  = A, e KerU  = A2. Ad A possia

mo applicare il lemma 2.2 pensando V = A , W = D, P = u e U =
= X. Sia IvijieN parte libera numerabile di V. Di = (aeA,lvi(aP) =

= . . . vi(ao) = 01 è ideale destro di A. Risulta Di+, c Di e,.per-

la densità di A,o , Di+,  # Di per ogni i e N. Pertanto, la succes-

sione decrescente {DijieN di ideali destri di A non si stabilizza,

assurdo. Quindi dimhV è finita. Allo stesso modo si prova che dimhW
B finita.

2) ,=> 1). Cfr. [91, teorema 2.1, p. 50.

Il teorema è provato.
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