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1 GRUPPI DI MATHIEU

Lino DI MARTINO

§ 1. INTRODUZIONE. Questa monografia intende presentare
una  “survey” (per quanto possibile, completa) delle proprieta
dei cosiddetti gruppi di Mathieu. Si tratta di cinque gruppi
semplici  finiti, scoperti poco pin di cent'anni fa da Emile
Mathieu, ¢ successivamente investigati da un numero considerevole
di matematici. L’eccezionalita dei gruppi di Mathieu risiede
nel fatto che, a differenza dei gruppi ciclici di ordine primo,
dei gruppi alterni di grado > 4, e dei gruppi semplici di
Chevalley (classici, eccezionali, e di tipo "twisted"), essi
non fanno parte di una famiglia infinita di gruppi semplici,
parametrizzata in modo naturale (mediante [I'ordine, il grado,
il rango (di’ Lie) e I'ordine di un campo di Galois). Sono,
in altre parole, dei gruppi semplici isolati, o, come si usa
dire, “sporadici”. 1 gruppi di Mathieu rimasero gli unici
gruppi  semplici sporadici conosciuti  per circa un secolo,
sino al 1965, quando Zvonimir Janko scopri un nuovo gruppo
sporadico (i1 “primo gruppo di Janko” Jl) . Sono oggi noti 26
gruppi sporadici. Oltre ai gruppi di Mathieu, vi sono i gruppi
di Conway COI,COZ,COS; i gruppi di Fischer Fays F23,Fé4;
i gruppi di Janko Jl,JZ,JS,J4;il ceruppo di Fischer-Criess F1
(Monster), e i suoi sottogruppi F2 (Baby Monster), Fq (gruppo
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di Thompson, l"i (gruppo di ilarada Norton) @ i gruppi HS (d:
Higman-Sims),Mc (di McLaughlin), He (di Held), Ly (di Lyons),
Sz (di Suzuki), ON (di 0'Nan), Ru (di Rudvalis). E sono tutti,
dal momento che la classificazione completa dei gruppi semplici
finiti ¢ giunta a termine (annuncio a Santa Cruz, California,
nell’estate 1979; l'ultima tessera del mosaico essendo pero,

probabilmente, la dimostrazione dell’unicita di F,. a Cambridge,
da parte di S. Norton (febbraio 19817)).

Si  pud ragionevolmente asserire che il ruolo dei gruppi
di Mathieu nella scoperta di altri gruppi sporadici, nella
loro caratterizzazione, e nella loro costruzione, ¢ stato
determinante. Oltre a cio, delle geometrie naturali soggiacenti
ai gruppi di Mathieu. e certe loro rappresentazioni, sono
ben conosciute e stanno alla base di svariate applicazioni
in altri settori di ricerca (e.g. teoria dei codici, geometrie
finite e combinatorica). Sembra  pertanto utile presentare
una "survey' ragionata delle proprieta dei gruppi di Mathieu,
e dei problemi in cui intervengono, in un ventaglio di prospettive

abbastanza ampio.

Per la lettura del seguito, si ritengono indispensabili
una conoscenza di base della teoria dei gruppi, e una certa
familiarita con la teoria dei gruppi di permutazioni e delle
rappresentazioni lineari dei gruppi finiti. Per ci0o che riguarda
specificamente i gruppi semplici, il lettore ¢ rinviato a
guanto contengono sull’argomento i testi standard di teoria
dei gruppi (ma in particolare a Huppert (1967). Huppert. Blackburn
(1982), e a Suzuki (1982)). alle "surveys" di vari specialisti
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(e.g. Tits (1970). Feit (1970). Gorenstein (1974). Janko (1978).
Aschbacher (1978). Gorenstein (1978). Gorenstein (1979). Aschbacher
(1980), Syskin (1980). e ai seguenti volumi: “Finite simple
groups” (Powell, Higman, ed. (1971)); “Finite simple groups
11" (Collins. ed. (1980)); “The Santa Cruz conference on finite
groups” (Cooperstein. Mason, ed. (1980)); “Finite simple groups.
An introduction to their classification " (Gorenstein (1982);
“The Classification of finite simple groups. Volume 1: Groups
of noncharacteristic 2 type” (Gorenstein (1983)). In particolare,
Gorenstein (1982) (versione riveduta e ampliata di Gorenstein
(1979) contiene: a) una descrizione dell’apparato concettuale
necessario a percorrere le tappe del programma (di Gorenstein-
Aschbacher) che ha condotto alla classificazione dei gruppi
semplici; b) wuna descrizione abbastanza dettagliata dei 26
gruppi sporadici e del modo in cui sono stati scoperti e costruiti.
Sui gruppi di Mathieu. ci risulta sia stata scritta una sola
monografia con intenti  sistematici (Greenberg (1973)). per
molti versi limitata e superata. Non @& possibile tuttavia
non segnalare anche le lezioni di Conway (1971), che contengono un’
elegante trattazione di vari aspetti dei gruppi di Mathieu, in rela
zione soprattutto ai legami con altri gruppi sporadici. Ad esse ci

si riferira piu volte nel seguito. Notiamo infine che, salvo cenni

concisi la dove era possibile e necessario, nélla presente 'survey"

saranno omesse le dimostrazioni dei risultati, per le quali si rin-
via, quando esistano, ai pertinenti riferimenti bibliografici.

Le notazioni adottate sono per lo pid standard. Ci limitiamo
dunque a fissarne alcune. e richiamiamo anche alcune nozioni,

non necessariamente note a chi non si occupi di teoria dei
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gruppi :

Sia G un gruppo finito. |G| denota l'ordine di G. 1 denota

sia 1'unita di G, sia il sottogruppo banale costituito dall’'unita
di G, sia il gruppo banale di ordine uno. H L G denota che
H ¢ un gruppo isomorfo a G. G/N denota il gruppo quoziente
di G rispetto a un sottogruppo normale N, |G:H| I'indice di

un sottogruppo H in G.

Siano A,B sottoinsiemi di G. AB denota l'insieme {ab|aeA,beB}y
prodotto di A e B. La notazione si estende in modo ovvio al

B
prbdotto di un numero finito di sottoinsiemi di G. A denota

I'insieme {b'lablaeA,beB }. <A> denota il sottogruppo generato
dal sottoinsieme A. e < AG > la chiusura normale di A. Per
ogni  x,yeG, [x,y] denota il commutatore x !y lxy, e [A,B]
denota il sottogruppo <{ [a.b] | aeA,beB }> . C,(A) e Ng ()
denotano risp. il centralizzante e il normalizzante di A in
G.

Z(G) denota il centro di G. G'denota [G,G], il sottogruppo
derivato di G; inoltre G(Z) = G'' = (G'")', e in generale induttiva-
mente G(n) = (G(n'l))'. O(G) denota il sottogruppo di Frattini
di G, ie lintersezione dei  sottogruppi massimal i di G.
F(G) denota il sottogruppo di Fitting di G, i.e. il prodotto

dei sottogruppi normali nilpotenti di G.

Sia p un numero primo. SylpG denota un p-sottogruppo di
Sylow di G. Un elemento di ordine p di G si dice p-centrale
se ¢ nel centro di un p-sottogruppo di Sylow di G. Un’'involuzione

(= elemento di ordine 2) 2-centrale si dice semplicemente
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centrale. Un sottogruppo di G si dice p-locale se & il normalizzan

te di un p-sottogruppo non banale di G.

Sia n un insieme di numeri primi (e m' denoti l'insieme
dei numeri primi non appartenenti a m), Oﬂ(G) denota il sottogrup
po prodotto dei sottogruppi normali di G il cui ordine & divisibi-
le solo per primi appartenenti a 7 ; 0"(G) denota il sottogruppo
intersezione dei sottogruppi H, normali in G, e tali che G/H
abbia ordine divisibile solo per primi appartenenti a n
In particolare, Op,(G), p primo, & il pih grande sottogruppo

normale di G di ordine primo con p (il "p'-core" di G). 0,,(G)
si denota semplicemente con O(G); e il “core” di G. Si supponga

Op,(G): 1 (i.e.G ™"p'-core free') G si dice p-costretto se

CG(O (G)) e Op(G) . In generale: G si dice p-costretto se G/Op, G)lo & .
b =

Se A & un p-gruppo abeliano. m(A) denoti il numero minimo
di generatori di A. Sia P un p-gruppo: m(P) = maq{ m@A) |A
sottogruppo abeliano di P }eil ,rango di P; r(P) = max {m(Q/Q'|Q
sottogruppo di P} e il rango sezionale di P. Per ogni gruppo
G, m(SylpG) e r(SylpG) sono rispettivamente il p-rango e
il p-rango sezionale di G. (Il p-rango sezionale di G ¢ il
p-rango massimo di una sezione di G. (Si ricordi che si dice

sezione di un gruppo X ogni immagine omomorfa di un sottogruppo
di X)).

Aut (6) denota il gruppo degli automorfismi di G, Inn(G)
il gruppo degli automorfismi interni di G. e Out(G) il gruppo
degli “adtomorf ismi esterni” di G, Aut (G) /Inn(G) .

Siano A,Bsottogruppi di G. Se G=AB, e [A,B] =1,si dice che G & pro
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dotto centrale di A e B. Se, inoltre, AMB=1, G & prodotto diretto di A e B, e si
scrive G=A x B. Se invece ANB # 1, si scrive G=AsB. Le precedenti definizioni e
notazioni si estendono al prodotto di un numero finito di sottogruppi di G.

Siano A,B due gruppi, e si supponga che G contenga un
sottogruppo normale A . A, tale che G/A . B. Si dice allora
che G ¢ un'estensione di A mediante B, e si scrive G(G=A-<B.
Se inoltre G contiene un sottogruppo B~ B. tale che sia G=AB
e AN B = 1 (i.e. B & un complemento di A in G). si dice che
G & un’estensione spezzata (o prodotto semidiretto) di A mediante
B, e si scrive G = [A]B.Se A non ammette complemento in G,
si dice che G ¢ estensione non-spezzata di A mediante B. Sia
¢ = [A]B: per ogni beB,l'applicazione ¢B:5+B'1éb ¢ un
automorfismo di X, e ¢: b +¢3 ¢ un omomorf ismo da Ba Aut(A).
Se ¢ & 1'omomorf ismo nullo, G = AxB, e si dice che I’estensione
¢ banale; se ¢ & un monomorfismo, si dice che I|'estensione

e fedele.

Hol (G) denota I'olomorfo di G, i.e. l'estensione spezzata
“naturale” di G mediante Aut(G), definita come I'insieme delle
coppie ordinate (¢ ,g)(deAut(G),geG), con il prodotto: (¢>1,g1).
(02-82) = (¢1¢2'§; 8]

Un'estensione H di un gruppo A mediante un gruppo G si
dice centrale se A ¢ Z(H). Se inoltre A ¢ ZMH) N H', si dice
che H & un ricoprimento (covering) di G. In forza di un classico
risultato di Schur. se G & wun gruppo perfetto (i.e. G=G'),
esiste un unico ricoprimento “universale” di G: i.e. esiste

un unico ricoprimento H di G, tale che ogni ricoprimento H
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di G sia immagine omomorfa di H H & il ricoprimento completo
(full  covering) di G, e 2 = Z(AH) ¢ il moltiplicatore di Schur
di G, Per ogni ricoprimento H = A*G, A & immagine omomorfa
di 2 (Per una trattazione generale del moltiplicatore di
Schur di un gruppo finito G, e dei nessi con le rappresentazioni
projettive di G, rimandiamo ad es. a Huppert (1967). Kap.

v, §23).

Un gruppo finito G si dice quasisempl ice se ¢& perfetto
e se G/Z(G) ¢ semplice (i.e.sez un ricoprimento perfetto di
un gruppo semplice). Un gruppo G si dice semisemplice se &
prodotto centrale di sottogruppi quasisemplici. 0 se G=1.
Si dice componente di un gruppo G ogni sottogruppo subnormale
quasisemplice di G. |1l sottogruppo generato da tutte le componenti
di G si denota con E(G). E(G) & prodotto centrale delle componenti
di G, ¢ 1 ‘unico sottogruppo normale semisemplice  massimale
di G, e centralizza il sottogruppo di Fitting F(G) .F*(G)=E(G)F(G)
si dice sottogruppo di Fitting generalizzato di G.

Per le nozioni elementari di teoria dei gruppi di permutazio-
ni, si rinvia, oltre che ai testi standard di teoria dei gruppi,
alle monografie di Wielandt (1964) e Passman (1968). Riguardo

alle notazioni: Se G & un gruppo di permutazioni su un insieme

Q@ di cardinalita n <« = , e A& un sottoinsieme di  , G[A]

denota lo stabilizzante di A come insieme, i.e. il sottogruppo
{geGlAg = A}, e GA denota lo stabilizzante di ogni punto di
A ,i.e. il sottogruppo {geG| s8 = g vsea}, normale in G[A}.

Se H @& un sottogruppo di G, contenuto in GI'A]'HA denota la

costituente di H su & ,i.e. il gruppo di permutazioni, isomorfo
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a H/H,, indotto da H su A, Per ogni sottogruppo H di G,
Fix{H } denota l'insieme dei punti di 2 fissati da ogni elemento

di H. Se geG ¢ decomponibile nel prodotto di ry cicli disgiunti

di lunghezza i (i=1,...,n), si dice che g ¢ una permutazione
n r.

di tipo igli ‘o SQ A 0 denotano rispettivamente il gruppo

simmetrico e il gruppo alterno su . Se || = n, si scrive anche

S, per SQ, e A, per AQ. Ricordiamo infine che wuna rappresentazione

di permutazione di un gruppo X su un insieme © € un omomorfismo

f da X a SQ , € che due rappresentazioni di  permutazione
f,f' di X su due insiemi 0 ! Q' si dicono equivalenti se esi-
ste una bijezione 6: 2+ @', tale che siaf = g 1fg.

Con il termine comune di gruppi di Chevalley (definiti su

campi di Galois GF(q)) si indicano nel seguito tutti i gruppi
finiti “del tipo di Lie”, i.e. sia i gruppi di tipo A, ,B, ,C
D, 3 sia i gruppi (eccezionali) di tipo G,.F,,E.,E;,Eg: sia
le variazioni di Steinberg-Tits e Suzuki-Ree (gruppi “twisted”).
Per le definizioni, e le notazioni corrispondenti, si rinvia

a Steinberg (1967) e a Carter (1972). Si noti perdo che i gruppi

“classici”, i .e. i gruppi lineari, unitari, simplettici e
ortogonali, saranno generalmente indicati con le loro notazioni
tradizionali (e.g. GL,PGL,PSL,PSU,PSp,0° , wecc.: cfr. ad es.
Carter (1972)) , invece che con le notazioni della teoria di
Lie.

In particolare, denotato con PG(n,q) lo spazio projettivo
n-dimensionale su GF(q), e con AG(n,q) lo spazio affine n-
dimensionale su GF(q), P T L(n+l,q) denota il gruppo di tutte

le collineazioni di PG(n,q), PGL (n+l,q) il gruppo generato
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dalle collineazioni centrali, e PSL(n+1,q) il gruppo generato
dalle elazioni (il “piccolo gruppo projettivo"); ATL(n,q),
AGL(n,q) e ASL(n,q) denotano i gruppi affini corrispondenti,

operanti su AG(n,q). (Per le varie nozioni di natura geometrica,
usate ma non definite esplicitamente nel seguito, si rinvia

a Dembowski (1968).)

Le presentazioni di un gruppo G sono denotate nel modo
usuale. Precisamente, se { X;,...,x } ¢ un insieme di generatori,
e {rl,...,rm} ¢ un sistema completo di relatori che definiscono

G, si scrivera: G = <x1,...,xnlr1 =,..=r_=1>,

Cn denota il gruppo ciclico di ordine n. DZn(n > 2) denota

il gruppo diedrale di ordine 2n, i.e. D, = <x,y|x“=y2=1,

Yy "Xy = X~ ». S (n>4) denota il gruppo quasidiedrale di ordine
2" n-l
n . -1 _1+2n-2
2 ,1.e. 82" =<X,Y X =y =11y Xy=X * >. an (n _ 3) denota

n 1
il gruppo quaternionale di ordine 2", i.e. Q = < x,y]x2

o
-2 - -
= 1,x2"74 yz,y 1xy = X 1>. E L (p primo) denota il gruppo abelia
p

no elementare di ordine p" (i.e. EP n . rllw‘p).

Ricordiamo che un p-gruppo P si dice speciale se ¢ abeliano
elementare, oppure se P = ¢(P) = Z(P) ¢ abeliano elementare.
Un p-gruppo speciale non abeliano di ordine p", con centro
di ordine p%, si denotera a volte concisamente con pS*M)
Un p-gruppo P speciale non abeliano, con centro di ordine
p. si dice extraspeciale. Ogni p-gruppo extraspeciale ¢ prodotto

centrale di p-sottogruppi extraspeciali di ordine p:"’ se P
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= Hy*Hp*...*H ., H; extraspeciale di ordine p3, si dice che

172 i
r & .1'"ampiezza" di P. In tal caso. |P|=p1+2r, e P si denota

concisamente con p 1+2r.

Per ogni primo p, vi sono due classi
d'isomorfismo di p-gruppi extraspeciali di ordine p3. In particola
re, per p = 2, un 2-gruppo extraspeciale di ordine 23 ¢ isomorfo
a DS’ oppure a 08’ e si }.1a D8*D8:QB*QS.Scende subito che
un 2-gruppo extraspeciale P di ampiezza r & isomorfo al prodotto
centrale di r gruppi diedrali D8’ oppure al prodotto centrale
di r gruppi, di cui r-1 diedrali DB, e uno quaternionale Q,:

i.e. P ~ = nip oppure P . (*Hi'lbs)*os. Nel primo caso si

178 ¢
si_dice che P & di tipo +, e si denota con il simbolo 23T,
mentre nel secondo caso si dice che P ¢ di tipo -, e si denota
con 2}+2r. (Le notazioni sono motivate dal fatto che, considerando
P/Z(P) ~ E come uno spazio vettoriale su GF(2), I'applicazione

2r
xZ(P) o )22 definisce una forma quadratica su GF(2), rispetto

alla quale risulta Out(P) ~ 0-(2r,2), e Out(P) ~ 0'(2r,2),

i.e. l'indice di Witt ¢ massimale, se e solo se P o E n+1)'
-2

Avvertenza:  Nel seguito sara a volte indicata in modo sommario
la struttura normale di certi gruppi (e.g. centralizzanti
di involuzioni di gruppi semplici). Si scrivera, ad esempio,
H = (A-B)-C per indicare che H si ottiene estendendo A mediante
B, ed estendendo poi A-B mediante C. Se necessario, si specifiche-
ranno l'azione di B su A, e quella di C su A.B, e in particolare
si useranno le notazioni gia introdotte per indicare eventuali

estensioni spezzate o banali.
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§2.COSTRUZIONE DEI GRUPPI DI MATHIEU

1 gruppi di Mathieu furono scoperti da E. Mathieu nell’ambito
dello studio delle “funzioni transitive di pia variabili”
(Mathieu (1860,1861,1873)). Si tratta di cinque grupgi di
permutazioni, di grado 11,12,22,23,24 rispettivamente: sono

usualmente denotati con Mi (i=11,12,22,23,24).

.’\112 ¢ un gruppo sottilmente S-transitivo di ordine 12.11.10.9.8;
Mll ¢ lo stabilizzante di un punto in M;,, € pertanto ¢ un
gruppo sottilmente 4-transitivo di ordine 11.10.9.8.

My, & un gruppo S5-transitivo di ordine 24.23.22.21.20.48 (i.e.
lo stabilizzante di 5 punti ¢ un sottogruppo di ordine 48);
M,; ¢ lo stabilizzante di un punto in M24, e pertanto e 4-

transitivo di ordine 23.22.21.20.48; M22 ¢ lo stabilizzante

di 2 punti in M 3-transitivo di ordine 22.21.20.48.

24
,\11, ¢ un sottogruppo di M24 (Frobenius (1904)). e M11 ¢ un

sottogruppo di M,; (ma My, €My, e My, ¥ Myy) -

[ gruppi M, Mo ’MZ:S .M24 sono gli unici gruppi di permutazioni

}- e j-transitivi, che non siano simmetrici o alterni.

Numerosi contributi  sono stati portati al tentativo di
dimostrare per via diretta la non-esistenza di gruppi di permutazio
ni 6-transitivi, che non siano simmetrici o alterni. A tutt'oggi,
questo risultato non ¢ stato raggiunto. Tuttavia, 1 ‘avvenuto
completamento della classificazione dei gruppi semplici finiti
pioedice conie risultato co; laterale la. classificazione

di tutti i gruppi di permutazioni .2-transitivi. Da cio

segue per ispezione 1 ‘unicita dei gruppi di Mathieu, e Ila
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non-esistenza di gruppi o-transitivi non banali (Cfr.§9.
Per una discussione delllimpatto della classificazione dei

gruppi semplici su varie aree della teoria dei gruppi di permutazio

ni, cfr. I'eccellente “survey” di Cameron (1981)).

1) Nella memoria del 1860 Mathieu inaugura lo studio delle

funzioni transitive di pid variabili. Se F=F(xy,..00x)) e
una funzione di n variabili Xpoe o o sXps @ F ¢ naturalmente
associato un gruppo di permutazioni su {1,...,n} ,i.e. il
gruppo delle permutazioni sulle variabili XpoewaaXy che lasciano

F invariante. Nella terminologia di Mathieu, F si dice k-

transitiva se il gruppo di permutazioni corrispondente ¢ k-
transitivo su {1,...,n}, Pertanto, ogni risultato enunciato
e dimostgato da Mathieu in termini di funzioni transitive,

¢ immediatamente traducibile in un risultato sui gruppi di
permutazioni corrispondenti. In particolare Mathieu (1860) .
dopo aver esposto alcuni risultati elementari sui gruppi transiti-
vi, dimostra Il'esistenza delle funzioni 3-transitive corrispondenti
ai gruppi proiettivi PGL(2,q). Nella memoria del 1861, Mathieu
sviluppa la teoria delle funzioni transitive, elaborando un
metodo di calcolo che gli consente di ottenere funzioni multiplamcn
te transitive di p = 2q+1, e di p+1 variabili (con p e g numeri
primi). Il metodo di Mathieu (ripreso con varianti nella memoria
del 1873). equivale, di fatto, alla costruzione di estensioni
di gruppi transitivi assegnati (e in c¢i0 adombra la tecnica
delle estensioni transitive sviluppata da  Jordan (cfr.11).
In particolare, nel caso p=7 Mathieu costruisco PSL(2,7) ~

GL(3,2) e il gruppo affine AGL(3,2),e nel caso p=11 scopre
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il gruppo S-transitivo M12‘ Si limita poi ad asserire di avere
trovato una funzione di 24 variabili, invariante per un gruppo
di permutazioni S-transitivo di ordine 24.23.22.21.20.48.
Solo nella memoria del 1873, Mathieu torna su M24. In questa
memoria, riesamina il caso p=11, e produce generatori espliciti
per i gruppi Mll ¢ le(cfr. 510). Si volge poi al caso
p =23 =211 + 1, e sulla base di calcoli molto laboriosi co-

struisce M,;: previa  aggiunzione di uyna ulteriore variabile
¢ di una permutazione opportuna, ottiene infine M,,. Il proce-

dimento da luogo anche in questo caso a generatori espliciti
per Moo My (cfr. §10.).

La costruzione di secondo le linee di Mathieu (1873)

M24
non ¢ interamente persuasiva, e resta comungue piuttosto "misterio
sa” Lo stesso Mathieu, del resto, ammette che le dimostrazioni
nel caso di M24 non hanno “ni la netteté ni 1'élégance" degli
altri suoi risultati, e che a ci0 e dovuto il ritardo nella
pubblicazione. Si pud percio convenire con Witt (1938A),che
1\124 era destinato ad “avere una vita difficile”. Jordan (1874).
pur non avanzando dubbi espliciti sulla costruzione di Mathieu,
osservo che l'esistenza di gruppi cosi notevoli sembrava dipendere
dal concorso di circostanze eccezionali, piuttosto che dall'essere
il numero delle variabili uguale a p o p+l, con p=2q+l,p
¢ q numeri primi (come riteneva Mathieu). Nulla di simile
accadeva infatti per p=47 e p=59. Miller (1898) giunse a “dimostra-
re’ la non-esistenza di M,,. Ma si corresse successivamente,

mettendo in evidenza una lacuna nella “dimostrazione”, e provod

la semplicita di M,,,M

227 e M24 (Miller (1900)). Frobenius

23
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(1904) determino le classi di coniugio e le tavole dei caratteri

dei gruppi di Mathieu. Osservo inoltre che M,, contiene sottogrup-

24

e che M contiene due classi di sottogruppi

pi isomorfi a M 12

12°

isomorfi a M11 (la classe degli stabilizzanti di punto, e
una classe di sottogruppi 3-transitivi di grado 12. fuse da
un automorfismo  esterno d i Mj,).La dimostrazione di tali
risultati, omessa da Frobenius, si trova in Witt (1938 A)
(cfr.§3.). de Séguier (1904) costrui My, © M, ampliando i
gruppi  proiettivi PSL(2,23) e PSL(2,11), rispettivamente.

Anche il metodo di d e Séguier, che consiste nell’ampliare

il gruppo proiettivo, nella sua azione naturale sulla retta,
mediante un’opportuna permutazione, comporta calcoli eccessivamente
laboriosi (in particolare, de Séguier produce generatori espliciti

per M;, e My, (cfr. 510.)).

1I) La  prima costruzione concettualmente soddisfacente
dei gruppi di Mathieu si deve a Witt (1938A),e si fonda
su risultati di carattere generale concernenti il metodo delle

estensioni transitive, sviluppato da Jordan (cfr. Jordan (1870)).

Se G ¢ un gruppo di permutazioni su un insieme 2, si dice
estensione twnsitiva(puntuale) di G ogni gruppo di permutazioni
H, transitivo su un insieme Q'= @ U {a} , con a¢ & , e tale
che sia H, = G (convenendo che sia (a)g = o per ogni geG).
Se H ha rango r su o' (ie. H = G ha r orbite su Q'),s i
dice che H & una estensione di G di rango r. In particolare, r=2
se ¢ solo se G ¢ transitivo su @ , e se G e k-transitivo

su @ k > 1). H ¢ (k+l)-transitivo su 2 '.
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Jordan (1870) per primo affronta in modo esplicito il problema
di stabilire sotto quali condizioni, assegnato un gruppo (
transitivo su @, si possa aggiungere un nuovo punto o ad
2 e definire una opportuna permutazione h su Q v {e}, in modo
che il gruppo H = <G,h » sia transitivo su 2 U{a} , e sia

Ha = G. Jordan formula alcune condizioni. necessarie e sufficienti
per [l'esistenza di wun’estensione, e se ne serve in particolare

per costruire M12 (cfr. Jordan (1870),pp.33-34).

Witt (1938A) sviluppa ulteriormente il metodo di Jordan, e

fonda la sua costruzione sul seguente:

TEOREMA. Sia G = G, un gruppo k-transitivo (k 2 2) su un

insieme Qk ={ay ...} . esla @ 4 = szko{uk+1}.

Si  supponga che esistano hk e Gk e hy,, ¢ SQ%1 soddisfacenti
le condizioni seguenti: i) hy scambia fra loro U] € 0yl
ii) hk+1 scambia fra loro a € oy g, e fissa o ;3 iii) (hk+1)

e (hkhk+1)3 appartengono a Gk; iv) hk+1(Gk)“k b 176 ) ay

Allora il gruppo G ;= <Gk‘hk+1>= G, U Ghy 4G e un’estensione

transitiva di Gy su Sktr

Il Teorema precedente ¢ applicabile nei casi seguenti:

(1) Si consideri come gruppo G=G2 il gruppo projettivo
PSL(3,4), 2-transitivo nella sua azione naturale sui 21 punti
del piano PG(2,4). Si ponga 01=(0,1,0), ¢,=(0,0,1), h2=(x,y, z)

+ (y,x,2), h3=53( oy QS). h4=s4( a3 a4) , h5=55(a4 QS) , dove 571



164 L. Di Martino

(x,y,z) + (XZ*YZ,YZ,ZZ ) S4=: (x,y,2) + (XZ-YZ, pzz)v 35::
*
(x,y,z)~ (xz,yz,zz), e <p>= GF(4) .
In forza del Teorema precedente, si ottengono tre successive

estensioni GJ’G4'65' che sono precisamente i gruppi di Mathieu M

272
1\123,1\124, di grado 22,23,24. (Nel seguito,pertanto,si porra spesso
PSL(3,4) = MZ]')

(2))(Si consideri come -gruppo G=G3 il sottogruppo del gruppo
PTL(2,9), costituito dalle permutazioni della retta projettiva
PG(1,9) = GF(9) v {=} cosi definite: X +(axY +w/(cxy+d), dove
y= 1 se ad-bc ¢ un quadrato non nullo di GF(9), y = 3 se ad-

-bc non ¢é& un quadrato in GF(9). Tale sottogruppo si indica
con MlO’ ha indice 2 in PrL(2,9), ed ¢ sottilmente 3-transitivo
su  PG(1,9). ( PFL(Z,Q):Aut(AG) ha tre sottogruppi distinti

di indice 2: PGL(Z,Q),86 e MlO')

In forza del Teorema precedente, si ottengono due successive
estensioni G4 = < MlO’hA > € (5= <G4,h5 >, qualora si ponga h4=

3
= 54( Oq u4), h5 = 55( oc4<15), con a; = =, s,=ix cg X+OX ., sg=i

.3 - e WR
X +X ¢ <g>= GF(9) , o“+0=1.
G, ¢ il gruppo di Mathieu M;,, sottilmente 4-transitivo di
grado 11, e G; ¢ il gruppo di Mathieu M;,, sottilmente 5-

transitivo di grado 12.

Witt dimostra poi senza difficolta che i gruppi di Mathieu
sono semplici. Infatti, MZI:PSL(3,4) g semplice (come tutti
I gruppi PSL(n,q) con (n,q)#(2,2),(2,3)), e si puod provare
direttamente, con argomenti “ad hoc”, che Miq ¢ semplice.

La semplicita dei restanti gruppi di Mathieu segue allora
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immediatamente, poiché un gruppo di permutazioni G, primitivo
su un insieme @ e privo di sottogruppi normali regolari, &

semplice se Ga ¢ semplice (a € Sa).

Witt prova infine che Mi (i=11,12,22,23,24) & 1'unica estensione
transitiva di Mi—l’ e che M
estensioni transitive.

e M24 non ammettono ulteriori

12

Questi ultimi risultati, per i gruppi My,.Myq.M,y,  erano
gia stati ottenuti, in un contesto spiccatamente geometrico,
da Zassenhaus (1935). Zassenhaus dimostra che, se G & un gruppo
di collineazioni di PG(n,q), n > 2, contenente il piccolo
gruppo projettivo PSL(n+l,q), esiste un’estensione transitiva
H di G, considerato come gruppo di permutazioni sui punti
di PG(n,q), se e solo se q=2, oppure qg=4,n=2e¢ 1G:PSL(3,4)|§_Z,
S e q=2, un'estensione H di G & ad esempio il gruppo affine
[T]6 < AGL(n+1,2), ove T ¢ il gruppo delle traslazioni di
AG(n+1,2); se g=4,H ¢ isomorfo a M22 oppure a Aut(Mzz). Infine,
M2 & ulteriormente estendibile, e in modo unico, a Myg €
a Myy-

(Allo stesso risultato giunge Hughes (1965B), sotto le ipotesi
pin deboli che G sia transitivo sui punti di PG(n,q), € contenga

una collineazione non banale che fissa i punti di un iperpiano).

Tits (1964) ha generalizzato il risultato di Zassenhaus (1935)
a un campo arbitrario. Se G e un gruppo di collineazioni di
uno spazio projettivo di dimensione n>2 su un campo K, contenente
un gruppo di projettivita transitivo sulle r-ple di punti
linearmente indipendenti , con r=inf(4,n+l1),e s e G ammette

un’estensione transitiva, allora K=GF(2), oppure n=2e K=GF(4).
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Tits (1970) enuncia poi (senza  dimostrazione) I'ulteriore
generalizzazione: Se G & un gruppo di collineazioni di uno
spazio projettivo di dimensione n > 1 su un corpo K (non necessaria
mente commutativo), contenente PSL(n+1,K), G ammette un’estensione
transitiva solo nei casi seguenti: i ) K=GF(2);ii)n=l e
K= GF(3), GF(4); iii) G=M; .My, [MZI]CZ.

(L'indagine delle estensioni transitive ha avuto esiti molto
importanti nella teoria dei gruppi finiti. Ci Ilimitiamo a

segnalare che:

1) Risultati conclusivi sono stati ottenuti da vari autori,
circa l'esistenza di eventuali estensioni transitive dei gruppi
classici, considerati nell’azione transitiva su varie configurazio
ni delle loro geometrie naturali. In quest'ordine di problemi,
Si sono sovente utilizzati metodi geometrico-combinatori,
legati all'estendibilita o meno di disegni (cfr.§3), associati
ai gruppi in questione (si veda ad es. Dembowski (1965), Hughes
(1965A,1965B), Liineburg (1969)). Si tratta di risultati che
assicurano, in generale, la non-esistenza di estensioni transitive
dei gruppi considerati, i.e. la non-esistenza di *“analoghi”
inaspettati dei gruppi di Mathieu. Piuin generale, risultati
dello stesso tipo sono stati ottenuti per i gruppi di Chevalley
st GF(q) (e.g. nell’azione sui laterali di un sottogruppo

parabol jico (Tits) , ovvero quando (q,|®|)=1 (Seitz)).

2) Tutti i gruppi di Chevalley su GF(q) ammettono rappresentazio
ni di permutazionc transitive di rango <5, in cui lo stabilizzante di un
punto ¢ un sottogruppo parabolico. In particolare, i gruppi

classici (e il gruppo di Dickson Eﬁ) ammettono rappresentazioni
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cosiffatte di rango 3. Cio motivo D.Higman (cfr. D. Higman
(1964)) ad iniziare lo studio generale dei gruppi semplicemente
transitivi di rango 3. Tale studio, proseguito da Higman e
da altri, ha conosciuto uno sviluppo intensivo dopo la costruzione
del gruppo sporadico J2 come estensione transitiva di rango
3 d i PSU(3,3) (Hall,Wales (1968),avendo appunto come obiettivo
primario la scoperta e la costruzione di nuovi gruppi semplici
come estensioni transitive di rango 3 di gruppi noti. Per
questa via sono stati effettivamente scoperti quattro gruppi
sporadici (HS,Mc,Sz e Ru; cfr.§13). Notiamo infine che estensioni
di rango > 3 intervengono nella costruzione di altri gruppi

sporadici (e.g. di rango 5 nel caso di Fz)')
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§3. COSTRUZIONE DEI SISTEMI DI STBINER ASSOCIATI Al GRUPPI
DIMATHIEU

La costruzione di Witt mette in luce delle “geometrie”
naturali, soggiacenti ai gruppi di Mathieu. Witt (1938A,1938B)
fa infatti seguire alla costruzione dei gruppi di Mathieu
la loro caratterizzazione come gruppi di automorfismi di certi

sistemi di Steiner.

1) Ricordiamo, qui di seguito, alcuni concetti e risultati
Jdella teoria dei disegni, indispensabili sia in questo paragrafo
che nei successivi.

Sia 2 un insieme di cardinalita n < o Q(m) I'insieme
dei sottoinsiemi di @ aventi cardinalita m. e sia B un sottoinsieme
(non vuoto) di oM con la proprieta che ogni sottoinsieme
di @ di cardinalita t ¢ contenuto in esattamente }» elementi
di B. Si dice allora che la coppia (9,B) ¢ un t-disegno D di pa
rametri n,m, \, 0 brevemente che D=(2,B) & un t-(n,m, X) disegno.
Per escludere casi banali si suppone generalmente wm>t >1.
Gli elementi di @ sono i punttc di D, e gli elementi di B sono
i blocchidi D; si vedz subito che |B|=(2)>\/(’E). In ogni

2-(n,m, ) disegno D, con 2<m<n, Si ha n=| @ < |B| (disuguaglianza

di Fischer), e 9| = |B| se e solo se, per ogni b sbyeB, by#b,,
¢ Iby M b,y = > . Un 2-disegno per il quale o = |B| si dice
simetrice. Un  2-disegno  simmetrico, con n=2m+l,s i dice 2-
diseone di Hadamand.Un disegno D, con A= 1 si dice sdistemz. ai Stednex,

e si indica con S(t,m,n).
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Sia D = (¢ ,B) un t-(n,m,Xx ) disegno, e sia By 1' insieme
dei blocchi di D contenenti q, ciascuno privato del punto
o .- La coppia Dg = (@ \ {oc},Ba) ¢ un (t-1)-(n-1.m-1,X) disegno,
che si dice contrazione di D nel punto g .Se posto o' = o U (=} ,
esiste un (t+1)-(n+1l,m+1, ) disegno D+:(Q+,B+), la cui contrazione
nel punto « coincide con (q,B), si dice che D* & un' estensione di D.
Siano DI = (Ql,Bl), DZ = ( 92,B2) due t-disegni. Una bijezione
fo: Ql+ %che induca una bijezione I‘:Bl+ B, (i.e. che porti
blocchi in blocchi) si dice .{somonfismo fra DI e D2' In particolare,
se D = (9% ,B)e&un disegno, una permutazione su Q che porta
blocchi in blocchi si dice automonfismo di D. 11 gruppo degli

automorfismi di D si indica con Aut(D).

Centrali nella teoria dei disegni sono i problemi: 1) dell'es4-
stenza di t-disegni di assegnati parametri n,m,A;2) della classifica
zione dei t-(n,m, ) disegni di assegnati parametri (in particolare
della loro eventuale unicita a meno d'isomorfismi); 3) dell' estendibs
Litd di un assegnato disegno D (un’estensione pud non esistere,
0, se esiste, non essere unica) ;4) della determinazione di  Aut (D),
ovvero. della determinazione dei disegni D per i quali Aut(D)
soddisfa certe condizioni (e.g. condizioni di transitivita

sui punti e/o sui blocchi).

Per una trattazione sistematica dei disegni, e dei problemi
sopra accennati, ci si pud riferire a Hall (1967). e a Dembowski
(1968) (che contiene una bibliografia pressoché completa fino
al 1968, e di cui ¢ in preparazione una nuova edizione aggiornata).
Segnaliamo inoltre le belle monografie di Cameron (1976) e

Cameron, van Lint (1980), la '"survey" di Kantor (1975B) e,
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con riferimento specifico ai sistemi di Steiner, la raccolta
di articoli edita da Lindner,Rosa (1980). che contiene fra

I'altro una completa '"survey" bibliografica a cura di Doyen

e Rosa.
Ci limitiamo qui a menzionare alcuni risultati sui sistemi
di Steiner, che riguardano direttamente il nostro argomento:

a) Esempi classici di sistemi di Steiner sono gli spazi
projettivi e gli spazi affini su un campo di Galois GF(q).
1 punti e le rette di uno spazio projettivo PG(d,q) di dimensione
d >1 su GF(q) sono infatti i punti e i blocchi di un sistema

di  Steiner  S$(2,q+1,(q%*}

-1)/(q-1)). 1 punti e le rette di
uno spazio affine AG(d,q)di dimensione d >1 su GF(gq)sono
invece i punti e i blocchi di un sistema di Steiner S(Z,q,qd).
AG(d,2), considerato conme sistema di Steiner. ¢ banale. Tuttavia,
per g=2, i punti e i piani dello spazio affine formano un
sistema di Steiner s(3,4,2d), che si indica solitamente con

AG,(d,2).

b) In ogni sistema di Steiner S(t,m,n), con n>m >t2>2, vale
la disuguaglianza: n-t+1 > (m-t+2)(m-t+1). Si ha l'uguaglianza
solo nei casi seguenti: i) t=2, m=h+l, n=h2+h+1; ii) t ‘2,
(t,m,n) = (3,4,8), (3,6,22), (4,7,23), (5,8,24), (3,12,112)

(cfr. Cameron (1980)).

Un sistema di Steiner s(z,h+1,nh‘+h+1) si dice pdano projettive  di
brcine h. (In particolare, dunque, PG(2,q) ¢ un piano projettivo
di ordine g). Uneventuale estensione di un piano projettivo

di ordine h ha necessariamente una delle terne di parametri
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elencate in ii): si deduce quindi che un piano projettivo
¢ estendibile solo se h=2,4, 0 10 (Cfr. questo risultato con
gli analoghigruppali descritti in §2). Si noti che PG(2,2)
el'unico piano projettivo di ordine 2. e PG(2,4)é l'unico

piano projettivo di ordine 4, mentre la questione dell'esistenza

di un piano di ordine 10 ¢ irrisolta. Infine: 1) nel caso
d i PG(2,2),l'estensione esiste ed & unica: esiste infatti
un unico sistema  S(3,4,8), non ulteriormente estendibile,

ed éAGZ(S,Z); 2) nel caso di PG(2,4), esistono tre successive
estensioni, che sono precisamente i sistemi di Steiner associati

aMZZ’M , e M

23 24

¢) Rimuovendo un blocco (la “retta impropria”) e tutti
i suoi punti da un piano projettivo di ordine h, si ottiene
un sistema di Steiner S(Z.h’hz). Un sistema con tali parametri
S i dice . pdano affine di ordine h. (In particolare,dunque,AG(2,q)
¢ un piano affine di ordine g). Un'eventuale estensione di
un piano affine di ordine h & un sistema di Steiner S(3,h+1,h2+1):
un sistema di Steiner con tali parametri si dice piano inversive
(o piano di Mobius) di ordine h. Per una trattazione generale
dei piani inversivi, rinviamo a Dembowski (1968). Ricordiamo
soltanto che, se @ ¢ un ovoide di PG(3,q),i.e.un insieme
di q2+1 punti di PG(3,q) che non contiene tre punti allineati,
i punti di (0 e le sue sezioni piane non banali sono i punti
e i Dblocchi di un piano inversivo di ordine g. Se ¢ ¢ una
quadrica non rigata di PG(3,q), tale piano si dice class<cc

(o miquelianc ), e si indica con M(q). Alternativamente, M(q)

puo essere costruito assumendo come punti i punti di PG(].qz),
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e come blocchi le immagini di PG(l,q) c PG(l,qz) per l'azione
di P FL(Z,qZ), In particolare, Aut(M(q)) = P PL(Z,qz). Notiamo
infine che: 1) AG(2,3) ¢ l'unico piano affine di ordine 3;
2) AG(2,3) ammette wuna sola estensione, il piano inversivo
classico M(3); 3) M(@3) ¢ [lunico piano inversivo di ordine
3, & estendibile due volte in un unico modo, e le sue estensioni
sono precisamente i sistemi di Steiner associati a Mlle LIPE
Di fatto, un piano inversivo di ordine h » 2 ammette un’estensione
solo se h=3 o h=13, € in quest'ultimo caso l'eventuale estensione
ammette almeno una contrazione costituita da un piano inversivo

non classico di ordine 13 (cfr. Kantor (1974)).

2) (Le costruzioni di Witt).

i) witt osserva che M“, in forza della sua struttura di
gruppo 5-transitivo, determina in modo naturale un sistema

di Steiner S(5,8,24). Vale infatti, in generale, il seguente:

TEOREMA (Witt (1938A)). Sia (G < SQ t-transitivo su o, e

6 ¢co,con |al = t Sia LI #1 un sottogruppo di GA , @ =Fix{U,

= m >t, e si supponga che se U® c GA (geG), allora U8 =u

A
o}

Posto B ={ Cbg!ge(; }, (2,B) & un sistema di Steiner S(t,m,n),

e G e un gruppo di automorfismi di (2,B).

Se ¢ € Myys S-transitivo su @ , e A & un sottoinsieme di

@ di cardinalita 5 , GA € un gruppo di ordine 24.3, prodotto

semidiretto di un 2-gruppo abel iano elementare U di ordine

¢ per un gruppo ciclico di ordine 3. ¢=Fix { U} ha cardinalita

8, ¢ in forza del teorema precedente i coniugati di Uin Moy
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producono i 759 blocchi (ottadi) di un sistema di Steiner

S(5.8.24).

Con una contrazione in un punto ¢ di o, a (M24)a ~ Myq
resta allora associato un sistema di Steiner S(4,7,23), costituito
da 253 blocchi (7-adi). Con una seconda contrazione in g (# o)
a M)y, g

stituito da 77 blocchi (esadi). E infine una terza contrazione ri-

~ M22 ¢ associato un sistema di Steiner S(3,6,22), co-

conduce al piano projettivo S(2,5,21) = PG(2,4).

Naturalmente, la costruzione precedente mostra che My (i=22,23,
24), e (i-19)-transitivo sui punti, e transitivo sui blocchi
del corrispondente sistema di Steiner. Si ha inoltre:Aut(S(5,8,24))
= M

Aut (S(4,7,23))=M e Aut(S(3,6,22))=Aut(M22)=M22'C

24 23
24 € M23 sono privi di automorfismi esterni. Aut(M

2
(M

22)
MZZ'C2 ¢ realizzato in M,, dal normalizzante di MZZ)‘

ii) Nel caso di M e M;,, Witt (1938A) deve procedere
diversamente. Innanzitutto, witt prova che linsieme Q su
cui opera M24 si pud suddividere in due sottoinsiemi complementari

Bbys By di cardinalita 12 (dodecadi), in modo che lo stabilizzante

in M24 di 4y e b sia un gruppo isomorfo a MlZ’ 5-transitivo
sia su Al che su AZ. Pur essendo entrambe S-transitive, le
due azioni di M;,Su 4 € 4,Nn0n sono equivalenti. Moy contiene

infatti un’involuzione u che normalizza lo stabilizzante di

& e b,, e realizza un automorfismo esterno ¢, di M, che
scambia fra loro le azioni su Al ¢ by. Lo stabilizzante (i
un punto di b in Mi,. i.e. il gruppo di Mathieu Mll' ha come

immagine mediante ¢, Un gruppo 3-transitivo su Al, nel quale
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lo stabilizzante di un punto e isomorfo a PSL(2,11). In particola-

re, essendo M11 privo di automorfismi esterni, si ottengono
in tal modo le due classi di sottogruppi coniugati di MlZ’
isomorfi 2 M;,, gia osservate da Frobenius (cfr.§z.). Da cio

che precede si deduce infine che Aut(M;,) = [M;,]C,:Aut(M;,)
¢ realizzato in M24 da NM24(M12)=<M12,U>.

In modo simile, W tt (1938A) prova che, se si considera

I'azione di M12 su una dodecade A , si puod suddividere ain
due esadi complementari El, 22 in modo che lo stabilizzante
di Ly oe I, in MlZSia il gruppo simmetrico 86. Si consideri
infatti lo stabilizzante in Mlzdi cinque punti 61,...,65
di A: tale sottogruppo, isomorfo a SS, ha orbite di lunghezza
5,1,6 su A , e determina quindi un sesto punto deeA. Posto
I, = {ﬂ,,..,ds, 66 }, e I, = A \zl,lo stabilizzante in My
di ez, ¢ isomorfo a 86. (Come sopra, si vede che le azioni
di s, su Z, e I, non sono equivalenti. M1, contiene un’involuzio-
ne v che scambia fra loro le azioni su Zl e 22, realizzando
un automorfismo esterno di Sgt per tale automorfismo lo stabilizzan
te in So di un punto di 21, i.e. Ss» ha come immagine un

gruppo 3-transitivo su Iy. In particolare, Aut(S()) ¢ realizzato

i n My, da<Sgnv )

Le coppie di esadi complementari I I, che si ottengono
mediante la procedura descritta costituiscono i 132 blocchi
di un sistema di Steiner S(5,6,12). Aut(5,6,12) = M12 ¢ 5-

transitivo sui punti e transitivo sui blocchi del sistema.

Con una contrazione in punto g di 4, a (Mlz)(S M;, resta allora
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associato un sistema di Steiner S(4.5.11). con Aut(S(4,5,11))=M11
4-transitivo sui punti e transitivo sui 66 blocchi del sistema.
(Con una seconda contrazione, si ottiene il piano inversivo

M(3). e con una terza il piano affine AG(2.3)).

iii) Witt (1938B) tratta di sistemi di Steiner in generale,
e prova fra l'altro l'unicitda (a meno d’'isomorfismi) di AG(2,3),
di M(3). e dei sistemi di Steiner associati ai gruppi di Mathieu.

In particolare, vale dunque il seguente:

TEOREMA.  a) Esiste un unico sistema di Steiner S=S(t,m,n)

con t=3,4,5; m=6,7,8; n-22.23.24. Si ha: Aut(S) = Aut(Mzz).M M
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rispettivamcntc.
b) Esiste un unico sistema di Steiner S=S(t,m,n)

con t=4,5; m=5,6; n=11,12. Si ha:Aut(S)=M11, M12' rispettivamente.

iv) Prima di Witt, Carmichael (1931) aveva gia limpidamente
descritto la connessione fra sistemi di Steiner e gruppi di
Mathieu (omettendo le dimostrazioni). Le costruzioni di Carmichael
(riportate in Carmichael (1937)) prescindono dai gruppi di
Mathieu, basandosi  soltanto sui  gruppi projettivi PSL(2,23)
e PSL(2,11):

a) Posto  2=PG(1,23) = G F (23) 0{=},e PSL02,23)=cx>x+1,
x o+ -x1 (mod23) > , Carmichaei osserva che lo stabilizzante
in PSL(2,23) dell'ottade 0 ={~ ,0,1,3,12,15,21,22} ¢ il sottogruppo
<x o+ (1+x3/7(1-x), X =+ (3x+1)/(x-3) (mod23)>, di ordine 8. Le
immagini di 0 per l'azione di PSL(2,23) su Q sSOno in numero
di 24-23+11/8 = 759, e costituiscono i blocchi di un sistema

di Steiner S(5,8,24). (Una lista completa delle ottadij ¢ contenuta
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ad es. in Todd (1966)).

b) In modo analogo, posto a = PG(1,11) = GF(11)u {o} , e
PSL(2,11) = <x =+ x+1, X =+ X7t (modll) >, Carmichael osserva
che lo stabilizzante dell’esade E ={« ,1,3,4,5,9} @ un sottogruppo
di ordine 5 di PSL(2,11). Le immagini di E per [lazione di
PSL(2.11) su & costituiscono le 12+ 11+ 5/5=132 esadi di un

sistema di Steiner $(5,6,12).

Dopo di cio. Carmichael nota che Aut(S(5,8,24)) = M24 e Aut(S(5,6,
12)) = MlZ’ e deduce alcune delle proprietd gruppali salienti

di My, e di M,.

(Si noti che le inclusioni PSL(2.23) <M24e PSL(2,11)<M12
sono il fondamento della citata costruzione di de Séguier

(1904). e furono gia osservate dallo stesso Mathieu. Di tali
inclusioni da una elegante dimostrazione. ''a  posteriori”,
anche Witt (1938A). Posto @=PG(1,23), Witt prova che M,, < SQ
contiene le permutazioni (0.1,...,22), i.e. x * x+1 (mod23).
e (0,0)(1,22)(2,11)(3,15)(4,17)(5,9)(6,19)(7,13)(8,20)(10,16) (12,21}

(18,14), i.e. x +-x'1 (mod23). Allo stesso modo, posto

A = PG(1,11), si vede che M12 < SA contiene le permutazioni
(0,1,...,10) e (0, =)(1,10)(2,5)(3,7)(4,8)(6,9),i.€e. X =+ x+1
e x +x1 (modll). Dopo di cio. Witt propone le stesse costruzioni

di Carmichael , a partire dai blocchi (»,0,1,2,3,5,14,17)
e (»,0,1,2,3,5).)

3) (Le costruzioni di Liineburg)

Carmichael (1931) adombra un  approccio alternativo alla
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descrizione dei gruppi di Mathieu, che consiste nel rovesciare
il procedimento di Witt, costruendo prima con metodi geometrico-
combinatori i sistemi di Steiner, definendo poi i gruppi di
Mathieu come gruppi di automorfismi di tali sistemi, e deducendone
quindi le proprietd strutturali salienti. La prima costruzione
pienamente dispiegata secondo queste linee si deve a Liineburg,
(1968.1969). Essa ¢ simile nello spirito a quella di Witt:
si fonda infatti su teoremi di estensione dei sistemi di Steiner,
che sono 1 -esatto parallelo geometrico delle estensioni di

Witt.

a) Attraverso una dettagliata analisi della geometria di
PG(2,4) (1 ‘unico sistema di Steiner con parametri 2,5,21),
Luneburg prova che PG(2,4)puod essere esteso tre volte, e

in un unico modo, sino ad ottenere un sistema di Steiner S(5.,8,24).

Pia precisamente, Luneburg esamina le seguenti configurazioni
in PG(2,4): i) g li {iperovali,i.e. gli insiemi di 6 punti di
PG(2,4), a tre a tre non allineati; ii) i sottopdiani di Baen di PG 4),
i.e. le configurazioni di 7 punti e 7 rette di PG(2,4) che
formano un piano projettivo di ordine 2; iii) gli insiemi
di punti di PG(2,4)che si ottengono considerandole differenze simme
thicke di due rette distinte di PG(2,4). Vi sono rispettivamente:
168 iperovali, che si distribuiscono in tre orbite 91,92,
03 di uguale lunghezza rispetto all'azione di PSL(3,4) sui
punti di PG(2,4); 360 sottopiani di Baer, che si distribuiscono

anch’essi in tre orbite 61, 8,. di uguale lunghezza rispetto

B3
all’azione di PSL(3,4); 21» 20/2 = 210 “differenze simmetriche”.



178 L. Di Martino

Luneburg dimostra che, se si considera un’eventuale estensione
di PG(2.4) ottenuta per aggiunzione di tre nuovi punti 51’52’
5, & possibile scegliere gli indici 1,2,3 in modo che i blocchi
dell’estensione  siano necessariamente: i) gli insiemi r y
{51'52’53}' dove r & wuna retta di PG(2.4); ii) gli insiemi
che si ottengono aggiungendo a tutti gli iperovali  di 01 i
punti Ej’ B (fi,j,k}={1,2,3}); iii) gli insiemi che si ottengono
aggiungendo a tutti i sottopiani di Baer di B il punto
gi (i=1,2,3); iv) le “differenze  simmetriche”. Pertanto
I’estensione cercata, se esiste. ¢ unica (a meno d’isomorfismi) .
Dopo di ci0o. per provare che un’estensione effettivamente
esiste,basta a Liineburg verificare che, posto 2 = PG(2.4)
U {€1,€2.€3}. 5 punti qualsiasi di o appartengono a uno e uno

solo dei 759 (=21+3-56+3-120+210) sottoinsiemi 1i),ii),iii),iv).

b) Con metodi simili a quelli usati nel caso di PG(2,4),
cioé analizzando la geometria di AG(2,3), Luneburg prova che
il piano affine di ordine 3 puo0 essere esteso tre volte, e

in un unico modo, sino ad ottenere un sistema di Steiner S(5,6,12).

Precisamente. Lineburg osserva che AG(2.3) contiene 54 oval{ (=
quadrangoli),che S i possono suddividere in tre  sottoinsiemi

Q, ’QZ’Q3 di cardinalita 18. con la proprieta che due ovali
di uno stesso insieme Q; (i-1.23) hanno al pid 2 punti in
comune (considerando AG(2.3) come contrazione in un punto
o del piano M(3), i blocchi di M(3) non passanti per cz costituisco-
no un siffatto insieme Q;). Inoltre, il gruppo delle collineazioni

di AG(2,3) opera come il gruppo simmetrico S; sugli insiemi
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Q105,05
Dopo di cio, ¢ possibile provare che i 132 blocchi di un'eventua

le estensione di AG(2,3) mediante tre nuovi punti Nys Nys M

3
sono necessariamente: i) gli insiemi 1 U {”1’”2’ ™ }, dover
¢ una retta di AG(2,3); ii) gli insiemi q U{ni,nj},i#j,(i,je{l,
2,3 ), dove g varia in uno degli insiemi Q; (e si puo allora
supporre  i=1); iii) gli insiemi q U {ni }, i=1,2,3, dove fq é

I'insieme che si ottiene da un ovale qeQ; aggiungendovi il
punto d'intersezione delle diagonali, al variare di qul;

iv) le coppie di rette parallele di AG(2,3).

D'altra parte, posto A = AG(2,3) U{nl,nz,ns}, 5 punti qualsiasi
di A appartengono a uno e uno solo dei 132 (= 12+3- 18+3- 18+12)
sottoinsiemi i) ,ii),iii), iv). Si  conclude che Il'estensione

cercata.esiste ed ¢ unica, e dunque esiste ed ¢é unico S(5,6,12).

c) Le costruzioni in a) e b) sono simili, ma indipendenti
I'una dall’altra. Alternativamente, si pud ricavare la costruzione

di §(5,6,12) da quella di S(5,8,24) osservando che:

1) un unital U di PG(2,4),i.e. la configurazione dei punti
assoluti e delle rette non assolute rispetto a una polarita
unitaria. & un sistema di Steiner S(2,3,9), e dunque ¢ isomorfo

al piano affine AG(2,3);

2) se si considera il sistema di Steiner S=S(5,8,24) costruito

su PG(2.4) U {51, 52, £€. )}, unottade di S che contiene 5 punti

3
di U u {gl, 52' 53} contiene esattamente 6 punti di Uu {‘51' ‘52’ 63}
Dunque, i punti di U U {El, EZ, Es}e le ottadi di S che intersecano

U u {El, 52,g3 } in 6 punti, danno luogo a un sistema di Steiner
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5(5,6,12).

(Si noti che la situazione descritta corrisponde, da un punto
di vista gruppale, al fatto che il gruppo delle collineazioni

di AG(2,3) e isomorfo a Pru(3,2).)

Una caratteristica essenziale delle costruzioni di Luneburg
¢, come si ¢ visto, quella di far precedere la dimostrazione
di unicita a quella di esistenza: [I'analisi delle geometrie
di PG(2,4) e AG(2,3), rispettivamente, sulla quale si fondano
le prove di unicita, consente infatti I'effettiva costruzione

dei sistemi di Steiner richiesti.

Di natura simile, ma anche piu complessa, ¢ la costruzione

dei sistemi di Steiner associati a M M,.,e M

23 j40 Ottenuta

22
da. Jénsson

Sia AG(2,4) il piano affine che si ottiene da PG(2,4) rimuovendo
una retta e tutti i suoi punti. Considerando AG(2,4) come
spazio vettoriale di dimensione 2 su GF(4), e indicando con
A il suo gruppo additivo, abeliano elementare di ordine 24,
si pud dare ad A, in modo owvio, la struttura di uno spazio
projettivo PG(3,2). Jonsson (1972) fonda la sua costruzione
su una puntuale analisi della geometria subordinata su PG(3,2)
dalle polarita simplettiche. Riprendendo in parte risultati

di Conwell (1910) e di Edge (1954), Jonsson prova che PG(3,2)

contiene esattamente otto insiemi Pl""’PS’ ciascuno costituito
da sette complessi lineari corrispondenti a sette polarita
simplettiche a due a due non permutabili. L'unicita di un

(eventuale) sistema S(5,8,24) = (q ,B) segue allora osservando
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che: i) (q,.,B)determina su 2N b (beB) una struttura di spazio
projettivo  pG(3,2); ii) vi & una bijezione « + Po fra i
punti di b e le otto collezioni di polarita simplettiche Pi’
che risultano cosi determinate da ( ¢,B); iii) la geometria
delle polarita simplettiche di PG(3,2) determina a sua volta
in modo univoco i blocchi di (g ,B). E' poi possibile, al solito,
verificare che la configurazione ottenuta in iii) da effettivamente

luogo a un sistema S(5,8,24).

4).(Le costruzioni di Higman-Cameron)

Un’elegante costruzione di S(5,6,12), parzialmente ispirata
a lezioni di G.Higman, & descritta da P. Cameron (cfr. Cameron

(1975,1980), e Cameron.van Lint (1980)).

La costruzione si fonda sull’esistenza di un automorfismo
esterno ¢ di ordine 2 del gruppo simmetrico S¢> mediante il
quale a una trasposizione di S corrisponde il prodotto di
tre trasposizioni disgiunte, e a un 3-ciclo corrisponde il
prodotto di due 3-cicli disgiunti (e viceversa). E' possibile
percio considerare due rappresentazioni di permutazione inequivalen
ti di 86 su due insiemi A,X di cardinalita 6, in modo che
a una trasposizione (a,b) e a un 3-ciclo (a,b,c) su A corrispondono
rispettivamente le permutazioni (a,b)¢ e (a,b,c)¢ su X. Sia
ora S un sistema di Steiner di parametri 5,6,12: ¢ facile

provare che 1) s¢ladifferenza simmetrica b1Ab didue blocchidi

2
S ha cardinalita 6, bLAb7 ¢ necessariamente un blocco di S, ¢ dedurre da cio che

2) s e by,bysono blocchi di S, tali che sia |b1 r\b2|=|b1Ab2|,



182 L. Di Martino

allora esistono dei blocchi b3,b4tali che sia b1(\b2=b3Ab4
e bjab, = b3” b4. Senza ledere la generalita. si puodo allora
supporre che A v X sia l'insieme dei punti di un tale sistema
S = S(5,6,12), e che A sia un blocco di S. Usando 1) e 2)
si vede che i blocchi di S sono necessariamente costituiti
dagli insiemi seguenti : i ) A,X;1i) (A Ma,bD u(x,y), (XM x,y})
u{ a,b}, ogniqualvolta (x,y) ¢ un ciclo di (a,b)$s iii) {a,b,clix,y,2,
ogniqualvolta (x,y.,z) o (x,z,y)é un ciclo di (a,b,c)¢.Basta
allora verificare che gli insiemi i),ii),iii) sono effettivamente
i blocchi di un sistema di Steiner per ottenere, dopo l'unicita,
I'esistenza di S(5,6,12).

La costruzione precedente pud anche ottenersi per via puramente
combinatoria (cfr. Cameron. van Lint (1980)), considerando A come

I'insieme dei vertici del grafo completo K., e X come I'insieme del

6°
le I-fattorizzazioni di A Un I-fattore di A ¢ un insieme di 3 spigo
li mutuamente disgiunti che coprono A; una 1l-fattorizzazione di A &
una partizione degli spigoli di A iti 5 I-fattori. Poiché ogni 1-fat
tore di A ¢ contenuto in esattamente 2 1-fattorizzazioni di A, sipud
indicare un |-fattore mediante una coppia di elementi, ovvero uno
“spigolo” di X. Sussiste una "dualita" fra A e X (che riflette 1'esi
stenza di un automorfismo esterno di Sg) in cui i vertici e gli spi-
goli di A corrispondono alle I-fattorizzazioni e agli I-fattori

di X (e reciprocamente). In virta di tale dualita, & possibile
definire 1) una relazione autoduale fra gli spigoli di A e
di X, ponendo {a,bt~ {x,y} sse {a,b} ¢ uno spigoli appartenente

all'i-fattore x,y 3 2) una relazione autoduale fra i sottoinsiemi



1 gruppi di Mathieu 183

di cardinalita 3 di A e di X, ponendo fa,b,c }~{x.y.2}sse
{a.,b,c} & wuno dei due triangoli formati dai 6 spigoli che
restano dopo aver rimosso gli spigoli di A che appartengono
agli I-fattori { x,y3}, {y,z},{2z.,x}. 1 blocchi di 8(5,6,12)
descritti in ii) e iii) corrispondono precisamente alle coppie
{a,bl~{x,y}e {a,b,ci~{x,y,z}.

Una costruzione simile permette di provare I'esistenza
e 1'unicita d i §(5,8,24),partendo dall’esistenza di S(5,6,12)
e di un automorfismo esterno di MlZ’ e considerando due rappresen-
tazioni inequivalenti di M12 su due insiemi A,X di cardinalita
12.  Alternativamente, si pud procedere per via puramente combinato-
ria (cfr. Cameron, van Lint (1980). A tal fine si considera
'[( come I'insieme dei punti di un S(5,6,12), e, o0sservando
che in un §(5,6,12) il complemento di un blocco b ¢ un blocco
b', si costruisce sull'insieme V delle 66 coppie di blocchi
disgiunti di S$(5,6,12) un grafo (non orientato) congiungendo
due wvertici {b,b" } , { c,c' } di V sse [b N ¢|] = 3. Si ottiene
un grafo isomorfo al grafo triangolare T(12), i cui vertici
sono le coppie non ordinate di elementi di un insieme ')?
di cardinalita 12. e in cui due \vertici sono congiunti da
uno spigolo sse hanno in comune un elemento di X. B possibile
costruire un sistema S(5,6,12) su i, reciproco di quello definito
su A (nel senso che ripetendo la procedura sopra descritta
su ~X, ci si riporta ad K): cio stabilisce una “dualita” fra
A e X, nella quale si corrispondono coppie di blocchi disgiunti

e coppie di punti dei sistemi di Steiner su A e X. Tale dualita

induce’una relazione (autoduale) fra i sottoinsiemi di cardinalita
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4 di X e di X, definita ponendo {a,b,c,d} ~ {x,y,z,u } sse
{x,y,z,u} ¢ il complemento in idell‘unione delle 4 coppie
di punti, mutuamente disgiunte, corrispondenti ai 4 blocchi
del sistema S(5,6,12) su A ches’intersecanoin { a,b,c,d }. Allora,
un sistema S(5,8,24)su AUY ha necessariamente i blocchi
seguenti : i) by {x,y }, dove b & un blocco del sistema di
Steiner §(5,6,12)su &, e {b,b'}corrisponde a {x,y}: ii)
5 U{a,b}, dove 5 ¢ un blocco del sistema di Steiner S(5,6,12)
su X, e {E,ﬁ'}corrisponde a {a,b}siii) {a,b,c,dby{xyz,ul},
dove f{a,b,c,d} ~ {x,y,z,u}, La costruzione delineata consente,
in particolare. di esibire mediante la dualita fra Ae X un
automorfismo esterno di M12.

5) 1 sistemi di Steiner associati ai gruppi di Mathieu
sorgono naturalmente nel  contesto della teoria dei codici
lineari, e in altri settori della combinatorica. Ne derivano
altre costruzioni dei  sistemi suddetti, di cui si  trattera

diffusamente nei successivi §5 e 56.
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§4. ALCUNE CARATTERIZZAZIONI DEI SISTEMI DI STEINER ASSOCIATI
Al GRUPPI DI MATHIEU.

1 sistemi di Steiner associati ai gruppi di Mathieu sono
soprattutto notevoli perché 1) hanno “grandi” gruppi di automorfi-
smi, altamente transitivi sui punti di © ; 2) t=5 nel caso
di M, e di Moy Altri sistemi S(5,m,n) sono noti solo per
cinque valori del parametro n. Precisamente: Denniston (1976)
ha provato l'esistenza di sistemi di Steiner S(5,6,24), S(5,7,28),
S(5,6,48) e S(5,6,84), e Mills (1978) ha costruito un sistema
di Steiner §(5,6,72). (Notiamo incidentalmente che, in tutti
i casi conosciuti, Aut(S(5,m,n)) 2 PSL(2,n-1). Per vari problemi
legati all’esistenza di sistemi S(5,m,n), cfr. Denniston (1980)).
Non si conoscono sistemi di Steiner con t > 6. Se si dimostrasse
che sistemi cosiffatti non esistono, ne deriverebbe come conseguen-
za che non esistono gruppi di permutazioni o-transitivi non

banali (cfr.§9).

In  questo paragrafo descriveremo varie caratterizzazioni
dei sistemi di Steiner associati ai gruppi di Mathieu: alcune
di esse hanno carattere puramente combinatorio, mentre altre
coinvolgono proprieta del gruppo degli automorfismi (eventualmente

indotte da restrizioni di tipo combinatorio).

Conviene innanzitutto elencare  alcune proprietd combinatorie

dei sistemi in questione, che intervengono nelle caratterizazioni

seguenti :

1) In S(5,8,24) I'intersezione di due ottadi distinte ha
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cardinalita 0.2,0 4. D ate ducottadiby,b,, cOn [b; M b
= 4, anche la differenza simmetrica blA b2 ¢ un'ottade di

S(5,8,24). M ¢ transitivo sulle coppie ordinate di ottadi

24
aventi intersezione della stessa cardinalita: in altre parole,

M‘24 ¢ transitivo di rango.4 sulle ottadi di S(5,8,24).

2) Da 1) si deduce che in S(4,7,23) I'intersezione di due
7-adi distinte ha cardinalita 1 o 3, e che M23 ¢ transitivo
di rango 3 sulle 7-adi di S(4,7,23. In modo analogo, si deduce
che in §(3,6,22) I'intersezione di due esadi distinte ha cardinali-
ta 0, oppure 2, e che Mzzétransitivo di rango 3 sulle esadi
di S(3,6,22).

3) I n S(5,6,12) I'intersezione di due esadi distinte ha
cardinalita 0,2,3, o 4. Inoltre, il complemento d i un'esade
¢ un’‘esade, e, se b;,b, sono due esadi con ‘|b1n b2| = 3, anche
b-l 4 b, & un'esade. M12 ¢ transitivo sulle coppie ordinate
di esadi aventi intersezione della stessa cardinalita, i.e.
Mlzétransitivo di rango 5 sulle esadi di S(5,6,12). Si deduce
che 1n S(4,5,11) due blocchi distinti hanno intersezione di
cardinalita 1,2, 0 3, e M

di S(4,5,11).

11 ¢ transitivo di rango 4 sui blocchi

A) Sia S=S(t,m,n)un sistema di Steiner, con I<t<m<n.E'
facile provare che vale la disuguaglianza: n > (t+D(m-t+1).
Ne segue 1n particolare che ¢ sempre n > 2m, e si ha p=2nm
se e solo se t=1(i.e. S corrisponde a una partizinne dell'insieme
dei* punti in due blocchi), oppure m=t+1. S e n=(t+1)(m-t+1),

accade  che. assegnat) t+2 punti di S, esiste un hlocco che
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ne contiene t+l. S(3,4,8), S5(5,6,12) e S§(5,8,24) sono i soli
sistemi noti., con t >1, soddisfacenti tale condizione. Camerbn

(1980) ha congetturato che, se n >2m, la suddetta condizione

caratterizzi S(5,8,24). Tale congettura e stata confermata
da Hauck (1982). il quale ha provato che, se S = §(t,m,n)
¢ un sistema di Steiner, con 1< t < m-l, e n = (t+1) (m-t+l) ,

allora S = 5(5,8,24).Infine, Si pud provare che: a)in ogni siste
ma S di parametri t,t+1,2t+2, t+2 & necessariamente un nNuUMero
primo; b) un sistema S = ( 2,B) di parametri t-1,t,2t+1 esiste
se e solo se ammette un’estensione S*( Q+,B+) (di parametri
t,t+1,2t+2). In tal caso l'estensione ¢ unica, e 2% =00 {=},

B* = {b {=}, 2" \ b|beB . Mendelsohn (1970); cfr. anche Alltop (1972).

B) Sia S = S(t,m,n) e sia b = {ul  eees am} un blocco di

S. Il numero xJ. dei blocchi di S che intersecano b in {ul,...aj]

(0 <~j < m) dipende soltanto da j e dai parametri di S (Mendelsohn

(1970)). Piu in generale, il numero uijdei blocchi b'eB,
tali che sia b' n {al ,,,.., ui} = {dl - Oﬁ} © < j < i < m),

dipende solo da i,j e dai parametri di S (cfr. Gross (1974).

1 numeri ujj si possono disporre in un assetto triangolare
(trcangelodetle Gitersezdieni) in modo che “ij sia l'elemento
di posto j+1 della riga (i+l)-esima del triangolo. Ad esempio,

il triangolo delle intersezioni di S(5,8,24) ¢ il seguente:
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759
506 253
330 176 7
210 120 56 21
130 80 40 16 p)
78 52 28 12 4 il
46 32 20 8 4 0 !
30 16 16 4 4 0 0 1
30 0 g 0 4 o 0 0 L
I numeri M sono determinati induttivamente dalle formule:
_ (n-1i m-i : . — :
1) b = Gop)/Goy) per 0 < S l= lpert S0 Sm
D) uierj o+ Vie,ger T cij PErO <l <bsm
Naturalmente si ha Wy = 0 se t < j < i questi sono gli
zewd banald del triangolo. Inoltre, ¢ x, RTINS
] mj
In particolare, nel caso di S(5,8,24)vi sono due zeri
non-banali: g1 = Vg3 = 0. Cio corrisponde al fatto che
due ottadi non si intersecano mai in 1 0 3 punti. In effetti,
l'ultima riga del triangolo delle intersezioni c¢i dice che
due ottadi distinte si intersecano in 0,2, 0 4 punti, e
che, fissata un’ottade b, vi sono esattamente 3 0 ottadi
disgiunte da b, 16 ottadiche intersecano b in 2 punti, e
4 ottadi che intersecano b in 4 punti.
Per ogni sistema di Steiner S di parametri t,t+1,2t+2 il



1 gruppi di Mathieu 189

triangolo delle intersezioni ¢ simmetrico rispetto all ‘asse
verticale. In particolare, nel caso di S(5.6.12) si ha il

seguente triangolo d’intersezioni:

132
66 66
30 36 30
12 18 18 1.2
4 8 10 8 4

1 3 5 5 3 1

1 0 3 2 3 01
La simmetria assiale mostra in particolare che il complemento
di un'esade ¢ un'esade ( M5 ¢ = ¥, O = 1), e che due esadi

non si intersecano mai in un punto (% 5 = 0 (banale) = Mg 1).

Il problema di determinare quali sistemi di Steiner ammettono
zeri non-banali nel triangolo delle intersezioni ¢ stato risolto

da Gross (1974), il quale ha provato il seguente:

TEOREMA (Gross (1974): Sia S = S(t,m,n) un sistema di Steiner,
con 2 <t<m <n, e si supponga che il triangolo delle intersezioni

di S abbia zeri non-banali. Allora si ha:

i) . 0: 0, e S ¢ un piano projettivo, oppure S(4,7,23),
b

oppure S = S(t,t+1,2t+3) e t+3 & un numero primo (cfr. A));
ii) W1 0, e S = S(3,4,8),5(3,6,22),S8(3,12,112) (se un
tale sistema esiste), S(5,8,24), oppure S ha parametri t,t+1,2t+2;

iii) W= 0, e S = 8(4,7,23);
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iv) Un,3 = 0,e S = S(5,8,24).

Si deducono i seguenti corollari: 1) i soli sistemi di

Steiner in cui due blocchi hanno sempre intersezione non vuota

sono i piani projettivi, S(4,7,23),e i sistemi con parametri

t,t+1,2t+3; 2 ) i | numero massimo di zeri non-banali di un

sistema di Steiner S & 2, e in tal caso S = S(4,7,23) o
S(5,8,24); 3 ) zeri non-banali si hanno solo nell'ultima

riga del triangolo delle intersezioni.

In particolare il Teorema di Cross generalizza risultati
di Noda (1972). il quale aveva provato che gli unici sistemi
di Steiner S(4,m.n) con Hm,o 0O sono S(4,5,11) e S(4,7,23),
e che in un sistema di Steiner con t = 3, o 5 S i haum.gO.

C) Noda (1972) ha usato i risultati summenzionati per caratteri2
zare i sistemi di Steiner associati ai gruppi di Mathieu in
funzione dell’azione di Aut(S) sull'insieme dei blocchi. Precisamen

te, Noda ha provato i seguenti teoremi:

TEOREMA 1. Sia S = S(t,m,n), e si supponga che G < Aut(S)
sia transitivo di rango 3 sui blocchi di S. Allora t < 4,
e:

i) se t = 3, S = S(3,4,8)e G= PSL(3.2) o AGL(3,2), oppure

S = S(3.6.22) e G= M,, o Aut(M

22 22)¢

ii) se t = 4, S = S(4,7,23) ¢ G = M23.

TEOREMA 2. Sia S = S(t,m,n), e si supponga che G € Aut(S)
sia transitivo di rango 4 sui blocchi di S. Allora t < 5.

e:
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i)set =4S =5(4,5,11) e G =M

11°
ii) se t = 5 S = 5(5,8,24) e G = M24.
Si noti che i teoremi precedenti sono derivabili, in linea

di principio, da Gross (1974). Infatti, se G ¢ Aut(S) ha rango
r sui blocchi di S. e si indica con g il numero di valori
che assume la cardinalita dell’intersezione di due blocchi
distinti di S. si ha ¢ < r-l. D'altra parte, i sistemi di
Steiner per i quali 6 < t, sono quelli che ammettono zeri
non-banali, cioé quelli classificati daGross (1974). Dunaue, se t >r, s ¢ de
terminato (e in particolare, le restrizioni r=3,4, implicano t<4 e t<5,rispetti-
vamente (cfr. il corollaai. 2)). Notiamo infine, incidentalmente,

che r = 2 se e solo se S = PG(2,q9)e G = PSL(3,q). (Ostrom.Wagner
(1959)).

D) Sia D = (& ,B) un t-(n,m, }A) disegno, con t = 2s, t <
<m <n-s. Allora [B| = (2), e si ha l'uguaglianza se e solo
se s =0 (ove o ¢, come in C), il numero dei valori che assume
[bNbd'| , b # b'eB). Questo risultato si deve a Ray-Chaudhuri,Wilson
(1975), e generalizza la disuguaglianza di Fischer, valida

per i 2-disegni. Un disegno D per il quale sia s = ¢ (=t/2),
si dice tight (in  particolare, un a-disegno tight non ¢ altro
che un disegno simmetrico). N,Ito ha perseguito la classificazione
dei 4-disegni tight, ottenendo infine, con il contributo di
H. Enomoto, R. Noda e A. Bremner, la seguente caratterizzazione

di S(4,7,23):

TEOREMA (lto (1975.1978). Enomoto. Ito, Noda (1979), Bremner
(1979)): Sia D un 4-disegno tight, con 2< m <np-2/AlloraD =
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= S(4,7,23) oppure D ¢ il disegno complementare di S(4,7,23)
(i.e. il disegno che ha come punti i punti di S(4,7,23), e

come blocchi i complementi dei blocchi di S(4,7,23)).

E) (Proprieta della differenza simmetrica)

Sia S = S(t ,m,n) un sistema di Steiner, con m pari e
m<2t. Si dice che S ha la proprieta della differenza simmetrica
(&6 ) se, ogniqualvolta la differenza simmetrica b, A b, di due

blocchi di S ha cardinalita m, b, A b2 ¢ un blocco di S. La

1
proprieta ( A) ¢ soddisfatta da S(5,6,12) e da S(5.8.24). e
dai sistemi AGz(d,Z), i.e. dagli spazi affini di dimensione

d su GF(2), considerati come sistemi S(3,4,2d) (cfr. §3,1)).
Si hanno i seguenti notevoli teoremi:

TEOREMA 1 (Cameron (1974)): Sia S = S(t,m,n) un sistema
d i Steiner,con m=2t-2>t. Se S gode della proprieta (a).
allora S = S(5,8,24), oppure S = AGZ(d,Z).

TEOREMA 2 (Cameron (1975)): Sia S = S(t,m,n) un sistema
di Steiner, con m pari € m < 2t, e si supponga che S goda della
proprieta (A): 1) se m = 2t-4, oppure m=t+l con t > 3, allora
m=2(mod4); 2) set=5¢e m=6, alloran =12 e S = §(5,6,12).

Si noti che i teoremi precedenti caratterizzano completamente
i sistemi di Steiner soddisfacenti la proprieta ( A). per
t <6. E' pertanto ragionevole supporre che la proprieta
(&) caratterizzi, in effetti, i sistemi S(5,6,12) e S(5,8,24),

insieme agli spazi affini su GF(2).

Il Teorema 2 & dimostrato mediante la caratterizzazione
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di §(5,6,12) in termini di 1-fattorizzazioni del grafo completo
K6 (cfr.§3,4)). (Cameron (1975) prova, fra l'altro, che per
un sistema S(5,6,n) la proprieta (A) ¢ equivalente alla proprieta
(A)* s e by,b,sono blocchi per i quali Iby Nbyl=1by.a by,
allora vi sono dei blocchi b‘.,,,b4 tali che sia blr\b2=b3Ab4

e blA b2 = b:‘.ﬂb4 (cfr.§3,4)). Pertanto sia (A) che (A)* caratteri2

zano S(5.6.12) nella classe dei sistemi S(5,6,n).)

La dimostrazione del Teorema 1 ¢ invece ricondotta, in
ultima analisi, a risultati sui  codici lineari, che saranno
discussi in §5. Innanzitutto, Cameron considera una qualsiasi

contrazione §' di S, e osserva che, per le ipotesi su S, i)

§' = (9,B) ha parametri t-lI, 2t-3,n-1, e determina univocamente
§; 1ii) se o, Be 2 , e 9;.95-93.9, SONO sottoinsiemi di & di
cardinalita t-2 tali che { o} Uay uay {a}uaquge

{8} U q; v a3 siano dei blocchi di §', allora anche {BIU
9 U q e un blocco di S' (in particolare, per t=3, cio implica
§' = PG(d-1.2). d > 2 (cfr. Hall (1960)). Dopo di cio, indicando

Fa)
con @ 1'insieme dei sottoinsiemi di ® di cardinalita <t-2,

€ CON C;,Cy,. . . n-1 colori, definisce su 2 un grafo colorato

*Cn-1

% nel modo seguente: i) se q e ) ,lql <t-2, e o ¢ q, congiunge
A

g a quiay } con uno spigolo di colore c;iii)se g ef, lql=t-2,

e % ¢ q congiunge g a b \ (q u {ai} ), ove b & il blocco di
§' che contiene q U {oci} .9 ¢ un grafo connesso, e indicando
con y; I'involuzione su @ che scambia fra loro i vertici
di ogni spigolo di colore s si ha che i = « i i=h,2,. -1 >
¢ un sottogruppo abeliano elementare di Aut(%), che preserva

i colori ed ¢ transitivo sui wvertici di ¢ . Sia ora V -
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= V(n-1,2), {e;} una base di v, e si consideri E come uno
spazio vettoriale su GF(2): il nucleo dell’applicazione lineare
f :V +E, definita ponendo f (ei): Yio risulta essere un codice
binario ¢ , perfetto e correttore di t-2 errori (e i blocchi
di S' corrispondono ai vettori del codice a distanza minima
2t-3 da 0). Ne segue (cfr.§5) che il codice trovato e: i)

un codice di Hamming, con t-1=2, n-1=2d

-1,d > 2. e in tal caso
S’ = PG(d- 1,2); ii) il codice binario di Golay, con t-1=4,
n-1=23, e in tal caso S'=5(4,7,23). Si deduce di qui che,

nel caso i), S:AGZ(d,Z), d > 2; mentre nel caso ii) S=5(5,8,24).
F) (Reticoli geometrici)

Un reticolo L, denotato di 0 e 1 e avente lunghezza finita,
si dice geometnico (cfr. Birkhoff (1966)) se: i) ogni elemento
di L ¢ wunione di elementi che coprono 0 (punti, o atomi);
ii) per ogni x,yelL, se X e y coprono X # y, allora x v vy copre
X e Yy (condizione di copertura). In un reticolo geometrico
L, ad ogni elemento x di L @& possibile associare una “dimensione”
dim(x), data dalla lunghezza comune di tutte le catene massimali
da 0 a x, diminuita di 1. In particolare, dim(0)=-1, dim(x)=0 sse
X ¢ un punto, e dim(l)=dim(L). (I1 reticolo dei sottospazi
di uno spazio projettivo &, ovviamente, un esempio di reticolo

geometrico).

Kantor (1974,1975,1976) ha provato importanti teoremi dimmersio
ne (“strong embedding”) di reticoli geometrici in reticoli
geometrici modulari (in particolare: in spazi projettivi finiti).

Poiché ad ogni t-(n,m, 1) disegno D ¢ associato in modo naturale
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il reticolo geometrico di dimensione t, i cui elementi sono
gli insiemi di punti di D aventi cardinalitar < t-1, i blocchi
di D, e 1 (di dimensione r-I, t-1 e t, rispettivamente), dai
teoremi d’'immersione di Kantor derivano risultati sui disegni.
e in particolare alcune notevoli caratterizzazioni dei sistemi
di Steiner associati ai gruppi di Math'ieu. Rinviando alle
note di Kantor per maggiori precisazioni sui teoremi d'immersione
(e a Percsy (1981) per generalizzazioni delle tecniche di

Kantor in varie direzioni), menzioniamo il seguente:

TEOREMA. Sia D = (@ ,B) un t-(n,m, A) disegno, con m >t > 3

Si supponga che, per. ogni sottoinsieme X di @ di cardinalita

t-2, i punti di 2N X e i blocchi di D che contengono X formino
il disegno dei punti e degli iperpiani di uno spazio affine
finito. Allora si hanno i casi seguenti: i) t=3, e D & un
piano inversivo; ii) t=4, e D=S(4,5,11);1iii) t=5,e D=5(5,6,12);

iv) t=4, e D g un sistema di Steiner di parametri 4,15,171

che ammette in un punto a e una contrazione D , isomorfa
a un piano inversivo non classico di ordine 13.
(Ovwviamente, il Teorema precedente pub considerarsi una classifica-

zione delle possibili estensioni di un piano inversivo (cfr.§3).

In particolare, non g noto un sistema soddisfacente le condizioni

iv)).

Le tecniche di Kantor mostrano, fra l'altro, che il reticolo
geometrico  associato a S(4,5,11) (rispettivamente, S§(5,6,12))
¢ immergibile nel reticolo modulare PG(4,3) (rispettivamente,

PG(5.3)). Si ottengono cosi una rappresentazione di Miq in



196 L. Di Martino

PSL(5,3), che si solleva a una rappresentazione lineare in
SL(5,3), gia considerata da Assmus, Mattson (1966A) e una
rappresentazione projettiva o-dimensionale di M12’ gia considerata

da Coxeter (1958) (cfr.§5).

Nel contesto dei reticoli geometrici trovano  collocazione
anche alcune caratterizzazioni dei sistemi di Steiner associati
ai gruppi di Mathieu, originariamente formulate in termini
di “gruppi di Jordan” (cfr. Kantor (196912)). Sia infatti D =
= (2 ,B) un t-(n,m, \) disegno, e sia G < Aut(D) 2-transitivo
su 2 (ma non m-transitivo su x ) e transitivo su B; si supponga
inoltre che Gb (il sottogruppo di G che fissa i punti di beB)
sia transitivo su Q~b. G e allora un “gruppo di Jordan”
su 9, e i sottoinsiemi di Q che sono intersezioni di sottoinsiemi
di B formano un reticolo geometrico di dimensione t (cfr.
Kantor (1975B)). In quest'ordine d’'idee si collocano le caratteriz-

zioni seguenti:

1) Se o < 6m. D & uno spazio projettivo o affine, oppure
D = §5(3,6,22), S(4,7,23),S(5,8,24),e G ¢determinato. In
particolare, nel caso dei sistemi associati ai gruppi di Mathieu,
G @ rispettivamente My, o Aut (My,), Mys, M,, (cfr. Kantor

(1969A)).
2) Ciascuna delle ipotesi : i) G[b] (il  sottogruppo di G
che lascia invariante il blocco b) ¢ L-transitivo su QN b;

ii) Gb contiene un sottogrunpo abel iano transitivo su @\ b; iii)

|2 N\ b ¢ potenza di un numero primo, implica che D ¢ uno spazio

projettivo, o uno spazio affine su GF(2), oppure D = S(3,6,22),
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S(4,7,23),5(5,8,24) (cfr. Kantor (1969A,1975B)).
(Per un altro risultato dello stesso tipo, riguardante S(3,6,22),

cfr.Kantor (1974), Theorem 3.)

G) (Caratterizzazioni mediante I'azione di Aut(S)su o)

Abbiamo gia accennato a varie caratterizzazioni dei sistemi
di Steiner associati ai gruppi di Mathieu, in funzione della
struttura d i Aut(S) come gruppe di permutazioni sui punti
e sui blocchi di S (cfr. C) e F)). Caratterizzazioni conclusive,
in termini del grado di transitivita di Aut(S) sui punti di
S, Si possono ottenere utilizzando la classificazione dei
gruppi semplici finiti. Conviene pero menzionare, innanzitutto,
alcune caratterizzazioni parziali di questo tipo che prescindono
dalla classificazione. In ordine “storico”:

1) Sia S=S(t,m,n) uno dei sistemi associati a M22’M23’MZ4'
Si vede facilmente che: i) Aut(S) ¢ transitivo sulle (t+1)-
ple ordinate di punti non appartenenti a uno stesso blocco;
i1)  Aut(S) & transitivo sulle (t+2)-pleordinate di punti
tali che t+l di essi non appartengono mai a uno stesso blocco.
Tits (1964) ha provato che un sistema di Steiner non banale
S = S(t,myn), con t > 1, soddisfa le -condizioni i) e ii) sc
e solo se S=PG(2,q). AGZ(d,Z), oppure ¢ uno dei sistemi associati

a Myy.My5.My,.

2) Come corollario di teoremi sui gruppi altamente transitivi

(cfr. §9), Nagao (1965) ha dato la seguente caratterizzazione

di S(4,5,11): Sia S = S(4,5,n), e si supponga Aut(S) 4-transitivo
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sul puntir di S. Allora Se il sistema banale S(4,5,5), oppure
S=S(4,5,11)). (Per un’elegante dimostrazione, di tipo combinatorio,
dello stesso risultato, cfr. anche Kantor (1975B)).

Oyama (1978) ha poi provato la generalizzazione: Sia D
un 4-(n,m,A) disegno, con m=5,6; » = 1.2. Se Aut(D) & 4-transitivo
sui punti di D. allora D = S(4,5,5),5(4,6,6), D ¢un 4-(6,5,2)
disegno (banale), oppure D = S(4,5,11).

Come corollario della classificazione dei gruppi semplici.
e della determinazione di tutti i gruppi di permutazioni 2-
transitivi che da essa‘ deriva, Kantor (1983) ha recentemente
ottenuto una completa classificazione dei sistemi di Steiner
S(2,m.n) che possiedono un gruppo di automorfismi 2-transitivo
sui punti. Np consegue, in particolare, il seguente conclusivo
risultato (del quale i precedenti sono casi speciali):

TEOREMA. Sia S = S(t,m,n) un sistema di Steiner, con

m > t+1 > 4, e si supponga che G sia un gruppo di automorfismi

di S, t-transitivo sui punti di S. Si danno allora i casi
seguenti : i) S = AGZ(d,Z), e G = AGL(d,2), oppure G = [E24'_|A7
C AGL(4,2) (e d = 4); ii) S ¢ il sistema di Steiner i cui
punti sono i punti di GF(q?) U (o} = PG(l,qa), e i cui blocchi
sono le immagini di GF(q) U {»} = PG(l,q) per l'azione di
PGL(2,q%),a > 2, e PSL(2,q%) ¢ G;i i i) §=5(4,5,11),5(5,6,12),
S(3,6,22),5(4,7,23),5(5,8,24),e G = Mll’MIZ’MZZO Aut(Mzz),
Ma30Mag-

H) A conclusione di questo paragrafo, citiamo alcuni risultati

riguardanti le proprieta d'intensezione dei sistemi di Steiner
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associati ai gruppi di Mathieu.

Si dice che due sistemi di Steiner SI = (g »B1), S, = (2.B)
hanno intersezione Kk se [Bl fi BZ| = K, i.e. se hann> in comune
k blocchi. In particolare, se k = 0 Sl e S2 si dicono disgiunti.

Il numero massimale di sistemi S(t,m,n) mutuamente disgiunti si
indica con d(t,m,n).

Assmus, Matt son (1966B) hanno provato, con semplici argomenti
di teoria dei codici (cfr. §5), che & d(t,m,n) > 2 per i cinque
sistemi associati ai gruppi di Mathieu (cfr. .anche Hughes
(1965A) per S(4,5,11) e S(5,6,12)), chiedendosi sc fosse d(t,m,n)=2.
Successivamente Kramer, Mesner (1974) hanno determinato i possibili
valori di k nel caso di S(4,5,11) e S(5,6,12), confermando
in particolare la congettura d(4,5,11) = d(5,6,12) = 2, ¢
provando che due coppie qualsiasi di sistemi fra loro disgiunti
sono isomorfe. Nel caso dei sistemi associati ai grandi gruppi
di  Mathieu, Kramer,Magliveras (1974) hanno invece provato,
usando il computer, che d(5,8,24)>9 , d(4,7,23) > 24, ¢

d(3,6,22)>60.
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§5. CODICI E GEOMETRIE

1 sistemi di Steiner associati ai gruppi di Mathieu ammettono
costruzioni semplici e naturali a partire da certi codici
lineari, i cosiddetti codici di Golay (introdotti da Golay
(1949)). Inversamente, questi codici sono generabili dai sistemi

di Steiner corrispondenti.

A) Testo di riferimento per la teoria dei codici lineari
pud considerarsi MacWilliams, Sloane (1977). Altri testi eccellenti
sono i recenti van Lint (1982) e Pless (1982). Riprendiamo
qui soltanto alcune nozioni fondamentali, indispensabili alla
comprensione del seguito.

Ricordiamo innanzitutto che, posto F = GF(q) e indicato
con F" lo spazio vettoriale n-dimensionale su F, si dice codice
di lunghezza n su F ogni sottoinsieme non vuoto C di F'. F

¢ 1' alfabeto, e gli elementi di C sono le parcle del codice.

Se q = 2, risp. 3, il codice si dice binario, risp. ternario.
Se C = {0 1}, si dice che C ¢ un codice banale. Un codice CI
si dice  equivatente g yp codice €, se C, si ottiene da ClI
applicando una (fissata) permutazione delle coordinate alle
parole di CI.

Sia C un codice non banale di lunghezza n su F. Si definisce

su F" una metrica d ( distanza dl Hamming ponendo per ogni
X = (x), ¥y = (yy) ¢ F', d(x,y) = {illcicn,x;#y;} |, e si
dice che min {d(x,y) Ix,yeC,x#y} sl a  distanza (minima) di C.
Per ogni x=(xi)an,si dice che {il<i<nx;#0}e il supporte

di x, e che w(x) = d(x,0) = {i |1<i<n,x;#0 }[ & il peso di
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X. min{w(x)|xeC,x£0} ¢ il pesa (minimo) del codice C.

Se, per ogni x,y ¢ C, x 4y implica d(x.y) > 2e+l, si dice
che C @& un codice comrettone di e ewrond. . Se C ha distanza

2e+1, e, per ogni xeF™, esiste una ( e una sola) parola di C

a distanza < e da x, si dice che C ¢ un codice pergetto.

(Sono considerati codici perfetti banali il codice banale,
I'intero spazio F", e il codice ripetitivo binario C = (0,1
=(1,1,...,1) } con n dispari.)

Un codice C di lunghezza n, con |C| = M e distanza d, si

dice (n,M,d)-codice. n,M e d sono i parametri del codice C.

Un codice C di lunghezza n si dice Zweare se C ¢ un sottospazio
di ", e se dimF(C) = k. si dice che C ¢ un [n,k]-codice (su
F). In un codice lineare, distanza e peso ovviamente coincidono.
(D'altra parte, poiché una traslazione di F" non altera la

distribuzione delle distanze, si suppone sempre che un codice

(non lineare) contenga 0).

Sia C un [n,k]-codice (su F). Una matrice G di tipo (k,n),
le cui righe costituiscano una base per C, si dice matrice
generatnice di C. A meno d'equivalenza, si pu0 supporre che
G sia nella forma standard: G = [IklP]. Allora la matrice

H = [—Pt “n-kj ¢ una matrice generatrice del codice ct =

={y|yeF",(x,y) =0  VxeC} . ¢t eun [n,n-k]-codicesu F, che
st dice duafe di C. In particolare, se C ¢ Cl , Si dice che
€ & un codice autoontogonale, e se c = C{' si dice che C ¢
in codice autoduale. Una matrice generatrice di (j‘L (e.g.H)

8i'dice matrnice conthollo di panita per C.
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Se C ¢ un codice di lunghezza n su F. si pud “estendere”

C aggiungendo ad ogni parola x = (xl,...,xn) un’extra-coordinata
X, € F, in modo che sia XpFeo ¥ Xp4X 0 = 0. Si ottiene cosi
il codice esteso C = { (xl,n- . 9xn+1) (XIA DI 'Xn) € C, xn+16F’
n+l _ , - -
I 'x; = 0}. Se C & un [n,k]-codice su F, C & un [n+1,k]-

codice su F, ed & un ' estensione non banale se x non &

n+1
sempre 0. (In particolare, se C ¢ un codice binario con distanza

d dispari, C ¢ un’estensione non banale con distanza d+1).

Se G= [Gll...Ian ¢ una matrice  generatrice di C, = [G |Gn+1},

con zln+&;' = 0 ¢ una matrice generatrice di C; se H & una

matrice controllo di paritd per C, H = [ ﬁ 1 } ¢ una matrice
0

controllo di parita per .

Sia ora n = (qk-l)/(q-l). e si consideri un [n,n-k] -codice
C su F = GF(q), con una matrice controllo di paritda H formata
da colonne a due a due indipendenti. Poiché Ile colonne di
H individuano gli n punti distinti di PG(k-1,q), il codice
C & univocamente determinato, a meno d’equivalenza. Si dice
che C ¢il. [n,n-k]- codice di Hamming su GF(q) (cfr. Hamming
(1950). Golay (1949.)). C ha distanza 3 (i.e. ¢ correttore
di un singolo errore). E' poi facile dimostrare che C ¢ un

codice lineare perfetto.

I1 anuppe defle «nvarqanze di un codice lineare C di lunghezza
n su F ¢, per definizione, il gruppo I delle trasformazioni
monomiali di F" che preservano C. Se ad ogni invarianza di

C si associa la corrispondente permutazione sulle coordinate
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delle parole di C, si ottiene un omomorfismo f : 1~ S, I'immagine

f(1) & il gruppo degld automornfismi,put(C), del codice C.

Un [n,k]-codice C su F si dice ciclico se Aut(C) contiene

il ciclo (O,lI....,n-1). i.e. se, per ogni (ao,al....,an_l)ec,
anche (an—l’aO'al""’an—Z)eC (*).Un codice ciclico si puo
rappresentare mediante un ideale di polinomi. Precisamente,

sia F[x] l'anello dei polinomi in x su F, e si consideri I'anello

quoziente R = F[x]/(x"-1) rispetto all'ideale generato da
x™-1. Come gruppo additivo, R & canonicamente isomorfo a F",
previa identificazione del polinomio rappresentativo a(x) =

n-1 . _ . N
= apt...+a X con il wvettore a = (ao,...,an_l). Si puo

dunque considerare un [n,k]-codice C su F come un sottoinsieme
di R, e si vede subito che, traducendosi la condizione (¥*)
nella seguente: a(x) e C implica x.a(x)eC, C & ciclico se
e solo se ¢ un ideale di R. In particolare, un [n,k]-codice

ciclico C ¢ generato da un polinomio g(x), divisore di X",

Particolari codici ciclici sono i cosiddetti QR-codici
( codici a resddui quadraticd), che si ottengono nel modo seguente.
Sia n un numero primo dispari, e sia 4 una radice primitiva
n-esima dell’unita in un’estensione di GF(q). Si supponga
inoltre che q sia un residuo quadratico mod n, e si indichino
con Q e N rispettivamente l'insieme dei quadrati non nulli
di GF(n) e linsieme GF(n) \(Q U { 0). I polinomio xM"-1 si
decompone allora su GF(q) nella forma: xn-1=(x—1)g0(x)g1(x),
ove gg(x) = nreQ(x' “r)’gl(x)=nreN(’.“0‘ 'y.1 codici ciclici

di lunghezza n su GF(q), generati da go(x)e da (x-1)gg(x)
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si dicono QR-codicd, (Si noti che, se jeN,la permutazione
Y > Y (yeGF(n)) scambia fra loro Q e N: ne segue che i codici

generati da g,(x) e gl(x) sono equivalenti. Inoltre, se q=2,
il codice generato da (x-l)go(x) consiste delle parole di
peso pari del codice generato da g,(x)>. Nel caso dei OQR-
codici, per g # 2 si conviene in genere di.modificare la definizione
di codice esteso; se C ¢ il QR-codice di lunghezza n su GF(q)
generato da 8g(x) s si richiede di aggiungere alle parole di
C un’extra-coordinata, in modo da ottenere un codice C autoortogo-
nale se n= -1(4), e ortogonale all’estensione del codice generato
da g (x)sen = I(4). Poiché C ¢ un [n,(n+1)/2]-codice su GF(q),

€ ¢ in ogni caso un [n+1, (n+1)/2] -codice su’ GF(q) .

B) (Costruzioni dei codici di Golay)

1) Sia Ha il [7,4]-codice binario di Hamming. A meno dequivalenza,
si pud supporre che la matrice controllo di parita di Ha sia
110 0 1 0 1

001 0 1 1 1 , € Ha sia dunque costituito da 0, dalle 7

1 0 0 1 0 1 1

parole che si ottengono, permutando ciclicamente le coordinate
di (1,1,0,1,0,0,0),e dai complementi delle 8 parole precedenti.
L'estensione Ha ¢ allora costituita da 0, 1, e da 14 parole

di peso 4, ed ¢ quindi un codice autoduale con distanza 4.

Sia ora Ha il codice che si ottiene da Ha invertendo l'ordine
delle coordinate nelle parole di Ha, e si consideri il sottoinsieme

cd i GF(2)24COSi definito: C = {(a+x,b+x,a+b+x) |a,bega;ieia'} .
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C ¢ un codice binario di lunghezza 24, e non ¢ difficile verificare
che T & un [24,12]-codice autoduale con distanza 8. (Se a
e b variano in una base di Ha, e x varia in una base di Ha',
si  vede facilmente che i vettori (a,0,a) ,(0,b,b), (,%.%)
formano una base per T, tale che due suoi vettori qualsiasi
sono fra loro ortogonali. Pertanto C ha dimensione 12 su GF(2)
ed ¢ autoduale. Poiché, inoltre, i vettori della base considerata
hanno peso divisibile’ per 4, <ci0 accade per ogni parola di
C. E' facile provare che C non contiene parole non nulle
di peso <8, e quindi una parola di ¢ ha peso 0,8,12,16, 0
24, Si  puo verificare infine che < contiene, oltre a 0 e a
1, 759 parole di peso 8 e i loro complementi, e 2576 parole
di peso 12))

Se si elide I'ultima coordinata in ogni parola di C, si
ottiene un [23,12]-codice C con distanza 7. C ¢ il cosiddetto

codice binarnio di Golay: ¢ un codice perfetto, corretrore di 3 ¢v-

rori.

(La costruzione del codice esteso di' Golay (, sopra delineata,
¢ attribuita a E.F.Assmus e H.F.Mattson, ma appare anche in
Turyn (1966). E' essenzialmente la stessa costruzione proposta
da Curtis (1976) come base per I'analisi combinatoria delle
proprieta strutturali di M24 mediante il cosiddetto MOG (cfr.§6).)

Alternativamente, il [23,12]-codice binario di Golay puo

essere costruito direttamente, mediante la matrice generatrice

1
G = [ I12 I__S-l ove S ¢ la matrice circolante con prima riga



206 L. Di Martino

(1i1,0o19191|0;0;0,1.0) (Karlin (1969))

2) Siano x;, = 0, XpoeeonXg g gli elementi di GF(q), q dispari,

e si consideri la funzione X:GF(q) -1 0,1,-1} definita ponendo

X{0) = 0, x(x) = 1 per xeQ, X(x) = -1 per xeN. La matrice
Pe = (ajds con ay = x(xj-x, ), si dice matrice di Paley (di
ordine q).

Sia ora GF(5) = {0,1,2,3,4}, e s i consideri la matrice

di Paley di ordine 5, P. = -1 1 0 1 -1 . La matrice

. ¢ la matrice generatrice di un [11,6]-

codice ternari

owu

C con distanza 5. il cosiddetto codice ternario
di Golay. C & un codice perfetto, correttore di 2 errori;
la sua estensione  C ¢ u n [12,6]-codiegnario autoduale
con distanza 6. (In questa costruzione, C appare come un esempio
di  codice di simmetria teanario, nel senso di V.Pless (cfr.
Pless (1972,1975)). Si noti altresi che la matrice G ¢ formalmente
analoga alla matrice generatrice del codice binario C, considerata
in 1)).

Una costruzione alternativa del codice esteso C si ottiene par-
tendo dal [4,2] -codice ternario di Hamming. Si consideri,

'J4 - 14 II

a tale scopo, la matrice G = , ove H ¢ la ma-
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trice controllo di parita del predetto codice di Hamming,
J4 ¢ la matrice di ordine 4 composta di 1. e I4 ¢ la. matrice
identica di ordine 4. Si puo verificare che G genera un [12,6]-

codice equivalente a C.

3) 1 codici di Golay ammettono delle costruzioni in termini
di QR-codici.
i) Sia n = 23, q=2. Allora x23-1=(x—1)(x11+x9+x7+x6+x5+x+1)(x11+

+ x10+x6+x5+xf‘+x2+1), Per una scelta opportuna di o , si ha

0

gO(x)=x1'1+x9+x7+x‘+x5+;xf»1. Il QR-codice generato da go(x). perfetto

e con distanza 7, & il codice binario di Golay.

ii) Sia n=11, q=3. Allora x1-1 = (x—l)(xs-x3+x2-x—1) (x5+x4
-x3+x2-1), e posto gO(x) = xO-x3ex®ox-1 il QR-codice generato
da go(x), . perfetto e con distanza 5, ¢ il codice ternario

di Golay.

4) (Unicita dei codici di Golay)
1 codici di Golay sono univocamente determinati dai loro
parametri. Precisamente, valgono i seguenti:

1

TEOREMA 1. Sia C un (24,2 2,8)-codice binario. Allora ¢

¢ equivalente al codice binario esteso di Golay, e ogni (23,2“,7)—

codice binario ¢ equivalente al codice binario di Golay.

TEOREMA 2. Sia C un (12,36,6)—codice ternario. Allora C
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equivalente al codice ternario esteso di Golay, e ogni (11,36.5)-

codice ternario ¢ equivalente al codice ternario di Golay.

1 precedenti teoremi di unicita sono stati provati, nell’ipotesi
che C sia un codice lineare, da Pless (1968). Nella loro generalita,
si devono a Delsarte. Goethals (1975). e nel caso binario
anche a Snover (1973). Essi coronano, per la parte relativa
ai codici di Golay, [Il'analisi dei codici perfetti definiti
su campi di Calois, condotta soprattutto da van Lint e Tietavainen.
Risultati di van Lint (cfr. ad es. van Lint (1971)), completati
da Tietavainen (1973), provano infatti che un codice perfetto
non banale definito su GF(q) ha necessariamente gli stessi
parametri di un codice di Hamming o di Golay. Nel caso binario,
ne discende in particolare che un codice lineare binario perfetto.
non banale e correttore di e errori, ¢& equivalente a: i)
un codice di Hamming (n:Zkfl,d:2e+1=3); ii) il codice binario

di Golay (n=23, d=2e+1=7).

C) (Costruzione dei sistemi di Steiner associati ai gruppi

di Mathieu)

1 sistemi di Steiner associati ai gruppi di Mathieu ammettono

costruzioni dirette a partire dai codici di Golay.

1) Sia C I'estensione del codice binario C di Golay, e
si ponga @ = {1,...,24}. Poiché C ha distanza 8, i supporti
di due parole distinte di C di peso 8 hanno al piu 4 punti

in comune, i.e. 5 punti di g sono contenuti in al piu un sottoinsie
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me di @ , supporto di una parola di peso 8. D’altra parte,
come si ¢ osservato in B), C contiene 759 parole di peso 8,
i cui supporti contengono dunque 759, gj) = (Zg)(cioét utti
i) sottoinsiemi di ¢ di cardinalita 5. Si conclude che i
supporti delle parole di C di peso 8 formano un sistema di
Stoiner S(5,8,24) (e lo parole di C di peso 7 formano un sistema

di Steiner S5(4,7,23)).

2) Sia C [lestensione del codice ternario C di Golay, e
si ponga ©=11,...,12). I1 codice C ha 132 parole di peso
5, 132 parole di peso 6, 330 parole di peso 8, 110 parole
di peso 9, e 24 parole di peso 11. C ha, di conseguenza, 264
parole di peso 6, 440 parole di peso 9. e 24 parole di peso
12. Poiché ¢ ha distanza 6. due parole x,y di C di peso
6, con x # * y, hanno supporti con al pid 4 punti in comune,
i.e. 5 punti di g sono contenuti in al pid un sottoinsieme
di @, supporto di una parola + x e C di peso 6.Poiché vi sono in C
132 coppie {x,-x }, 1 loro supporti contengono 132-. 6=792=(1§)
(cioé tutti i)sottoinsiemi di o di cardinalita 5. Si conclude
che i supporti delle coppic {x,-x}con x ¢ C e w(x) = 6, formano
un sistema di  Steiner S(5,6,12). Analogamente, i supporti
delle coppie {x,-x} , con X ¢ C ¢ w(x) = 5. formano un sistema

di Steiner S(4,5,11).
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3, Le costruzioni precedenti sono anche derivabili, come
casi particolari, da teoremi generali che mostrano come da
certi  codici lineari si possano ottenere in vari modi dei
disegni:

(a) Benché si debba a Paige (1956). pur sotto spoglie diverse
(cfr. D)) 1la scoperta del legame fra il codice binario di
Golay e S(4,7,23), e fra il codice ternario di Golay ¢
S(4,5,11), e gia in Bose (1961) si trovino disegni costruiti
a partire da codici, sembra che Assmus, Mattson (1967) abbiano
per primi posto i fondamenti di una descrizione delle connessioni
fra codici e disegni. In particolare, Assmus. Mattson (1967)

provano il seguente (non difficile):

TEOREMA. Sia C un codice lineare di lunghezza n su GF(y),
con distanza 2e+1. C ¢ perfetto sc e solo se 1 supporti delle
parole di peso minimo formano un (e+1)-(n,2e+1, X ) disegno
D, con = (q-1)°. In particolare, se C ¢ un codice binario
perfetto (non  necessariamente lineare) , D @ wun sistema di

Steiner S(e+1,2e+1,n) estendibile a un sistema di Steiner
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S(e+2,2e+2,n+l1), costitujto dai supporti delle parole di peso
2e+2 del codice esteso C.

Il risultato precedente, applicato ai codici di Hamming

e ai codici di Golay, da luogo alle seguenti costruzioni:

i) Sia C un [n.n-k'_l—codice di Hamming su GF(q). Allora
n = (qk-l)/(q-l),e =1, e le parole di peso 3 di C danno luogo
a un 2-(n,3,q-1) disegno D, i cui punti e blocchi sono rispettivamen
te i punti e le terne di punti collineari di PG(k-1,q).In
particolare, per gq=2, D=S(2,3,2k-1)ei I disegno dei punti
e delle vrette di PG(k-1.2). e il codice esteso € da luogo
al sistema di Steiner D" = AG,(k,2).

ii) Sia C il [23,12]-codice binario di Golay. 1 supporti

delle parole di peso 7 formano un sistema di Steiner S$(4,7,23),

che si estende in C a S(5,8,24).

(Come si & accennato in B), i codici di Hamming e il [23,12]-
codice di Golay sono gli unici codici lineari perfetti non
banali su GF(2). Si noti inoltre che il risultato di Cameron
(1974)  analizzato in §4,E) (Teorema 1), rivela quali siano

le semplici proprieta geometriche necessarie affinché un sistema
di Steiner di parametri e+1,2e+l,n,0 una sua estensione,originino

da un codice binario perfetto nel modo sopra descritto).

iii) Sia C il [11,6] -codice ternario di Golay. 1 supporti
delle parole di C di peso 5 formano wun 3-(11,5,4) disegno
D. Tenendo poi conto del fatto che C ¢ perfetto, correttore

di 2 errori, si vede facilmente che 4 punti di & = {1,...,11
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sono contenuti in uno e un solo blocco di D, i.e. D & un sistema
di  Steiner S(4,5,11). Considerando infine il codice esteso

C, non e difficile estendere D a s(5,6,12).

(o) Forse il piy importante teorema che connette a un assegnato
codice lineare, sotto certe condizioni, vari disegni, & il
seguente:

TEOREMA (Assmus. Mattson (1969). Siano C un [n,k]-codice

su GF(q), C'L il codice duale di C, d e at le distanze di
C e C'L rispettivamente. Siano t un intero minore di d, Vo
il massimo intero per il quale vy - [(vg*a-2)/(a-1)] < d,
wy il massimo intero per il quale w;- [(wp*+a-2)/(a-1)] < =
(ove si ponga Vg = Wy = N ose q = 2). Si supponga che il numero
dei pesi delle parole di CJ' ~ {0 } che non superano n-t, non

sia superiore a d-t. Allora, per ogni peso v con d < v < Vg
i supporti delle parole di C di peso v formano un t-disegno,
e per ogni peso w con d'L <W < min {n-t,wo},i supporti delle
parole di C"L di peso w formano un t-disegno. (La condizione

su v, implica che due parole di C di peso < con lo stesso

v
0
supporto, differiscono per un multiplo scalare. Analogamente
per wo.)

Applicando questo teorema, Assmus e Mattson produssero
vari nuovi 5-disegni e riottennero 5-disegni gia noti. In

particolare:

i) Se C ¢ perfetto, ¢ noto che il numero dei pesi non nulli

in CJ' non supera (d-1)/2. Si pud allora porre t = (d+1)/2
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e ottenere dei t-disegni, fra i quali quelli ottenuti in (a)

usando Assmus. Mattson (1967).

ii) Se C ¢ il [12,6]-codice ternario esteso di Golay,C=C'Lr
e le parole di C\N {0 } hanno peso 6,9, o 12. Per t=5, v=6, si
ottiene allora S$(5,6,12). (Anche per v=9 si ottiene un 5-
disegno, ma ¢ il disegno costituito dalla totalita dei sottoinsiemi

di cardinalita 9 di 0=1{1,...,12 ).

iii) Se C @il [24,12] -codice binario esteso di Golay. c=ct
e le parole di C\{Q} hanno peso 8,12,16 o 24. Per t=5 si ottengofio
allora i seguenti disegni: a) il sistema di Steiner S(5,8,24)
costituito dai supporti delle parole di C di peso 8; b) il
5-(24,12,48) disegno costituito dai supporti delle parole
di C di peso 12; «¢) il 5-(24.16.78) disegno complementare
di S(5.8,24).

4) E' possibile provare, dopo l'esistenza. anche 1'ynicita

dc ¢sistemidi Stedinen associati ai gruvpi di Mathieu, usando

soltanto i codici corrispondenti:

a) Per provare 1'unicita di S(5,8,24)si puo ad esempio,
dati due sistemi di Steiner §,S'di parametri 5.8.24. rappresentar-
ne le ottadi come vettori binari di dimensione. 24. e considerare
i codici binari c,C' generati dalle ottadi di S, S'. Con argomenti
elementari  si prova che: i) C(C') & un codice autoortogonale
con distanza 8, in *cui ogni parola ha peso divisibile per
4; ii) le parole di peso 8 di C(C')sono precisamente le ottadi

di S(S'); iii) C(C') ha dimensione 12.i.e. C(C') ¢ autoduale;
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iv) le 30 ottadi di S(S')disgiunte da un’assegnata ottade
di s(s') formano un [16,5]-codice binario D(D'), autoortogonale
e con distanza 8; v) un codice con i parametri di D & unico,
a meno d'equivalenza: in particolare, D ¢& equivalente a D,
e pertanto esiste una permutazione ¢ su 16 delle 24 coordinate
che manda D in D'; vi) l'ultimo, e cruciale, passo: ¢ si estende
a una permutazione sulle 24 coordinate che manda C in C.

In forza di ii) si conclude che S ¢ isomorfo a S'.

La dimostrazione di unicita sopra riassunta si deve a J.H.Conway
ed & pubblicata in dettaglio in Bergstrand (1982). Essa si
pud altresi considerare come un’applicazione della teoria
dell’incollamento ("gluing") fra codici, cfr. Pless (1982),

p. 141 e segg..

Secondo 1 inee simili,' Bergstrand (1982) ha provato anche

1'unicita di S(4,7,23) e S(3,6,22):

b) Si considerino due sistemi di Steiner S,S'di parametri
4,7,23 , i codici  binari C,C' da essi generati, e le loro
estensioni C,C'. Le parole di peso 8 di T(C') formano un sistema
§(S')di parametri 5,8,24, la cui contrazione nella nuova
coordinata «( «') coincide con S(S'). Poiché S e §' sono
fra loro isomorfi, e hanno gruppi di automorfismi transitivi,
esiste una permutazione di grado 24 che manda S in S' ¢ w in

«': segue che S ¢ isomorfo a S'.

c) 1 codici binari C,C' generati da due sistemi S,S' di

parametri 3,6,22 sono dei [22,11]-codici autoduali con distanza
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6. che si possono estendere, aggiungendo due nuove coordinate
e un opportuno nuovo vettore, a due [24,12]-codici con distanza 8.
Contraendo questi codici nell’'ultima coordinata si ottengono
due [23,12]-codici perfetti, le cui parole di peso minimo
formano dei sistemi S(4.7.23). Poiché tali sistemi sono fra
loro isomorfi, e hanno gruppi di automorf ismi  transitivi,
si conclude che § e S' sono fra loro isomorfi. (Alternativamente,
I'unicita di $(3,6,22) segue dal fatto che vi & un unico [22,11]-

codice autoduale con distanza 6. cfr. Pless, Sloane (1975)).

d) Di carattere essenzialmente computazionale ¢ invece la dimostra-
zione di unicita di S$(5,6,12), sempre di Bergstrand (1982).
Viene infatti prodotto un algoritmo per la costruzione di
una base B per uno specifico [12,6]-codices u GF(3),es i
dimostra che i 6 vettori di B possono considerarsi come 6
esadi di un arbitrario S(5,6,12). L'unicita di 5(5,6,12) si
deduce dal fatto che le esadi in B determinano completamente
le 132 esadi del sistema §(5,6,12) (le quali sono precisamente
i supporti delle parole di peso 6 del codice costruito). In

modo del tutto analogo si prova l'unicita di S(4,5,11).

D) (1 gruppi di Mathieu come gruppi di automorfismi dei codici

di Golay).

I)Considerando i sistemi di Steiner “contenuti” nei codici di Gola)



216 L. D Martino

e nei codici da essi derivabili per estensione o contrazione, si
puo dedurre che i gruppi di Mathieu sono i gruppi degli automorfi-

smi dei codici corrispondenti.

1) Sia ( [lestensione del codice binario di Golay C, e
sia C' il [22,12]-codice binario che si ottiene elidendo l'ultima
coordinata nelle parole di C. Il gruppo delle invarianze e
il gruppo degli automorfismi di ( ovviamente coincidono, ed
¢ Aut(C)=M,,. Basta infatti osservare che i) Aut(C) preserva
i pesi delle parole, e dunque preserva il sistema di Steiner
S(5,8,24) formato dai supporti delle parole di peso 8 di '
ii) le parole di peso 8 generano C. Scende poi che Aut(C)=M23,

e Aut(C')=M22.

2) Nel caso ternario la situazione & leggermente piu complessa.
Precisamente: i) Il gruppo delle invarianze dell’estensione
Cdel codice ternario di Golay C, & estensione non spezzata

del gruppo ciclico di ordine 2 generato dalla matrice -112

mediante M12' e Aut(C)=M12. ii) Il gruppo delle invar ianze
del codice di Golay C ¢ il prodotto diretto < -111> X Mll’ e
Aut(C)=M11.

In forza di 1) e 2) i codici binari C,C,C', e i codici

ternari C,C, danno luogo a moduli naturali per i gruppi di
Mathieu  corrispondenti. Dai suddetti codici si ottengono anche
facilmente rappresentazioni irriducibili di grado minimo (su

GF(2) e GF(3)) per i gruppi di Mathieu. Infatti:

1') Il [24,12]-codice binario C contiene il sottospazio <1>,

invar 1ante per M,,, e lo spazio quoziente C/< 1> & un modulo

4’
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irriducibile per M24 di dimensione 11, la minima possibile per M24 su
GF(2). In modo del tutto analogo, dal [23,12]-codice binario C si ottiene
un modulo irriducibile per M23, di dimensione minima 11 su GF(2). Infine,
il complemento ortogonale del [22,12]-codice C' & un modulo irriducibile

per M.,, di dimensione minima 10 su GF(2).

22’
(Questi moduli, e i .loro duali, saranno discussi piu dettagliatamente,
e da un punto di vista leggermente diverso, in 8II,B). Cfr. anche il

seguente punto II).)

2) 1l [12,6]-codice ternario ¢ un modulo per il ricoprimento CZ- MlZ’
di dimensione minima 6 su GF(3). Ad esso corrisponde una rappresentazione

projettiva di M,, in PG(5,3), che non si solleva a una rappresentazione

12
lineare di M12 (il grado minimo di una rappresentazione lineare di M12
su GF(3) essendo 10). Segue da 2), ii) che C ¢ un modulo per Mll‘ 1l
sottospazio di C, costituito dalle parole con somma delle coordinate
nulla, coincide con CL , ed & un modulo irriducibile di dimensione 5

per M Questo modulo, e il suo duale, sono i moduli di dimensione

11°

minima per M 1 Su GF(3).

1

Come si ¢ gia accennato in C), Paige (1956) fu il primo a connettere
gruppi di Mathieu e codici di Golay, pur non usando la terminologia della
teoria dei codici. In particolare, Paige descrive una rappresentazione irriduci-
le di My, di grado 11 su GF(2), e lo spazio in cui tale rappresentazione
viene descritta ¢ naturalmente equivalente al codice binario di Golay.
Traendo spunto da Paige (1956). Assmus, Mattson (1966A) hanno per primi
illustrato in modo esplicito le relationi fra gruppi di Mathieu e codici
di Golay, provando i risultati descritti in 1) ,2), e parte di quelli descritti

in1)e 2.
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Un’altra dimostrazione del fatto che M24 e M12 sono i gruppi degli automorfi-
smi dei codici estesi di Golay si trova in Shaughnessy (1971). Vi si prescinde
dai sistemi di Steiner “contenuti” in tali codici. usando invece la loro
struttura di QR-codici per esibire direttamente degli automorfismi che

generano My, e M, ,.

24
Nello stesso ordine d'idee. ma in un contesto piu generale. si collocano

i risultati di Rasala (1976):

Sia C un QR-codice di lunghezza n su GF(q), con g=p o q=p2 secondo che
il numero primo p sia 0 no un residuo quadratico mod n, e sia C I'estensione
di C (cfr. A)). A.M.Gleason e E.A.Prange hanno provato che Aut(C) contiene
PSL(2,n), nella sua azione naturale di grado n+l (per una discussione dettaglia-
ta, cfr. Assmus, Mattson (1969)). Rasala (1976) assume la proprieta Aut(C) >
PSL(2,n) in una definizione alternativa molto generale di QR-codice (su
un opportuno anello commutativo). In particolare, ad ogni QR-codice esteso
C di lunghezza n+l su GF(pz) Rasala associa, considerando GF(pz)Wrl come
spazio lineare di dimensione 2(n+l) su GF(p), il codice spezzato (split code)
costituito dallo stesso {, pensato come codice di lunghezza 2(n+1) e dimensione
n+l su GF(p) . Se n=2s+1, con s primo, e s#, & interessante confrontare
il QR-codice C di lunghezza n+l su GF(p) con il codice spezzato di lunghezza
2(s+1)=n+1 s u GF(p).Rasala (1976) prova che questi codici risulta-
no isomorfi esattamente nei tre casi seguenti: i) n=7, s=3, p=2, e
il codice in questione ¢ l'estensione del [7,4]-codice binario di Hamming;
ii) n=11, s=5, p=3, e il codice ¢ il [12,6]-codice ternario esteso di Golay;
iii) n=23, s=11, p=2, e il codice ¢ il [24,12]-codice binario esteso di Golay.In
virth di questi “isomorfismi speciali”, si riconosce che in ii) Aut(C) =
<PSL(2,11),PSL(2,5) > = My,, € in iii) Aut (C)=<PSL(2,23), PSL(2,11) > = My, In
particolare, per questa via Rasala ottiene i generatori di Conway (1971)
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(cfr. §10), e deriva alcune delle proprieta strutturali di M12
e M24 (e.g. descrive sottogruppi notevoli, e illustra 1'immersio-
ne di Mlzln Mz4)'

(Per le applicazioni di tecniche di teoria dei codici all’esame
di proprieta strutturali di M24, “riducendo al minimo” la teoria

dei gruppi necessaria. cfr. anche Berlekamp (1971)).

(11 problema di determinare per quali valori di n sia Aut(C)2
PSL(2,n), parzialmente indagato  in Assmus, Mattson (1969) e
Shaughnessy (1971). pub considerarsi virtualmente risolto se
si assume la classificazione dei gruppi di permutazioni 2-
transitivi, poiché Aut(T) & certamente 2-transitivo. e anzi
3-transitivo se n > 5 (Shaughnessy (1971)). In particolare,
se Aut(C) ¢ semplice, la sua determinazione si connette al
problema di determinare i gruppi .di permutazioni G per i quali

PSL(2,n) < G < A problema che risale a Mathieu (1873) (cfr.

n+1’
§9). 1 casi che si presentano sono i seguenti:. a) =5, p=2, q=4: Aut({)=
6 > A = PSL(2,5): b ) n=7, p=2: Aut (T) = AGL (3,2); c) n=11,

p=3 : Aut(C) = M

= A

d) n=23,p=2: Aut(C) = M

11) Alcune delle rappresentazioni descritte nei punti 1)
e 2") della sezione precedente appaiono, sotto vesti diverse,
in vari luoghi della letteratura precedente Assmus,  Mattson
(1966A). Cosi, Coxeter (1958) considera 12 punti di PG(5.3).
che si possono distribuire in 66 coppie di esadi complementari,
dando luogo a un sistema di Steiner S$(5,6,12), e rappresenta
M12 come il gruppo delle collineazioni di PG(5.3) che preservano

tale §(5,6,12). (Notiamo, incidentalmente, che i 12 punti di
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Coxeter, giustapposti a due a due, formano le righe di una
matrice generatrice del codice ternario esteso di Golay). Ulteriori
dettagli su questa rappresentazione projettiva di M12 si trovano
in Whitelaw (1966). Garbe. Mennicke (1964) descrivono una rappresen-
tazione di M12’ di dimensione minima 10 su GF(3), associata

alla rappresentazione projettiva di Coxeter.

Todd (1959) mostra che M12 opera come un gruppo S-transitivo
sui 12 iperpiani di PG(5,3) che non contengono alcuno dei punti
di Coxeter. La rappresentazione che si ottiene ¢ distinta da
quella sui punti, e si scambia con essa mediante un automorfismo
esterno di LPR Todd mostra inoltre che sull’insieme costituito
dai 12 punti e dai 12 iperpiani si puo formare in modo naturale
un sistema di Steiner S(5,8,24). 1 punti di questo S(5,8,24)
sono identificabili con 24 punti dello spazio projettivo PG(11,2),

cosi da ottenere una configurazione in cui 7 punti sono sempre

indipendenti, e 8 punti sono dipendenti sse corrispondono a
un'ottade di S(5,8,24). N e risulta una rappresentazione di
M24 come gruppo di collineazioni d i PG(11,2) che preservano
la configurazione, duale della rappresentazione di M“ come

gruppo di automorfismi del codice binario esteso di Golay.
Todd (1966) studia poi entrambe le rappresentazioni in grande
dettaglio, basandosi Su un’elegante analisi delle proprieta
combinatorie di S(5,8,24). Questo fondamentale lavoro di Todd
& all’origine dell’approccio “puramente combinatorio” alla
struttura di Myyo sviluppato da J.H. Conway e R.T.Curtis, e

sara pertanto ripreso in §6.
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E)

Abbiamo descritto in C) delle tecniche che consentono di
estrarre dei disegni da codici lineari. Inversamente, un disegno
D = (2 ,B) genera in modo naturale un codice binario nel modo
seguente. Si  consideri la matrice M = (mb,a Javente righe e
colonne indiciate rispettivamente da B e Q , con LIS 1
seq € b, ™ =0 se a¢ b (beB,oen). M & la matrdice d'incd
denza del disegno D : le righe di M. corrispondenti ai blocchi
di D, formano un codice binario di lunghezza n = |@]|, e generano

un codice lineare di lunghezza n. (In tal modo, ad es.. il

codice binario esteso di Golay puo essere costruito mediante

la matrice d’'incidenza di S(5,8,24)).

In quest ‘ordine d’idee si situa la rappresentazione di M,
come gruppo di automorfismi di una matrice di Hadamard di ordine
12 (Hall (1962)). che risulta essere equivalente alla rappresenta-
zione di M1, come gruppo di automorfismi del codice ternario

esteso di Golay:

Ricordiamo che una matrice A, = (aij) di ordine r si dice
mateiced ¢ Hadamatdse aij =+ 1 e ArA§ = r. Ir (si vede allora
facilmente che r = 1.2, oppure r ¢ divisibile per 4). Una matrice
di Hadamard Ar si dice equivalente a una matrice di Hadamard

Br se esiste una coppia (P,Q) di matrici monomiali di ordine
r tali che sia PArQ: Br' In particolare, a meno d'equivalenza
si pud sempre supporre Ar wowmal izzata, i.e. a1j=ail=1‘ Le
coppie (P,Q) di matrici monomiali di ordine r tali che sia

PAQ = A, sidicono autemerfismcdi  A.. GLi automorfismi di
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Ar formano un gruppo Aut (Ar)‘ e Aut(A)) = Aut(Ar)/<(—Ir,—Ir)>

¢ un gruppo di permutazioni fedele sull’insieme delle righe

e delle colonne di AL

Se in una matrice di Hadamard normalizzata si sostituiscono

con 0 gli elementi uguali a -1, e si sopprimono la prima riga

L= (alj) e la prima colonna ¢ = (ail), si ottiene una matrice
di ordine r-lI, che per r > 4 ¢& la matrice dincidenza di un
2-(4X +3,2X +1,1) disegno, i.e. di un 2-disegnod i Hadamand

con n=r-1 = 4X+3 (cfr. 53.1)). Inversamente, la matrice d'incidenza
di  ogni 2-disegno di Hadamard da luogo, aggiungendovi una
riga & e wuna colonna c¢ composte di uni, e sostituendo -1 al
posto di 0, a una matrice di Hadamard normalizzata. (Si noti
tuttavia che matrici di Hadamard equivalenti possono dar luogo

a 2-disegni di Hadamard fra loro non isomorfi).

Esempi  classici di 2-disegni di Hadamard sono i 2-(2d+1
—1,2d-1. Zd'l-l) disegni formati dai punti e dagli iperpiani
di PG(d,2). 2-disegni di Hadamard con A = (9-3)/4 sono poi

i cosiddetti disegni dI Paley (Paley (1933)),i.e. i disegni
Hy = (2 ,B) con @ = GF(g), g = 3(4), e B ={ Q+x [xeGF(aq)} . Tali

disegni si ottengono considerando la matrice di Hadamard

1 1
A = | = ,dove P gla matrice di Paley di
1t Pelq q

ordine g (q = 3(4)). Per A = 2, esiste un unico I-disegno
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di Hadamard (a meno d’isomorfismi) : il disegno di Paley Hll'
Si deduce in particolare da ci0 che precede, che a meno di equivalenze

esiste una sola matrice di Hadamard di ordine 12.

Ogni 2-disegno di Hadamard Ho 4 si pud estendere in un
unico modo a un 3-disegno H_ (che si dice 3- d<isegno d i Hadamatd).
Pih in generale, & noto che ogni 2-(2m+1,m, A) disegno D ammette

sempre un ' estensione (benché non necessariamente unica, se

D non & simmetrico). Da D = (2 ,B) si pud ottenere una tale
estensione DY = ( g+,B+) ponendo & = QU{«} , B*' = b U {=}|bep}
U{o~b|beB} . E.g.: PG(d,2), considerato come 2-disegno di
Hadamard, si estende al 3~(2d+1,2d,2d'1-1) disegno di Hadamard
formato dai punti e dagli iperpiani di AG(d+1,2).Se D = Hr—l’
+
si ha D = Hr . e la matrice d’incidenza di Hr si ottiene
[ A
sopprimendo le righe g,-2 nella matrice ._...1:..1 . e sostituendo-

[ ]
vi con O gli elementi wuguali a -1. E allora facile- dedurre

che Aut(Hr) = Aut(Ar)Q .

In particolare, il 2-(11.5.2) disegno l-l11 si estende ad
un unico 3-(12,6,2) disegno H, = (g ,B), con [B'| = 22
Poiché Aut (Hll) = PSL(2,11) , 2-transitivo sui punti di HI

(cfr. Todd (1933), Hussain (1945)), si deduce (cfr. Hughes

(1965A)) che Aut(HlZ): M11,3-transitivo sui 12 punti di
|H12. (Si pud anche dimostrare direttamente, posto 2' = {0;1,...,10}

e considerando la matrice d'incidenza. che Aut(H ;) = <a .8y y>,

con o = («0)(1,2,4,10)(3,7,5,6)(8,9),8 = (=)(0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10),
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y= (=«)(0)(1,3,9,5,4)(2,6,7,10,8). <a,R,y> ¢ il gruppo di Mathieu

M, nella sua rappresentazione S-transitiva di grado 12;

<a’8 .y > @ Aut(H )= PSL(z,11). Cfr. Hall (1980)). Dal fatto
che Aut(Hr) = Aut(Ar)l, si puo allora dedurre che Aut(Alz)

opera come il gruppo di Mathieu M12 sia sulle righe che sulle

colonne di AlZ (cfr. Kantor (1969B)). Le due azioni corrispondono
alle due rappresentazioni S-transitive distinte di M;, (cfr.§3),

e sono scambiate fra loro da un automorfismo esterno di M12‘

In particolare, la matrice A;, consente di costruire in modo

semplice e diretto una coppia di sistemi di Steiner §(5,6,12)
fra loro reciproci (cfr. la costruzione di Higman-Cameron.

. t _
§3,4)): basta osservare che, essendo A12A12 = 12 112,

righe di A12 coincidono su 6 colonne e differiscono sulle

altre 6; ad ogni coppia di righe di Ay corrisponde cosi una

coppia di esadi complementari, e le 132 esadi ottenute formano

due

un sistema di Steiner S(5,6,12). Osservando che ¢ anche
t

A12h12 = 12 1y,
sulle righe di Ajy: le coppie di punti distinti di questo

si costruisce in modo simile il sistema reciproco

sistema sono evidentemente in corrispondenza biunivoca con

le coppie di blocchi complementari del precedente.

La rappresentazione di M sopra considerata ¢ stata descritta

12
per la prima volta da Hall (1962), ed ¢ equivalente alla rappre-
sentazione di M12 come gruppo degli automorfismi del codice
ternario esteso di Golay (cfr. Assmus,Mattson (1966A)). L e
righe di A12 considerate come vettori di GF(S)lz, e i loro
opposti, sono precisamente le parole di peso 12 di tale codice,
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e lo generano su GF(3).

(1 gruppi degli automorfismi dei 2- e dei 3-disegni di Hadamard
sono stati investigati da vari autori: cfr. Norman (1968,1973),
Kantor (1969B). Hall (1975). Ito (1980). In particolare,
Norman (1968) prova il seguente: TEOREMA. Sia D un 3-(4X+4,2X+2,1))
disegno (di Hadamard), con A pari, e sia G < Aut(D) 3-tran-

sitivo sui punti di D. Allora A = 2, ¢ = Aut(D), e G ~ Mll'

Ito (1980) prova, facendo uso della classificazione dei gruppi

2 transitivi, i risultati seguenti:

1) Se D = (& ,B) & un 3-disegno di Hadamard, e Aut(D) &
un gruppo 2-transitivo su §£ privo di sottogruppi normali regolari,
allora |2] = 12, e Aut(D):Mll;
2) Se D = (& ,B) & un 2-disegno di Hadamard, e Aut(D) ¢

un gruppo 2-transitivo su @ privo di sottogruppi normali regolari,

allora: i) | @] = 11 e 6 ~ PSL(2,11); oppure ii) |9 = 2d+1-1
e G ~ GL(d+1,2). i) si. presenta nel caso di H;;: ii) nel
caso in cui D sia il disegno dei punti e degli iperpiani di
PG(d,2)).)

Concludiamo questa sezione menzionando una costruzione
di S(3,6,22) mediante il disegno di Paley Hyqs di Assmus.

Mezzaroba e Salwach, e una costruzione combinatoria di S(4,5,11)

(e S(5,6,12)) mediante il 3-disegno di Hadamard H proposta

12
da D.R. Hughes:
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1) Si consideri la matrice d'incidenza M del disegno Hll‘
Le righe della matrice [IlllM] generano su GF(2) un [22,11]-
codice autoduale, le cui parole di peso minimo 6 danno luogo
a un sistema di Steiner S(3,6,22) (Assmus,Mezzaroba,Salwach
(1977)). In termini di gruppi di automorfismi, cio corrisponde

all’inclusione di PSL(2.11) = Aut(H ;) in Aut(Mzz).

2) Ogni 3-(4 r+4,2Xx +2,1) disegno di Hadamard H da luogo
a un 2-(4Xx+3,2A 41,22 ( 1)) disegno S. i cui punti sono le
coppie (b,b'), ove b & un-bloccodi H e b'e il suo complemento
e i cui blocchi sono le coppie (o, B), ove oae B sono punti
distinti di H; l'incidenza in S & cosi definita: (b,b') e(«,B)
se a,Bebn oppure a,Beb’ (Hughes (1981A)). Se x» = 2.
si ottiene un 2-(11,5,12) disegno, che di fatto risulta essere
anche un 4-(11,5,1) disegno, i.e. un sistema di Steiner S(4,5,11).
Da questa costruzione si pud dedurre, con considerazioni combinato-
rie elementari, che Aut(S(4,5,11)) & un gruppo semplice, sottilmen-
te 4-transitivo sui punti di S. Estendendo S(4,5,11) a S(5,6,12)
si puo allora provare che Aut(S(5,6,12))¢ un gruppo semplice,
transitivo, e quindi 5-transitivo. di grado 12. (1 dettagli
delle costruzioni precedenti dovrebbero apparire in Hughes
(1981B). :fpodificando il metodo di Hughes, Beth (1981) prova poi,

insieme all ‘esistenza, anche 1'unicita di S(5,6,12)).

F) (Forme invarianti)

In D) si e osservato che: i) alla rappresentazione di M;,
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realizzata dal codice ternario di Golay ¢ associata una rappresenta-
zione irriducibile di M11 in V(5,3) (e la sua duale); ii) alla rappresentazione
lineare del ricoprimento CZ' M12' realizzata dal codice ternario
esteso di Golay, corrisponde una rappresentazione projettiva
di My, in PG(5,3) che preserva una configurazione di 12 punti
e 12 i;)erpiani (Coxeter (1958), Todd (1959)). In un notevole
lavoro, Ward (1975) caratterizza M;; e C,. M, come i gruppi
di certe forme multilineari, riottenendo da una diversa prospet-
tiva la rappresentazione 5-dimensionale i) di Mll e la rappresen-
tazione projettiva ii) di M12'
Ward (1975) prova innanzitutto che esiste un’'unica forma
3-lineare ¢ , simmetrica e non nulla, su v = V(5,3), che soddisfi

le condizioni seguenti: a) Aut(¢) (= {gGGL(S.S)|¢(s-lx-g-1>’-g-ll)
=¢ (x,y,z), per ogni x,y,ze V})eirriducibile; b) esiste 0#ueV,
tale che sia ¢(u,u,v) = 0 per ogni veV. A meno d'equivalenza.

si  pud assumere che sia V=GF(35'), considerato come  spazio

vettoriale su GF(3), e ¢ = ¢ (x,y.z) = Tr(xy29+xy9z+x9yz),
ove Tr(a), a e GF(}S), e la traccia dell’endomorfismo v , av
dello spazio V = GF(SS). Ne segue che l'insieme delle rette
<us> di v. tali che sia ¢(u,u,v) = 0 per ogni veV, & 1' insieme
E={<ei>\ i=0,...,10%1, ove eeGF(SS)*ha ordine li ¢ Tr(e) = 1.
Aut( ¢ ) opera naturalmente su E. e I'identificazione di

Aut(g¢)con Mllpuc‘) essercottenuta mostrando che Aut{(¢) e

sottilmente 4-transitivo su E, e certi 66 iperpiani di Vv contengo-
no ciascuno un sottoinsieme di E di cardinalita 5. in modo

che questi sottoinsiemi formano i blocchi di un sistema di
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Steiner S(4,5,11) preservato da Aut(¢). L'azione di Mllsu
E consente poi di descrivere esplicitamente vari sottogruppi
di M;;.E.g.: per lo studio der sottogruppi transiviti  su
E, Ward “depolarizza” ¢, passando a considerare lo spazio

D delle funzioni 8: V » GF(3) che soddisfano le condizioni:
a) e(cx) = co(x),(ceGF(3),xeV):b ) o(x+y+z) -0 (x+y) - 6(x+z)
- 6(y+z) + 6(x) + 8(y) + o(z) =vo(x,y,z), (v =v (8)eGF(3); x,y,zeV).
D ¢uno spazio di dimensione 6 su GF(3), e ogni §eD si scrive

nella forma 6= -v(e)Tr(xH)w*, per un certo v* ¢ V*, il duale di

V (si puo assumere sia V* = {v*|yv*(y)=Tr(vy), VyeV}). MIIl =

= Aut(¢) opera su D con l'azione: (ge)(x)=e(g'1x ). geMll’ xeV; e

preserva 1'insieme F = {§ eD| vie) = -1, e(u) # 0. V<u>e E}=
= (T 11 11, i ) - .
= r(x "), Tr(x ~+e'x), 0<i<10}, M11 é 3-transivito su Fo,e da cio
¢ possibile dedurre, con qualche ulteriore considerazione,

che un sottogruppo transivito massimale di M11 ¢ necessariamente

lo stabilizzante di un punto di FO, isomorfo a PSL(2,11).

Ward ¢ poi in grado di costruire M A tale scopo, definisce

12
«w D la forma 4-lineare ¥ = ¥(6,,6,,68:.,6,)=(2 _p6,(u)6,(u)6;(u).
B,(W) +v(O)Vv(e,V(85)v(8), e il prodotto scalare (6 ;. 6) =

= . \)(Si)v(ej)+Tr(xixj).Aut(‘{’)Contiene M e opera con

11’
nucleo <-1 > sull'insieme F = {<e>leeFO}. L'identificazione di
Aut(¥)/<-1>con M12 si pud a questo punto ottenere in piu modi:
1) costruendo un sistema di Steiner S§(5,6,12) sui punti di

F; 2) generando la matrice di Hadamard Ay, (cfr.E)sposto
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F ={91,...012},é A12 = (aj) con aik=(8.,6

a h k): + 1); 3) identi-

ficando D con il codice ternario esteso di Golay. In particolare,

la rappresentazione di Aut(Y¥) = Cy-My, su D subordina la rappresen
tazione projettiva di Coxeter-Todd: i punti di Coxeter sono
le rette di F. e gli iperpiani sono i 12 iperpiani di D che

non contengono alcuna retta di F. L’esistenza di automorfismi

esterni di M e di due classi di sottogruppi coniugati di

127

M isomorfi a M1

12 emerge in modo naturale: 1) per ogni geGL(D),

1!
sia g" I’inverso-aggiunto di g (i.e. (gnei,g ej)=( 8 ej) per ogni
6] ,9],61)) .L'applicazione g + g" preserva Aut(¥ ) e subordina un
automorfismo esterno di M,,. 2) Aut(¢), 3-transitivo su F, e

Aut(q;))”, lo stabilizzante di Tr(xll) in Aut(Y), rappresentano

le due classi di sottogruppi coniugati isomorfi a M-

(Notiamo, per completezza, che le forme ¢ e Y sopra considerate
originano dallo studio degli invarianti delle rappresentazioni
di dimensione 5 e 6 di SL(2,11) su GF(3), dedotte dalla rappresen-
tazione di Weyl (cfWard (1972)).
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56. L'ANALISI COMBINATORIA DI TODD-CONWAY-CURTIS

Todd (1966). gia citato in §5,D), analizza in termini
combinatori la rappresentazione di M24 realizzata dal codice
binario esteso di Golay, e la sua duale, ottenendo in particola-
re una descrizione completa delle collineazioni di PG(11.2)

contenute in M e ricavandone un elenco di otto classi

24

di coniugio di sottogruppi massimali di tutte immediatamen-

Moy
te interpretabili (con 1'eccezione di PSL(2,23)) in funzione

della geometria di 5(5,8,24).

L'analisi combinatoria di S(5.8,24) contenuta in Todd
(1966) ¢ il fondamento dell’approccio alla struttura dei
gruppi di Mathieu, sviluppato da D. Livingstone e dai suoi
studenti (in direzione dell’analisi dei sottogruppi dei

gruppi di Mathieu; cfr.§7), e da J.H. Conway e R.T. Curtis.

1) Rimandando alle lezioni di Conway (Oxford, 1969).
raccolte in Conway (1971). per una limpida e articolata
trattazione degli esiti dell’analisi di Todd, riprendiamo
qui alcuni punti essenziali di tale analisi (in parte gia
utilizzati senza  riferimenti espliciti, oppure  ottenuti
per altra via, in §4e §5).

Sia S = (Q,B) il sistema di Steiner S(5,8,24) costruito
su o = PG(1.23) = GF(23) U {»} (a la Carmichael, cfr.§3,2)),
e si dia all'insieme delle parti ZQ la struttura di spazio
vettoriale (di dimensione 24) su GF(2), definendo come somma

di due elementi X, Y di 2Q la loro differenza simmetrica:
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X+Y = X 6 Y = (X>Y) U (Y ~ X). Todd (1966) osserva che i

blocchi di S (ottadi) soddisfano le condizioni seguenti:

i) Se 01.02 e B. |01002|: 0,2,4,8 (cfr. il triangolo
delle intersezioni, in 54.A)).
ii) Se '0100

,l =401 +0,eB.

Poiché 4 punti di ¢ appartengono a 5 ottadidistinte,
ne segue che 4 punti di @ determinano una partizione di
Qin 6 tetradi, con la proprieta che la somma di due tetradi
¢ un'ottade. Una tale partizione di @ si dice 4estetto.

Vi sono (zg)/6 = 1771 sestetti.

iii) Se [0, N0, = 0.0 ~(0, + 02) = 03 e B.

Tre ottadi mutualmente disgiunte costituiscono un trio .
Fissata wun’ottade 0, vi sono 30 ottadi disgiunte da O, e
quindi vi sono esattamente 15 trii contenenti 0. Si conclude

che il numero dei trii & 759-15/3 = 3795.

iv) Se (01 n 02| = 2, 01 + 02 ha cardinalita 12, i.e. ¢ una
dodccade.

Si verifica facilmente, usando i) e 1ii), che A = 01+02
non contiene ottadi. Poiché due ottadi si intersecano con

cardinalita pari, si dcducce allora che,scel ti 5 punti in A, 1'ottade
da essi determinata contiene un unico ulteriore punto di
A Si viene a determinare in questo modo una configurazione
di esadi contenute in A , che formano un sistema di Steiner

S(5,6,12). U n sottoinsieme di cardinalita 6 di un'ottade
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si dira ¢sade sveciale - ogni ottade contiene 28 esadi speciali,
e ogni esade speciale ¢ contenuta in 16 dodecadi. Poiché
le esadi di un sistema S(5,6,12) sono 132, da cio che precede
segue che vi sono esattamente 759- 28-16/132 = 2576 dodecadi.
Delle 759 ottadi, 132 intersecano 4 in esadi speciali (dando
luogo a S(5,6,12)), (1§) = 495 intersecano A in tetradi,
e le restanti 132 intersecano A in 2 punti. L'ultima asserzione
si giustifica osservando che, per ciascuna delle 66 coppie
{81, &) di. punti di A , delle 77 ottadi che contengono
4 © ¢, 30 intersecano A in esadi speciali, 45 in tetradi,
¢ 2 soltanto in 61 e 62. Queste ultime due ottadi non hanno
altri punti in comune, e la loro somma ¢ pertanto una dodecade,

complementare di A .

O

Si  rappresentino ora gli elementi di 2 come vettori
binari di dimensione 24 (identificando ogni xe2" con il
vettore binario (Xx,). ove X, = 1 se qeX, X, = 0 se a¢X),
e s1 consideri il sottospazio C di 2 = V(24.2) generato

dalle ottadi di $S(5,8,24).

Porchne due ottadis i intersecano con cardinalitda pari,

s1 ha evidentemente C ¢ (]5 , e quindi dim(C) < 12. Daltra

parte, C contiene(, 2, le 759 ottadi e i loro complementi,
e le 2576 dodecadi. Poiché 1+1+2- 75942576 = 212, s1 conclude
che € ba dimensione 12, ed e wunione disgiunta dei sottoinsiemi
Cp = (0° v Gy = C8 = B, Cl(; = {0 +0|0eB} , €1y =
mf”‘“l’“’ e B, 0,00, = 2}

Naturalmente. C non e altro che il codice binario esteso
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d i Golay, e M24 ¢ il gruppo delle permutazioni su q che

preservano C. (Poiché M ¢ 5-transitivo sui punti di @

24
e un sestetto ¢ individuato da una sua tetrade qualsiasi,
scende subito che M24 ¢ transitivo sulle ottadi e sui sestetti.
Come si vedra in §7, M24 ¢ transitivo anche sui trii e

sulle dodecadi di C).

Si ¢ osservato in iv) che su una dodecade A si costruisce

un sistema di Steiner S(5,6,12), realizzato dalle ottadi

che intersecano A in esadi speciali. E' percio possibile
introdurre in modo naturale il gruppo di Mathieu M12’ definendolo
come il gruppo degli automorfismi del sistema S(5,6,12)
cosi ottenuto (ovvero, come lo stabilizzante di A i n M24).
Questo tipo di approccio a MlZ’ particolarmente elegante

in un contesto geometrico-combinatorio come quello delineato
in questo paragrafo, ¢ adottato ad es. da Beth, Jungnickel
(1981), in una trattazione che, riprendendo l'analisi combinato-
ria di Todd, ha come obiettivo una presentazione unitaria
dei gruppi di Mathieu con metodi combinatori essenzialmente

elementari.

(Di Beth,Jungnickel (1981) cogliamo qui l'occasione di segnalare

le dimostrazioni di unicita di S(5,6,12) e S(5,8,24):

a) Si consideri il sistema di Steiner Sy = 5(5,6,12)
costruito su una dodecade ¢, e sia A’ la dodecade complementa-
re di A . Per ogni 4 ¢ A ', le ottadi che intersecano '

in g e in un solo altro punto determinano su A 11 coppie

di esadi complementari, che formano un 3-(12,6,2) sottodisegno
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di Hadamard di S S contiene pertanto 12 3-disegni di

A A

Hadamard, che sono permutati transitivamente da M1 = Aut(SA)

2
Beth,Jungnickel (1981) provano che g¢gni sistema di Steiner
S$(5,6,12) contiene esattamente 12 sottodisegni di Hadamard,
eche, se le = (QH,BH) ¢ un 3-(12-6.2) disegno di Hadamard
contenuto in un arbitrario sistema di Steiner S = §(5,6,12)

= ( o,B), si ha B = B, U { X+Y|X,YeB, X#Y,Y't . Dunque B

H
determina B, e dall'unicita del disegno di Paley H11 e della
sua estensione Hy,p (cfr. §5,E)) segue 1l'unicita di S (e

di M12 = Aut(S)).

b) Si considerino due dodecadi Al, AZ relative a due
sistemi di Steiner 15, di parametri 5,8,24, Beth. Jungnickel
(1981) provano che ogni isomorfismo fra i sistemi di Steiner
di parametri 5,6,12 subordinati da SI e stulle dodecadi
by e 4 si estende in un wunico modo a un isomorfismo fra

S

S Dall'unicita di S(5,6,12) segue allora Il'unicita

TR
di $(5.8,24) (e di My, = Aut(S(5,8,24))].

2) Come si ¢ detto, la descrizione delle proprieta dei
gruppi di Mathieu. condotta in Conway (1971). si fonda sull’ana-
lisi di Todd (1966). In effetti, Conway (1971) definisce
M,, mediante espliciti generatori in Sg (cfr.§10), e introduce
il codice C come il sottospazio di 2 9 generato da { e dai
23 sottoinsiemi Ni: {n-i IneQ\Q°}, ove 1ieGF(23) e Q° =
= {lexeGF(ZS)}. Dopo di cido. prova che C ha dimensione

12 ed ¢ invariante per M e infine che C contiene ottadi,

24°
e che I'insieme delle ottadi contenute in C & un sistema
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di Steiner S(5,8,24). (Si noti che C ¢ anche generabile.

Q

come sottospazio di 2 *, dalle immagini di Q° per l'azione

di PSL(2.23) su @, "a la Carmichael".)

In modo simile, Conway (1971) definisce M;, mediante

una esplicita presentazione in SA. A = PG(1,11) = GF(11) U {=}

(cfr.§10), e introduce il codice ternario esteso di Golay
C come il sottospazio di V(12,3) generato, rispetto alla
base {ei |i = « , 0. . . ,10}, dai vettori W= [e; e Wi =

LoeNgyeE Teeqe-j%s+ O V e jeGF(11),Q° = { x?|xeGF(11)} ,

N = @~Q° Q°-j = {q-j|qeQ°}, N-j={n-j|neN}. Dopo di cid,prova
che C ha dimensione 6 su GF(3), e che il gruppo delle invarianze
di C ¢ il ricoprimento C2~M12.

L'analisi della geometria di S(5,8,24), nel solco di
Todd (1966) , conduce poi Conway alla descrizione delle proprieta
strutturali di M;, e My,, e in particolare dei sottogruppi

massimali di Moy di cui tratteremo in §7.

3) Curtis (1976) ha descritto un efficace ed elegante

approccio alla struttura di M basato sull’analisi di

24
Todd e sull’'uso sistematico di un ingegnoso schema combinatorio,

il cosiddetto MOG (Miracle Octad Generator):

i) Punto di partenza di Curtis ¢ una costruzione del
codice binario esteso di Golay (interpretato come sottospazio
di 2") che coincide essenzialmente con la costruzione descritta
in §5,B), 1).

Si consideri un insieme A di cardinalita 8. e lo si visualiz-

zi nel modo seguente:
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Nello spazio vettoriale 2A si scelgano due sottospazi
P,L di dimensione 3, con P NL = {@#}, costituiti ciascuno
da 0 e da 7 tetradi: e.g.

X X X X
P = x x| |X % X x| X x
%X X X X X IX x| |X
XX| [x X x| % X X
x X X
L = X X x| X X X X
X| XX X X] X X X
X X X] X X X X

Qualunque sia la scelta di P ¢ di L, per ogni Xe 7 ~ (¢},

e perogni t e L N~ (¢}, s1 ha [X+t] = 2.4, o 6. Ne segue
che ogni elemento del sottospazio di 2 cost ituito dai
sottoinsiemi di /' di cardinalita pari, si pud scrivere 1n

uno e un solo modo nella forma X+t, oppure X'+t, ove X+X'=A,

XeP, tel.

Se si considera 2 come l'insieme costituito da tre copice

di (tre myatten (", nella terminologia di Curtis) A

Az, % :

1’
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Q= Al Az A3 ’

C ¢ il sottospazio di 2% costituito dai sottoinsiemi di

della forma:

[(X 0 X))+t | (YO Y)+t[(Z O Zz')+t], OVe X+Y+Z=0.

in Al in A, in A3

Si riconosce subito che |[C| = 27, 24 2 = 212, e Il'analisi
delle cardinalita degli elementi di C mostra che C non contiene
elementi # @ di cardinalita < 8, e contiene esattamente
759 ottadi : pertanto le ottadi di C formano un sistema di
Steiner §(5,8,24).

La costruzione di Curtis conduce a una descrizione suggestiva
delle ottadi. Precisamente, le ottadi di C sono: i) Al'
b, & 11) 84 ottadi del tipo [X 0 X'[X 0 X'|g] , con X#9:
iii) 168 ottadi del tipo [(X o X') + t | (X o X') + t |t] ,
con t # @, e |(X o X) + t| = 2; iv) 504 ottadi del tipo
(X o X') + t](Y. o YD + t |[(Z o 2') + t], con|(X o X')+t]=
4, e |[(Y o Y')+t] =|(Z o Z') «+ t|] = 2. Ne discende che:

a) ogni ottade distinta da hyshyshy intenseca afmeno U n
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mettone i N ouna  tetrade. (Un tale mattone si dice pesante).

Si  consideri poi un mattone, ad es. Al : /\1 cont iene 70
tetradi, distribuite in 35 coppie di tetradi complementari;
ogni tetrade determina un sestetto, costituito dalla tetrade
stessa, dalla sua complementare in Al. e da 4 tetradi nel
quadrato complementare A2 + A;. Orbene, si riconosce che
le 4 tetradi in A, + 5 hanno la seguente proprieta:

b) una tetrade intenseca Le nighe di A, + Ay secondo una stes-

b a paritd,e intenseca Le colonne d i A3 + Ag secondo una stessa

parnita (vi sono 35-4 = 140 tetradi cosiffatte).

ii) Il MOG ¢ una tavola composta da 36 figure (cfr. Fig.1).
Una figura (la prima a sinistra nella seconda riga) riproduce
un ordinamento di £= {~,0,1,...,22}, identificando la posizione
dei punti di o in A+ Ay+A, e le ottadi Al, Ay, Ay, Ciascuna
delle restanti 35 figure rappresenta un mattone isolato,
diviso in wuna delle 35 coppie di tetradi complementari,
e accanto ad esso la partizione del quadrato complementare
nelle 4 tetradi atte a completare un sestetto. Ad esempio,
la prima figura in alto a sinistra corrisponde al sestetto
{», 14,20,18}, {0,8,3,15}, {17,13,5,21}, {4,11,12,6}, {16,2,1,19},
{10,7,22,9} . Se ora pero si conviene di poter scegliere
come mattone isolato una qualsiasi delle’ ottadi Al’ AZ’
A3,e come quadrato complementare le altre due in qualsiasi
ordine, si nota che, in forza della proprieta a), ccne ¢ ttade

di ¢ distintad a A /\3’ scettiene ceme undene d i

A
1 2
due te trade o wna delle 35 {{cute de¢ MOG. Cio rende il
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(o B ) VD OSE MY B
EEY (VB MR MRS NED QRS
NE=) DIEA () BiDE) Rfa] BN
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B O )00 R B3 M EEED (9
LE2 BER Wiz OCH A REd

Fig. 1 (da Curtis (1976))

MOG particolarmente adatto a controllare e manipolare gli
elementi di C. in modo da ottenere informazioni sugli elementi

e sulla struttura di M24.

Rimandando a Curtis (1976) per una descrizione dettagliata
del MOG. e per molteplici esempi delle sue applicazioni,

notiamo qui che meddiarnte ¢ MOG 44 pud:

(1) néconoscere (immediatamente) un'ottade di C;
(2) 4dentificare ( con relativa facilita, se necessario usando la
proprieta b)) L'cttade contenente Spunti assegnati di Qe

altni elementd di C soddis4acentd dete condizioni);
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(Si noti che (1) e (2) si traducono, in termini di teoria
dei codici, nell’asserzione: {£ MOG & un sistema di decodifica
def codice binanio ebtebo di GoLay . Un algoritmo di decodifica
basato sul MOG ¢ descritto in Gibson. Blake (1978). Un altro
notevole algoritmo di decodifica di C, non basato sul MOG.

si deve a Goethals (1971). Cfr. anche Fumy (1981) e I'annessa
bibliografia).

(3) completane tetnadi o sestetitd;

(4) produrne e nappresentane esplicitamente nel rettangolo N +A #A

123
uahi elements di 1\124, connispondenti a horme cicliche partico-
Lari.

(E.g., wusando il MOC Curtis ¢ in grado di provare che M24

cont iene esattamente due classi di coniugio di involuzioni,

8,8 212.

aventi rispettivamente le forme cicliche 172" e )

(5) descnivere vani so0ttogruppi, € 1N parnticolare i sottogruppi
massimali d i M“(Curtis (1976.1977); cfr. §7).

Usando (3), Curtis (1976) prova l'unicita del sistema

di Steiner S(5,8,24) nel modo seguente:

Si fissi un'esade speciale {al,az,...,aé} contenuta in un'ot-
tade 0, si consideri un punto a7¢0, e si supponga che le

colonne della figura

RALLE costituiscono un sestetto (cosi

%%
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che 0 ¢ formata dalle prime due colonne). Risulta possibile, effet-
tuando opportune manipolazioni e eventualmente cambiando nome
ai punti di © , ottenere tutti i 35 sestetti associati alle
35 partizioni di 0 in tetradi complementari, esattamente nella
forma in cui sono rappresentati dalle figure del MOG. Poiché,
d'altra parte, dalle ottadi che intersecano 0 in tetradi ¢
possibile ottenere per differenze simmetriche tutte le ottadi
di S(5,8,24), si deduce che, a meno di un riordinamento dei

punti di 0 , l'unico S(5.8,24) ¢ quello rappresentato dal
MOG. In realta, le argomentazioni di Curtis, volte a dimostrare
1'unicita di S(5,8,24), provano anche che: i) M24 = Aut(S(5,8,24))
¢ sottilmente transitivo  sugli insiemi ordinati del tipo

{og» °‘2"“’°‘6| a7 }- Cio implica che: ii) M ¢ S-transitivo

24

su 2 , e haordine 24.23.22.21.20-3.10; iii) M,, ¢ transitivo’

24
sulle esadi speciali ordinate.

4) Una costruzione di S(5,8,24) che, pur risultando meno
efficace del MOG, permette anch’'essa di computare un’ottade
contenente 5 punti assegnati, e in linea di principio di manipolare
elementi e derivare informazioni sulla struttura di My si
deve a D.R.Mason (1977). La costruzione di Mason, che delineiamo
qui in modo sommario, si pud considerare una variazione sul

tema di Todd (1959):

Si considerino i punti di S(5,8,24) come vettori dello
spazio V = GF(zll) O < v> o, pensato come spazio vettoriale

di dimensione 12 su GF(2). Precisamente, si ponga @ ={\ ., (0<i<22):v_},

1

\ . . o1
ove Vi - ool . Vi e g € un clemento d ] ordine 23 1 GI){0},
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che si pud assumere sia radice del polinomio irriducibile
W Lax%exTexb4x54x+1 e GF(2)(x]. In particolare, vy, V00
Ve,! & una base per V, e quindi, per ogni i =11,...,22, & univocamen
te determinato (e facilmente computabile) il sottoinsieme X;
di X ={0,1,...,10,=}, tale che sia v; = erxivx. Si pud-disegnare
Un dodecaedro, in modo tale che. per ciascun i, il complemento
X\ X; si possa interpretare come l'insieme delle facce adiacenti
a una certa faccia fi del dodecaedro. Ne segue che il gruppo
M = {geGL(V) | @8 = @} contiene il gruppo delle simmetrie del
dodecaedro, e cio, insieme al fatto che M contiene il gruppo

delle applicazioni semilineari di er(2tly : x +(xai)0, ove

ce Aut(GF(Zu)) (un gruppo di Frobenius di ordine 23 .11),
implica che M i? 5-transitivo su 2. La 5-transitivita di M permette

infine di dedurre che i sottoinsiemi Ydi €, con |Y|=8¢ Zyeyy=g

(cfr. Todd (1959) formano un sistema di Steiner S = §(5,8,24),
con Aut(S) = M. Le ottadi di S possono essere manipolate usando

come congegno combinatorio il dodecaedro.

5) 1  sestetti e i trii associati a S(5,8,24) sono legati al-

le nozioni di paratletismo,e di nisoluzione di un disegno:

a) Sia o™  Tlinsieme dei sottoinsiemi di cardinalita m di un

insieme @ di cardinalita n < «. Una partizione di a™ in sot-

toinsiemi. tali che ognuno di essi costituisca una partizione
di o , si dice parallelismo di oM condizione  ovviamente
necessaria (ma anche sufficiente!, Baranyai (1973) affinché
2™ ammetta un parallelismo, & che m divida n. Gli elementi
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di un parallelismo si dicono classi parallele, e sono in

numero di (;:i); s e bl.bzeﬂ(m)stanno nella stessa classe paralle-

la. si dice che sono paralleli, e si scrive b1"b2' Si dice
che un parallelismo di oM ha 1a proprietd def parallefogramma
se, per ogni b;,b,,bqe a(m), bylb,, by#b, € byeb; U b, implicano
b3||(b1 U bz)\bS' Infine, il gruppo degli automorfismi di un pa-
rallelismo di sz(“‘) ¢ per definizione il gruppo delle permutazioni
su @ che mandano classi parallele in classi parallele.

Se @ e l'insieme dei punti di S(5,8,24), si vede subito

che i 1771 sestetti sono le classi parallele d-i un parallelismo

di 9(4) che soddisfa la proprieta del parallelogramma e il

cui gruppo di automorfismi ¢ M24. L'usuale parallelismo fra

rette nello spazio affine AG(d,2) ¢ anch’esso un parallelismo

con la proprieta del parallelogramma, e il suo gruppo di

automorfismi ¢ il gruppo affine AGL(d,2).

Cameron (1974) ha dimostrato che i precedenti sono i soli
esempi non banali di parallelismi con la proprieta del parallelo-

gramma. Precisamente, vale il seguente:

TEOREMA. Q(m) ammette un parallelismo con la proprieta

del parallelogramma solo nei casi seguenti:
i)m=1 m= n/2,m = n (casi banali);

ii) m = 4. n = 24 e il parallelismo ¢ quello costituito

dai sestetti associati a S(5,8,24);.
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i) m = 2. n = Zd.Q ¢ l'insieme dei punti di AG(d,2), e
il parallelismo ¢ l'usuale parallelismo fra rette.

(Questo risultato ¢ conseguenza del Teorema 1,§4,E). Infatti,

posto S = (@ .,B), ove B & la collezione dei sottoinsiemi di
Q@ che sono unione di due elementi paralleli di g (M , si ve
de facilmente <che la proprieta del parallelogramma impl ica

che S & un sistema di Steiner di parametri m+1,2m,n. D’altra
P (m) |

parte, se b1Ub2 e b1Ub3 sono blocchi di S, con bl’bZ‘bSe Q

b, ¢ b3, anche bZUb3 = (b1 U b2) A (bl U b3) e un blocco di

S. Dunque S gode della proprieta (A). e quindi S = S(5,8,24),

oppure S = AGZ(d,Z). Ne seguono ii) e iii), rispettivamente.)

b) Un sistema di Steiner S(t,m,n) = (g ,B)si dice risolubile
se esiste una partizione di B: B = Lé% tale che per ogni
j (Q,Bj) sia un sistema di Steiner S(1,m,n), i .e. una partizione
di g . Una tale partizione di B si dice 1is0luzione di S(t,m,n).
(La prima questione di risolubilita che appare nella letteratura
e il celebre problema delle 15 *“schoolgirls”, -proposto e risolto
da Kirkman (1847,1850), che corrisponde all’esistenza di una
risoluzione di S(2,3,15). Il problema “generale” di Kirkman
¢ stato risolto da Ray-Chauduri,Wilson (1971), i quali hanno
provato che un sistema S(2.3.n) ¢ risolubile sse n =3(6).)
Il concetto di risoluzione generalizza quello di parallelismo:
un parallelismo non ¢ altro infatti, che una risoluzione
del sistema di Steiner banale S(m,m,n). Si estende alle risoluzioni
la nomenclatura introdotta per i parallelismi: gli elementi

Bj di una risoluzione si dicono classi parallele e s e due
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blocchi b’ ,b" appartengono alla stessa classe Bj, si  dice
che sono paralleli e si scrive ©b'|b"; si dice poi che una
risoluzione B = Uij ha la proprieta def parallelogramma  se,

per ogni bl,bz,b3 e B, b,lb,, b1 7 b2 e b3 c bl U b2 implicano
bsll(blu bz)\bs. Si noti che affinché S(t,m,n) sia risolubile,

m deve dividere n, e che il numero delle classi parallele
di una risoluzione ¢ (fc‘j)/(‘;‘:i). Infine, il gruppo degli
automorf ismi di una risoluzione ¢ il gruppo delle permutazioni

su § che mandano classi parallele in classi parallele.

Si considerino ora i sistemi S(5,6,12)e S(5,8,24):

i) Le 66 coppie di esadi complementari formano evidentemente
1 ‘unica possibile risoluzione di S(5,6,12), che ovviamente

soddisfa la proprieta del parallelogramma.

ii) Una risoluzione di S(5,8,24) & necessariamente costituita
da una partizione delle 759 ottadi in 253 trii. Benché gia
Todd (1966) accenni gall1' esistenza di una tale partizione,
in  relazione all'interpretazione geometrica dei sottogruppi
di M24 isomorfi a PSL(2,23), la risolubilita di S(5,8,24)

¢ esplicitamente esaminata per la prima volta da Kramer,Magliveras,

Mesner (1980). i quali peraltro provano molto di piu, e cioé

che:

1) S(5,8,24) ammette 13 risoluzioni mutuamente disgiunte (i.e.

senza trii in comune), ciascuna delle quali ha un gruppo di

automorf ismi contenente CZS;

2) S(5,8,24) ammette 9 risoluzioni mutuamente  disgiunte e

non isomorfe, delle quali 6 hanno come gruppo di automorfismi
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il gruppo affine <a: x-x+1, h ! x-2x (mod23) », e 3 hanno come
gruppo di automorfismi il gruppo < a,h,c: x + -x ! (mod23) >
PSL(2,23) . In due di queste ultime risoluzioni, lo stabiliz-

zante di un trio ¢ isomorfo a S4, mentre nella terza & isomorfo

a D12'
In particolare, 2) conferma I'osservazione di Todd (1966).
offrendo una soddisfacente interpretazione, nei termini della

geometria di $(5,8,24), della classe di sottogruppi massimali

di M24 isomorfi a PSL(2,23) (cfr.§7).

6). (L'azione d i M,,sui sottoinsiemi di Q)

24

L'azione di M24 su = PG(1.23) induce in n;odo oVvVvio un’azione
sull’insieme potenza 2 . L’'azione di My, su 2 ¢ stata analizzata
da Todd, il quale ha provato in particolare che Myy ha 49
orbite su 2%. Conway (1971) presenta un modo semplice e suggesti-
vo di determinare e descrivere queste 49 orbite, ponendo in
relazione i sottoinsiemi di § di cardinalita r (r-ad{) con
le ottadi e le dodecadi contenute in C. A tale scopo, dopo

avere osservato che, per la b5-transivita di M su @ , ¢ci

24
si  pud ridurre ad esaminare le orbite sulle r-adi quando

6 <1 < 12, conviene introdurre la seguente nomenclatura:

i) una r-ade si dice speccafe (8 ) se contiene O ¢ contenuta
in un'ottade di C;

ii) una r-ade non speciale si dice umbrale (Ur) se g contenuta
in  una dodecade di C, trasversale (Tr) in caso contrario.

(In base a queste definizioni, le ottadi e le dodecadi di
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C, sono rispettivamente, ottadi speciali ¢ dodecadi umbrali.
Tuttavia I'aggettivo speciale, risp. umbrale, ¢ stato nelle
sezioni precedenti, e sara nel seguito, generalmente sottinteso.
Infine, la definizione di esade speciale & coerente con la
terminologia usata in 1).) Nel caso delle dodecadi non umbrali,
conviene raffinare la nomenclatura: una dodecade non umbralr
puo contenere i) una sola ottade di C. e in tal caso si dira
tout-court soeciale (812);11) tre ottadidi C, eintal caso
si dirda extraspeciale (812): iii)tutti 1punti di una dodecade
umbrale tranne uno, e in tal caso sSi dira penumbrale (l?lz):
in tutti gli altri casi si dird che la dodecade & ¢~g5veesale
(T Cio posto, si hanno per r=6 due orbite {86}_ {lJ() b
per r = 7 due orbite: {s, 1, U, }iper r=8 tre orbite:{ Sg i, {Ug}, {Tghs
per r=9 tre orbite: { S9 1, {U9 N {Tg}; per r = 10 tre orbitr: {S
Uy}, 1ol per r=11tre orbite: {s {t

107"

{TM};per r =12

b }
117 711 e

. + -
cingue ite: U o, 3, (T k. C ay (1971) ma

q orbite {812},{512},{ 12},{ 15 A 17 Conway (19711 (

cfr. anche Choi (1967)) da una rappresentazione diagrammatica
delle orbite di M24 su 2%, designando ogni orbita con un nodo,
e congiungendo i nodi mediante spigoli che  contrassegnano
il numero dei modi in curuna r-adc djun'orbita s puo mutare

in una (r-1)-ade 0 in una (r+l)-ade di una certa altra orbita,

rimuovendone un punto 0 aggiungendovi un punto del complemento.

E.g., se si considera una 7-ade  umbrale ! r1oonet dragramma
si ha la
S U
. _ 64, 6
Configurazione: \U/ ,a signiticare che

7
| %U
Tg 8
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i) vi ¢ un punto di U7 rimuovendo il quale si ottiene un'esade
speciale 86’ mentre la rimozione di uno qualsiasi degli altri
punti produce un'esade umbrale U6; ii) in Q\U7v i sono 15
punti ciascuno dei quali, aggiunto a U7,dr51 un'ottade umbrale
wg e 2 punti che danno invece un’'ottade trasversale T8'

Una descrizione alternativa, in termini di “vettori di
frequenza”, della partizione di ZQ in orbite di M‘24 (e delle

analoghe partizioni per i gruppi M23e MZZ)’ ¢ data da Kramer,

Magliveras. Mesner (1981):

Sta T unorbita di M24 su 2 , e sia Xe2 , di cardinalita
r.Ilyettoned i {requedibaX rispetto a T & il vettore SX,F:(CO’el’
...,er), ove . = H{ye T [ X0 Y] = i}], 0 < i < r. Si noti
che: i) se A& ¢ l'orbita di M24 che contiene X,per ogni X'e &
si  ha SX T QX' 7 ii) per la  transitivita  di M24 su ,
Ti.e; = [X]«A , ove A ¢ il numero degli elementi di I contenenti
un assegnato punto di © , e cio implica che, se |X| # X',
ex, T # exr. 1 - In forza di i) e 1ii), se a orbite distinte
di sottoinsiemi della stessa cardinalita corrispondono vettori

Q
di frequenza distinti, le orbite di M24 su 2 sono completamente
caratterizzate dai loro vettori di frequenza. Cid accade sc?
si sceglie come orbita di riferimento T I'orbita costituita

dalle 759 ottadi di S(5,8,24): ¢ allora possibile, con metodi
esclusivamente computazionali, dare una rappresentazione diagramma-
ticadelle orbite di Mz4‘ssu 2Q (iiomorfa a quella di Conway),
indicinta dai vettori di frequenza. Dopo di cio, & possibile

stabilire una procedura per determinare, a partire dai vettori
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di frequenza di M24, la partizione di 2 av{=} in orbite di
(M242n ~ Mys, e la partizione di 29\{00,0}"] orbite di (M“)m’on_,M22
assumendo come orbita di riferimento per M23, I'orbita costituita
dai 253 blocchi della contrazione di S(5,8,24) in ®» , e come
orbita di riferimento per My, quella costituita dai blocchi
del sistema precedente che non contengono 0. (In particolare,
Kramer, Magliveras. Mesner (1981) tabulano un elenco completo

di rappresentanti delle orbite di M (M

24 24)00 ) (M24)m,0

su2f | 8=l =0 rispettivamente.)

L'informazione cosi raccolta sulle orbite di M, (1=24,23,22)
¢ utilizzata in Kramer, Magliveras, Mesner (1981) per determinare
tutte le possibili quaterne di parametri t,m,n,) , con
1< t< m < n/2, per le quali esiste un t-(n,m,%) disegno che
ammette M; come gruppo di automorfismi. Un t-disegno (Y ,B)
¢ perdo da intendersi qui in un’accezione piy vasta, rispetto
alla definizione datane in §3, poiché B ¢ in generale una
famiglia di sottoinsiemi (di cardinalita m) estratti da Y
(i.e. vi possono essere blocchi ripetuti). Un t-disegno secondo
la definizione di §3 si dice, in questo contesto, semolice.
Adottando  metodi introdotti da Kramer,Mesner (1976). Kramer,
Magliveras. Mesner (1981) determinano molti nuovi t-disegni,
e in particolare dei t-disegni non-semplici fino a t=I11. E.g.:
I'unione di 6 copie di {SJ{Z }, una copia di {le}, e 6 copie
di {U12 }, ¢ la famiglia dei blocchi di un 11-(24,12,6) disegno

non-semplice, che ha M,, come gruppo di automorfismi.

(Cogliamo qui l'occasione di segnalare che recentemente S.S.

Magliveras ¢ D.W. Leavitt hanno provato che esistono o-disegni
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semplici non banali. Essi hanno considerato il gruppo PrL(Z,ZS),
4-omogeneo sulla retta projettiva PG(1,25), e hanno prodotto
sei 6-(33,8,36) disegni semplici, non banali, a due a due
non isomorfi (Magliveras. Leavitt (1982)). Successivamente,
Kramer, Leavitt, Magliveras (1984) hanno anche prodotto due
6-(20,9,12) disegni semplici non isomorfi, aventi come gruppo
di automorfismi il gruppo 3-omogeneo PSL(2;19) (essendo 20=19+1
il minimo valore di v=qg+l per il quale PSL(2,q) ammetta 6-di-

segni semplici) .)

ADDENDA:

1) Un congegno combinatorio che svolge per M12 un ruolo

analogo a quello del MOG per M ideato da J.H.Conway e

24
R.T.Curtis, ¢ descritto in Curtis (1982). Il congegno si
chiama “Kitten”, e puo essere utilizzato  per determinare
1'esade d i S(5.6,12) che contiene 5 punti assegnati, per

produrre elementi di M12’ e per descrivere alcuni sottogruppi
massimali. Il MOG e i suoi wusi sono ulteriormente indagati
in Conway (1982). Vi si descrive anche il cosiddetto MINIMOG
(tabella 4 x 3 derivabile dal Kitten). Al MOG e al MINIMOG
sono  rispettivamente associati un codice di lunghezza 6 su
GF(4) (1 '“esacodice”, atto a  condurre calcoli nel codice
binario esteso di Golay), e un codice di lunghezza 4 su GF(3)
(il “tetracodice”, atto a condurre calcoli nel codice ternario

esteso di Golay).

2) Una nuova costruzione combinatoria di S(5,8,24), basata

su una soggiacente “geometria affine”, @& presentata in Kadir,
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Key (1984). Punto di partenza ¢ la configurazione che si
ottiene da PG(2,4) sopprimendo un punto e le rette ad esso
incidenti: tale configurazione ¢ un 1-(20,5,4) disegnho, duale
del piano affine AG(2,4). Sfruttando "a priori” le proprieta

note di e S(5,8,24), ¢ possibile associare in modo univoco

M24
a un arbitrario piano affine duale Al, altri tre piani duali
Ay),Az,A,,in modo che sull’'insieme @ costituito dai 20 punti
di A1 e dai 4 “nuovi’ punti A (1<i<4), si formi in modo
naturale un sistema S(5,8,24). La costruzione permette poi

un’analisi parziale di M“.
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§7. 1 GSOITOGRUPPI  MASSIMALI DEI GRUPPI DI MATH EU

La determinazione dei sottogruppi massimal i  dei gruppi
di Mathieu si deve essenzialmente alla scuola di D. Livingsto-
ne. 1 sottogruppi massimali di M24 sono stati determinati
da Choi (1967). 1 sottogruppi massimali degli altri gruppi
di Mathieu possono ricavarsi allora, considerandoli come  sottogrup-
pi di Moy

Il primo decisivo contributo alla descrizione dei sottogruppi
massimali di M24si deve, ancora una volta, a Todd. Come si
g accennato in §6, Todd (1966) elenca 8 classi di coniugio

di  sottogruppi massimali d i M“. Di queste classi, 7 sono
descritte in modo naturale mediante la geometria di S(5,8,24);
la classe rimanente ¢ costituita da sottogruppi isomorfi a
PSL(2,23), con l'azione‘naturale su § = PG(1,23). (Un'interpretazio
ne geometrica di PSL(2,23), mediante una risoluzione di S(5,8,24),
¢ stata pero data da Kraner. Magliveras. Mesner (1980); cfr.
§6,5)). Sfugge all’analisi di Todd una sola classe di sottogruppi

massimali, isomorfi a PSL(2,7), la vcui locazione in M e,

24
come si vedra, piu riposta.

In Choi (1972A,1972B) le 9 classi di sottogruppi massimali
di M24 sono determinate utilizzando una meticolosa analisi

delle orbite di nella sua azione sui sottoinsiemi di

M4
@. Choi (1972A) descrive gli stabilizzanti in M,, dei sottoinsiemi
di @ , e determina i sottogruppi di Moy che sono massimali
fra i sottogruppi intransitivi: vi sono 9 classi di tali sottogrup-

pi, 4 delle quali danno sottogruppi massimali di M Choi

24"
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(19728) completa la descrizione dei sottogruppi massimal i
transitivi  su o : Vi sono una classe di sottogruppi primitivi,

e 4 classi di sottogruppi imprimitivi su gq.

1) Sottogruppi massimali intransitivi su @:

La laboriosa analisi di Choi risulta drasticamente semplificata
se si osserva che ogni sottoinsieme X di o di cardinalita
r (r-ade ), 0 appartiene al sottospazio C di 29 generato dalle
ottadi di S(5.8.24) (cfr.§6),oppure econgruo modulo C a
un'unica l-ade ( monade ), 0 a un’unica 2-ade ( ddiade ), 0 a
un'unica 3-ade (triade ), 0 alle 4 tetradi di un unico sestetto
(Conway (1971)). (Cio ¢ conseguenza del fatto «che, se ad
un sottoinsieme X di 9 , con |X| > 5, si somma un‘ottade di

C contenente 5 punti di X, si ottiene un sottoinsieme di cardinali-

ta minore di |X|, congruo a X modulo C.)

Dall’'osservazione precedente segue subito, infatti, che

un  sottogruppo intransitivo di M g contenuto in uno dei

2
seguenti sottogruppi: 4
i) lo stabilizzante di una monade;
ii) lo stabilizzante di una diade;
iii) lo stabilizzante di una triade;
iv) lo stabilizzante di un sestetto (cfr. 3));

v) lo stabilizzante di un’ottade di (;

vi) lo stabilizzante di una dodecade di C (cfr. 3)).

Se ne deduce che vi sono esattamente 4 classi di sottogruppi
massimali di M24, intransitivi su @ , isomorfi rispettivamente

a:



254 L. Di Martino

a) M23, lo stabilizzante di una monade;

b) Aut(My,) = [M,,]C,. lo stabilizzante di una diade;
c) PIL(3,4) =[M21]83’ lo stabilizzante di una triade;
d) AGL(4,2):H01(E4), lo stabilizzante di un’ottade.

Riguardo a d): Sia H lo stabilizzante di un’'ottade 0 in
My, 1l sottogruppo K di M,,, costituito dagli elementi che
fissano i punti di 0, ¢ abeliano elementare di ordine 24,
e opera come un gruppo regolare su QN0 (Witt (1938A)). La
transitivita di M24 sulle ottadi di S(5,8,24) implica allora
che H induce su O il gruppo alterno Ag, e H = [K]- Ag. D'altra
parte, sia yeQ\0. H, = Ag opera per coniugio come un gruppo
di automorfismi su K N\ < 1 > e in modo equivalente opera su
@N(0U{y}):i n entrambe le azioni, HY opera come il gruppo
generale lineare GL(4,2).1In particolare, si ‘conclude che
H opera su % N0 come il gruppo affine AGL(4,2),ed & quindi
isomorfo all’olomorfo di un gruppo abeliano elementare E ,
(Si noti anche l'isomorfismo “eccezionale” Ag ~ GL(4,2).) 24
(Da d) segue in particolare che un 2-sottogruppo di Sylow
d i M,,¢ isomorfo a un L-sottogruppo di Sylow di GL(5,2).
Una ricognizione diretta consente allora di riconoscere che
un  2-sottogruppo di  Sylow di M24 cont iene esattamente  due
sottogruppi abeliani elementari di  ordine 26, che saranno
qui ¢ nel seguito denotati con E e E' ’ aventi rispettivamente
su @ 3 orbite di lunghezza 8 (Ie260ttad216 di un trio) e 6 orbite

di lunghezza 4 (le tetradi di un sestetto)).
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2) Sottogruppi massimali primitivi su o :

Moy contiene una sola classe di sottogruppi propri, primitivi
su @ (che pertanto sono massimali in M,,). Tali sottogruppi

sono isomorfi a PSL(2,23),esono coniugati al sottogruppo

1

¢Xx =+ X+tl,x + - X~ © (mod23)> con l'azione naturale su §= PG(1,23).

Sono dunque sottogruppi 2-transitivi (e 3-omogenei) su Q.

3) Sottogruppi massimali imprimitivi su ©:

Vi sono 4 classi di sottogruppi massimali di My imprimitivi
su @ , con blocchi dimprimitivita di lunghezza 12,8,4,3.
Esse sono rispettivamente rappresentate dai seguenti sottogruppi:

a) Gl' Lo stabifizzante in M24 di un dug {a,0'} di dodecadi com-

plementari. (M,,), = (Myy)y, 2 My & G = NM‘Z(AEM“)A) ¢ isomorfo

ad Aut(M;,) = [Mlz]c2 (Witt (1938A), cfr.§3; Todd (1966)).
Il sistema d’'imprimitivita ¢ il duo, il gruppo indotto ha
ordine 2, e il nucleo d'imprimitivita é(M“)A ~ M12'

b) Gy, Lo stabilizzante di uUN taio di ottadi mutuamente
disgiunte: G, = NM24(E2 o) T [E26](PSL(3.2) X S3). Il sistema
di  imprimitivita ¢ il trio, e il gruppo indotto sul trio &

S;. 11 nucleo d'imprimitivita ¢ estensione spezzata fedele
di E26 mediante PSL(3,2).

(Riguardo a G,: Si osservi che le tetradi di un sestetto danno

luogo a 15 trii. Poiché vi sono 1771 sestetti o 3795 trii,

e 1771-15= 3795-7,si deduce che ogni trio possiede esattamente

7 “raffinamenti” in sestetti distinti. E = 0,([E JPSL(3,2))
26 27726

¢ il sottogruppo costituito dagli elementi di G2 che fissano

ciascuna ottade del trio e ciascuno dei 7 sestetti che raffinano
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il trio. PSL(3,2) ¢ il gruppo indotto da G sui 7 sestetti

2
(modulo C, i sestetti formano un sottospazio 3-dimensionale

di 2%/c,i.e. un piano projettivo di ordine 2, sul quale PSL(3,2)

opera in modo naturale). Infine, s3 fissa i raffinamenti,
permutando le ottadi del trio.)

) G, lostabilizzante.d i mmeMatI(GfNMm(Ez'ﬁ):([E'Zélcj)-sﬁ.
Il sistema d'imprimitivita ¢ il sestetto, e il gruppo indotto
da G3 sulle tetradi del sestetto ¢ Sc. Il nucleo d'imprimitivita
di G3 ¢ estensione spezzata fedele di E'2 mediante il gruppo

ciclico Cse (Eé6 contiene 18 involuzioni 6di tipo 212, le cui
trasposizioni si distribuiscono a coppie sulle tetradi del
sestetto, e 45 = ((2’)»3 involuzioni di tipo 1828, ciascuna
delle quali fissa i punti di due tetradi del sestetto. C3
¢ generato da un elemento di tipo 1636, che fissa esattamente

un punto in ogni tetrade.)
d) G, ~ PSL(2,7) ( ~ PSL(3.2)).

Questa classe di  sottogruppi massimali  sfugge. come si
¢ detto, a Todd (1966). La sua esistenza fu suggerita da D.Living-
stone, e confermata da R.List, che produsse generatori espliciti

per un PSL(2,7) massimale in M24 (cfr. Choi (1972B), e List(1977)).

Precisamente: esistono in M24 un'involuzione x di tipo 212,
e un elemento y di ordine 3 e tipo 38, per i quali o(xy) =7
€ <x,¥ > ~PSL(2,7) ¢ massimale in M“. <X,y > ha un sistema
d'imprimitivita su o , costituito da 8 blocchi di lunghezza

3, con nucleo d'imprimitivita banale:
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Un sottogruppo massimale isomorfo a PSL(2,7) ha una locazione
piuttosto anomala in M24. Esso ¢ descritto da Conway (1971)
come il centralizzante in M24della permutazione s=(12,13,14)
(21,7,8)(17,1,20)(2,19,15)(6,3,11)(00,5,10)(16,0,9)(4,22,8)6524\1\4242
gli 8 3-cicli di s formano un sistema d'imprimitivita per
PSL(2,7), che opera su di essi come sui punti di PG(1,7) (donde
il nome di '"octern group”. i.e. stabilizzante d.i otto terne,
dato a G4). Questa caratterizzazione & pero estrinseca alla
geometria di S$(5,8,24). Non molto pid soddisfacente ¢ Curtis
(1976), che descrive 1'"octern group” come lo stabilizzante
in M,, del sottospazio 4-dimensionale di ¢, costituito da
® e dalle dodecadi che sono unione di terne. Finalmente Chawathe
(1978) offre una spiegazione “intrinseca” dell’'esistenza di
PSL(2.7) massimali, fondata su una delicata analisi di proprieta
riposte di S(5,8,24), gia parzialmente osservate da Todd (1966).

La descrizione di Chawdthe g, per sommi capi, la seguente:

I sottoinsiemi di @ di cardinalita 6 (esadi) si suddividono
in due orbite per l'azione di M“: una costituita dalle. esadi
speciali, l'altra dalle esadi umbrali (cfr.§6). Sia E un'esade
umbrale. Ciascun punto a; © E (1 < i < 6) determina tre punti
€Ny Gy tali che (E\{ai})U{el,ni,ci} sia un'ottade di S(5,8,24):
si ottiene in tal modo un sestetto {( oK Ei’ni' cl.)}, 1<i <6
Vi sono 64 esadi umbrali che danno luogo allo stesso sestetto,
e esattamente 18 di queste sono disgiunte da E. Up insieme
di 4 esadi umbrali mutuamente disgiunte si dice quantetto: le 18 esa
di disgiunte da E si possono suddividere in un unico modo.

in 6 terne, in modo che ciascuna di esse, insieme con E, dia
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luogo a un quantetto (Todd (1966)). Una partizione di Qin
8 terne si dira un ottetto se i) l'unione di due terne ¢ un'esade
umbrale; ii) le 28 esadi cosi ottenute si possono disporre
in 7 quartetti. M, opera sugli ottetti suddividendoli in
due orbite aventi rispettivamente lunghezza 20.3.5.11 .23 ¢
27.3%.5.11.23. Lo stabilizzante di un ottetto (i.e. il sottogruppo
di M24 costituito dagli elementi che permutano le terne dell’'ot-
tetto) nella prima orbita, ¢ il normalizzante in M24 di un
elemento di ordine 3 e tipo 38; nella seconda orbita & un
sottogruppo massimale, isomorfo a PSL(2,7). E.g.,un ottetto
della seconda orbita, ove si consideri il sistema S(5,8,24)
prodotto da Carmichael (1931) e usato da Todd (1966), ¢ il
seguente :  {0,1,14}, {=,21,17}, {4,9,16 }, {3,11,22}, {8,5,19},

{2,20,18}, {10,7,13}, {6,12,15}; lo stabilizzante dell'ottetto

¢ il gruppo «<x,y> , ove x = (0,8)(1,5)(3,9)(4,22)(6,18)(7,21)
(10, «)(11,16))(12,20)(13,17)(14,19)(2,15), e y = (8,5,19)
(15,10,2)(9,16,4)(22,00,0)(1,11,21)(18,6,13)(3,17,14)(20,12,7).

L'ottetto ¢, come si vede, un sistema d'imprimitivitd per
<X,¥y> ~ PSL(2,7). 1 7 quartetti cui [I'ottetto da luogo hanno
poi la proprieta seguente: due quartetti distinti determinano,
per differenza simmetrica delle loro esadi, le esadi di un
unico terzo quartetto. 1 7 quartetti sono pertanto interpretabili
come i punti di un piano projettivo di ordine 2, e <x,y> opera

in modo naturale come PSL(3.2) su tale piano projettivo.

Una descrizione dei sottogruppi massimali di M,, ¢ contenuta

in Conway (1971). In particolare, Conway i) determina i sottogruppi
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massimali intransitivi su @ ; ii) descrive i sottogruppi massimali
(con l'eccezione di PSL(2,23) e PSL(2,7))come stabilizzanti
di una configurazione su o (una monade e il suo complemento,
una diade e il suo complemento, una triade e il suo complemento,
un’ottade e il suo complemento, un duo. un trio, un sestetto) ;
iii) analizza il grado di transitivita di ciascun gruppo nella
‘sua azione simultanea sui singoli elementi della configurazione.
L’approccio di Conway consente tuttavia un’analisi solo parziale
del caso imprimitivo.

Anche List (1977) riprende la questione della determinazione

dei sottogruppi massimali di M e presenta una versione molto

24
pid concisa di quella di Choi (1972A,1972B), basata sull'uso
di metodi piu sofisticati di teoria dei gruppi, atti a trattare
il caso imprimitivo. In particolare, List prova che un sottogruppo
massimale di M24 ¢ necessariamente non-risolubile, e pud quindi
limitare Il'analisi ai sottogruppi imprimitivi non-risolubili.
Curtis (1976) descrive invece esplicitamente i nove tipi
di sottogruppi massimali di M,,, facendo uso delle tecniche
combinatorie associate al MOG. Curtis (1977) prova poi che
la lista di gruppi ottenuta & completa. La dimostrazione e

relativamente concisa, e combina l'uso del MOG con l'analisi
2

dell'azione di M24 su 2 e con tecniche di teoria dei gruppi
di permutazioni. Citiamo in particolare il seguente risultato,
che semplifica lo studio dei  sottogruppi imprimitivi: Sia

H un sottogruppo transitivo di M con un sistema di blocchi

24
di lunghezza 1,2,3,4, o0 6. Se il gruppo indotto da H ¢ primitivo

sui blocchi, ¢ addirittura 2-transitivo sui blocchi.
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Ci sembra utile, per esemplificare le tecniche MOG, riprendere
qui con qualche variante alcune delle argomentazioni di Curtis
(1976), volte a descrivere sottogruppi massimali di M“.
Si considerino ad esempio:

i) Lo stabilizzante di un'ottade O.

L'azione di M,, sugli insiemi ordinati del tipo {al,o?,...,

24

a6] a7} , considerati in §6,3), mostra che M“etransitivo
sulle ottadi e H- = (M24) [0 induce un gruppo sottilmente
o-transitivo su 0, i.e. il gruppo alterno Ag. Il nucleo dell’azio-

4

ne di H su 0 ¢ dunque un sottogruppo K di ordine 27, e non

¢ difficile, scegliendo 0 = Al, esibire nel rettangolo A1+/\2 +/\3 15
1828

involuzioni di tipo appartenenti a K. Si conclude che

K ¢ abeliano elementare, e H = E fﬁ A8'
ii) fo stabilizzante di un duo {4, &'}

Sia E = {0‘1""’ 0t6} un'esade speciale contenuta in A ,
esia 0 = lo,,.... a(),y,s} 1'ottade contenente E: allora A=0+Q,
ove Q ¢ una delle 16 ottadi che intersecano O in {y, §}. Scegliendo
ad es. 0 = /\1, e y== ,8 = 14, ¢ facile determinare mediante
il MOG le 16 ottadi che intersecano 0 in {y» &}> ie. le 16
dodecadi che contengono E, e riconoscere che il nucleo K dello

stabilizzante di 0 opera transitivamente su di esse. Poiché

My, ¢ transitivo sulle esadi speciali (cfr.§6,3)), si conclude
che M24 ¢ transitivo sulle dodecadi.

In modo simile si prova che lo stabilizzante della dodecade
A ¢ S-transitivo sui punti di A . Siano infatti 81,...,85

5 punti di A, 0’ 1'ottade che li contiene, E'= {g,...,8.,8¢c0’
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1'esade speciale da essi determinata in A: allora ¢ A=0'+Q"',
ed esiste in M,, un elemento g tale che sia ( Bi)gz a;, 1<i<6.
Si ha dunque: A g =(0'+Q")8(0")8+(Q')8=0+(Q")8, con o0n(Q')8-
{y + 8} . ed esiste keK tale che sia Agk = Ok+(Q')gk=O+Q=A

— 0 X _
Ora, x = gke(MZ4)[A],e (Bi) = Oti, c.v.d.

(M24)[A] ¢ il gruppo di Mathieu Mlz: la transitivita di M24
sulle dodecadi implica che a) [M;,|= |M,,[/2576 = 12+ 11+ 10-9-8,
i.e. My, ¢ sottilmente 5-transitivo sui punti di A iob) My,
ha indice 2 nella stabilizzante del duo {A,A"'}.

Sia ora A = K- 86 il sottogruppo dello stabilizzante di
0, costituito dagli elementi che fissano la coppia {y.8}

Il sottogruppo di A, cost ituito dagli elementi che fissano
Q, ¢ isomorfo a 86, e opera simultaneamente su Q-{y,s} e

su Q ~{y, 81 Tuttavia le due azioni non sono equivalenti:
infatti, in caso contrario, esisterebbe in M24 un elemento
y # 1 che fissa 8 pufti di A , ie. gli 8 punti di un’ottade
umbrale; ma allora y *fisserebbe i. punti di un insieme del
tipo {ul, PEEE a6| a7}, assurdo. Si sono dunque ottenute le
due azioni di S¢> scambiate fra loro da un automorfismo esterno,
gia considerate da Witt (1938A)(cfr.§3). Infine, poiché A[Q] 186
ha due orbite di lunghezza ‘6 su A , ¢ un’orbita di lunghezza
2 s A si riconosce che le azioni di MlZ su A ¢ A sono
inequivalent i .

iii) Lo stabilizzante di un trio.

Lo stabilizzante H = E vA8di un'ottade O contiene un
24
elemento di ordine 15 etipo 3.5.1-15, che fissa un punto

Y eQ2 ~ 0, e permuta transitivamente i punti di o~ (0 U{y}).
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Tale elemento opera percido sulle 30 ottadi disgiunte da O,

suddividendole in due orbite, una costituita dalle 15 ottadi
che contengono y , l'altra dalle rimanenti. Si conclude che
H ¢ transitivo sui 15 trii che contengono 0, e quindi Moy
¢ transitivo sui 3795 trii. Si scelga allora il trio costituito
dai mattoni Al, Az, /‘3' Si ha subito che i1 7 raffinamenti di
gquesto trio sono i sestetti individuati dalle tetradi dello
spazio P, introdotto in §6,3);ed ¢ possibile, mediante il

MOG, produrre tre permutazioni (una di tipo 193, due di tipo
1828) che operano sui sestetti e generano un gruppo isomorfo
a PSL(2,7). Poiché i sestetti danno luogo a un sottospazio
3-dimensionale di 2 /C, si conclude che il gruppo indotto
sui sestetti dallo stabilizzante del trio & PSL(3,2) ~ PSL(2,7).
Le considerazioni precedenti conducono alla struttura [E 6] (PSL(3.2)x85)
per lo stabilizzante del trio (S;essendo ilzgruppo delle

permutazioni di /\1,/\2,/\3 che fissano i sestetti).

iv) La stabifizzante di un sestetta.

My, & transitivo sui 1771 sestetti: pertanto lo stabiliz-

20

2

zante di un sestetto ha ordine +3-6!, Si scelga il sestetto

costituito dalle colonne del rettangolo A +A_+A_ . Per provare

1 2 3

che il gruppo indotto sulle tetradi ¢ l'intero Sﬁ, basta osservare
che a) la permutazione (3,15)(20,18)(16,10)(7,2)(22,19)(1,9)
(12,6)(21,5), suggerita dal MOG, opera come una trasposizione sulle
tetradi; b ) il sottogruppo di M,, costituito dagli elementi
che fissano 1 punt1 di una tetrade, ¢ transitivo sui punti

rimanenti, e quindi lo stabilizzante di un sestetto ¢ L-transitivo
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sulle tetradi;c) in forza di a) e b), lo stabilizzante di
un sestetto contiene tutte le trasposizioni sulle tetradi.
Dopo di cio, si possono rappresentare esplicitamente nel rettangolo
A1+ /\2+ A; tutte le involuzioni che fissano i punti di Al e
preservano le altre 4 tetradi del sestetto: sono 45 involuzioni
a due a due permutabili, che per ragioni d'ordine generano
un sottogruppo di ordine 26 . Si ¢ cosi condotti alla struttura

. . ;
generato dalla permutazione (0,3,15)(8,20,18)(4,16,10)(13,7,2)(1,12,
21)(9,5,6)).

([E" ]CS)'S() dello stabilizzante di un sestetto (ove ' C
26

Come si ¢ detto all'inizio del paragraf o, i sottogruppi
massimali degli altri gruppi di Mathieu possono essere determinati
e descritti in modo suggestivo, considerandoli come sottogruppi
d i M24. Noi ci limiteremo qui ad elencare brevemente, per
ciascun gruppo, le classi di sottogruppi massimali, indicandone
dove ¢ significativa la provenienza dai corrispondenti sottogruppi

di Moy

M i) l'unica classe di sottogruppi massimali transitivi

23°
¢ costituita dai  normalizzanti dei 23-sottogruppi di
Sylow, isomorfi al gruppo affine < x =+ x+1, X > 2x>
di ordine 23-11.

ii) Vi sono 6 classi di sottogruppi intransitivi. rispettivamen
te isomorfi ai gruppi seguenti:
a) My,, lo stabilizzante di un punto;

b) [M lo stabilizzante di una coppia;

211C20
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¢) [E24]A7 (1 ‘unica  estensione spezzata fedele di
E 4 mediante A7, sottogruppo di AGL(4,2))
2

d) A8 ~ GL(4,2)

(c) e d) provengono entrambi dallo stabilizzante di un’
ottade i n M,,,e hanno due orbite di lunghezza 7 ¢ 16,

8 e 15 rispettivamente);

e) M con due orbite di lunghezza 11 e 12 (dallo stabi-

11°
lizzante di un duo in M24);

f) [5‘24’_ (C3 x A;)C,, con un'orbita di lunghezza 3,e 5 bloc
chi d'imprimitivita sui punti rimanenti (dallo stabi-

lizzante di un sestetto in M24).

MZZ: i) Non contiene sottogruppi propri transitivi.
ii) Ha 8 classi di sottogruppi massimali, rispettivamente iso-

morfi ai gruppi seguenti:

a)me1 = PSL(3.4), lo stabilizzante di un punto;

b) [ASL(2.4)]C2, lo stabilizzante di una coppia di punti,
con un’orbita di lunghezza 2 e 5 blocchi d'imprimitivi
ta sui punti rimanenti (si puo riguardare come esten-
sione Spezzata fedele di E', mediante SS’ proveniente
dallo stabilizzante di unzsestetto 1n M24);

c) [E24]A6(I’unica estensione spezzata fedele di E me-
diante A()’ sottogruppo di AGL(4,2))

d) A, (vi sono due classi di A, scambiate fra loro da un

7
automorfrsmo esterno di M,,)

e) AGL(3,2) ~ Hol(Ezs), lo stabilizzante di un vettore non
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12°

nullo di V(4,2)in GL(4,2).

(I sottogruppi in c),d),e) provengono dallo stabiliz-
zante di un'ottade O in M, , quando si fissino
rispettivamente due punti di O, un punto di 0 e
uno di N0, e due punti di 2 \N0. Hanno orbite
di lunghezza 6 e 16, 7 e 15 8 e 14 rispettiva-

mente) ;

f) PSL(2,11), con due orbite di lunghezza 11,

g)

M con due orbite di lunghezza 10 e 12, e due

10’

blocchi d'imprimitivitd di lunghezza 6 sulla seconda

orbita.
(I sottogruppi in f) e 9) provengono dallo stabi-
lizzante di un duo  {A,A'} in M,,, quando si fissino

un punto di 4 eunodi A', e due punti di A , ri-

spettivamente).

Conviene  rappresentare My, come lo stabilizzante

della dodecade A nel duo {a,a'}. Vi sono 11 classi

di sottogruppi massimali in M,

i) Vi ¢ una classe di sottogruppi isomorfi a PSL(2,11),

a-transitivi sia su a che s, A
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ii) a) Fissando un punto di A(A') si ottiene una classe di
sottogruppi isomorfi a Mll’ 3-transitivi su A (A).
b) Fissando (come insieme) una coppia di punti di A(A")
si ottiene una classe di sottogruppi isomorfi a Aut (S¢)
(= MIO‘CZ), con due orbite di lunghezza 2 e 10 su
A(A'), e un sistema di due blocchi d'imprimitivita
di lunghezza 6 su A'(A).
¢) Fissando (come insieme) una terna di punti di A(A ")
si ottiene una classe di sottogruppi isomorfi a Hol(E )
(= M *S ), con due orbite di lunghezza 3 e 9 su A (a! )
e un sistema di 4 blocchi d'imprimitivita di lunghezza
3su A'(p).
Le due classi che si ottengono in ciascuno dei punti
a),b),c) sono scambiate fra loro da un automorfismo
12° realizzato da un’involuzione di M24 che
scambia fra loro A e &',

esterno di M

d) Fissando (come insieme) una quaterna di punti di A /)
si ottiene la classe dei centralizzanti di un’involu-
zione centrale in Mg, isomorfi all’olomorfo del grup-
po dei quaternioni Q8 (= MB'S4)' L'azione su A e A !
¢ la stessa, con due orbite di lunghezza 4 e 8.

iii) Vi sono infine 3 classi di sottogruppi imprimitivi, con

la stessa azione su A e A, isomorfi ai gruppi seguenti:

a) C, x S;. E'la classe deicentralizzanti di una involu-
zione non-centrale in M, con due naturali sistemi
d’ imprimit ivita: uno costituito da 6 blocchi di lunghez

za 2, l'altro da 2 blocchi di lunghezza 6.
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b) A4 X S3, con due naturali sistemi d’'imprimitivita: uno
costituito da 4 blocchi di lunghezza 3, l'altro da 3
blocchi di lunghezza 4.

c) [524] (E23- 83) y il normalizzante di un sottogruppo abe-
liano elementare di ordine 24, normale in un 2-sotto-
gruppo di Sylow di M12’ con un sistema d'imprimitivita

costituito da 3 blocchi di lunghezza 4.

(Notiamo infine che M,, contiene, come ¢ chiaro, una seconda

12
classe di sottogruppi (non  massimal i)  isomorfi a PSL(2.11):
ciascuno di essi e contenuto in un unico sottogruppo di ciascuna
delle due classi di sottogruppi massimal i isomorfi a Mll'
Per entrambe le classi di PSL(2,11), ¢ NAut(Mlz)(PSL(Z’H)) ~

~ PGL(2,11), massimale in Aut(Mlz).)

Mgt Conviene rappresentare M;; come lo stabilizzante di un
punto ¢ e A nel gruppo(M24) NE Vi sono 5 classi di
sottogruppi massimali in Mll:

a) una classe di sottogruppi isomorfi a PSL(2,11), che si
ottengono fissando un punto S§'edA', e sono 2-transiti
Vi su AN {8} e AN {5} (cfr.f) in Mzze ii),
a) in Mlz):

b) una classe di sottogruppi isomorfi a MlO’ che si otten
gono da ii),b) in My, fissando un punto dleA NST (efr.
anche g) in Myy)s

¢) una classe di sottogruppi isomorfi all’estensione spez-

zata [E:SZ] Sylz(Mll) = Mg-CZ o4 HOl(Esl)’ che si ot-
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tengono da ii) ,c) in M, fissando un punto nell’'orbita di
lunghezza 3 su A

d) una classe di sottogruppi isomorfi L(2,3) = [Qg]S5 (= [M8]
S5, che si ottengono da ii),d)in M, fissando un punto
nell’orbita di lunghezza 4 su A: ¢ la classe dei centra-
lizzanti di un’involuzione in My

e) una classe di sottogruppi isomorfi a S; con la seguente
partizione in orbite di AU A" : 1+5+6|2+10 (da iii),a)
i n Mlz)‘

(In ci6 che precede si é omessa, per ragioni di brevita, una

descrizione diretta dei sottogruppi massimali di ciascun gruppo

M, (i=11,12,22,23), in funzione dei blocchi del corrispondente

sistema di Steiner. La si lascia per esercizio al lettore.)

Concludiamo questa sezione ricordando la "survey'" di Greenberg
(1973), di cui e parte fondamentale una descrizione minuziosa
di tutti i sottogruppi dei gruppi di Mathieu. I 5 gruppi di
Mathieu sono trattati separatamente, le dimostrazioni sono
omesse. Sfortunatamente la trattazione ¢ piuttosto ripetitiva
e laboriosa, e non esente da errori anche gravi, come l'asserzione

M11 ¢ M23 (gia presente in Garbe. Mennicke (1964)).

ADDENDUM:

PSL(2,7), considerato come  sottogruppo massimale di M,
¢ oggetto di ulteriori riflessioni in Collins (1984), In particola-

re, Collins prova che M24 contiene esattamente due classi di

54 “regolari” (i.e. generati da elementi a,b con o(a) = 2,
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o(b) = 3 e o(@b) = 4, e a,b,ab privi di punti fissi su 2), con
rappresentanti  §,S' in un fissato sottogruppo L ~ PSL(2,23);e che
si puo scegliere wun sottogruppo M ~ PSL(2,7) massimale in M24,
tale che sia L n M = S o S'. Su tali basi, Collins propone

una potenziale costruzione alternativa di Myy-
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§8. CARATTERIZZAZIONI GRUPPALI DEI GRUPPI DI MATHIEU

In questo paragrafo descriveremo varie caratterizzazioni
dei gruppi di Mathieu, considerati come gruppi semplici. Tutte,
al di 1a dell'interesse intrinseco, traggono motivazioni dal

vasto programma della classificazione dei gruppi semplici finiti.
Abbiamo scelto un punto di vista “storico”, anche se le caratteriz-
zazioni che menzioneremo possono a volte considerarsi, a posterio-
ri, casi particolari O corollari di caratterizzazioni meno
specifiche, aventi un piu ampio spettro d’azione. D’altra parte,
la dimostrazione di teoremi di classificazione molto generali
riposa ordinariamente proprio sull ‘'uso sistematico di un gran

numero di caratterizzazioni specifiche.

A) Centralizzanti di involuzioni

Queste caratterizzazioni si situano nel solco del “programma
di Brauer”. Se G ¢ un gruppo semplice di ordine pari, e z ¢
una involuzione di G, si ha |G| < (|CG(z)|2)! (Brauer,Fowler
(1955)): da cio segue che, se H ¢ wun gruppo finito, esiste
al pia un numero finito di gruppi semplici in cui il centralizzante
di una involuzione sia  isomorfo a H. Richard Brauer formulo
su tale base il progetto di caratterizzare gruppi semplici
mediante la struttura dei centralizzanti di involuzioni (cfr.
Brauer (1954)).

Teoremi di questo tipo hanno giocato un ruolo cruciale nella
caratterizzazione di gruppi semplici noti, nella scoperta di
nuovi gruppi sporadici, e nella strategia generale della classifica-

zione dei gruppi semplici (cfr. Collins, ed. (1980), Gorenstein
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(1982)). Il teorema di caratterizzazione di My (Brauer (1954))

1
riportato qui sotto, se ne pud considerare un capostipite.
Nel seguito, non si fara quasi cenno delle dimostrazioni, in
genere molto complesse, e tipicamente affidate a tecniche di
teoria delle rappresentazioni (in particolare di teoria modulare,
o “di Brauer”). di analisi locale, e di teoria della fusione.

Mll:

M| ha una sola classe di involuzioni, di tipo 1324_ 1
centralizzante di un’involuzione ¢ isomorfo a GL(2,3), estensione
spezzata di Qg mediante S;.

Nel 1954, al Congresso internazionale di Amsterdam, R. Brauer

annuncio il seguente:

TEOREMA (Brauer (1954)). Sia G un gruppo finito di ordine
pari, z un’involuzione di G, e si supponga che siaz i) G =
G'; 1i) Cy(z) ~ GL(2,9)5 C,(z) = Cq(x), per ogni xeZ(Cgy(z)) \{1}.
Se q:z -1(4), q # 1(3), e g # 3. allora ¢ . PSL(3,q); se q=3,
allora 6 ~ PSL(3,3) oppure G Mll'
Questo risultato ¢ corollario del pih generale:

TEOREMA (Brauer (1966)). Sia G wun gruppo finito di ordine
pari, e z un’' involuzione di C. Se G ¢ privo di sottogruppi
di indice 2, e Cy(z) ~ GL(2,q9)/Z4, cOn g = -1(4)e Z4 sottogruppo
centrale di ordine dispari d, allora: i) G ~ PGL(3,q), PSL(3,q),
o SL(3,q); i) G ~ PSL(3,q) x Cz, con g = I@). ¢ FIN )}
iii) g = 3 e G ~ Miq- (In particolare, se G ¢ semplice, G~PSL(3,q),
oppure G ~ Mll' )

(Le  precedenti caratterizzazioni possono considerarsi casi
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speciali del “teorema dell'involuzione classica”, che caratterizza
i gruppi di Chevalley in caratteristica dispari, e gioca un
ruolo cruciale nella determinazione dei gruppi semplici “of
component type”, e in special modo nella soluzione dei problemi
delle *“forme standard” (cfr. ad es. Seitz (1980)). Il gruppo
M11 ¢ I'unica eccezione sporadica che compare nel teorema sopraddet
to, che possiamo enunciare nella forma seguente:

TEOREMA (dell’involuzione classica, Aschbacher (21977A)).
Sia G un gruppo semplice, e z wun’involuzione di G. Se CG(z)
cont iene un  sottogruppo subnormale L isomorfO a SL(2,q), gq
dispari, e z € L, allora G ¢ un gruppo di Chevalley sul campo
GF(q) (con l'eccezione di PSL(2,q) e di 2Gz(q)) oppure G ¢
isomorfo a Mll' (Nel caso di un gruppo G di Chevalley, il sottogrup-

po L = <X ,X_ > generato da due sottogruppi radicali X X_ |

relativi a una coppia di radici lunghe fra loro opposte, ¢
isomorfo @ SL(2,q),e l'unica involuzione ;di L soddisfa le
condizioni del Teorema. L ¢ anzi normale in C,(z), salvo nel

caso ortogonale.))

Si noti che GL(Z,3) puo anche riguardarsi come estensione
non spezzata di C2 mediante 84. Held (1968A,1968B,1969A) ha

classificato i gruppi semplici con le seguenti proprieta: a)

il centro di un 2-sottogruppo di Sylow ¢ ciclico; b) il centraliz-

1

zante di un’ involuzione centrale ¢ estensione di un gruppo

abeliano elementare E N 4, mediante il gruppo simmetrico
) -

84. Sono i gruppi seguenti : A8,A9,A]0,

Se r=1, l'estensione ¢ non spezzata, e si ha il seguente:

PSL(3.3). M;.M .M.
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TEOREMA (Held (19688)). Sia G un gruppo semplice finito, z
un’involuzione centrale di G. Se: i) Z(SylZG) ¢ ciclico; ii)

CG(z) ¢ estensione di C2 mediante S,, allora G ~ PSL(3,3) oppure

4
G~ M.

Mlz:

M12 ha due classi di involuzioni: una classe di involuzioni
centrali, di tipo 1424. e una classe di involuzioni non-centrali,
di tipo 2°.

Il centralizzante di un’involuzione centrale in M12 ¢ isomorfo
all’lolomorfo del gruppo dei quaternioni Q8’ estensione spezzata
di Q8 mediante S,. Si ha il seguente teorema (che puo considerarsi
un corollario di Brauer. Fong (1966). cfr. la sezione B) di

questo  paragrafo):

TEOREMA (Wong W.J. (1964B)). Sia G un gruppo finito, z un’involu-
zione di G, e si supponga che: i) CG(z) sia isomorfo al centralizzan

te di un’ involuzione centrale di MIZ: ii) G contenga al piu

due classi di involuzioni. Allora G ¢ isomorfo a MlZ’ oppure
G ¢ estensione non spezzata di E mediante PSL(3,2). ( Tale
estensione & unica, a meno d’isomc??fismi, ed ¢ esplicitamente
rappresentata come un  gruppo di trasformazioni non-lineari
di V(4,2)).

Si noti che 1'olomorfo di Qg pud anche riguardarsi come
estenzione non spezzata di E mediante S,. In proposito, Held
(1968B) contiene il seguente:

TEOREMA.  Sia G un gruppo semplice finito, z un'involuzione
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centrale di G. Se i) Z(Sylzc)eciclico; ii) C,(z) e estensione
di E23 mediante 84, allora l'estensione é& spezzata, e G «~ A8’A9‘
oppure l'estensione non e spezzata e G ~ MlZ‘
(1l risultato dipende da Wong W.J. (19648) e Brauer. Fong (1966)).

11 centralizzante di un'involuzione non-centrale di M12

¢isomorfo asz SS.Si noti che S, - PGL(2,5) » PGL(2,4)

5
ove ¢ @& l'automorfismo di PGL(2,4) indotto dall’lautomorfismo
di Frobenius di GF#4). Thwaithes (1973) contiene (corollario

di un risultato pia generale) il seguente:

TEOREMA. Sia G un gruppo semplice finito, e z un’involuzione
di G. Se CG(z): <z> X PGL(2,4) <¢g>, allora G:Mlz.

Sussiste anche il seguente:

TEOREMA (Sitnikov (1974)). Sia G un gruppo semplice finito,
e z un’involuzione di G. Se CG(Z)= <z> X PGL(2,q), q dispari,
allora g = 5¢e G ~ Mig-
MZZ:

6

M,, ha una sola classe di involuzioni, di tipo 1828

11
centralizzante di un’involuzione ¢ estensione spezzata di E

mediante S,, ed ¢isomorfo al centralizzante di un’involuzione
di E24 nel sottogruppo  massimale [Ez4]A6 (stabilizzante di
un blocco del sistema S$(3,6,22). Anche nel gruppo alterno A,
il centralizzante di un’involuzione centrale ¢ estensione spezzata
di E mediante S,: le strutture delle due estensioni sono
pero 2czlliverse. (A10 ¢ caratterizzato dal centralizzante di un’involu-

zione centrale, cfr. Held (1969A)).
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Sussiste il seguente:

TEOREMA (Janko (1968A), Held (1968A,1969A)). Sia G un gruppo
semplice finito, e z un’'involuzione centrale di G. Se: i) Z(SylZG)
& ciclico; ii) CG(z) e estensione di E24 mediante 84, allora
I'estensione & spezzata, e G & isomorfo ad Ajp OPpure a My,

(Il risultato & provato, nell'ipotesi che Il'estensione E ,S,
sia spezzata, indipendentemente da Janko (1968A) e da Held (1969A).

Held (1968A) prova che [I'estensione ¢ necessariamente spezzata.)

MZS:

M4 ha wuna sola classe di involuzioni, di tipo 1728. |l
centralizzante di un’'involuzione ¢ estensione spezzata .di E
mediante GL(3,2), ed & isomorfo al centralizzante di un’involuzionzezz1
di E24 nel  sottogruppo massimale [E24]A7 (stabilizzante  di

un blocco del sistema $(4,7,23)). Inversamente, sussiste il
seguente :

TEOREMA (Janko (1968B)). Sia G un gruppo semplice finito,
e z una involuzione centrale di G. Se i)Z(SylZG)ecicIico;
ii) CG(z)é estensione di E mediante GL(3,2), allora [I'estensione

24

¢ spezzata, e G ¢ isomorfo a MZS'

Il risultato ¢ generalizzabile nel seguente:
TEOREMA (Dempwolff (1972)). Sia G un gruppo semplice finito,
e. z un’involuzione centrale di G. Se CG(z) ¢ estensione spezzata

di E mediante GL(n-1,2), allora n=2e G » As,oppure n=4

M24 ha due classi di involuzioni: una classe di involuzioni
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centrali. di tipo 1828, e una classe di involuzioni non-centrali.
di tipo 212,

1) Un’involuzione z di tipo e fissa i punti di un’ottade
0 del sistema S(5,8,24). Il centralizzante di z in M24 ¢ contenuto

nello stabilizzante di 0: pertanto, ¢ isomorfo al centralizzante
di un'involuzione di E in Hol (E ) ~ AGL(4,2) (cfr.§7),
ed & facile riconoscere chze4 & estensione24$pezzata di E mediante
Hol(E ) ~ AGL(3,2)( | e strutture, precedentemente2 c;lescritte,
dei czegntralizzanti di involuzioni in M23 e in M22 ne conseguono

immediatamente). Si osservi inoltre che il sottogruppo OZ(CM (z))=
24

6

(E 4]E 3 &un gruppo extraspecialezlJr con centro <z», € puod
27 2

anche riguardarsi come prodotto dei sottogruppi ElI = E24 e

By =«<z>x F entrambi normali in C, (z).
23’ 24

La stessa struttura di CM24(Z) ha anche il centralizzante
di una trasvezione nel gruppo projettivo PSL(5,2) (~ GL(5,2)).
E proprio nell'intento di caratterizzare i gruppi semplici
My, e PSL(5,2) mediante un tale centralizzante d’involuzione,
Held (1969B) fu condotto a scoprire un nuovo gruppo semplice,il
gruppo sporadico He di ordine 210.33, 8, %, 17, che ha due classi
di involuzioni, e nel quale appunto il centralizzante di un’involu-
zione centrale & isomorfo al centralizzante di un’involuzione

centrale di M24 e PSL(5,2).

Vari autori hanno contribuito a mettere in luce il legame

fra M,, e He. Il risultato seminale & in Held (1969B):

24

TEOREMA (Held (1969B),G.Higman,J.G.McKay) .Sia G un grupno semplice

finito, z un’involuzione di G. H il centralizzante di 2z in
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in G, Ho il centralizzante di un'invcluzione di E2 in HoI(E2 ).
4 4

Se H ~ H, si hanno tre possibilita per G: i) G ~ PSL(5,2);

ii) G ~ M24; iii) G ~ He.

146 _

Un cenno alla dimostrazione: Si considera OZ(H): 2,

= 5152, con E,,E, sottogruppi normali di H, abeliani elementari

di ordine 24. L'analisi della fusione delle involuzioni porta

a due possibilita per Ng(E;), 1i=1,2: o NgG(E;) = H, oppure
NG(Ei)/Ei:GL“’Z)' Se ne deducono tre possibilita per G: i)
se NG(E;)/E; ~ GL(4,2), i = 12 si ha 6 »~ PSL(5.2); ii) se
NG(E;)/E; ~ GL(4,2) e Ng(E)) = H, i#j=1,2, si ha G ~ My,
iii) se Ng(E;) = H, i = 1.2, si ha G~ He. Held (1969B) determina

ordine, classid i coniugio, centralizzanti degli elementi,
normalizzanti dei. sottogruppi di Sylow di G nel caso iii).

Esistenza e unicita di G sono state accertate da G.Higman
e J.McKay, con una costruzione esplicita che fa ricorso all'uso
di un computer. (Presentazioni per He sono state prodotte
da McKay (1974) e da Cannon,Havas (1974). 1 sottogruppi massimali
di He sono stati determinati da Butler (1981)).

Si puo fare una richiesta pidt debole su Cs(2z), espressa

dal seguente :

TEOREMA (Held,Schoenwaelder (1970)). Sia G un gruppo semplice
finito, e z un’involuzione centrale di G. Se CG(z)' ¢ estensione

1+6

di un gruppo extraspeciale 2 mediante GL(3,2), allora

6 ~ PSL(5,2), M24, He.

(Si prova che 0,¢C.(z)) = 210 o di tipo +,e che C;(2)/0,(C;(2))
opera in modo completamente riducibile sullo spazio 21%9,2.

Ne segue che l'estensione ¢ spezzata, e ci si riconduce a Held
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(1969B) .)

Il Teorema precedente ammette come conseguenza che PSL(S,Z),M“
e He sono i soli gruppi semplici contenenti un’involuzione
il cui centralizzante ¢ un gruppo perfetto, estensione di
21+6 mediante GL(3,2). Una variazione su questo tema & il
seguente risultato, la cui dimostrazione si riconduce in ultima

analisi a Held,Schoenwaelder (1970):

TEOREMA (Striko (1976)). Sia G un gruppo semplice finito,
z un’'involuzione di G, H = Cc(2. Se i) H & perfetto; ii)
H contiene un sottogruppo normale V = 21+6; i) Cy(v) c Vi

allora G ~ PSL(5,2), M, He.

Altra variazione ¢ la seguente:

TEOREMA (Schoenwaelder (19748)). Sia G un gruppo finito,
z un’involuzione di G, H = CG(z). Se H/OH) & isomorfo a Ho
(il centralizzante di un’involuzione di E24 in Hol (E24)),
allora G/O(G) e isomorfo a uno dei gruppi seguenti: Ho’H°l (E24),
PSL(S,Z).M24,He.

Ancora, Ademaj (1978) prova il seguente:

TEOREMA.  Sia G un gruppo semplice finito, z wun’involuzione
centrale di G, H = Cg(z). Se i) 0,(H) = 2120 i1) H/0,(H)
~ PSL(n,2);allora G '~ PSL(n+2,2),0ppure n=3e G ~ M24,He.
(Cfr. anche Dempwolff (1974)).

Una  drast ica generalizzazione dei risultati precedenti
f? stata ottenuta da U.Dempwolff e SKwong nell ‘ambito di

un’analisi generale dei gruppi finiti in cui il centralizzante

di un’involuzione cont iene  sottogruppi normali extraspeciali
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e abeliani (Dempwolff, Wong S.K. (1977.1978)). analisi connessa

al cosiddetto “problema extraspeciale”, di cui si faracenno

in §13,D)). Vale precisamente il seguente:

TEOREMA (Dempwolff.Wong S.K. (1978)). Sia G un gruppo semplice

finito, e z un’involuzione di G. Se F*(CG(z))éun gruppo

extraspeciale P = 21*2n  p > 3, si hanno due possibilita:

i) CG(z) opera in modo irriducibile sullo spazio P/ ¢z »; ii)

6 ~ PSL(n+2,2), oppure n=3e G ~ M,,, He.

Nelle ipotesi del Teorema precedente, & possibile precisare:
se n=3, allora G ~ PSL(5,2), PSU(5,2), M24,He,Sz (il gruppo
sporadico di Suzuki) (cfr. Smith S.D. (1979)).

Menzioniamo infine un risultato che coinvolge anche M23

e i gruppi di Janko ‘]2' J3. e dipende da Held, Schoenwaelder
(1970), oltre che da risultati di Janko:

TEOREMA (Beisiegel(1974)). Sia G un gruppo semplice finito,

e z un’involuzione centrale di G. Se i) Z(SylZG) gciclico;

. 7
ii) C,(z) . contiene un % L-sottogruppo normale V di ordine <2 ;
iii) CG(z)/VesempIice con 2-sottogruppi di Sylow diedrali;
allora G ~ My3.M;,,PSL(5,2), He,Jz,JS.
2) Si consideri un’involuzione t di tipo 212, contenuta

nello stabilizzante di un sestetto G; = ([FZ’(, 150 S¢ (cfr.§7).

Vi sono 31878 involuzioni di tipo 212 in M“, e poiché 03

permuta transitivamente le 18 involuzioni di tipo 212 contenute

24

in Ef%, segue che ]cM (1) = | CG (t)] . Cio implica che il
2 3
centralizzante di un’involuzione non-centrale t in M24 ¢ contenuto

nello stabilizzante di un sestetto, ed & estensione non spezzata
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di F2'6 (= OZ(CM24(t)) mediante S;.
Si ha il seguente:

TEOREMA (Stroth (1975A)). Sia G un gruppo semplice finito,
e zun'involuzione di G. Se CG(z) ¢ isomorfo al centralizzante

di un’'involuzione non-centrale di allora 6 ~ M

M24- 24

Stroth dimostra che Syl,G ~ Syl,M,,, e applica Schoenwaelder
(1974A) (cfr. la sezione B)). Il risultato & parte di un’analisi
pih ampia, motivata dal fatte che il centralizzante di un’involuzio
ne non-centrale nel gruppo di Suzuki Sz e estensione spezzata
di E 2 mediante PSL(3,4)-CZ, e quindi & “simile” al centralizzan-
te éi un’involuzione non-centrale in He, <che & estensione

non spezzata di E mediante PSL(3,4) - C,. Stroth (1975A, 1975B)

2

2
dimostra  essenzialmente che, nel caso i M), e d i PSL(5,2),
non si  possono invece presentare -altri grupp'i semplici con
centralizzanti “simili”. (D’altra parte, Sz ¢ pienamente caratteri2

zato mediante il centralizzante anzidetto da Reifart (1975).)
3) Si ha infine il seguente, complessivo:

TEOREMA (Held (1973), Deckers (1974)). Sia G un gruppo
semplice finito, e z un’involuzione di G. Se CG(z) g isomorfo
al centralizzante di una (qualsiasi) involuzione di He, allora

G ~ PSL(5,2), M,,,He.

24
(Poiché, in forza di Held (1969B), si puo supporre C;(z) ~ Che (t)s
con t involuzione non-centrale di He, il risultato & in effetti
una caratterizzazione di He mediante il centralizzante di
un’involuzione non-centrale. Tale caratterizzazione & ottenuta

da Deckers (1974) nell’ipotesi che sia |SylZG < 2 10, utilizzando
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Schoenwaelder (1974A); Held (1973) tratta il caso |Syl‘2G|>210,
escludendone la possibilita.)

Concludiamo questa sezione con qualche ulteriore osservazione:

a) Esaminando la struttura dei centralizzanti di involuzioni

nei gruppi di Mathieu. si riconosce che sono tutti ‘'core-
free” (i.e. per ogni involuzione z in M'i (i=11,12,22,23,24),
0(Cy (2)) = {1} ), e, con l'eccezione del centralizzante di
un’irﬁvoluzione non-centrale in MlZ' isomorfo a szss, sono
2-costretti.

Ricordiamo qui che i gruppi semplici finiti si suddividono,
alla luce del programma di classificazione di Gorenstein-

Aschbacher, in due classi: quella dei gruppi detti “of component-
type", e quella dei gruppi “Of noncomponent - type" (cfr. ad
es. Collins (1980), Gorenstein (1982)).  Appartengono alla
prima classe i gruppi semplici G nei quali esiste un’'involuzione
z, tale che C;(z)/0(C;(2z)) sia dotato di una componente, i.e.
di un sottogruppo subnormale quasisemplice. cio che equivale
ad asserire che CG(z) non e 2-costretto. Fra i gruppi di Mathieu,
M12 ¢ dunque 1 ‘unico “of component-type'" (e | a componente
S5 del centralizzante di un’involuzione non-centrale ¢ “standard”

nel senso di Aschbacher (1976A): cfr. la sezione E)).

b) 1 gruppi di Mathieu Mll'Mlz’M24 sono gruppi “di tipo
GF(2)".

Ricordiamo in proposito che un gruppo semplice finito G
si dice “di tipo Gf(2)" se contiene un’involuzione z, tale

che F*(C;(z)) sia un 2-gruppo privo di sottogruppi caratteristici
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abel iani  non-ciclici (un 2-gruppo cosiffatto si dice “di tipo
simplettico”. ed ¢ prodotto centrale di un gruppo extraspeciale
e di un gruppo ciclico, diedrale, quasidiedrale o quaternionale).
1 gruppi “di tipo GF(2)" sono stati classificati con il contributo
di vari autori (cfr. Aschbacher (1976B, 1977B), Smith S.D.
(1979,1980A,1980B), Timmesfeld (1978)). e sono essenzialmente
gruppi di Chevalley sul campo GF(2), salvo alcune eccezioni
di rango basso, e ben 16 gruppi sporadici. Il caso pia interessante
si presenta quando F*(CG(z)) ¢ extraspeciale (cio che accade

in particolare per i gruppi M e My,). Per cenni ulteriori

11°M12
su questo argomento, cfr. §13,D).

c) Per ragioni di completezza, conviene notare che:

i) Aut (M1z) contiene tre classi di involuzioni: oltre alle

due classi di involuzioni contenute in M vi ¢ una classe

12°
di involuzioni contenute in Aut (M;,) M12, con centralizzante

in M) isomorfo a C, x A; (a tale classe appartengono le involuzio-

ni del sottogruppo massimale PGL(2.11) non contenute in PSL(2,11)).

ii) Aut(M,,) contiene tre classi di involuzioni: oltre
alla classe di involuzioni di M)y vi sono due classi di involuzio-
ni contenute in Aut(Mzz) N\ M,y,, con centralizzanti rispettivamente

isomorfi all’olomorfo di E ;, e @ un’estensione spezzata di
Z

}324 mediante Hol(C;) (con [524,g] :EZA, 1#geC;).

d) Concludiamo questa sezione rammentando, senza entrare
in dettagli, che la classificazione dei gruppi semplici ha
anche richiesto “caratterizzazioni dispari”. Sussistono in

particolare dei teoremi di caratterizzazione mediante la struttura

dei centralizzanti di elementi di ordine 3, concernenti
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M), & M,, (cfr. 0'Nan (1976A), Durakov (1979)).

My2:M3

B) Struttura dei 2-sottogruppi di Sylow

Per ciascuno dei gruppi di Mathieu descriveremo la struttura
dei I-sottogruppi di Sylow, e i teoremi di caratterizzazione
corrispondenti. Non deve sorprendere che queste caratterizzazioni
siano intimamente legate, per i risultati e per 1le tecniche

impiegate, a quelle mediante i centralizzanti di involuzioni.

MH:

Un 2-sottogruppo di Sylow di MIl ¢ quasidiedrale di ordine
24, i.e. Syl M;; =< x,y|x8 = y2 = 1, y'lxy = 2 5. ldent ica
struttura ha un 2-sottogruppo di Sylow di PSL(3,3).

Si noti che Z(Sy12M11)= <x4 >, e CMll(x4) ~ GL(2,3) possiede
un  2-complemento ciclico di ordine 3. Wong W.J.(1964A) ha

provato il seguente:

TEOREMA. Sia ¢ wun gruppo semplice finito, e sia SylZG
_ a-1
<X’y|X2a = y2 = 1, ylxy = 327 e e - + 1, a> 3> . Allora
fé—l

e = -1 , cioé SylzGéquasidiedrale, e S e CG(x ) possiede

un 2-complemento abeliano, G ~ PSL(3,3) oppure ( ~ Mll'

Piu in generale, Wong W. J. (1964A) dimostra che, se G ¢
un gruppo finito con 2-sottogruppi di Sylow quasidiedrali,
e CG(Z(Sylzc)) possiede un  2-complemento  abeliano, allora
G/0(6) ~ Syl,G, GL(2,3),PSL(3,3),Mj;,0 H(q) (ove H(@ ¢
il sottogruppo di P I'L(2,q),q = pzm, p dispari, costituito

dalle  permutazioni sulla retta projettiva PG(1,q)=GF)u (=},
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cosi definite: x - (axY+b)/(ch +d), con y =1 0 i = pm

secondo che ad-bc sia 0 non sia un quadrato in GF(g)*. In
particolare, H@O) = M10 (cfr.§2)). Per analoghi risultati,
sotto ipotesi leggermente diverse, cfr. anche Mazurov (1966.1967).

(1 gruppi semplici finiti con 2-sottogruppi di Sylow quasidiedrali
sono stati completamente classificati in un famoso lavoro
d i Alperin, Brauer. CGorenstein (1970). Il Teorema precedente

si pud pertanto considerare un caso speciale del seguente:

TEOREMA (Al perin. Brauer. Gorenstein (1970)). Sia G un
gruppo semplice finito, con 2-sottogruppi di Sylow quasidiedrali.
e sia z un’'involuzione di G. Allora: i) CG(z):GL(Z,q)/Zd.
ove q = -1(4) e Zy & un sottogruppo centrale di GL(2,q) di
ordine dispari d. Segue da Brauer (1966) che G & isomorfo

a PSL(3,q) o a M i) C4(z) ~ GU(2,q9)/Z4, ove q = 1(4) e

1’
Zd ¢ un  sottogruppo centrale di GU(2,q) di ordine dispari

d, eGe isomorfo a PSU(3,q).)

M12‘
Il centralizzante di un’involuzione centrale in M12 ¢ isomorfo

all’olomorfo di Q,: pertanto, Syl,M;, e la naturale estensione

spezzata di Q8 mediante Dg. (L’'olomorfo di QB puo anche riguardarsi
1+4

come estensione spezzata di 08*08 =2,

mediante 33. Ne segue

che un 2-sottogruppo di Sylow di M ammette anche la presentazio-

12
ne: Syl,M;, = < x,y,z,t,UIX/1 =yt s 2t ot x, 2] = [x ,t] =
_ . 2 _ 2 _ 2 _ _ _ S—] -1
= [y,z]:[y,t_=1 , X0 o=yt o= 2% = t2 = [x,y] = [:z,t_],u Xus=x ,
u'lyu = xy'l.u'lzu =z ultu = 2715 Da questa si puo dedurre

anche la presentazione seguente: Sy12M12= <a,b,c,d|a4 = pt
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=t>.)

Hanno 2-sottogruppi di Sylow isomorfi a quelli di M;, anche
i gruppi semplici G,(a), per q=3,5(8), e Di(q) (= PR7(8,d)),
per g = 3, S(8), e il gruppo T = E23 GL(3,2), l'unica estensione
non spezzata di E mediante GL(3,2). Si noti che i gruppi
GZ(Q)e Di(q) conter%éono una sola classe di involuzioni, mentre

T cont iene, al pari di M due classi di involuzioni.

12°
Una prima parziale caratterizzazione, in  funzione della
struttura di Syl M, 5, si deve a Brauer,Fong (1966). M, contiene
un elemento s di ordine 8, autocentralizzante e coniugato a
53,55 e 57 (e pertanto autocentralizzante e coniugato a 33,

55 e .s7 in un 2-sottogruppo di Sylow di M1 Orbene, vale

il seguente :

TEOREMA  (Brauer,Fong (1966)). Sia G un gruppo finito di
ordine 20 +m, m dispari. Si supponga che G contenga un elemento
s di ordine 8, autocentralizzante in un I-sottogruppo di Sylow
S di G, e coniugato a s3, & s’ in S. Si hanno allora le seguenti
possibilitd : i) G ha un sottogruppo di indice 2; ii) G ha una
sola classe di involuzioni iii) G6/0(G) ~ T, oppure G/0(G)
« Pt
(La dimostrazione si basa essenzialmente su tecniche di

teoria modulare. In ultima analisi, M12 ¢ identificato mediante

I'ordine, in forza di Stanton (1951) (cfr. la sezione D)).

Segue in particolare dal Teorema precedente che, se G ¢

un gruppo semplice finito, con Syl,6 ~ Syl,M;,, & G ha pin



286 L. Di Martino

di una classe di involuzioni, allora G ¢ isomorfo a M Nel

12
caso in cui G contenga una sola classe di involuzioni, il risultato
definitivo si deve a Gorenstein,Harada (1971B). previa uso

essenziale di un risultato di Harris (1971). Si ha dunque il

seguente  complessivo:

TEOREMA (Harris  (1971) , Gorenstein. Harada (1971B)). Sia
Gun gruppo finito privo di sottogruppi di indice 2. con 6=G',

06G) = ZG) = 1 Se Syl,6 ~ SylZM allora G & isomorfo a

12°
uno dei gruppi seguenti: T;MlZ;GZ(q),q ES.S(B);Di(q),q =3,5(8).

Myz:Mp3:

M22 € M23 hanno 2-sottogruppi di Sylow isomorfi, di ordine

7

2. La struttura del centralizzante di un’involuzione mostra

8 (Per
una presentazione, cfr. Garbe, Mennicke (1964), 0 Gorenstein,
Harada (1971A).)

che Syle22 ¢ estensione spezzata di E24 mediante D

Hanno 2-sottogruppi di Sylow isomorfi a quelli di M e

22

M23 anche i gruppi seguenti: C,- A8 (il ricoprimento di A8);

2
PSL(4,q), per g =5(8); PSU(4,q), per q=3(8); e il gruppo sporadico

di McLaughlin Mc. (Mc e stato costruito da J.McLaughlin (cfr.Mc-

Laughlin (1969)) come estensione transitiva di rango 3 di PSU(4J3).
Mc ha una sola classe di involuzioni, i cui centralizzanti

sono isomorfi a CZ-AS, ed ¢ pienamente caratterizzato dalla

struttura di tali centralizzanti (cfr. Janko, Wong S.K.(1972))).

Si ha il seguente:

TEOREMA ( Phan 1969,1970,1971) Gorpnstein, Harada, (1971A), Mason

D.R. (1973)). Sia Gun gruppo semplice finito, e si supponga
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SylZG ~ SYIZMZZ' Allora G ¢ isomorfo a uno dei gruppi seguenti:

Myy3 Myss il gruppo di McLaughlin Mc; PSL(4,q), q= 5(8); PSU(4,q),
q=3(8).

M24 '

M ha 2-sottogruppi di Sylow di ordine 210, isomorfi ai

24
2-sottogruppi di Sylow di PSL(5,2) e di He. La struttura di

Syl M ¢ dettagliatamente descritta in Schoenwaelder (1974A)

24
(per una presentazione cfr. anche Garbe. Mennicke (1964)).

Si ha il seguente:

TEOREMA (Schoenwaelder (1974A,1974B)). Sia G un gruppo finito,

privo di sottogruppi di indice 2, e sia Syl,G ~ Syl,M,,. Allora

G/0(G) & isomorfo a wuno dei gruppi seguenti: G, = Hol(E )
24
Ho, il centralizzante di un’involuzione di E in GO; PSL(5,2);
24
M24;He.

(Le ipotesi su G implicano che, se H=C,(z), con z involuzione
centrale di G, allora H/O(H) ~ Ho' Il risultato segue pertanto
dal teorema di caratterizzazione di Schoenwaelder (1974B),

citato in A).)

H. Sandlobes e U,Schoenwaelder hanno poi completamente determinato
i gruppi finiti “core-free” con 2-sottogruppi di Sylow isomorfi

a quelli di M Si ha il seguente:

24"
TEOREMA (Sandlébes, Schoenwaelder (1979)). Sia G un gruppo

finito, con O(G) = 1. e si supponga Syl.,G =~ Syl,M Allora

2 24"
G ¢ isomorfo a uno dei 13 gruppi seguenti: G, I'olomorfo di
E 4 = <z,a,b,cn H0=CGO(z); H1=NHO(‘Z’67); Syl,M,,s lo stabilizzante

2

di un trio in M24; 4 sottogruppi dello stabilizzante di un
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trio, descritti esplicitamente mediante generatori; lo stabilizzante

di un sestetto in M PSL(5,2);He.

24° M4
(Un cenno alla dimostrazione: Se z ¢ un’involuzione centrale
di G, Cg(2)/0(Ci(z)) risulta isomorfo a H ,Hj, o Syl M,,.

Syl contiene due sottogruppi abeliani elementari di ordine

M4
26:x 6 e E'6 (cfr.§7). La dimostrazione si basa sull’analisi
della fusioni in G delle involuzioni di E NE': per ciascuna
delle  possibili  strutture di CG(Z)/O(CG(S)(S) 2?1 hanno  varie
possibilita di fusione, che portano alla determinazione dei

vari casi.)

Concludiamo questa sezione con alcune osservazioni:

a) [ Z-sottogruppi di Sylow dei gruppi di Mathieu hanno
in comune le seguenti proprieta: i) hanno centro di ordine
2; 1i) sono autonormalizzanti nei gruppi rispettivi.

b) Mg
rango 4, M

ha Z-rango 2, M;, ha Z-rango 3, M22 e M23 hanno 2-

24 ha Z-rango 6.

c) Ogni sezione di M;;.M;,.M),,M,- ha I-rango al pid 4.

(I gruppi semplici in cui ogni sezione ha 2-rangoal pih
4, o, equivalentemente, in cui ogni Z-sottogruppo ¢ generabile
da 4 elementi, sono stati classificati in un celebre, ponderoso
lavoro di Gorenstein. Harada (1974). In particolare, una tappa
cruciale nella dimostrazione del “Main Theorem” di Gorenstein,
i cui connotati

12°
sono pero troppo tecnici per essere qui riportati.)

Harada (1974), & una caratterizzazione di M

C) Altre caratterizzazioni Z-locali.
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Alcune caratterizzazioni dei gruppi di Mathieu in termini
di sottogruppi 2-locali sono state ottenute nel pid generale
contesto dello studio dei gruppi semplici contenenti 2-sottogruppi

autocentralizzanti di ordine piccolo:

Si consideri un gruppo semplice finito G. contenente un

. . . 4 .
2-sottogruppo abeliano elementare E di ordine 2 , autocentralizzante
in G. Allora NG(E)/E ¢ isomorfo a un sottogruppo di GL(4,2),
e i contributi di vari autori consentono di affermare che,
quando NG(E)/E ¢ non-risolubile, la struttura di G & nota (cfr.
il conciso rapporto di Stroth(1980)). In particolare, si hanno

i seguenti risultati:

1) TEOREMA. Se Ng(B)/E »~GL(4,2), allora G . M,,, PSL(5,2),

A; (i=16,17,18,19), Co,.

(Se l'estensione NG(E): E-GL(4,2) & non spezzata, G & isomorfo
al terzo gruppo di Conway Co3 (0'Nan,Solomon (1976)); se I'estensio-
ne & spezzata, si ottengono i gruppi rimanenti (Harada (1978),
e Harada.Yamaki (1979). sulla base di precedenti risultati

di Kierman (1975) e Yamaki (1975)).

2) TEOREMA. Se NG(E)/E ~ Hol(EZS), allora G ~ M24,He. (Stroth
(1977B)).

(In M,, e in He il centralizzante H di un’involuzione centrale

24
cont iene un sottogruppo  abeliano elementare E, tale che sia

H = N;(E) (Held (1969B); cfr. A): nel caso di M E e il sottogruppo

28
E2 =<z >x E 3). In particolare, NG (E)/E & isomorfo allo stabilizzan

2 AL
te di un vettore non nullo di V(4.2) in GL(4,2), i,e. all’olomorfo

di E_ .
23)
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3) TEOREMA. Se NG (EVE = AS' SS’AG’A7’A5 X C:S 0 (Agx C3)C2,
allora ogni- sezione di G ha Z-rango al piu 4 (Harada (1975A)).

(La struttura di G ¢ determinata, in forza di Gorenstein,
Harada (1974). Compaiono qui i gruppi M22'M23’ che contengono
come sottogruppi massimali le estensioni spezzate [524]A6, [E24]A7,
soddisfacenti le ipotesi richieste. In particolare, se Ni(E)/E

~ A7, sihaG ~ M23, Mc, Ly (il gruppo di Lyons).)

I teoremi precedenti coprono, di fatto, tutti i sottogruppi
non-risolubili d i GL(4,2), eccetto PSL(2.7) e S,. Anche in
questi ultimi due casi, G & noto (cfr. Stroth (1977A) e Stroth
(1977C)).

Nel caso, infine, in cui NG(E)/E sia risolubile, si hanno
risultati definitivi quando OZ(NG(E)/E) = 1: allora, ogni sezione

di G ha L-rango al pia 4 (cfr. Stroth (1977A), Stroth (1980)).
D) Caratterizzazioni mediante l'ordine

Come conseguenza della classificazione dei gruppi semplici

finiti, ¢ possibile enunciare il seguente:

TEOREMA. Un gruppo semplice finito ¢ caratterizzato, nella
classe dei gruppi semplici finiti, dal ‘suo ordine, se si eccettuano
le coincidenze: 1) |PSp(2n,q)| = [PQ (2n+l,q) |, per n > 3 e
g dispari; 2) |PSL(3,4)]| = |A8|.

(Le coincidenze sono classicamente note (cfr. Dickson (1901).
Nell’ambito dei gruppi classici, il risultato. si deve a Artin

(1955); ¢ stato aggiornato alla classe di tutti i gruppi semplici

noti da D.N.Teague.)
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Per molti gruppi semplici, si hanno tuttavia caratterizzazioni
mediante 1 ‘ordine che prescindono dalla classificazione. In
particolare, i gruppi di Mathieu sono stati cosi caratterizzati

da Stanton. Parrott, e Bryce.

Stanton (1951) prova che, se G & un gruppo semplice, e |G|=|M24|.

G e M24 hanno la stessa tavola dei caratteri. Analogo risultato

per Mlzs i trova gia in Brauer (1943). D’altra parte, M24

M12 risultano determinati dalle loro tavole dei caratteri:

e

si conclude che M24 e MIZ sono unici del loro ordine.

1 metodi di Stanton sono braueriani, i.e. di teoria modulare
dei caratteri. In gran parte analoghi sono i metodi usati da
Parrott (1970) per M, € M22' Nel caso di Mll’
la struttura di un L-sottogruppo di Sylow: in virtu di Wong

Ww.J. (1964A) (cfr. B)) si conclude che M

I'ordine determina

¢ unico del suo

11
ordine. Nel caso di M,, si inferisce dall'ordine che il centralizzan
te di un’involuzione centrale ¢ estensione di E mediante
84: in virta di Held (1968A) si conclude che M22 é4 unico del
suo ordine.

Il caso di M23 ¢ trattato da Bryce (1971). I metodi sono
ancora braueriani, e consentono di determinare la struttura

del centralizzante di un’involuzione: M,, ¢ allora determinato

23
dal suo ordine, in virti di Janko (1968B).

E) 1 gruppi di Mathieu come sottogruppi standard

Nello studio dei gruppi semplici “of componont type', secondo
il programma di Gorenstein-Aschbacher, si & condotti (in virtu

di un fondamentale teorema di Aschbacher-Foote. e della natura
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induttiva del processo di classificazione) a dover determinare
i gruppi semplici che contengono una ‘“componente standard”
(nel senso che preciseremo fra poco) isomorfa a un gruppo quasisem-
plice noto (cfr. ad es. Collins (1980)). La soluzione definitiva
di questi cosiddetti “problemi delle forme standard” ¢ stata
una delle ultime tappe del processo di classificazione dei
gruppi semplici, e vi hanno contribuito numerosi autori (per
gquesti, e per un resoconto della strategia che & stata seguita,
cfr. ad es. Seitz (1980)).

In  questa sezione riportiamo concisamente, per ragioni di
completezza, i teoremi che si riferiscono a componenti standard
isomorfe  ai gruppi di Mathieu, benché non si tratti, come @&
chiaro, di risultati volti specificamente a caratterizzare

da un punto di vista gruppale i gruppi di Mathieu.

Ricordiamo innanzitutto la nozione di sottogruppo “strettamente
immerso”, introdotta da Aschbacher (1975): un sottogruppo K
di un gruppo finito G si dice strettamente {mmerso (tightly
embedded) in G. se |K| & pari e |K N kB| ¢ dispari per ogni
g € GNNg(K).

(Il concetto di sottogruppo strettamente immerso si & rivelato
estremamente efficace nella descrizione della struttura dei
gruppi semplici. Basti considerare il seguente risultato, intimamen-

te legato al teorema dell'involuzione classica (cfr.A)):

TEOREMA (Aschbacher (1977A)). Sia G un gruppo semplice finito,
e si supponga che G contenga un sottogruppo K, strettamente
immerso in G e con Z-sottogruppi di Sylow quaternionali. Allora

G ¢ wun gruppo di Chevalley su GF(q), q dispari, oppure G ¢
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isomorfo a M11 0 a MlZ')

Un sottogruppo A di un gruppo finito Gsi dice jstandard
se soddisfa le condizioni seguenti (Aschbacher (1975)): i)
A ¢ quasisemplice; 1ii) [A,Ag] § 1 per ogni geG; iii) K = CG(A)
e strettamente immerso in G;iv) Nu(K) = NG(A). (Segue dalla
definizione che A ¢ una componente del centralizzante di ogni

involuzione di K.)

Sia ora G un gruppo semplice “of component type”, i.e. si
supponga che G contenga un’'involuzione z, tale che CG(z)/O(CG(z))
abbia una componente A. Per abuso di linguaggio, si dird che
A ¢& una componente di G; se poi A & un sottogruppo standard
di G, si dird che & ¢ una componente standard di G. L'importanza
del concetto di  sottogruppo standard risiede nel fatto che:
1) se G & wun gruppo semplice “of component type'", allora G
cont iene una componente standard (salvo alcune note eccezioni,
fra i gruppi di Chevalley con rango (di Lie) basso) (In cio
consiste il “Component Theorem” di Aschbacher-Foote, dimostrato
sotto 1'ipotesi della wvalidita della cosiddetta B-congettura
di Thompson da Achbacher (1975). Foote (1976).)

2) Per ogni gruppo quasisemplice noto H, ¢ stato tecnicamente
possibile, sotto opportune ipotesi aggiuntive legate alla natura
induttiva del teorema generale di classificazione dei gruppi
semplici, determinare i gruppi finiti contenenti una componente

standard A, con A/Z(A) isomorfo a H.

A proposito di 2), la situazione generale che si presenta
¢ la seguente: Se G é& un gruppo finito, con O(G) = 1, A & un
sottogruppo standard di G, e L(G) ¢ il sottogruppo generato
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dalle componenti di G. si hanno tre possibilita: 1) A ¢ normale
in G; ii) L(G) = X x X%, ove X ~ A ¢ semplice, z ¢ un’involuzione.
e <z> = C5(A)s iii) A c L(G) e L(G) ¢ semplice.

Esaminando le configurazioni possibili, si & sovente condotti
a provare la non-esistenza di gruppi semplici contenenti una
componente standard di tipo assegnato. Cio accade, ad esempio,
nel caso dei grandi gruppi di Mathieu, per i quali si hanno

i risultati seguenti:

a) Sia G wun gruppo finito, con O(G) = 1. e sia A «~ M24 una
componente standard di G. Allora L(G) ~ M,,, oppure L(G) ~ M24xM24.
(Egawa (1981). J.Koch).

b) Sia G un gruppo finito, con O(G) = 1, e sia A ~ M23 una

G

componente standard di G. Allora <A”> = A, 0ppure<AG>,: AxA.

(Finkelstein (1976)).

c) Sia G un gruppo finito, con O(G) = 1, e sia A una componente

standard di G, con [Z(A)| dispari e AZA) My, . Allora A
esemplice, e <AS> - a. oppure <AG>1;A x A. (Finkelstein (1977A))
(c) risolve il caso A ~ M22 ed esclude il caso A ~ C3- Mzz.
Poiché il moltiplicatore di Schur di My, ¢ ciclico di ordine

12 (cfr. 511). si presentano anche i casi in cui [Z(A)| = 2,4,6,12.
Anche tali casi sono stati investigati, escludendo l'esistenza
di gruppi con una componente standard cosiffatta (da Harada,

e usando le tecniche di Finkelstein (1977B)).)

Nel caso di M11 e di M12’

d) Sia G un gruppo finito, con F*(G) semplice, e sia A «~ M11

si hanno i risultati seguenti:

una componente standard di G. Allora F*(G) ~ Mc (e G ~ Aut(Mc)).
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(cfr. Seitz (1980); non siamo stati in grado di individuare
una referenza  bibliografica  precisa. Si noti che Aut(Mc) =
[Mc]C,, e, se z & un’involuzione in Aut(Mc) N\ Mc. il centralizzante
di z in Mc ¢ un sottogruppo massimale di Mc, isomorfo a Mll‘)

e) Sia G un gruppo finito, con F*G) semplice, e sia A una
componente standard di G, con A/Z(A) ~ M12' Allora A & semplice,
e F*(G) ~_:C03,Sz (e G~ Cog, Aut(Sz)). (Finkelstein. Solomon
(1979))

(In  Co3 il centralizzante di wun’involuzione non-centrale
g isomorfo a C2 X M12'M12 ¢ standard in Coqs Co3 & stato caratteriz-
zato mediante la struttura del centralizzante sopraddetto da
Yoshida (1974) (cfr. §13).1In Aut(Sz) = [Sz]C, Vi ¢ una classe

di involuzioni, con centralizzanti isomorfi a Aut(Mlz),e M

12
standard in Aut (Sz) .)
F) A conclusione di questo paragrafo, menzioniamo alcuni
interessanti risultati in teoria di Galois:
Matzat (1979B) ha provato che M, @ il  gruppo di Galois

di un polinomio sul campo numerico Q(m). Pid precisamente,
Matzat ha dimostrato che esiste un’estensione di Galois del
campo Q(m)(t) con gruppo di Galois Mll; di qui, specializzando
t con opportuni elementi di Q( /-11), si ottengono delle estensioni
di Galois di Q( ¥-1T) con gruppo di Galois. MII. (Ad esempio,
posto 6=+ J-11, o = -33+120, B = -(1/3)(253+980), Y=-11(107+348),
il polinomio f(x)ﬁ(x2+u)4(x3+llx2+8x+y) - § ha gruppo di Galois
Moy se § = 1(mod(1/2)(3+6 )(6- 6)) .) Le tecniche usate da Matzat

(sviluppate in Matzat (1979A)) consentono anche di provare,
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tranne che nel caso di Mlle Moo che i gruppi di permutazioni
primitivi non-risolubili di grado minore di 16, sono gruppi
di Galois di polinomi sul campo razionale Q. Recentemente
Matzat ha anche dimostrato (in Matzat (1983)) che M

12é||

gruppo di Galois di un polinomio su Q( V/-5), e Aut(M ¢

)
il gruppo di Galois di un polinomio su Q. (Matzat (1983)12 esa-
mina pia in generale i gruppi semplici sporadici di ordine
<106, provando ad es. che J,(Aut(J,))¢ il gruppo di Galois
di- un polinomio su Q(/5)(Q). 1 risultati sono provati combinando
le tecniche di Matzat (1979A) con le informazioni contenute

nelle tavole dei caratteri dei gruppi in questione.)

Non ¢ noto se Mj, e My siano gruppi di Galois di polinomi
su Q. Nulla poi ci risulta sia stato ottenuto riguardo ai

grandi gruppi di Mathieu.
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§ 9. 1 GRUPPI DI MATHIEU COME GRUPPI DI PERMUTAZIONI ALTAMENTE
TRANSITIVI.

1) Si assuma la classificazione dei gruppi semplici finiti,
0 pid esattamente la conoscenza, che da quella deriva, di
tutti i gruppi 2-transitivi. Allora si puo enunciare il teorema
seguente, che caratterizza pienamente i gruppi di Mathieu

come gruppi multiplamente transitivi:

TEOREMA. Sia G un gruppo di permutazioni k-transitivo su
un insieme finito ¢, con k > 4. Si supponga G » AC: allora
k< 6. e si hanno le seguenti possibilita:

) k =4,|2 = 11. 6 = M

11
ii) k = 4, |0] = 23, ¢ = Mys
i) k =5,/ = 12, ¢ = M,
iv)k:5,|9|:24,G:M24.

In tutti i casi G ¢ un gruppo di permutazioni univocamente
determinato che opera in modo “naturale” su @ , salvo che
in iii): M;, ha infatti (cfr. §3.) due distinte rappresentazioni
di permutazione “naturali” come gruppo S-transitivo di grado

12.

Non sembra possibile, al momento attuale, ottenere il teorema
precedente prescindendo dall’'ispezione dell ‘elenco di tutti
i gruppi 2-transitivi. L'intenso sforzo di ricerca sviluppato
negli ultimi decenni si & perd concretizzato in numerosi risultati
parziali di grande interesse intrinseco (a volte con significativo
impatto sullo stesso progetto della classificazione dei gruppi

semplici). Rimandando alle “surveys di Shult (1981) e Cameron
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(1981) per Il'analisi generale dei gruppi Z-transitivi, in
questo paragrafo illustreremo solo i risultati pia strettamente

legati al contesto dei gruppi altamente transitivi.

Il primo risultato ¢ classico, e si deve a C.Jordan:

TEOREMA (Jordan (1872)). Sia G un gruppo di permutazioni

sottilmente k-transitivo su @, con k > 4. Allora: i ) k=4,
e G=S4,SS,A6,M11; ii) k=5, e G=SS,SG,A7,M12; iii) k < 6, e
G = Sk'sk+1’Ak+Z . (Im tutti i casi, G opera in modo naturale
su Q).

La dimostrazione conduce a una effettiva costruzione di

M11 e M;,. Si prova anzitutto che, se k=4e |2]> 7, necessariamente

e} = 11. M11 ¢ identificato mediante una sequenza di estensioni
transitive: se ¢ = GFIH) = {o0,1,...,10}, lo stabilizzante
di 3 punti di & , ad es. G0 9 10° ¢ necessariamente isomorfo

al gruppo dei quaternioni Qg Gg ;4 ¢ allora un gruppo di
Frobenius di ordine 9.8, e a meno di equivalenza si pud supporre

Gy 10 = <a,b,u,v>,0ve a= (1,3,2,6)(4,5,8,7), b = (1,4,2,8)(3,7,

6,5, u = (0,1,2)(3,4,5)(6,7,8), v = (0,3,6)(1,4,7)(2,5,8),
e GO 9.10 = <a,b >. Dopo di cio, aggiungendo la permutazione
X = (0,9)(3,4)(5,7)(6,8), univocamente determinata a meno

d’equivalenza, si ottiene G e infine si ottiene G aggiungendo

10°
a Glo = <a,b,u,v,x>la permutazione y = (0,10)(3,5)(4,8)(6,7),
anch’essa univocamente determinata a meno d’'equivalenza. Se
k=5, e || > 7, allora necessariamente | o =12, Se = GF(11)V {«},

G si ottiene aggiungendo aM,, = G, la permutazione z = (0,«)

11
(3,6)(4,5)(7,8). In particolare dunque, il procedimento porge
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generatoriesplicitiper M;, e M.

Come ¢ ben noto, i gruppi di permutazioni sottilmente 3-
transitivi  sono stati completamente determinati in un classico
teorema di Zassenhaus (1936) (cfr. anche Tits (1949), Huppert
(1962)): essi sono i) i gruppi projettivi PGL(2,q) nella loro
azione naturale su PG(1l,q);ii) i gruppi H(q) menzionati in §8.,B).
Gorenstein.Hughes (1961) hanno considerato gruppi Kk-transitivi,
con k > 3, in cui lo stabilizzante di k+I punti & I'identita.

Si ha in particolare il seguente:

TEOREMA. Sia (G k-transitivo su Q , ma non sottilmente k-
transitivo su & , con k > 3. Se per. ogni AcQ ,con |A]=k+1,
86, = 1, allora: i) k=3 e G=SS,A6,PFL(2,2p)(p primo), M s
ii) k=4 e G=Sé, Aze My,s iii) k > 5 e 6 = Ariss Skaz (tutti

i gruppi G nelle loro azioni usuali).

(Menzioniamo qui anche un risultato di Corbas (1965): Sia

G S-transitivo su 2 |, lo stabilizzante di 4 punti abbia ordine

< 2, e solo l'identita fissi 5 punti. Se esistono 4 punti

asBry,8 €q tali che sia 1 # Go,B P #
lal = 12, e G = M

G, 8, 1, allora

11‘)
Il teorema di Jordan (1872) ¢ stato generalizzato da M.Hall,

argomentando secondo le stesse linee:

TEOREMA (Hall (1954)). Sia G un gruppo di permutazioni.
4-transitivo su Q. Se lo stabilizzante in G di 4 punti di
§ ha ordine dispari, allora 6= 5‘,4,85,1\6,A./.,M11 (tutti nelle

loro azioni usuali).

Una generalizzazione del teorema di Jordan ¢ da considerarsi
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anche il seguente:

TEOREMA (Suzuki (1966)). Sia ¢ un gruppo di permutazioni
4-transitivo su e , e sia T cQ ,| I'|=2. Se GP contiene un
sottogruppo normale, regolare su @ \T, G=S4,SS,86,A6,M11.

Ne discende il:

COROLLARIO. Sia G (k+2)-transitivosu Q,con k > 2, e G ﬁg AQ.

Se lo stabilizzante di k punti cont iene un sottogruppo
normale, regolare sui punti rimanenti, allora k=2,3 e G=M11,M12.
(Per k=3, il risultato & provato anche da Nagao (1966)).

Il teorema di Hall (1954) ¢ servito a sua volta da punto
di partenza per vaste generalizzazioni, in direzioni diverse
ma sStrettamente collegate. Vi ha contribuito in massima misura
la scuola  giapponese, con risultati tanto pid pregevoli in
quanto  generalmente ottenuti applicando in modo ingegnoso

metodi elementari di teoria dei gruppi di permutazioni.

Nei seguenti punti’ 1) e 2). salvo avviso contrario, G ¢

un gruppo 4-transitivo su o, e H=GA, con Acq ,|A|=4.

1)  Notevoli risultati sono stati ottenuti  considerando

i 2-sottogruppi di Sylow di H. Se P=Syl.H, o= Fix {p}, NG (P)

2
opera su ¢ come un gruppo 4-transitivo (per il classico “lemma

di Jordan-Witt”, cfr. Witt (1938A)), soddisfacente alle ipotesi

di Hall (1954). Pertanto NG(P)opera su ¢come S,,Sc,Aq,A; My
nelle loro azioni naturali: in particolare |¢| = 4,5,6,7,11.
Naturalmente, il caso P=1¢ quello trattato da Hall (1954).

Oyama (1969,1970) ha provato che, se ¢ [=6,11, allora P=I
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e G=A/,M rispettivamente. Pertanto, se P#1,]|0¢|=4,5,7.

11°
Oyama (1973) ha poi provato che, se |¢ |=7, allora G=A7, oppure
G=Mys (e |P| @& rispettivamente 1 O 24). Restano cosi insoluti
i casi P # 1,| 6 = 4,5.

Si osservi che, posto I= Fix{H}, ¢ ovviamente 1 c¢ |,
e Ng(H) opera su I come un gruppo sottilmente 4-transitivo,

cioé come S,,5;,A,,M;; nelle loro azioni ‘naturali. Nagao (1965)

T T
ha provato che, se NG(H) _SS,AO,Mll,aIIora NG(H) = G. In
particolare. se G#SS, Ag:Myps LA ha cardinalita 4. Percib.
pia esattamente, restano insoluti i casi in c u i P#1,|L]|=4,
| &]=4,5.
Vari risultati presuppongono condizioni sulla  struttura

e/o sull’azione di P. Sia P#1:
a) se P g semiregolare su o \ ¢ , allora P ¢ regolare su

Qo , € G=S6,S7,A Ag My, ,Myq (Nagao,Oyama (1965), Oyama (1968)).

8779712
b) se P ¢ abeliano, allora P & regolare su a\¢,e G= 8.,5,,Ag,

Ag:Mye (Noda.Oyama (1969), Oyama (1971)).

c) se P ¢ transitivo su a2\¢ , allora G=S K S ko (k> 1)
2044 2745 -
A A k >2);M,,i M,, (Oyama (1974)).
Py toks (602 12 723 ( )
d) se Q ¢ pari e ¢ = Fix {Z(P)} , allora G=Sn, n > _6;
Ay NZ8en =0(4); Mo, (Oyama (1974)).
e) se ol & pari, e per ogni o e \ o, g = 1 oppure POt £l

¢ semiregolare su @ \ Fix {Pa}: allora G:S()’SB’AS'Alo’MlZ’M24

(Oyama (1974)).
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2) Altri  risultati sono legati a particolari condizioni
sull’ordine o sulla struttura di H, o sull’azione di H su § \a.
Un primo risultato, che pone restrizioni su |g]|, risale a Parker
(1959) : Se ¢ Ao, allora per ogni primo dispari che divide (H| si
ha |2] = 4(p+1), oppure’ [2] > 5p.
Oyama (1976) ha provato che, se 3 1 |H|, G = §4155:5¢:Ag.M 1My,
(Se |H|edispari, Hall (1954) implica G = §,,58;,A,,M;;; se
[Hl e pari, 6= S¢.M;,).
Yoshizawa (1977) ha poi provato che, se H ¢ un gruppo di Frobenius,
G = 5,,Ag,Mys.
Sempre  Yoshizawa (1978A), ispirandosi a tecniche di Oyama

(1976), ha dimostrato il seguente:

TEOREMA. Sia G 5-transitivo su @ , Tca, rl = 5. Se Gp
ha un 2-sottogruppo di Sylow normale # 1, allora G=S7,A9,M24.
(Un risultato piu debole era gia stato ottenuto da Noda (1967)
nell’lambito dello studio dei gruppi o-transitivi: cioe che,

se Geéo-transitivo su £, G = 87 0 Ag).

[Cogliamo qui l'occasione di ricordare, senza entrare in dettagli,
che sulla struttura dei gruppi o-transitivi (problema banalizzato
dal Teorema enunciato all'inizio di questo paragrafo) esiste

una letteratura abbastanza vasta, soprattutto di scuola giapponese.

La non-esistenza di gruppi 6-transitivi non banali ¢ stata
legata alla “congettura di Schreier”, secondo la quale, se
G ¢un gruppo semplice finito, AutG/InnG e risolubile (cio
che ¢ facilmente verificabile, sulla base della classificazione

dei gruppi semplici). Vale il seguente:
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TEOREMA (Wielandt (1960), Nagao (1966), Suzuki (1966), 0'Nan
(1975)). Se G ¢ un gruppo a.transitivo su § , e la congettura
di Schreier ¢ valida per i fattori di composizione dei sottogruppi

propri di G, G contiene AQ.

Si hanno inoltre numerosi risultati di natura parziale
sui gruppi o-transitivi, e pid in generale sui  gruppi 2p-,
(2p+1)-, 0 SP-transitivi. con p primo dispari: cfr. Noda (1967),
Bannai  (1973,1974,1975,1976A,1976B), Myanoto (1974). Yoshizawa
(1978B,1979A,1979B,1980). Si tratta, ad esempio, di risultati
legati al comportamento dello stabilizzante di 2p punti in
un gruppo 2p-transitivo, analoghi a quelli legati al comportamento
di H in un gruppo 4-transitivo. E a titolo esemplificativo
citiamo il

TEOREMA (Bannai (1976A). Se G & 2Zp-transitivo su @, con

p dispari, e se Gp, | I'| = 2p, é&un p'-gruppo, allora G gAQ.
(Myamto (1974) prova il risultato analogo per G 3p-transitivo
su o ).]

Si consideri ora l'azione di H su @\a . Se H ha un’orbita
di lunghezza 1 su o N~ A , allora, in virtd di Nagao (1965).
6 = Sg5,Aq,My;. Oyama (1978) ha provato che, se H ha un’orbita

di lunghezza 2 su o\ 3, G = Sg-

Conviene menzionare anche risultati di carattere pii generale
dimostrati da E.Bannai. Bannai (1972, 1975) ha provato che,
se G ¢ un gruppo k-transitivo suQ, G 5 Ag v e G, @ cQ,| Al=k)
ha wun'orbita di lunghezza m su @ \ 4 | allora k ¢ limitato da

una funzione dipendente solo da m. Piu precisamente, tenendo
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anche conto di Oyama (1978): se m < 2, allcra k < 6. in virtu
di Nagao (1965). del fatto che M,; non ammette due successive
estensioni transitive, e di Oyama (1978) (e in tal caso, se
k = 4, G = Mll; se k =5 G = Mlz)' Se m >'2, allora k < p 2
ove p & il piu  piccolo numero primo strettamente  maggiore

di m.

3) Seguendo Buekenhout (1972A), diremo che un gruppo di
permutazioni G su @ , di ordine pari, ¢ un (krr)-gruppo se
i)G¢é¢ k-transitivo su &, k > 1; ii) r & il massimo numero di
punti di € fissati da un’involuzione di G. (Si noti che
| @l = r(2), e che un’estensione transitiva di un (k.r)-gruppo

¢ un (k+1,r+1)-gruppo, e viceversa).

Si puo allora enunciare il teorema di Hall (1954) nel modo
seguente : se G ¢ un (4,r)-gruppo, con r < 3, G = S4‘SS‘A6'A7’
Mll' In questa ottica, una prima, fondamentale generalizzazione
si deve a Nagao (1968), il quale ha provato che, se G & wun
(4,r)-gruppo, con r <5, allora G = Si,(i=4,5,6,7);Ai, (i=6,7,8,
9); Mll;Mlz.(In particolare, se r=4,5 G ¢ 5-transitivo su
).

Oyama (1968.1974) ha generalizzato i risultati di Hall e Nagao

nel modo seguente:

TEOREMA. Sia (¢ un (4,r)-gruppo, e Sia Il un sottoinsieme
di Q0 di cardinalita r. Se G[H] = NG(GH) opera su I come il
gruppo Simmetrico O il gruppo alterno su n ,i.e. GH[H] EAE*
allora ¢ = S i > 4 A i > 6 Mi’ i=11,12,23,24 (nelle

rappresentazioni usuali).
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I _
: [n] =
a NG(Q) > AH, con Q = SylZGH , poiché G [HT GH-NG(Q)).

(Si noti che, nelle ipotesi del Teorema, G AH equivale

Hiramine (1977) ha esteso a sua volta il risultato di Oyama.
provando che, se G ¢ un (4,r)-gruppo, T & un sottoinsieme
di @ di cardinalita r, e G[H] opera su I come un gruppo 4-

transitivo “noto” (i.e. S_ ,A_, o un gruppo di Mathieu M

r r r’

r = 11,12,23,24), allora G ¢ un gruppo 4-transitivo “noto”.

In altra direzione, il teorema di Oyama ha trovato una
radicale generalizzazione in un risultato di Rowlinson (1977),
che indebolisce I'ipotesi di 4-transitivita fino a richiedere
solo la semplice transitivita, e classifica completamente

gli (l.r)-gruppi semplici con la proprieta NG(GH)HE AH

Per la loro importanza intrinseca, oltre che per meglio
intendere il risultato di Rowlinson. conviene fare qualche
cenno ai risultati acquisiti sui (k.r)-gruppi. Salvo che in
alcuni casi di particolare interesse, non daremo elenchi dei
(k,r)-gruppi per i valori studiati di k e r, rimandando per

questi ai lavori via via citati. Notiamo inoltre che la maggior

parte  dei risultati conseguiti  differiscono per un aspetto
sostanziale da quelli ottenuti dalla scuola giapponese nel
contesto dei gruppi  4-transitivi. poiché presuppongono in

genere profondi teoremi di caratterizzazione dei gruppi semplici
finiti, in funzione dell’'ordine e/o della struttura dei 2-

sottogruppi di  Sylow.

Gli (l.1)-gruppi (i.e. i gruppi transitivi in cui ogni

involuzione fissa esattamente un punto) sono stati determinati da
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Bender (1971), in un lavoro oggi celebre per I'impatto che il concet
to in esso formulato, quello di sottogruppo “fortemente immerso”

(“strongly embedded subgroup”) ha avuro sulla strategia della classi
ficazione dei gruppi semplici. Gli (I,1)-gruppi sono infatti precisa
mente i gruppi finiti G che contengono un sottogruppo fortemente im
merso. i.e. un sottogruppo proprio M, con |M|pari e IMnMgldispari
per ogni geG~M. Gli (I,I)-gruppi semplici, oggi noti come “gruppi

di Bender", sono i seguenti: PSL(2,2"); i gruppi di Suzuki Sz(22n+1).

Bender (1968) aveva precedentemente classificato i (2,0)-gruppi, men
tre i (2,2)-gruppi erano stati classificati da Hering (1968), e i
(2,3)-gruppi da King (1969).

Fondandosi sul risultato di Bender (1971), Buekenhout (1972A) ha
determinato tutti gli (1,3)-gruppi, € dopo di ci0 ne ha determinato

le estensioni transitive, i.e. i (2,4)-gruppi.

Pin precisamente: i (2,4)-gruppi sono stati classificati da Noda
(1971) , nel caso in cui 81|q|; Buekenhout (1972B) ha completato la
classificazione nel caso In cui 8%|2|. In particolare i (2,4)-grup-
pi semplici sono M;, nelle sue azioni usuali come gruppo S-transiti
vo di grado 12. M;; nella sua azione S-transitiva di grado 12,
PSU(3,3) nella sua azione sui 28 punti di un unital, e Ag nella sua
azione usuale.

Buekenhout (19728) ha anche provato che, se G ¢ un ki;k+2)-
gruppo con k > 3, allora G=S, , ;A . PI‘L(2,24) 0 un suo sotto-
gruppo di indice 2 (tutti nelle azioni suali).

Rowlinson (1972,1973) ha classificato i gruppi semplici contenenti

una sola Classe di involuzioni, che sono rappresentabili come

(1,r)-gruppi con 1 <r < 7 (in particolare, per r=2 gli argomenti
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usati sono Vvalidi anche nel caso vi sia pida di una classe
di involuzioni, e sono quindi determinati tutti g | i (1,2)
gruppi semplici). In una serie di lavori, Buekenhout e Rowlinson
hanno poi studiato g | i (1,4)-gruppi, centrando l'analisi sul
tipo delle involuzioni e sulla struttura dei  2-sottogruppi
di  Sylow (Rowl inson (1974). Buekenhout,  Rowl inson  (1974) ,
Buekenhout, Rowlinson (1976)). In particolare hanno determinato
gli (1,4)-gruppi semplici: se G & un gruppo semplice rappresentabi-
le come (1,4)-gruppo, ogni sezione di G ha L-rango < 4; inoltre
tSylzcl < 1] oppure ogni sezione di G ha 2-rango & 2. Allora
gli  (1,4)-gruppi semplici sono facilmente elencabili sulla
base di Gorenstein, Harada (1974). e del fatto che i gruppi
semplici con |Sy126|§ 2% sono noti (Beisiegel (1977). Stingl
(1976)).

Anche gli  (1.x-)-gruppi semplici con r=5,6,7 sono “noti”,
nel senso che sono da ricercarsi fra i gruppi semplici in
cui ogni sezione ha 2-rango < 4, oppure |Sy12(}| <29, oppure
contengono un sottogruppo fortemente immerso (cfr. Rowlinson
(1976)). In particolare, Hiramine (1978) ha provato che un
(1.5) -gruppo semplice cont iene una sola classe di involuzioni,
oppure ogni sua sezione ha 2-rango < 4 e |Sy12(}|<_ 28.' e usando
Rowlinson  (1972. 1973) ha dato un elenco completo degli (1,5)-
gruppi semplici. (Come conseguenza di questo risultato, e
dei risultati  precedenti sul  (2,r)-gruppi, r < 4, Hiraminr
¢ poi in grado di classificare i (2,5)-gruppi).

Possiamo ora enunciare il risultato di Rowlinson (1977)

che generalizza Oyama (1974):
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TEOREMA.  Sia G un (l,r)-gruppo semplice, con r > 5, e sia

T
11

I un sottoinsieme di 2 di cardinalita r. Se Gmg/\n,allora

G e uno dei gruppi seguenti:

1) My My Mo My, nelle loro azioni usuali (r=5,6,7,8);

ii) Ar+4;

iii) Jl, il primo gruppo di Janko, rappresentato sui laterali
del normalizzante di un I-sottogruppo di Sylow (r=5);

iv) Mc, il gruppo d i Mclaughl in, rappresentato sui laterali

del ricoprimento C -A7 (r=8).

2
(Rowlinson pud supporre r > 5, in forza dei risultati gia
noti sugli (I,r)-gruppi con r < 4))

Nelle ipotesi drl Teorema, ¢ ; ¢ strettamente immerso in
G. (Si ricordi (cfr. §8,E))che un sottogruppo proprio K di
un gruppo G si dice strettamente immerso in G, se |K| ¢ pari
e |[K n k8| ¢ dispari per ogni g e G \ Ng(K). Si tratta, quindi,

di una generalizzazione del concetto di sottogruppo fortemente

immerso). Rowlinson puo cosi applicare i fondamentali risultati
di Aschbacher (1975,1976A) sui grupp1 contcnent 1 sottogruppi
strettamente immersi, ¢ ottenere condizioni Z-locali su G

sufficienti a determinare G in forza di noti teoremi di classifica_

zione,
11) (Un problema di Mathieu). Si consideri il gruppo projettivo
PSL(2,p), p numero primo, nella sua azione naturale su & =

PG(1,p); e sia G un gruppo di permutazioni su , tale che
sia PSL(2,p) < G < A _. Il problema di determinare tutti i gruppi

G rosiffatt i fu proposto da Mathieu (1873). Gli rsrmpi noti
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non banali sono: i) PSL(2,7) <AGL(3,2) < Agi 11) PSL(Z,11)<My <A

i1i) PSL(2,23) < My, <Ay,

Neumann (1976) ha provato che, sep >7,(G ¢ necessariamente

12°

4-transitivo su 2 . (E Bhattacharya (1981) ha censito i gruppi

PSL(Z2,p), 7 < p < 113, provando che, eccetto per p=7,11,23

e eventualmente p=101, PSL(2,p) ¢ massimale in Apﬂ ). Naturalmente,

se si assume che tutti i gruppi 4-transitivi siano noti, il
risultato di Neumann comporta che, se p>7 ¢ PSI.(.’,;»)<(‘,<,\7,
3
= ‘2 = Z\
allora p=Il ¢ G MlZ‘ oppure p=23 e G 1124.
La massimalita di PSL(2,p)in qu,per p > 23, puo essere

anche dedotta come corollario della seguente famosa congettura
(la cui validita ¢ conseguenza della classificazione dei gruppi

I-transitivi):

Congettura: Sia G un gruppo di permutazioni non risolubile,
2-transitivo su un insieme Q , e contenente un ciclo di lunghezza
n = |m Se G 3 AQ, si hanno i casi seguenti:

i) n=11, e G=PSL(2,11); ii) n=11, e G=M, 5 iii) n=23, e
(}=I\123; iv) Q| = (qn—l)/(q-l), eGeé un gruppo di collinecazioni

di PG(n-1,q) contenente PSL(n,q).

(I'n i), PSL(2,11) opera su @ in una delle azioni 2-transitive,
corrispondentt alle due classi di sottogruppi coniugati isomorfi.

ad A.; in ii), 1iii), iv) G opera in modo “naturale” su 2

in particolare, in iv)Gopera sull’'insieme deipunti (o sull’'in-
sieme degli iperplani , sp n >2)di PG(n-1,q)).
1) Uno dei filoni fondamrnt al i drl 1 ' indagine dei gruppi

n

G, 2-transitivi su un insieme , consiste nell’analisi della
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struttura normale dello stabilizzante G, (aeq). (Cfr. Shult
(1981) per un’illuminante “survey”). In tale contesto si situano

le seguenti caratterizzazioni di M,, e M,,:

11 22
TEOREMA (Hiramine (1979A)) Sia G un gruppo di permutazioni

2-transitivo su un insieme { , con | @ pari, e si supponga
che G, contenga un sottogruppo normale isomorfo a PSL(2,q),
per qualche q dispari. Allora G ha un sottogruppo normale
regolare, oppure: i) Q = 6, g=5, e G=A¢, S¢; ii) |a |=12,
q=11, e G=M11 (nella sua azione 3-transitiva sui laterali
di PSL(2,11)).

TEOREMA (Hiramine (1979B)). Sia G un gruppo di permutazioni
2-transitivo su un insieme o , con | gq pari, e si supponga
che G, contenga un sottogruppo normale isomorf0 a PSL(3,2™),
per qualche n. Allora G ha un sottogruppo normale regolare.

oppure: |9|=22, n=2,e G=M Aut (M

220 © 220
1V) Menzioniamo, infine, una caratterizzazione permutazionale
di M

e M che appare di natura piuttosto tecnica, e Ssi

11 12°
riconduce alla determinazione della struttura dei 2-sottogruppi

di Sylow.

TEOREMA(Fomin (1979)). Sia G un gruppo semplice finito,
transitivo su un insieme ( . Si supponga che esista un sottoinsieme
A di ¢ , di cardinalita k > 2, per il quale sia GA § 1, e
che per ogni sottoinsieme I' di 2 di cardinalita k+l1sia
6r = 1. Se i) |Gy ¢pari: 1i) Ng(Gy)/Gp ~ S5 iii) GA ¢ contenuto
propriamente nello stabilizzante di certi k-l punti di g ;

iv) per ogni 1 c Fix {GA}, n| = k, si ha Gn = GA . allora
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k < 4, e G ¢ equivalente come gruppo di permutazioni su £

a uno dei gruppi seguenti:

a) PSL(2,q), g =1(4), nell’azione naturale su PG(1,q);

b) 'AS nella sua azione sulle coppie non ordinate (a,B)

(o#8 e {1,2,3,4,5});

c) PSL(2,11),in una delle 2 azioni 2-transitive di grado
11;

d) M nella sua azione naturale come gruppo 4-transitivo
di grado 11. o nella sua azione 3-transitiva di grado 12 (sui
laterali di PSL(2,11));

e) MlZ’i n una delle due rappresentazioni naturali di grado

12.

(Tutti i gruppi elencati soddisfano le ipotesi del Teorema.

In particolare, in d) k=3,4; in e) k=4).
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§10. GENERATORI E RELAZIONI

Generatori per i gruppi di Mathieu si ottengono sia nelle

costruzioni di tali gruppi come estensioni transitive (Witt
(1938A), cfr. §2.), che nelle loro caratterizzazioni come
gruppi multiplamente  transitivi (Jordan (1872), Hall (1959),
cfr. §9). Generatori ottenuti per tale wvia sono riportati

nella maggior parte dei libri di teoria dei gruppi (e.g. Hall

(1959). Scott (1964). Zappa (1970). Robinson (1982)). E’ possibile

derivarne presentazioni astratte dei gruppi di Mathieu, che
sono state  esplicitamente calcolate da Todd (1970). Queste
e altre presentazioni mediante generatori e relazioni, sono

il contenuto di questo paragrafo. Esse sono generalmente ottenute
usando il metodo di enumerazione dei laterali (di un sottogruppo
in un gruppo) di Todd-Coxeter (cfr. ad es, Coxeter, Moser

(1972), cap. 2).

Mllz

Sia @ = {0,1,...,10 - = GF(Il). Mathieu (1873) da i seguenti

generatori per M,,:

a

b

(0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10)
(4,5,3,9)(10,7,2,6)

o osserva che «a,b’- PSL(2,11), in una “non usuale” rappresenta-
zione di grado 11. (Questi generatori sono riprodotti in Carmi-

chael (1937)).

Fryer (1955) da generatori leggermente diversi: M“ =
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= (4,5,3,9)(10,8,6,2),b, = (1,4,5,9,3)(10,7,0,

<a,by,by>, con bl =
2,8). In effetti, a e bl bastano a generare MIIl, poiché b,=
azbiasb%lazb?r
Coxeter. Moser (1957), p.98, ne ricavano una presentazione
astratta per Mllz
M11 _ <X,Y,Z|X11 = ys = 24 = (x422]3 = (xyz)3 = 1,
vy = % Fyz =42
(Le relazioni sono soddisfatte per x=a, y=b,.z = hl’)
Moser (1959) da una presentazione un poco diversa:
My o= <x,y,z|x11 = yS = 4= (xz)z:S = (x‘ll)')3 = 1,
y-lxy = x4, z'lyz = y2>.
(Le relazioni sono soddisfatte per x=a, y=b2, z=b.)
Garbe.Mennicke (1964) danno una presentazione con 2 generato
ri:
=8 2
Ny, = <X’y|x11 : y4 ) (xyz)s - Ay 252 L,
Gy = x ety OS2y = Sy Ty .

(Le relazioni sono soddisfatte per x=a, y=b.)

Una prrsrnt az ione con 3 generatori ¢ 6 relazioni molto
semplici ¢ infine data da Coxeter, Moser (1972):
2
y

i - <x.y,z‘X11=,\'°:7«4:(X2))=1,,\"]M':XJ,I_ yz=
(Le relazioni sono soddisfatte per x=a, y=b,, z = (1,5,4,3).
2 ) ‘

Z o= < X,2 > e

eilsottogruppo <x,y,z°>=

isomorfo

(2,6,10,7),
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a PSL(2,11).)

MlZ:
Sia % = {0,1,...,10} U{x} = GF(11) U {=} = PG(1,11). Mathieu
(1873) da i seguenti generatori per M12 (riprodotti in Carmichael
(1937)):
a,b,c = (0,*)(1,10)(2,5)(3,7)(4,8)(6,9).

Tali generatori si possono rappresentare come trasformazioni

razionali su @ nella forma seguente:

a i X »x +1i b xas 4x2-3x"3 ¢ oxa -x L.

2 ) s :
<a,b”,c»> e M11 nella sua rappresentazione J3-transitiva di

grado 12. (Altri generatori per tale M11 sono dati, ad es.,

in Hall (1980); cfr. §5). <a,c > & PSL(2,11) nella sua azio-

ne naturale su PG(1,11): M;, si ottiene dunque aggiungendo
a PSL(2,11) la permutazione b,

Essenzialmente la stessa generazione si ha in de Séguier

(1904): ad <a,c> si aggiunge la permutazione bl'

Moser (1959) ricava da a,b,c una presentazione astratta

per MlZ:

M <x,y.z,t|x11 = y5 = z4 =t - (xzz f = (x‘lzy)3 = (tx)3

12 °©

tx22‘1x4t = x 122x323,4,:5

(Le relazioni sono soddisfatte per x=a, y=b2=b2a2b2a6b232.
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z=b,t=c.)

Garbe,Mennicke (1964) danno wun’altra presentazione:

Mg = axayazlx eyt et s o s MERTYH s (lay)d -
=00’ = 1ty 3 =l 52y = (xdy ey L
(x_lyxzy)2 = zyz. (xyzx'd)2 = x2y22y> :

(Le relazioni sono soddisfatte per x=a, y=b, z=c.)

Le due presentazioni precedenti sono dedotte da presentazioni

corrispondenti di Mll' Leech (1969) da invece un’elegante
presentazione di Migs indipendente da M. e ricavata avendo
in mente Xx = a, y=(»,0)(1,10)(3,9)(5,8):

M), =<yt =yt = a® = = Oy = (*nt0

= (Ayx7Zydy =1,

Si osservi che <x,y>= <x,xy > implica che M12 ¢ generato
da un’involuzione e da un elemento di ordine 3. Cid e del

resto gia provato in Whitelaw (1966): considerando MlZ come

gruppo  degli automorfismi della configurazione di Coxeter
in PG(5,3), Vi si danno i seguenti generatori per Mlz:f =
= (0,6)(1,7)(2,8)(3,9)(4,10)(5,«), g = (0,6,1)(3,7,)(4,8,9).

Leech nota che, al contrario, M11 non pud essere  generato

da un’involuzione e un elemento di ordine 3.

Anche Conway (1971) da una nitida presentazione di M

12°
Si considerano 1le trasformazioni a : x + x + 1; b2 DX 54X
c X = -x'L_ Esse generano PSL(2.11) su Q= PG(1,11),e danno
luogo alla presentazione: PSL(2,11) = <x,y,zixll=y 5_33=~,'1xyx'3=
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2
= (yz) = (XZ)3 = 1 >. Si ottiene Ml7 aggiungendo  ad u,bz,c

la permutazione d = (1,9)(2,6)(4,5)(7,8).a,b,,c,dsoddisfano

27
le relazioni della presentazione:

M12 _ <x,y,z,t{x11 = y5 = 22 = t2 :Y_lxyj(3 = (xz)J :

(Xt)3 = ()’Z)Z (Yt)z = (tZ)’)2 =1 >.

(Si noti che <X,Y»Z > g <X,y,t> sono rnt ramb i isomorfi a
PSL(2,11), ma sono distinti in Mlz:<x,y,z>é massimale,
<X,Y,t> ¢ contenuto in M),) o= Mll.Cfr.§7.)

Eliminando y mediante la relazione (‘czy)2 = 1 (equivalente

a (zt)2 = yz). si ha la presentazione piu semplice:

Mlz = <x,z,t|x11 = 22 = t2 = (xz)3 = (xt)3 = (Zt)lo =
(Zt)‘zx(zt)zx2 =1>.

Todd (1970) da una presentazione di M12* derivata dalla

costruzione di M12 come gruppo sottilmente 5-transitivo:

Si considerano le permutazioni:

A

(3,4,5,10)(6,8,9,7)

B (3,6,5,9)(4,7,10,8)

C = (2,5)(4,7)(0,8)(9,10)
D =(1,2)(4,10)(6,7)(8,9)
E = (0,1)(4,7)(6,9)(8,10)

E = («,0)(4,10)(6,8)(7,9)

A,B,C,D,E,F soddisfano le relazioni :

1) ¢z =1, alca = BOYZ, B LB = (AC)?
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1, 07 M = Al plgp = AB, (c0)® = 1

iii) o’
iv) B2 = 1, e 'AE= B, 5 lp= B1, CE = EC, (bE)° = 1
v) 2 =1, F 1A = A-1, p lpr = BA CF = FC, DF = FD, (EF)° = 1.
Queste relazioni definiscono una  presentazione astratta
di M12:

gruppo di Frobenius di ordine 9.8, 2-transitivo sui 9 laterali

<A,B > ¢ il gruppo dei quaternioni Qg3 <A,B,C> ¢ un

di <A,B>; mediante I'enumerazione dei laterali, si verif ica
che <A,B,C,D> <A,B,C,D,E>, < A,B.C,D,E,F > hanno ordine 10.9.8,
11.10.9.8, 12.11.10.9.8, e risultano quindi 3-,4-,5-transitivi
di grado 10,11,12 rispettivamente. <A,B,C,D,E,F> ¢ dunque Mg

<A,B,C,D,E > ¢ Mll’ e <A,B,C,D > ¢ MlO'

Mygs Mazs Myy !
Sia 0= GF(23) u {»} = pPG(1,23). Mathieu (1873) (e Carmichael

(1937)) da i seguenti generatori per Moy:

a=(0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13,14,15,16,17,18,19,20,21,22)
b=¢(,16,9,6,8)(4,3,12,13,18)(10,11,22,7,17)(20,15,14,19,21)
c = (0,«)(1,22)(2,11)(3,15)(4,17)(5,9)(6,19)(7,13)(8,20)(10,16)
(12,21)(18,14).
Tali generatori si possono rappresentare come trasformazioni
razionali su ) nella forma seguente:

a X+X+l;b1x~>—3x15+4x4;C:x +—x_l.

ca,b > = (My,) = Mys. (Agli stessi generatori, piu un generatore
sovrabbondante di ordine 11, perviene Janko (1968B) nel caratteriz-
zare M,, mediante il centralizzante di un’involuzione).

23
ca,c > e PSL(2,23) nella sua azione naturale su PG(1,23): Myy
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si ottiene dunque aggiungendo a PSL(2,23) la permutazione b.
(Questa ¢ la generazione di de Séguier (1904).)

Molto simile ¢ la generazione proposta in Conway (1971):

M24 si ottiene aggiungendo a <a,c >= PSL(2,23) la permutazione

d = (14,17,11,19,22)(20,10,7,5,21)(18,4,2,6,1)(8,16,13,9,12),

cioé la trasformazione x + 9€x3, ove ¢=-1 se x & un quadrato

in GF(23), ¢ = 1 in caso contrario.

Todd (1970) da una presentazione di M derivata dalla

24
costruzione di M,, come sequenza di estensioni transitive.

Si considerino le permutazioni:

A= (4,15)(6,18)(7,8)(9,13)(10,16)(11,21)(12,19)(20,22)
B = (4,10)(6,11)(7,12)(8,19)(9,22)(13,20)(15,16)(18,21)
C = (4,20)(6,8)(7,18)(9,16)(10,13)(11,19)(12,21)(15,22)
(4,8)(6,20)(7,15)(9,21)(10,19)(11,13)(12,16)(18,22)
T =(5,17,14)(6,18,15)(7,12,10)(8,9,21)(11,20,19)(13,16,22)
G =(3,4)(5,22)(6,18)(7,12)(8,21)(11,19)(13,14)(16,17)
H=1(2,3)(6,18)(9,21)(10,12)(11,13)(14,17)(16,19)(20,22)
I =(1,2)(6,15)(7,10)(8,11)(9,19)(14,17)(16,22)(20,21)
J = (0,1)(5,17)(6,8)(7,12)(9,15)(11,19)(16,22)(18,21)
K= (»0)(6,10)(7,15)(9,21)(12,18)(14,17)(16,22)(19,20)

D

Esse soddisfano le relazioni:

2ot op? o1, e tag=ctac s ptap = A, ¢ lBe -

Bp=B, plep=cC

i) A%: B
D-l
i) 1 = 1, 7't =cD, 1°1pr = AD, 1-1¢T = BD, 17 lpr= ec

iii) 62= ()3 = (683 - (60)3 = (1)’ =
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iv) #2 =1, plan = A nwlpu = ABD, ylch = AC, H™lDH = D,
Hilth = 18, omd =1
V) 12 =1, 1'1A1 = CD, 1'1}31 = AD, I_1CI = ABCD. I_lDI = BCD,

ilrr=1l rlar =16 )l =1

viy 32 =1, s hag=mBC Jlgy =8 Jlcs=c.uto = oo

1 Loyleg=6,0My=TH an’=1

J7'TI = T
v.ii) k2 =1, x'lag = AD, k*lpk = CD. k"lck = BD, k"'ok = D.

1 1

kltk = 171, 1

6k = TG, kK 'uk = H 7 lik = 1, (0K)° = L.

Queste rel azi oni def i ni scono una  presentazione astratta
di Mj4: < A,B,C,D,T > ¢ un gruppo di ordine 48. prodotto semdiretto
di <A,B,C,D> = E24 per <T>; <A,B,C,D,T,G> & un gruppo di ordine
20.48. transitivo sui laterali di <A,B,C,D,T>. Mediante 1'enumerazio
ne dei laterali si trova che <«A,B,C,D,T,G,H>, <A,B,C,D,T,G,H,I>,
<A,B,C,D,T,G,H,1,J>, < A,B,C,D,T,G,H,I,J,K> hanno ordine 21.20.48,
22.21. 20. 48, 23.22.21. 20. 48, 24.23.22.21.20.48, e sono  quindi
2-,3-,4-, S-transitivi di grado 21,22,23,24 rispettivanente.
Si- conclude che essi sono isomorfi a M,,, My,, M)z, M),, rispettivam

te.

Garbe. Mennicke (1964) danno i seguenti generatori per M,,:

v = (1,4,7,21,3,13,17)(5,16,20,19,9,15,12)(6,8,11,10,14,22,18)
v =¢(2,21,10,11,3)(4,17,19,14,7)(5,6,18,22,20)(8,12,15,9,13).

(Si noti che u,veca,b> =My, e cu,v>=(Mys)).

-1 .2

Ve W= (uv "u) generano M, (=(M23)0 16). u,v,w soddi sfano

le relazioni della presentazione:



320 L. Di Martino

M22 =< X,Yy,z x7 =y~ = z° = (Xy)2 = (zy)4 = (zx)4 =

- -1 -1 3 =
(y 1ZY 17 yz)'= 1, z = (xy ]X)Zy

-2 - 21 - -
(zy’2)y 2 (2y?2) " Ny? = yay 1t xS -

2 -1 -2..2 2.2 -3 2 -1.2
Yz “yzy “zy ,Xx"y x Tyx"y "x
2

Y2 -1 -1 -1
z Tyzy Tz Tyzy© > .

Generatori per M,, sono determinati anche da Janko (1968A)

nel caratterizzare M22 mediante il centralizzante di un’involuzione:

M22 = <q,m,n>, con

¢ =(,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11)(12,13,14,15,16,17,18,19,20,21,22)

m=(1,4,5,9,3)(2,8,10,7,6)(12,15,16,20,14)(13,19,21,18,17)

(11,22)(8,14)(4,5,3,9)(13,18,17,19)(2,16,10,15)(7,20,6,12).

n

Jonsson, McKay (1976) danno una bella presentazione di M,,:

Si consideri la presentazione di PSL(2,11), PSL(2,11) = <x,y,z|

1 YS = 22 :Y_:LX)'X_3 = (yz)2 = (xz)3: 1> (Conway (1971)).

Posto z = t2, si ottiene la srguente presentazione di M,,:

Myz = <xuyst ey =t o vl 2 oy ? - ()l
(x°t)? = x3yb=1>

(< x,y,@ > ¢ un sottogruppo massimale di My, (cfr.§7); risulta

inoltre <xt,yt> o PSL(3,4).)

La presentazione di Jonsson,McKay (197 6) ¢ associata alla
generazione di Mo4 mediante a,c,d (Conway (1971)). Invero,
se si considerano la trasformazione h : X = 2x e <a,c> , 1.e.
| a permutazione (1,2,4,8,16,9,18,13,3,6,12)(5,10,20,17,11,22,21,19,
15,7,14), ¢ la permutazione i=(1,18,2,4)(3,15)(5,9)(7,16,21,8)

(10,12,20,13)(11,17,22,14), le relazioni sono soddisfatte per
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x=h, y=d, t=1i. Per questa scelta dei generatori, MZZ = < h,d,i>=
= (Myy)g 0 e My = < hidi 5 = M40, 17 inoltre ¢ coniuga
h,d,i in h'l,d,i, realizzando un automorfismo esterno di My,
Si noti infine che la permutazione (1,3,11,18,9,8,6)(2,4,5,14,13,

10,15,22,19,21,20,16,7,12) coniuga h,d,i in 4,n ‘0.

Concludiamo questo paragrafo con la discussione di due questioni
di minimalita:

1) Si congettura da lungo tempo, ed ¢ ragionevole supporre,
che ogni gruppo semplice finito non-abeliano sia generabile
da due elementi. Cio ¢ noto per tutti i gruppi semplici, eccetto
alcuni gruppi sporadici (e.g. il gruppo di Fischer-Griess F).
Steinberg (1962) ha trattato il caso dei gruppi di Chevalley,
chiedendosi anche se, per uno dei generatori possa sempre scegliersi
un’involuzione. Cio ¢ senz’altro vero per i gruppi di Mathieu,
6

e ¢ stato verificato per ogni gruppo semplice di ordine (10

da Cannon,McKay,Young (1979) e McKay,Young (1979).

Per i gruppi Mll’Mlz ’M22'e sz, il risultato risale a Brahana

(1930) (cfr. anche, per M Whitelaw (1966) e Leech (1969)).

12
Brahana (1930) da i seguenti generatori:

M, = <Ty,Ty> . con r, = (0,2)(1,3)(4,6)(5,7),1,=(0,2,4,8,10)
(3,7,9,5,6);

M12 = <TysTz>, conr, (0,1,3,8,7,5,9,2,4,10,0);

Myy, = < $1sS5 >, oON sy = (0,7)(1,2)(3,4)(5,11)(8,13)(9,17)(10,12)
(16,20), s,=(0,16,8,12,4,7,17,19,20,21,22)(1,2,
10,11,9,3,13,14,6,5,15);
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Mys = <s),87>, com sz = (1,16)(3,10)(4,13)(5,7)(6,15)(8,17)(9,12)

(18.19).
(Per M24, cfr. piu avanti, al punto 2)).
Dato un gruppo G, e posto X = {xeG|< x,y> = G. per almeno
un yeG}, e k =Kk(G) = min y {0(x)) , una (k,m,n)- presentazione

minimale .di G & una presentazione del tipo:
G= <x,y}xk=ym=(xy)n=l, r;(x,y)=1, iel>
dove m & minimale (rispetto a Xx).

Facendo uso di un elaboratore elettronico, Cannon,McKay,Young
(1979) e McKay,Young (1979) hanno tabulato sistemi completi
di. (2,m,n)-presentazioni minimali per i gruppi semplici non-
abeliani di ordine <106, e per ciascuna presentazione hanno
prodotto coppie di permutazioni generatrici. In particolare
hanno ottenuto: i) due (2,4,11)-presentazioni minimali per
Mll; ii)una (2,3,10)-presentazionee due (2,3,11)-presentazioni
minimal i  per Mlz; iii) sei (2,4,11)-presentazioni minimali

per My,.

Ci limitiamo qui a riportarne alcune:
. 2 ; ) )
M11 =< X.Y|x2=y4=(Xy)11=1. (xy )6 = (xy)z(xy l)zxyxy 1y yz.xyxy Ly,

(e.g. x=(0,9)(1,7)(2,10)(4,6), y=(0,3,6,5)(1,10,9,8))

M, =<x,ylx2 sy =t = 1, oy % = ()l hHd =
4

() ey Lxyxy ™3 = 15

(e.g. x=f, y=g (Whitelaw (1966))

6 1,3

M2 =<xy =yt = 1 Gyt = (et oy T = 1

(e.g. x=(1,10)(2, 9(3,7)(6,8), y=(0,8,=)(1,6,10)(2,7,9)(3,4,5))
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Nel caso di M22' le presentazioni sono tabulate in modo
incompleto. Una coppia minimale di (2,4,11)-generatori e, a d
esempio, |a seguente: x=(0,12)(2,17)(3,21)(4,18)(5,10)(6,8)(9,11)
(13,14), Yy = (0,5,4,19)(1,11,16,13)(2,15,9,16)(3,14)(6,20,7,12)
(17.21).

2) Poiché due involuzioni il cui prodotto ha ordine finito
generano un gruppo diedrale, il numero minimo di involuzioni
sufficienti a generare un gruppo semplice finito non-abeliano

¢ > 3. Tale numero & esattamente 3 per i gruppi di Mathieu.

Il risultato ¢ facilmente deducibile dall’esame dei sottogruppi
massimali. Ma & anche immediatamente derivabile nel caso di
M;,, considerando ad esempio i generatori di Brahana (1930)
¢ osservando che ., ¢ contenuto in un sottogruppo diedrale

di ordine 10, e nel caso di M considerando ad esempio i

generatori di Whitelaw (1966) elzosservando che M12 contiene
un’involuzione che inverte g.

Nel caso di Moy si puo considerare. nel sottogruppo <a,c>=
PSL(2,23),i | sottogruppo diedrale D generato da ¢ e da h.
Se a D si aggiunge 1 ‘involuzione j = (16,22)(11,5)(1,13)(14,20)
(0,8)(9,4)(15,18)(2,21)(10,6)(7,19)(17,12)(3,»),s i ottiene
un sottogruppo H = «<c,h,j> transitivo su o, e di ordine divisibile
per 7.11 (o(hj) = 21). Dalllesame dei sottogruppi massimal i
segue subito < c,h,j > = M“: poiché ¢ c,h,j > = ¢ c,ch,j 5> , e

ch & un’involuzione, si conclude che M ¢ generato da 3 involuzio-

24

ni. Argomentando in modo simile, si riconosce che anche Mjs

ep22 SONO generati da 3 involuzioni. Ad esempio: le involuzioni
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(ad)3 = (2,3)(4,15)(21,13)(14,17)(7,8)(16,12)(11,9)(10,19),
(da>)t = (14,7)(22,10)(19,12)(4,13)(1,8) (0,21)(5,2) (3,11), e
((ad)3)ah = (6,8)(10,9)(21,5)(7,13)(16,18)(11,3)(1,20)(22,17)
generano un sottogruppo di M,, transitivo su Q N\ A=} . Segue

che tale sottogruppo necessariamente coincide con (M“)oo = M23.

Similmente <(ad)?, (da”)*, (ad)>H)d> = My 19 =

My
Si osservi infine che thj ,j> € transitivo su o e ha ordine divi-

sibile per 3.7.11. Si conclude che <hj, j> = e k(M24] = 2 (cfr.

M24’
1)).

ADDENDUM:

(A) La congettura menzionata in 1) ¢ stata recentemente verificata
per tutti i gruppi semplici finiti da Aschbacher. Guralnick(1984).
La congettura vale in senso forte per i gruppi di Chevalley
di rango 1, per i gruppi alterni, e per i gruppi sporadici.

Si ha cioé il seguente:

TEOREMA. Se G ¢ un gruppo semplice di Chevalley di
rango 1, un gruppo alterno (di rango n > 5), 0 un gruppo spora
dico, si ha ¢ = < z,t > , per qualche involuzione z e per

qualche teG.

(B) Dalla Volta (1984) ha provato che ogni gruppo semplice
sporadico ¢ generabile mediante 3 involuzioni (che possono sce
gliersi, nella maggior parte dei casi, fra loro coniugate).
(Per  alcuni gruppi , tale risultato ¢ anche deducibile
da Aschbacher, Guralnick (1984). E' parimenti noto che,
per varie classi di gruppi semplici di Chevalley e per

i gruppi alterni, 3 ¢ il minimo numero di involuzioni gene-
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ratrici (Wagner (1978); Gillio, Tamburini (1982)). Sembra leci
to congetturare che l'unica eccezione fra i gruppi semplici
sia costituita dal gruppo unitario PSU(3,3), per generare

il quale occorrono 4 involuzioni.
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§11. CARATTERI E MODULLI

A) 1 caratteri complessi dei gruppi di Mathieu sono stati
calcolati da Frobenius (1904). Le corrispondenti tavole dei

caratteri sono riportate, ad esempio. da Todd (1966).

James (1973) ha determinato i caratteri modulari dei gruppi
di Mathieu, computando. per ogni significativo primo p, le
matrici di decomposizione e le matrici di Cartan. (Hort imer
(1980) ha studiato la decomposizione delle rappresentazioni
di permutazione modulari dei gruppi L-transitivi. Nel caso
dei gruppi di Mathieu, irisultati ottenuti sono impliciti
in James (1973).)

In particolare, si osserva che: a) le  rappresentazioni
di  permutazione “naturali” dei gruppi Mi (i=11,12,22,23,24)
danno luogo a rappresentazioni complesse irriducibili di grado
minimo  i-l; b) il grado minimo di una rappresentazione 2-
modulare non banale ¢ 10 per M;;, 10 per M;,,10 per M22 (con
due rappresentazioni mutuamente  duali) , 11 per M23 (con due
rappresentazioni mutuamente duali), 11 per M24 (con due rappresen-
tazioni mutuamente duali); c) il grado minimo di una rappresenta-
zione 3-modulare non banale & 5 per M;; (con due rappresentazio-
ni  mutuamente duali) , 10 per My, (con due rappresentazioni
autoduali), 21 per MZZ’ 22 per Mys, 22 per M“.

Varie rappresentazioni particolari dei gruppi di Mathieu
(e.g. alcune delle 13 rappresentazioni a-modulari irriducibili
ammesse da M,4) sono oggetto di studio corrente, sia per il

loro interesse intrinseco, sia perché appaiono come costituenti
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di rilevanti rappresentazioni di altri gruppi sporadici. Non
esiste tuttavia, al momento attuale, wuna descrizione globale
“ragionevole” degli M;-moduli irriducibili (e.g. una descrizione
che proceda dalla “geometria” di My, € ne derivi le rappresentazio-
nidi M24 e degli altri gruppi di Mathieu). D’'altra parte,
alcune fra le rappresentazioni che compaiono in b) e ¢c) sono
state  ampiamente  studiate da un punto di vista geometrico-
combinatorio: cio vale per le  rappresentazioni Z-modulari
dei grandi gruppi di Mathieu, naturalmente associate al codice
binario esteso di Golay C, e per le rappresentazioni 3-modulari
di Mg e M, associate al codice ternario di Golay (cfr. §5
e §6). In particolare, il codice C, considerato come M“-
modulo, il modulo duale C*, e i moduli irriducibili da questi
derivati, hanno un ruolo fondamentale nell’analisi di alcuni
gruppi sporadici (cfr. §13). Per questo, ne diamo una descrizione

piu dettagliata nella sezione seguente.

B) MODULI ASSOCIATI ALL’AZIONE DI M24 suz®

1) L'azione di My, SU = {0,1,...,22,=} induce in modo
naturale un gruppo di automorfismi dello spazio vettoriale
248 , che preservano il sottospazio C (cfr.§6).C e un M“-

modulo di dimensione 12 su GF(2), che si decompone ovviamente
in 5 orbite di M“, di lunghezze 1,1,759,759,2576. C non &
irriducibile, poiché cont iene il sottospazio invariante < Q >,
I modulo quoziente V = C/< Q > & pero irriducibile, e realizza
una delle due rappresentazioni di grado minimo 11 su GF(2).

Le ottadi e le dodecadi di C rappresentano sottospazi 1-dimensiona-



328 L. Di Martino

li di V, mentre i trii (=3 ottadi) e i sestetti (= 15 ottadi
unione  di tetradi) rappresentano rispettivamente sottospazi
2-dimensionali e 4-dimensionali di V. My ha due orbite su
VN{0} . una di lunghezza 759 (le ottadi e i loro complementi),

I'altra di lunghezza 1288 (le coppie di dodecadi complementari).

M23 opera in modo naturale sul sottospazio di C costituito

dagli elementi che non contengono « , real izzando un modulo

irriducibile di grado minimo 11. Analogamente, M opera sul

22
sottospazio di C costituito dagli elementi che non contengono
0 e o , realizzando un modulo irriducibile di grado minimo

10.

2) M24opera sullo spazio quoziente 2 Q/C realizzando il

modulo C*, duale di C. Si consideri infatti Il'applicazione
29 s C*, definita ponendo, per ogni X ¢ 2Q e per ogni
Y e C, (V)xfy=0 se [X N Y| ¢ pari, = 1 se |Xx NY| edispari.

Q

f ¢ un omomorfismo di 2 su C*, con nucleo C, che commuta

con gli elementi di M Si deduce che 2¢ /C, per l'azione

24

(C+X)g=C+Xg(Xe2 ,g € M,,), ¢ un M, -modulo isomorfo a C*. Si

24
¢ gia osservato (cfr.§7) che ogni sottoinsieme di £, non apparte-
nente a C, ¢ congruo modulo C a una unica monade, a un’'unica
diade, a un'unica triade, o alle 4 tetradi di un unico sestetto.
Poiché M,, ¢ transitivo sulle 24 monadi, sulle 276 diadi,

sulle 2024 triadi e sui 1771 sestetti, si conclude che il

modulo duale C* si decompone in 5 orbite di M)y di lunghezze
1,24,276,2024,1771. C* non ¢ irriducibile: i sestetti rappresen-
tano infatti  sottospazi I-dimensionali di C*, e generano un

sottospazio di C* di dimensione 11. Tale sottospazio realizza
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un M24-modulo irriducibile s u GF(2), duale di V=C/< o > . Si

riconosce allora che M24 ha due orbite su v* \ {Q }, una di
lunghezza 1771 (i  sestetti), I'altra di lunghezza 276 (le
diadi).

1 sottospazi <C,{x}>e <C,{=} {0 }> di 2” sono invar iant i
per I'azione di M,. = (M) e Myp = (My)g -« o ZQ,rispettivameg
te. M, opera allora sullo spazio quoziente 2%/<C, {»}> , realizzando
un modulo irriducibile di dimensione 11 su GF(2), mentre M22
opera sullo spazio 29/<C,{°°},{0}>, realizzando un modulo irriducibi-
le di dimensione 10 su GF(2). Questi moduli sono i duali dei

moduli irriducibili considerati in 1).

3) 1 GF(2)-moduli considerati in 1) e in 2) intervengono
in modo determinante nella descrizione di alcuni gruppi sporadici
associati ai gruppi di Mathieu. In particolare: C interviene

nel gruppo di Leech L, C* nel gruppo di Fischer V nel

F24,
gruppo di Conway Col. V* nel gruppo di Fischer FéA e nel gruppo
di Janko J, (cfr.§13). Per queste ragioni i moduli irriducibili
V e V* sono talvolta indicati con il nome di “modulo di Conway”

e di “modulo di Fischer”, rispettivamente.

€C) 1 moltiplicatori di Schur dei gruppi semplici finiti
sono stati determinati, con il contributo di vari autori (cfr.
ad esempio la breve “survey” di Griess (1980)). In particolare:
a) M;;.M,z.M,, hanno moltiplicatore banale (Burgoyne, Fong
(1966)); b) M;, ha moltiplicatore di ordine 2 (Burgoyne.Fong
(1966)) (e il ricoprimento C,- M;, ¢ sottogruppo di sL(6,3),
cfr.§5);5c ) M22 ha moltiplicatore ciclico di ordine 12 (Mazet
(1979)).
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Burgoyne, Fong (1966) utilizzavano tecniche di teoria modulare
dei caratteri, e davano anche, nel caso di M22, il moltiplicatore
Ce- La rettifica di Mazet (1979) eripresa in Mazet (1982).
che contiene un’esposizione molto chiara ed elegante del calcolo
dei moltiplicatori dei gruppi di Mathieu. Mazet (1982) intreccia
metodi coomologici con l'uso della geometria dei sistemi di
Steiner, ricorrendo soltanto alla teoria dei caratteri ordinari.
In particolare, ne.1 caso di M,,, servono a Mazet: i) l'osservazione
che ogni estensione centrale di M,; (= PSL(3.4)) mediante
C; si . prolunga a M,,» e dunque il ricoprimento SL(3,4) si
prolunga a un ricoprimento Cz* M,,; ii)la costruzione esplicita

di un ricoprimento C4-M22.

A proposito di ii): Mazet considera il sottogruppo S=(M;,)g,

stabilizzante in Mzzdi un blocco E di S(3,6,22),estensione

spezzata di E mediante A e via l'azione di A6 sull’algebra

6!
di Clifford d| RE costruisce dapprima un ricoprimento C S.
che dimostra poi essere prolungabile a un ricoprimento di

MZZ'

(L’esistenza di un ricoprimento C4. M22

da W.Feit, che l'aveva dedotta dall’esame della tavola dei

era gia stata notata

caratteri di un’estensione centrale Cy MZZ' Indipendentemente,

anche R.Griess aveva provato che un ricoprimento Cp=My,e

realizzabile nel gruppo Spin(210.R). per sollevamento di una
rappresentazione ortogonale 210-dimensionale di C,- M,,. Notiamo
inoltre che Jénsson,McKay (1976) hanno prodotto generatori

per il ricoprimento C3-M considerato come sottogruppo del

22’
gruppo unitario su(6,2). Cio e ottenuto individuando nel reticolo
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di Leech (cfr.§13) una configurazione di “punti”. “rette”
e “piani” che realizza una geometria unitaria PGU(6,2), in
modo che M22 ¢ il sottogruppo di PSU(6,2) che permuta certi

22 piani della configurazione.)
Si noti che M22 ha un moltiplicatore di Schur *“eccezionale”,

fra i 26 gruppi sporadici. Di questi. 13 hanno moltiplicatore
banale, 6 hanno moltiplicatore di ordine 2. 4 di ordine 3,
e solo 2 (Sz e F22) hanno moltiplicatore ciclico di ordine
6. Anche M,, ha un moltiplicatore “eccezionale”. isomorfo
a C3xC4xC4 (inusualmente grande ¢& la p-parte del moltiplicatore,
per un gruppo di Chevalley in caratteristica p: nel nostro
caso, C,xC,). Mazet (1982) include il calcolo di tale moltiplicato

re, la cui determinazione risale a N. Burgoyne e J.G.Thompson.

Lo studio delle rappresentazioni projettive di M), e M22
¢, a nostra conoscenza, incompleto. Hunphreys (1980) haperd
calcolato i caratteri projettivi di M12 e di Aut(Mlz) (anche
Aut(Mlz) ha moltiplicatore di Schur di ordine 2). e i corrisponden
ti caratteri p-modulari per p = 2,3,5,7. Infine, i caratteri
projettivi associati ai vari ricoprimenti di MZZ (e di My

sono reperibili in Humphreys (1983).

D) Benard (1979) ha calcolato gli indici di Schur dei
gruppi, sporadici di ordine fino a un bilione. In particolare,
gli indici di Schur delle rappresentazioni dei gruppi di

Mathieu sono tutti uguali a 1.
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§12.GEOMETRIE DI BUEKENHOUT E GRUPPI DI MATHIEU

1) La teoria deicbhudifdings sviluppata da Tits (1974) consente
una caratterizzazione geometrica unitaria dei gruppi di Chevalley
(e in generale dei gruppi algebrici semisemplici). E' impossibile
per ragioni di spazio, richiamare qui il tessuto, di concetti
e risultati necessari a una trattazione coerente dell’argomento.
Rimandando percio a Tits (1974), ricordiamo  soltanto  che un
building # = (X,o) ¢ una coppia costituita- da un complesso
(@ camere) X e da un insieme & di sottocomplessi di X, detti
appartamenti d i B, soddisfacenti alle condizioni seguenti :
i) X & spesso (thick), i.e. ogni elemento di codimensione
1 & contenuto in almeno 3 camere (= elementi massimal i di
X); ii) g | i appartamenti sono complessi (a camere) 401til4
(thin), i . e . ogni elemento di codimensione 1 & contenuto in
esattamente 2 camere: iii) due elementi qualsiasi di X sono
contenuti in un appartamento; iv) se X, x' e X sono entrambi
contenuti in due appartamenti A, A', esiste un isomorfismo
di A su A' che lascia invarianti x,x' e tutte le loro facce.
Se non vale la condizione i), si dice che # ¢&¢u n  buildding

debole (in particolare, un appartamento ¢ un building debole,

sottile). Gli appartamenti di un building # sono <omplesss
di Xoexeter fra loro isomorfi, il cui diagramma di Coxeter &

univocamente determinato da 4 . Tale diagramma ¢ dunque il
diagramma d i 4@ @ & costituito da n nodi 0,1,. . . ,n1 (ove n

e il rango di @) congiunti da spigoli q—ml-J—Q con peso m ;€ N U {«}
1 ] :

(lo spigolo vuoto se m..=0). 1l tipo del diagramma di 4 |,

ij”
i.e. la partizione in tipi degli elementi di un (qualsiasi)
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appartamento di # , determina  canonicamente una partizione
in tipi degli elementi di # , parametrizzata dai nodi del
diagramma, che ¢ il tipo di # . |In particolare, 3 si dice
di tipo {indito (0 sfendico) se il gruppo di Coxeter corrispondente
al diagramma di 4 ¢ finito; e # si dice di tipo {ndecomponibile
se il suo diagramma ¢ indecomponibile (i.e. non vuoto e connesso).

Se G ¢ un gruppo di Chevalley, la struttura di coppia BN
di G determina in modo naturale un building associato a G. Precisamen
te: G opera per coniugio come un gruppo di automorfismi speciatli
(i.e. automorfismi che preservano i tipi degli elementi) del
building %, =(X;.4), ove XG ¢ I'insieme dei sottogruppi parabolici
di G (i.e. sottogruppi contenenti sottogruppi di Borel) parzialmen-
te ordinato rispetto alla relazione opposta dell'inclusione
insiemistica, e gli elementi di J/G sono gli insiemi dei sottogrup-
pi parabolici contenenti un assegnato toro massimale. Il diagramma
di QG 3 il diagramma di Coxeter del gruppo di Weyl di G.
1 veatici (i.e. gli elementi di rango 1) di QG sono i sottogruppd
parabolici massimali di G: la loro partizione in tipi coincide
con la partizione in classi di sottogruppi coniugati, parametrizza-
te dalle radici fondamentali di G. In particolare, lo stabilizzante
in G di un vertice di QG ¢ un sottogruppo parabolico massimale
di G.

Tits (1974) ha classificato i buildings di tipo finito
e indecomponibile, e ha in particolare provato che, se & ¢
un budild ing { (nite di tipo indecomponibile e di rango n > 3,

allora #-= QG per un opportuno gruppo di Chevalley G.
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2) Un approccio assiomatico alla teoria dei buildings basato
su “proprieta local i'", alternativo a quello precedentemente
descritto, ¢& presentato in Tits (1979) (cfr. anche Tits (1978C)).
Tale approccio riprende impostazioni precedenti dello stesso
Tits (cfr. Tits (1956.1959)). e & espresso in termini di “geome-
trie” definite “localmente” e di diagrammi per tali geometrie.

Ispirandosi alla teoria “locale” di Tits, Buekenhout (1979A.
19799) ha sviluppato una teoria generale delle geometrie e
dei diagrammi, mediante la quale sembrano potersi descrivere
anche i gruppi semplici sporadici. Di questa teoria, perfezionata
in Buekenhout (1979C, 1979D, 1981A, 19819). Pasini (1980,
1983A, 19839). Biliotti, Pasini (1982). daremo solo le nozioni
necessarie a intenderne le applicazioni ai gruppi sporadici,

e in particolare ai gruppi di Mathieu.

Sia S un insieme dotato di una partizione: S = UieA Si»
indiciata da un insieme finito 4 di cardinalita n, e di una
relazione binaria riflessiva e simmetrica 1 (4{ncidenza), (In
particolare, S=¢ se n=0). Un insieme F di elementi a due
a due incidenti di S ¢ una bandiera, e I'insieme J = { jeA|SJ. n F#9}

¢ il zipo della bandiera F (per abuso di linguaggio, un elemento

di §;si dice di tipo i) |J| & il nango di F. Una bandiera
massimale. i .e. di tipo A , si dice anche gamera il rango
n di una camera & il nango di S. Per ogni i € ANJ, sia Si F

'

I'insieme degli elementi di S incidenti con tutti gli elementi
di una bandiera F di tipo J: lI'insieme Res(F) = ’UieA\JSi F o
con l'incidenza ottenuta per restrizione a Res(F) dell’incidenza

1 definita su §, & il #esdiduo di F. Per ogni i A , la i-
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ombra di una bandiera F ¢ I'insieme degli elementi di 8 incidenti
con tutti gli elementi di F (in particolare la i-ombra di
una bandiera {x}, xeS, & l'insieme degli elementi di Si incidenti

con Xx).

Seguendo Buekenhout (1979A). diremo che r = (§,I) ¢ una
geometnia (o una struttura d'incidenza) su A, se sono soddisfatti
gli assiomi seguenti: i) per ogni iea , due elementi di Si
sono incidenti se e solo se coincidono: ii) ogni bandiera
non massimale ¢ contenuta in almeno 2 bandiere massimali (camere):
iii) per ogni i#jes, il grafo della restrizione di 1 all’insieme
Si U Sj ¢ connesso, e la stessa proprieta vale i n Res(F),
per ogni bandiera F; iv) (proprieta d'intersezione) per ogni
ieA , xeS. e per ogni bandiera F. l'intersezione delle i-
ombre di { x} e di F ¢ vuota, oppure esiste una bandiera F'
tale che F U F' e {x} U F sono bandiere, e l'intersezione
delle i-ombre di {x}e F ¢ la i-ombra di F', Inoltre, la stessa
proprieta vale in Res(F), per ogni bandiera F. (Tits (1979)
da una definizione essenzialmente equivalente di geometria,
basata sul concetto di sistema di camene)

Una geometria T' = (S',I') su A 'e una gsottogeometrda

: At 1 = u !
di T se c A, S Uicar Si’ CHIN Si'

la restrizione di ITa §',T'si dice indotta da T.In particolare,

e I' ¢ 1. Se I' &

se F ¢ una bandiera di tipo J di [ , Res(F) ¢ una sottogeometria

indotta da T su ANJ.

Se I'= (S,I) ¢ una geometria di rango 2 su A = (0.1). conviene
chiamare punti gli elementi di S;, rette gli elementi di Sy

Particolari geometrie di rango 2 sono: a)i piand parziald,
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i.e. geometrie in cui esistono almeno un punto e una retta,
due punti distinti sono incidenti con al pii una retta, e
due rette distinte sono incidenti con al pia un punto; b)
i 2-gondi genernalizzati , i.e. geometrie in cui ogni punto
¢ incidente con ogni retta.

Se ' ¢ una geometria su un insieme A , e F ¢ una bandiera
di tipo A N {i,j }, i#jes , Res(F) & una geometria di rango 2
s u {i,j},e risulta essere un 2-ao0no generalizzato O un piano
pvarnziale (cfr. Buekenhout (1981B)).

Importanti classi di piani parziali sono: 1) i piani fineari:
piani parziali in cui due punti distinti sono incidenti con
una unica retta; 2) i ceachi: piani lineari in cui una retta
¢ incidente con esattamente due punti; 3) i piani prodlettivi
genenalizzazi : piani lineari in cui due rette distinte sono
incidenti con un unico punto; 1 piané af4ini: piani  lineari
in cui, per ogni punto X non incidente con una retta r, esiste
un'unica retta r' incidente con X, e tale che r e r' non hanno
punti incidenti in comune; gli m- dcne generalizzazi (m> 2) .
Un m-gono generalizzato (m>2) @& un piano parziale in cul,
dati due elementi x,y, esiste una sequenza X=XgaXqs oo X 7Y,
con X, e X, .4
la sequenza ¢ unica. (In particolare, un 3-gono generalizzato

. . . ¢ . .
incidenti, xi#xHZ, t < m; e inoltre, se te m,

¢ un piano proiettivo generalizzato). Si dice che un m-gono
generalizzato h a parametri (s,u) s e oOgni retta ¢ incidente
con I+s punti, e ognhi punto ¢ incidente con 14y rette.

i r. = I, = i insi

Siano 1 (Sl,Il), 2 (52.12) due geometrie su un insieme A.

Un dsomonfismo ( specdale) di Tl su T‘z ¢-una bijezione f:Sl+ S,
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che preserva 1' incidenza e’ i tipi, cioé & tale che xIly implica
f(x)lzf(y), e xe(Sl)i implica f(x)e(Sz)i.

Gli automorfismi{ di una geometria T su A formano un gruppo
Aut (T ). Aut(l') induce un gruppo di trasformazioni sulle camere
(bandiere massimali) di r: se Aut( I ) opera transitivamente
sulle camere, si dice che & transitivo sulle bandiere; i n
tal caso anche Aut(Res(F)) e transitivo sulle bandiere, per

ogni bandiera F di T .

Sia T una geometria su A . Si puo dare a A la struttura
di un grafo (non orientato) A(T), congiungendo i#jen se,
per a’meno Una bandiera F di tipo A “{i,j}. Res(F) non ¢ un
2-gono generalizzato. aAlr) e i | diaghamma fondamentafed i T .
rSi dice pura (Pasini (1980)) se, quando i, jeA sono congiunti
da uno spigolo di A(T), per ogni bandiera F di tipo a\{i,j}
Res(F) non ¢ un 2-gono generalizzato. Buekenhout (1979A, 1979B,
1979D) e Pasini (1980) hanno  sviluppato una soddisfacente
teoria delle gecomeznie pure.

Un ddlagramma (sveciale) su A ¢ una coppia ( 2.8 ), ove §

¢ una funzione che ad ogni coppia ordinata (i,j), I = ) € A,

associa una classe s (i,j) = di geometrie di rango 2

A
ij
su {i,j}, in modo che: 1) Aij ¢ costituita da piani parziali

o da 2-goni generalizzati; 2) ¢ chiusa per isomorfismi;

Aij
A = b (A%, i 6.,

3) i 13 ( i ¢ la classe duafe di i] essendo duafe
di una geometria le eAij la geometria che si ottiene da
Pij assumendo come punti e rette le rette e i punti, rispettivamen
te, di Fij)'
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a1 fine di rappresentare un diagramma ( A , §) si assegnano

delle rappresentazioni standard alle geometrie di rango 2.
Per esempio, convenendo di indicare i punti con un nodo a
sinistra e le vrette con un nodo a destra. il simbolo o o

(grafo senza spigoli) indica la classe dei 2-goni generalizzati,

. . . m L c o) AT
e 1 simboli o—o0, O0—0 (c‘lo), 0—o0 (0—0), o—o,

o—o indicano rispettivamente le classi dei piani parziali,
dei piani lineari (piani lineari duali), dei cerchi (cerchi
duali), dei piani affini, degli (m+2)-goni generalizzati (m>0).
In particolare, i piani proiettivi generalizzati sono rappresentati

da o—o (e i piani su GF(gq) da o—o0), e i 4-goni generalizzati
¢ 9q

da w

Dopo di ci6o. il diagramma (A , 6) si rappresenta come un
grafo (non orientato) avente per vertici gli elementi di
A . in cui due vertici i,j sono congiunti da uno spigolo
contrassegnato dal simbolo delle geometrie di A'lj” salvo

quando Aij ¢ costituita da 2-goni generalizzati.

Si dice che una geometnia T su A ammettfe (L diagramma (A ,§)
se, per ogni ifje A e per ogni bandiera F di tipo AN{i,j},
Res(F) e Aij'

In particolare, se T eéuna geometria pura, A(r) si puod

Una geometria pud ammettere pid di un diagramma.

considerare come il “diagramma universale” ammesso da T
in cui Aij ¢la classe dei piani parziali o la classe dei
2-goni generalizzati, secondo che i,j sono congiunti oppure
no in & (7).

Si dice che un gruppoo G amette un diagramma ( A 6 ), se

esiste una geometria T che ammette (A,6), e G & un sottogruppo
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d i Aut (T ), transitivosulle bandiere, Si noti che in generale
un gruppo G pud ammettere diagrammi diversi.

Se G < Aut( ') ammette il diagramma (A § ), e J ¢ A, gli
stabilizzantidelle bandiere di T di tipo J. formano una classe
di sottogruppi coniugati di G: la classe dei sottoghupni parabolici
di tipo J. Se Pj ¢ un sottogruppo parabolico di G di tipo
J, e Res(J) ¢ il residuo della corrispondente bandiera di
tipo J, Pjopera Su Res(J) con nucleo U_.J, e il gruppo L. v B /U,
indotto su Res(J) ammette il diagramma (A \ J, GIA \J). Si
osservi in particolare che T ¢ canonicamente isomorfa alla
geometria ' = (S',I'), dove §' ¢ l'insieme dei sottogruppi
parabolici massimali Pi’ ie A , e PiI'PJ. sse Pi N PJ. cont iene

un sottogruppo parabolico PA.

1 concetti precedenti, e la nomenclatura corrispondente,
sono ovviamente ispirati ai buildings. Invero, un Dbuilding
B = (X,o) di rango n si pub considerare come una geometria
di Buekenhout (S,I) sull’insieme 8=10,1....,n-1) dei nodi
del suo diagramma, quando si scelga per S l'insieme dei vertici
di # (elementi di rango 1 di X), con la partizione in tipi
indiciata da A , e per 1 Ilincidenza cosi definita: due vertici
di @ sono incidenti se ammettono estremo superiore nel complesso
X. La geometria (S,I) ammette il diagramma (A ,§), ove §(i,j)
¢ la classe degli (mij+2)—goni generalizzati. Nel caso del
building QG di un gruppo di Chevalley G, S ¢ [linsieme dei
sottogruppi parabolici massimal i di G, e due vertici sono

incidenti precisamente guando la loro intersezione cont iene

un sottogruppo di Borel. G ammette il diagramma (A, 6) associato
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al gruppo di Weyl e i gruppi PJ,UJ,LJ hanno l'usuale significato
associato alla decomposizione di Levi.
Per le geometrie di Buekenhout si pongono due naturali

problemi di classificazione:

(I) La determinazione delle  geometrie che ammettono un

assegnato  di agrame.

Poiché un diagramma ¢ determinato localmente da classi
di geometrie di rango 2, puo accadere che geometrie affatto
diverse ammettano uno stesso diagramma. Solo per particolari
diagrammi & stata ottenuta una classificazione delle corrispondenti

geometrie (cfr. Buekenhout (1979A, 1981B)). A titolo d'esempio,

ci limitiamo a ricordare che i diagrammi 0_?
(o]
AT .
o—L——o 4y O—0 . .. 0—/0 , 0—/80 ... 0—0 , caratterizzano
n-2 n-l o) 1 n-2 n-1 o 1 n-2 n-1

rispettivamente gli spazi lineari, proiettivi, affini n-dimensional 1.

1 diagrammi L o . . . o—a——p caratterizzano gli spazi
" Localmente polardi'™, parzialmente classificati da Buekenhout,
Hubaut (1977). Ricordiamo anche che notevoli risultati di

carattere generale sui diagrammi. di Coxetfen sono stati ottenuti

daTits. in lavori non pubblicati oltre che in Tits (1976,1979).

(11) La determinazione dei gruppi che amettono un assegnato
di agr amma.

Questo ¢ un terreno largamente inesplorato, salvo che nel
caso dei diagrammi di  Coxeter indecomponibili associati ai
buildings finiti (Tits (1974)). Se il rango ¢ > 3, in virtu
dei risultati di Seitz (1973) e Tits (1974) i gruppi in questione

sono essenzialmente gruppi di Chevalley.
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1 gruppi semplici sporadici non possono essere completamente
descritti da diagrammi di Coxeter (cfr. Buekenhout (1979A.
1979C)). Buekenhout ha pero provato che per ciascuno dei 26
gruppi sporadici esiste almeno una geometria pura che ammette
un diagramma di Coxeten generalizzato, cioé un diagramma (A ,§)
in cui per ogni ifjed , §(i,j)euna classe di (g,dp,dr)—
gond generalizzati (cfr. Buekenhout (1981A)). Un (g,dp,dr)-
agono genenalizzato (2 <9 < dp < d.) ¢ una geometria T di
rango 2 in cui il grafo della relazione d’'incidenza & tale
che: i) il numero minimo di elementi di un circuito & 2g;
ii) ogni punto & a distanza massima dp da qualche altro elemento
di p i iii) ogni retta & a distanza massima d, da qualche

altro elemento di T ; iv) dp < g+2.

L'analisi condotta da Buekenhout (1979A) ha altresi messo
in luce il ruolo che giocano i cerchi o-<—g, Gran parte dei
gruppi sporadici ammette diagrammi in cui i residui di rango
2 sono cerchi o m-goni generalizzati (cfr. Buekenhout (1979A)

e Tits (1978C)).

. - . c (s) .
In particolare, se si indica con o—o" un cerchio con (s+2)

punti, i gruppi di Mathieu ammettono -i diagrammi:

c ¢ ¢ ¢
Mlzccuco

c c c (7)
M 0——0——0

11

M

24 O OO P2
M O OO
23 T 7

M22 o-L4--2
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1 diagrammi per M;, e M;; si riferiscono in modo ovvio
al grado di transitivita di questi gruppi. Si osservi infatti

che i gruppi che ammettono un diagramma o050 . . o—c—sn”k)
0 1

2 k-2 k-l
sono precisamente i gruppi k-transitivi di grado n.

1 diagrammi per M24’M23’M22 si riferiscono in modo naturale
ai sistemi di Steiner associati. Invero, se si considera l'insieme
S = S0 us; U S2 U 83 U S4, ove SO',Sls §,83,5an rispettivamente
gli insiemi delle monadi, diadi, triadi, tetradi e ottadi
di S(5,8,24), e l'incidenza 1 data dall’'inclusione (simmetrizzata),
si ottiene una geometria T = (S,I) che ammette il diagramma:

La.c.C (In particolare, si vede subito che il resi-

4
duo di una bandiera di tipo A \{3,4} ¢ un piano proiettivo PG(2.4).

Poiché My, & transitivo sulle bandiere, ammette il diagramma
considerato. Discende poi subito che M23 e My, ammettono i
diagrammi corrispondenti.
In generale, il diagramma:
o 102 k-3 k-2 k-l
caratterizza la geometria formata dai punti, dalle coppie
di punti, . . . . dalle (k-1)-ple di punti, e dai blocchi di

un sistema di Steiner S(k,q+k-1,q2+q+k—1) cong > 1. Per k> 3,
tali sistemi sono noti, e in particolare, per q=4 € k=5,4,3
sono i sistemi di Steiner associati a M,,.M,z e M,,. Pertanto
i diagrammi precedenti determinano  pienamente i gruppi di
Mathieu M,,,M,; e M22'
In nessun caso, tuttavia, quelli descritti sono i soli
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diagrammi ammessi dai gruppi di Mathieu. E' ovvio, ad esempio,
che M;, ammette anche i diagrammi_Soa & o € (8) OLOLAQE

- . (8) (9) . . .
MIl i diagrammi o—<—o0—S—o e 0—=—0, e diagrammi analoghi ammetto-

no i grandi gruppi di Mathieu.

L'analisi dei gruppi sporadici ha condotto a considerare
anche geometrie pia  “deboli” , in particolare geometrie per
le quali viene a cadere l'assioma iv) (proprieta d’intersezione)
(anche in accezioni meno forti, come la condizione di "linearita"
introdotta da Tits (1978)). Geometrie cosiffatte si presentano
naturalmente, ad esempio. in Ronan, Smith (1980) e sono oggetto

di studio corrente (cfr. Kantor (1981)).

Ronan, Smith (1980) hanno considerato '"geometrie 2-focali"
(non  necessaridmente soddisfacenti 1‘assioma iv)) real izzate
da vari gruppi sporadici.

Se ( A, 6) ¢ il diagramma di tipo sferico ammesso da un gruppo
di Chevalley G, definito su un campo GF(q), q=pr, lo stabilizzante
di un vertice di tipo i & un sottogruppo parabolico massimale
Pi, i.e. un sottogruppo p-Locale massimale - Prendendo lo spunto
da cio, e considerando i gruppi sporadici “patologie” dei
gruppi di Chevalley su GF(2), come ¢ suggerito dal ruolo che
la maggior parte di essi gioca nella classificazione dei gruppi
semplici, una geometnia 2- fLocale per un gruppo sporadico G
¢, secondo Ronan. Smith (1980). una geometria [ con diagramma
(a,8), tale che G < Aut(r)ammette il diagramma (4,68),¢e lo
stabilizzante di una bandiera di tipo i, iep, e u n sottoaruppo
2-Locale massimale (2- costretto) di G.

In  particolare, Ronan, Smith (1980) hanno descritto un
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notevole diagramma per M24, considerato anche da Shult. Yanushka

(1980). e successivamente investigato da Brouwer (1981). Ronan

(1982). Smith (1982B), e da Aschbacher in un lavoro non pubblicato,

I1 diagramma ¢ il seguente:
(*) —op—o—]
0 12 3

Il nodo quadrato [J significa che, se T & una geometria
che ammette (*) , 83 ¢ vuoto, ma vi sono sottogeometrie di
I che contengono oggetti atti a “riempire” SZ»'

Una geometria 2-locale per M che ammette (*) e soddisfa

24
1 ‘assioma iv) , si ottiene considerando l'insieme S = SOU S1 u SZ‘
ove S0 ¢ I'insieme delle ottadi di S(5,8,24), S| l'insieme
dei tnii di ottadi disgiunte, S, I'insieme dei sestetti , e
la relazione d’incidenza I & cosi definita: un’ottade & incidente
con un trio se appartiene al trio. e & incidente con un sestetto
se e unione di due tetradi del sestetto; un trio ¢ incidente

con un sestetto se le sue ottadi sono unione di tetradi del

sestetto.

In particolare: i) Res(0),i | residuo di un'ottade s,
¢ costituito dai punti e dalle rette di uno spazio proiettivo
PG(3.2): pia precisamente, i trii e i sestetti incidenti con
Sgr © le involuzioni (di tipo 1828) di M24 che fissano i punti
di $p» SONno i punti, le rette e i piani di PG(3,2) (ci0 spiega
il nodo {3); ii) Res(l), il residuo di un trio,b ¢ wun grafo
bipartito completo Y x Z, con |Y|=3 e |Z|=7 (i.e. un 2-gono
generalizzato) ; iii) Res(2),i | residuo di un sestetto Sy

¢ un 4-gono generalizzato con parametri (2,2) e gruppo delle
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coll ineazioni Sp(4,2) v S84 (brevemente, un S6-quadrangolo):

infatti le ottadi e i trii incidenti con sono identificabili

S
2
con le diadie le partizioni di tipo 23 di un insieme di 6
oggetti; iv) se G ¢Aut( T')etransitivo sulle bandiere, allora
G = M P

24+ Py ¢ lo stabilizzante di un’ottade. [524]- Agi Py
¢lo stabilizzante di un trio, [E 6] (PSL(3,2) x 83); P2 e
2

lo stabilizzante di un sestetto. (|[E' }C.)*S..
(2561030 6

Si osservi inoltre che la geometria T si pud realizzare
nello spazio C/<@> (rispettivamente nel duale di C/< @ »>),
considerando come vertici di tipo 0,1,2 i sottospazi di dimensione
1,2,4 (rispettivamente: di dimensione 6,3,1) rappresentati da ot-

tadi; trii e sestetti.

Oltre alla geometria 2-locale di M,, sopra descritta, altre

24
geometrie ammettono il diagramma (*), Infatti. ammette certamente
(*) ogni geometria che si ottiene da un building (debole)

di tipo B4: a:o——o——%, rimuovendo i vertici di tipo 3

o 1 2
e gli elementi che li contengono: una tale geometria & un
building troncatod i tipo B4, nella terminologia di Ronan
(1982).

Un'altra geometria che ammette (*) si ottiene dal piano
proiettivo PG(2,2), assumendo come vertici di tipo 0.1.2 rispettiva
mente i punti e le rette di PG(2,2), le 28 anti-bandiere di
PG(2,2) (i.e. le coppie costituite da una retta e un punto
che non le appartiene) , i 21 4-goni contenuti in PG(2.2).
Il gruppo degli automorfismi di questa geometria éPSL(S,Z)-C2=
= Aut (PSL(3,2).

Seguendo Ronan (1982), chiameremo i vertici di tipo 0.1.2
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di una geometria r che ammette (*) rispettivamente punti
nette, quads . E' facile verificare che il residuo di un punto
di T & costituito dai punti e dalle rette di uno spazio proiettivo
3-dimensionale PG(3,k), definito su un campo Kk indipendente

dal punto considerato. Si dira allora che T & definita suwl
campo k . (Si osservi che si considera qui anche il “campo”
di ordine 1, corrispondente al <caso in cui le rette dello
spazio proiettivo hanno 2 punti, e punti e rette formano il
grafo completo con 4 wvertici. Cio accade nella geometria sopra
descritta per PSL(3,2)-C2).

Ronan (1982) ha provato che le sole geometrie g§inite che

ammettono (*) sono quelle che abbiamo descritto.

Precisamente vale il seguente:

TEOREMA.  Una geometria finita T che ammette (*), e ¢
definita sul campo k di ordine g. ¢ un building troncato di
tipo B4, oppure: i) q=2 e T ¢ la geometria 2-locale di M24;
ii) g=I e T & la geometria di PSL(3,2)- CZ sopra descritta.

La dimostrazione di Ronan g di tipo geometrico, e distingue
le possibili strutture di T . Se T non ¢ un building troncato,
allora e un quasi-esagono (near-hexagon) nel senso di Shult.
Yanushka (1980), e il residuo di un quad risulta essere un
4-gono generalizzato di parametri (2,2) o (1,1). Nel secondo
caso si ottiene ii); nel primo caso ogni quad ¢ un S¢-quadrangolo,
e l'identificazione di I con la geometria 2-locale di M24
puo passare per l'unicita del quasi-esagono regolare su 759

punti (Brouwer (1981)), oppure per una ricostruzione diretta,

dentro T , di un sistema di Steiner S(5,8,24) per il quale
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le ottadi, i trii e i sestetti sono rispettivamente i punti,

le rette e i quads (Ronan (1982)).

Il teorema precedente implica in particolare che, se T
¢ una geometria su GF(2) che ammette (*),0 ¢ la geometria
2-locale di M24, oppure T g la geometria del building (troncato)
di tipo B,(2), e Aut(r)=B,(2) (=Sp(8,2)).

Le geometrie su GF(2) che ammettono (*) sono state determinate
anche da Smith (19828) usando, in luogo di metodi puramente
geometrici, metodi omofogici per lo studio di Aut(T) nell’ipotesi
(non  necessaria in Ronan (1982)) che Aut(r ) sia transitivo
sulle bandiere. In virto di tale ipotesi & determinata in
G = Aut( r) la struttura di P;/U; v LJ, per ogni J ¢ {0,1,2}
Precisamente: L, = A,, L, = PSL(3,2) x S

0 81
= PSL(3,2), L LI = S

0,2 ~ -, 2
sottogruppi PJ risultano essere sottogruppi 2-locali di G.

3,L2=S6;da cui L0'1=
3 (e LO,l 2 = ¢ 1>). Inoltre, i

Considerando I come un complesso simpliciale su {0,1,21},
¢ possibile assegnare ai simplessi J un opportuno prefascio
di LJ-moduli VJ su GF(2), in modo che sia estendibile a wun
sistema G-equivariante di coefficienti ~ su I . Il metodo
di Smith (1982B) consiste nel calcolare il G-modulo V=H.0(f\,,r)
su GF(2), e suo tramite determinare la struttura di T e di
G; si appoggia a tecniche elaborate dallo stesso Smith e da
Ronan, e si applica anche alle geometrie realizzate da altri
gruppi  sporadici.

In Smith (19828) Vo & il modulo banale per Log» V4

modulo irriducibile 2-dimensionale per LI (in cui PN P, fissa

v, & il

un vettore), V2 ¢ il modulo 4-dimensionale naturale per L2=
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= Sp(4.2) (in cui PO N P2 fissa un vettore), e la costruzione
di v = <V8,V?,Vg> ¢ridotta a calcoli “locali”, corrispondenti
alla costruzione, per ogni sottogruppo Pi’ i=0,1,2, di una
serie di composizione del P, -modulo V. Si giunge a una separazione
in due casi, secondo che P,/0,(Uy) ~ 86 X SS' oppure PZ/Z(UZ) ~ C3 S¢
i) nel primo caso dim(V) = 16, Vv & il modulo spinoriale per
G = Sp(8,2) (~ Q(9,2)),eTela geometria del building troncato
di tipo B4 su GF(2); ii) nel secondo caso dim(V) = 11, Vv @

il modulo irriducibile C/<Q> per G=M e I' & la geometria

24
a-locale di M24, realizzata in V dai sottospazi di dimensione

1.2.4 corrispondenti alle ottadi, ai trii, ai sestetti.

Si noti che scelte diverse del prefascio conducono a moduli
diversi (sia per Sp(8,2) che per M,,). Nel caso di M,,, si
ottiene V = C/<Q> imponendo che Py fissi un vettore di Vv;
se si impone invece che P2 fissi un vettore di v, gli stessi
calcoli conducono al duale di C/<Q> , e alla geometria T degli
spazi di dimensione 6.3.1 corrispondenti alle ottadi, ai trii
e ai sestetti. Altri  moduli si ottengono scegliendo altri
sottogruppi Py, J ¢ {0,1,2}.

Smith ha parzialmente esaminato le scelte possibili, e
ha riscontrato che sembrano ottenersi 14 “sistemi irriducibili”
(nozione implicita in Smith (1982A)), in corrispondenza naturale
con i 14 tipi di sottogruppi di M,, contenenti un 2-sottogruppo
di Sylow (cfr. Aschbacher (1982)), e apparentemente legati
ai 13 moduli irriducibili su GF(2) (cfr. §11.).

Ronan,Smith  (1980) hanno anche descritto una  geometria

2-locale per il gruppo di Mathieu M22'
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Fissati due punti ¢, 8 di un sistema di Steiner S(5,8,24),
si consideri linsieme S = SO u SI U SZ, ove SO ¢ linsieme
delle esadd del sistema di Steiner S$(3,6,22) che si ottiene
da S(5,8,24) contraendolo in o ,8 S1 e I'insieme delle c¢ttad«
d i 8§(5,8,24) contenute in S(3,6,22); e § ¢ linsieme dei

2
sestetti con la proprieta che cinque delle loro tetradi sono
contenute i n S5(3,6,22), Gli elementi di SO'Sl'Sz si diranno
brevemente esadi ,» ottadi © quintetti di S. Si consideri in
S la relazione d'incidenza 1 cosi definita: un'esade ¢ incidente
con wun’'ottade se ¢& da questa disgiunta, e ¢ incidente con
un quintetto se contiene una tetrade del quintetto; un'ottade

¢ incidente con un quintetto se ¢ unione di due tetradi del

quintetto.

= (S,I)¢una geometria su A={0,1,2}, e si osserva che:
i) fissata un'esade h. ogni coppia di punti di h individua
un quintetto incidente con h, e ogni partizione di h di tipo
23 individua tre quintetti, che sono raffinamenti di uno stesso
trio formato da h U {a.B} e da altre due ottadi (incidenti
con h). Pertanto Res(h) ¢ la geometria che si ottiene da yn
86—quadrangolo (formato da 15 quintetti e 15 trii) rimpiazzando
ogni trio con le due ottadi del trio incidenti con h (i.e.
Res(h) & un deppic riceprimento spezzato del S()-quadrangolo).

ii) fissata wun’'ottade o0, esiste wun’'unica involuzione di M24
che fissa i punti di o e scambia fra loro a e B . Tale involuzione
determina 7 trii e 7 sestetti incidenti con o, che formano
un piano proiettivo PG(2,2) (cfr. | a geometria2-locale di

M)4) e corrispondono precisamente alle esadi - a1 quintetti
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incidenti con o. Dunque Res(o) ¢ un piano proiettivo PG(2,2).
iii) fissato un quintetto q, vi sono 5 esadi e 10 ottadi incidenti
con . e ciascuna esade ¢incidente con 3 ottadi.Res(q) ha

percio la struttura di un sistema di Steiner banale S(3.3.5).

n o2
Se si rappresentano con a&——Do e o——o il doppio ricoprimento
del  S-quadrangoloe i | sistema  S(3,3,5), rispettivamente,

I ¢ una geometria 2-locale per M,, che ammette il diagramma:

Gli  stabilizzanti  dei vertici sono  sottogruppi i~ 2-locali

R precisamente, PO ¢ lo stabilizzante di un’esade,

[E 4] 6’ P ¢ lo stabilizzante di un’'ottade, [EZS]PSL(Z»,Z);

massimali di M

P e lo stablllzzante di un quintetto, [E ,]Sg
2

2
Si noti che Pl non contiene un 2-sottogruppo di Sylow di

M Questa situazione non si presenta nei gruppi di Chevalley,

22°
nei quali i sottogruppi 2-locali massimali contengono  sempre
un 2-sottogruppo di Sylow, ma ha luogo in vari gruppi sporadici.
Dal punto di vista dei diagrammi 2-locali, ogniqualvolta P,
non contiene un 2-sottogruppo di Sylow,i residui di rango 2
che contengono il nodo i risultano essere opportuni n-ricoprimenti

spezzati di geometrie standard (cfr. Ronan, Smith (1980)).

Per  terminare, notiamo che, accanto a geomctrie 2-local i
relat ive a parabolici massimal i, ¢ ut ile considerare gcomctric

relative a parabolici minimali. E.g., nel caso di M Vi

24°
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sono esattamente 3 tipi di sottogruppi che coprono un 2-sottogruppo

di Sylow e si possono scegliere come parabolici PO.PI,P2 (si

. . "3 N3
ottiene allora un diagramma g—p—o0, dOove 0-0 rappresenta

il triplo ricoprimento del Sa-quadrangolo).Per I'esempio precedente
cfr. Ronan (1982) e Ronan,Stroth (1982). che trattano sistemati-
camente queste '"2-Sylow geometrie”. Un altro esempio ¢ offerto
da M12’ che contiene due tipi di sottogruppi che coprono un
2-sottogruppo di Sylow (il centralizzante di un'involuzione
centrale, e il normalizzante di un sottogruppo E contenente
tre involuzioni centrali i cui insiemi di puntzi2 fissi sono
mutuamente  disgiunti, entrambi  massimal i i n M12)° Scegliendo
tali sottogruppi come parabolici Py.Py si ottiene una geometria
simile a un (g,dp,dr)—gono generalizzato, salvo che g=8,dp=dr=1z,

(Cfr. Ronan,Stroth (1982)).

ADDENDA:

1) Buekenhout (1982) presenta uno studio dettagliato di

varie geometr’ie “contenute” in scelto come cavia sulla

Mya

gquale verificare quali possano essere le geometrie pid adatte

a'interpretare geometricamente i gruppi sporadici.ln particolare,

Buekenhout esamina residui e troncamenti dell'ovvia geometria
= = U

r (s,1), con S Sy Us, U s, S; U S4» ove 8+81:5;:55.5,

sono rispettivamente gli insiemi delle monadi, diadi, triadi,

tetradi ed esadi di S(5,6,12), € 1 l'inclusione simmetrizzata.

(T ammette il diagramma (-5 ¢—& o-C g Afg 0o, pih precisa-

mente, in termini d i (g,dp,dr)—goni generalizzati:
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(3,3,3) (3,3,3) (3,3,4) (3,3,4)
o o ? 0 0 ). Ne deriva nuove geome-

trie, e oltre a ci0 elenca varie altre geometrie per My, e
Aut(Mlz),Iegate in vari- modi a S§(5,6,12) e/o alla struttura

di sottogruppi di M12'

2) Un fitto catalogo aggiornato di geometrie ammesse dai
26 gruppi semplici sporadici & stato compilato da Buekenhout

(1983).
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513. GRUPPI SPORADICI ASSOCIATI Al GRUPPI DI MATHIEU

1 gruppi di Mathieu sono strettamente associati ad altri
gruppi  sporadici, sia perché intervengono in modo diretto

nella loro costruzione, sia perché giocano un ruolo essenziale

nella loro descrizione e caratterizzazione. In §8. abbiamo
discusso i risultati che mettono in Iluce il legame fra M24
e il gruppo di Held He. In questo paragrafo descriveremo in
qualche dettaglio il gruppo di Higman-Sims HS. i gruppi di
Conway Co,,Co,,Coy, i gruppi di Fischer FopsFassFiyse i
quarto  gruppo di Janko J,, cercando di illustrarne i nessi

con i gruppi di Mathieu.

A) IL GRUPPO DI HIGMAN-SIMS HS.

Il gruppo sporadico HS fu scoperto da D.G.Higman e C.C.Sims
(Higman. Sims (1968)). come estensione transitiva di rango
3 del gruppo di Mathieu M22'

M22 si pud considerare come gruppo di permutazioni sull’insieme
AIUAZ, ove 41 ¢ Tlinsieme dei punti e A, & Tlinsieme dei
blocchi  del sistema di Steiner S = §(3,6,22). Aggiungendo un
nuovo punto %, si ottiene l'insieme Q = {*}U A1U Az, di cardinalita
100=1+22+77., HS ¢ l'unica estensione transitiva di pppp su

f (Higman,Sims (1968). Wales (1969A)).

La costruzione di HS in Higman,Sims (1968) procede dalla
costruzione di un grafo % associato alla geometria di S=S(3,6,22).
Si osserva infatti che: i) se a ¢ un punto di S, vi sono esattamen-
te 21 blocchi di S che contengono a ; ii) se o , B sono punti

distinti di S, vi sono esattamente 5 blocchi che contengono
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t e B ; iii) due blocchi sono disgiunti, oppure si intersecano
in 2 punti; iv) dato un blocco b di S, per ii) e iii) vi sono
esattamente 16 blocchi disgiunti da b. Si definisce allora
il grafo @ , 1 cui venticd sono i punti di @ , e i cui spigold
si ottengono  congiungendo * con ogni punto di S, ogni punto
o di S con i 21  blocchi che lo contengono, e ogni blocco
b di S con i 16 blocchi disgiunti da b. % ¢ un grago fortemente
negolare di valenza 22, e si pud concisamente rappresentare

mediante il diagramma:

16
1 22 1 22 21 6 O
77

Si consideri ora Aut(%): ¢ (Aut(%)) ~ Aut (M,,). Per ottenere
un’estensione transitiva, occorre provare che Aut(¥) ¢ transitivo
sui vertici di ¢ . Basta, a tale scopo, considerare un vertice
oeAl ,l'insieme Al(o) dei vertici di % adiacenti ad ©o,
I'insierﬁe L(a) =0\ ( {a} U Al(a)) , e provare che gli elementi
di Al(oc) e A ,(a) possono interpretarsi come i punti e i blocchi
di un sistema di Steiner S'=S(3,6,22) (con l'incidenza indotta

da ¢ ). Allora la transitivita di Aut(¢) su © si deduce osservando

che (Aut(9))y o~ Aut(Mzz) , 0 alternativamente osservando  che
ogni isomorfismo 1 : S =+ S' si estende a un automorfismo T di
¢ tale che (*)T = o e (AD? = Al(@ = {*}U Bo.

Sia G=Aut( ) ﬂAQ : G ha indice 2 in Aut(%), poiché Aut (MZZ)
cont iene una permutazione che fissa esattamente 8 punti e
21 blocchi di S. Inoltre G ¢ primitivo su 2, poiché (1+22)4100,

e G, = M,,: segue subito che G ¢ un gruppo semplice. G ¢ il

22°



1 gruppi di Mathieu 355

gruppo sporadico HS, di ordine |M22|-100=2.03.§.7Q.11:i n
particolare, Aut(%) = Aut(HS).

L'idea di associare un grafo (0 una famiglia di grafi)
a un gruppo di permutazioni @& stata introdotta e utilizzata
per la prima volta da Sims (1967,1968) Se G & un gruppo transitivo
su un insieme Q , e Ga(oceQ) ha orbite Ao(oz)= {a}, 8700 y0 . . .,
Ak_l(a) su { (i.e. G ha rango k e parametri IAi(a)l,L_fiék-l),
ad ogni orbita Ai(a) ¢ possibile associare un grafo orientato
g i cui vertici sono i punti di @, e i cui spigoli si ottengono
congiungendo @ con ogni punto di A i( a) , e ogni immagine

aB(geG) con i punti di  4,)E. 11 grafo 9, & il grafo orbitale
(o grafe di Sims) di G, relativo all'orbita 4;Ca). Se, in

particolare, si ha a e A ( )8 se ¢ solo se of e b,(a), si
puod considerare g come un grafo non orientato. Cid accade,
per i=1,2, quando G ha ordine pari e rango 3: le orbite A1
e AZ( o) danno luogo ai grafi non orientati e complementari
9, ¢ 9. Di pia, ciascuno di questi due grafi ¢ fortemente negolare,
i.e. Ai(m)m Ai(a)gl dipende unicamente dall'essere ae Ai(a)
o af ¢ Ai(a) (i=1,2). Dunque G si puo0 considerare come un
gruppo di automorfismi di un grafo fortemente regolare, transitivo
sui vertici e sugli spigoli.

Nel caso della costruzione di HS, sopra delineata, l'esistenza

di HS come estensione transitiva di M ¢ provata mediante

22
la costruzione del grafo ¢. @ ¢& precisamente il grafo orbitale
{41 relativo all'orbita A1=A1(*). Wales (1969A) ha provato

che, se G & un’estensione transitiva di M22 di grado 100,

e G, = M,, ha orbite {a} , A 1@, 8,(a)di lunghezza 1,22,77,
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I'azione di M22 sulle orbite Al(u), 8,(a) coincide necessariamente
con l'azione sui punti e sui blocchi di $(3,6,22), e determina
completamente il grafo orbitale 4, dell’estensione G. L'unicita
di 9, implica allora, ovviamente, che HS ¢ l'unica estensione
transitiva di M22 di parametri 22.77. (Per ulteriori caratterizza-
zioni di HS in termini del grafo #;, cfr. Gewirtz (1969)
e M.S. Smith (1975)).

Altri  gruppi sporadici. oltre a HS. sono stati costruiti
e caratterizzati secondo le stesse linee. Si tratta dei gruppi
seguenti :

(i) il gruppo di McLaughlin Mc. Mc ¢ l'unica estensione
transitiva di PSU(4,3) di grado 275 e parametri 112.162 (cfr.

McLaughlin (1969)). (L'unicita del grafo orbitale & provata
in Janko,Wong S.K. (1972) secondo le linee di Wales (1969A)).

(ii) il secondo gruppo di Janko J, e il gruppo di Suzuki
sz.

Suzuki (1969) ha descritto una catena di 4 grafi, estensioni
successive del grafo nullo con 4 vertici, cui corrisponde
la seguente catena di estensioni transitive del gruppo simmetrico
Sy
di grado 36 e parametri 14.21; Aut(J,) = J, . Cys di grado 100

PGL(2,7), di grado 14 e parametri 4,9;(;2(2): PSU(3,3)-C,,

e parametri 36,63; Aut(G,(4)), di grado 416 e parametri 100,315;

Aut(Sz) = Sz+ C di grado 1782 e parametri 416,1315.(J2é

2!
stato  scoperto da Janko (1968c) mediante un centralizzante
di involuzione, ma & stato costruito da Hall,Wales (1968)

come estensione transitiva di rango 3 di PSU(3,3)). Un’elegante

costruzione di JZ come gruppo di un grafo, equivalente a quella
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di Suzuki (1969) e stata ottenuta da Tits (1969). Per l'unicita
di Jz,cfr. Hall, Wales (1968) e Wales (1969B)).

(iii) il gruppo di Rudval is Ru. Ru & l'unica estensione
transitiva del gruppo di Ree 2F4(2) di grado 4060 e parametri
1755, 2304. Ru coincide con il gruppo degli automorfismi del
suo grafo di Sims, e & stato costruito da Conway, Wales (1973).
La costruzione non fa riferimento diretto al grafo orbitale;
tuttavia, come nel caso di HS. 1'unicita del grafo implica

che Ru ¢ l'unica estensione di 2F4(2) con i parametri descritti.

Notiamo infine che i gruppi di Fischer F,,,F F24 (cfr.C)

22°° 23
in questo paragrafo), pur originando dalla classificazione
dei gruppi generati da una classe D di 3-trasposizioni. sono
costruiti  come estensioni di rango 3 del centralizzante di
un elemento di D, e caratterizzati come gruppi di automorfismi

dei grafi orbitali corripondenti (Fischer (1969)),

Concludiamo con wuna sommaria rassegna di ulteriori informazioni

su HS:

1) Una costruzione alternativa di HS. come gruppo degli
automorfismi di un 2-(176,50,14) disegno simmetrico, si deve a G.Higman
:(Higman (1969)). (L'isomorfismo del gruppo costruito da G.
Higman con HS ¢ stato provato da Sims (1969). e in seguito
anche da M,S.Smith (1976A,1976B) nell’ambito dello studio
di strutture combinatorie ottenute generalizzando la costruzione
di Higman (1969). Di fatto, HS & l'unico gruppo semplice del
suo ordine (Parrott, Wong S.K. (1970)). HS e 2-transitivo
sui 176 punti e sui 176 blocchi del disegno Di Higman (1969). Le. due

azioni sono distinte (e fuse da un automorfismo esterno di HS), e lo
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stabilizzante di un punto (blocco) ¢ isomorfo al gruppo PSU(3,5) <¢>
(ove ¢ 'automorfismo indotto dall’automorfismo di Frobenius di
GF(SZ)). Dunque HS ¢ estensione Z-transitiva di PSU(3,5)<o>, L'esten
sione ¢ unica, e se ne pud ottenere una costruzione alternativa
applicando il ‘'"graph extension theorem” di E. Shult (cfr.
Shult (1972)). Un'ulteriore estensione di rango 3 di HS non
e possibile (cfr. Magliveras (1974.1976)). Sia la costruzione
di  Higman, Sims (1968). sia quella di Higman (1969), sono
realizzabili nel gruppo di Leech L: wuna breve dimostrazione
ne ¢ data da Conway (1969A), identificando HS con il sottogruppo
di L che fissa un certo “triangolo” del reticolo di Leech
(cfr. B), II) in questo paragrafo). Infine: una caratterizzazione
di HS come gruppo Z-transitivo ¢ data da Kimura (1978). Precisamen-

te: se G & un gruppo 2-transitivo su § , con | @ ‘pari, e G

af=
= PGL(Z,qZ) “CZ (ove g e (dispari, e C2 induce s u PGL(Z,QZ)
un automorfismo di ordine 2), allora q=3 e G ¢ il gruppo HS

nella sua azione sui 176 punti del disegno di G.Higman.

2) HS & generabile da un’involuzione e da un elemento di
ordine 7 (Higman. Sims (1968)). Magliveras (1971) ha determinato
i sottogruppi massimali di HS: vi sono 12 classi di sottogruppi
massimali, fra le quali due classi di sottogruppi isomorfi
a M-
Kassab (1982) ha classificato le cliques (= sottografi
nulli massimali) del grafo di HS, e descritto gli stabilizzanti

delle cliques (e.g. M 1 ¢ lo stabilizzante di una clique di

1
12 vertici).

3) HS ha due classi di involuzioni: una classe di involuzioni
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centrali, il cui centralizzante ¢ estensione di un prodotto
centrale Dg*Dg*C, mediante SS’e una classe di involuzioni
non centrali, il cui centralizzante éC2xAut(A6). HS ¢ stato
caratterizzato mediante il centralizzante di un’involuzione
centrale da Janko, Wong S.K. (1969), e mediante la struttura
di un 2-sottogruppo di Sylow (Gorenstein, Harris (1973), 0'Nan
(1976B)). Nel gruppo sporadico di Harada-Norton Fc, il centralizzan

te di una involuzione non centrale ¢ isomorfo al ricoprimento

C,r Aut (HS) (Harada (1975B)).

4) Frame (1972) ha calcolato le tavole dei caratteri di
HS e di Aut(HS). Il moltiplicatore di Schur di HS ha ordine
2 (Mckay, Wales (1971)), e i caratteri del ricoprimento C,:- HS
sono stati calcolati da Rudvalis (1975).La struttura dei 2-blocchi
non-principali di HS g stata analizzata da Landrock (1978),
e Humphreys (1982) ha poi determinato tutti i caratteri modulari.
L’'indice di Schur delle rappresentazioni di HS ¢ 1 (Benard(1979)).

5) Una geometria 2-locale per HS (nel senso di 111) g descritta

da Ronan. Smith (1980).

B) 1 gruppi di Conway Col. Co,, Cos.

1 tre gruppi semplici scoperti da J.H.Conway sono sezioni
del gruppo degli automorfismi di un singolare oggetto combinatorio,
il cosiddetto reticolo . di Leech, strettamente associato al

codice binario esteso di Golay e alla geometria di M24.

1) (Costruzione di gruppi di Conway)

Sia E uno spazio cuclideo reale di dimensione n. Unuxeticolo
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in E & un sottogruppo di rango n del gruppo additivo di E,

che contiene una base di E. Un reticolo p» in E si dice pans

se (x,x) € 22 per ogni X € ) ; si dice unimodulare S€, per
ogni Z-base {xl,...,xn}di A, é‘ldet((xi,xj))|=1. Una rotazione
dello spazio E che lasci un reticolo g invariante, si dice
simmetnia, o automongismo, di A o il gruppo delle simmetrie

di A si indica con Aut(A).

Se n=24, a meno d’'isometrie esiste un unico reticolo A,
pari e unimodulare. tale che sia (xx) > 2 per ogni xE A , x#0,.
Cio i? stato dimostrato da Conway (1969B) (la dimostrazione
di Conway ¢ di natura costruttiva, e pud essere usata come
definieione di A) , e indipendentemente da Niemeier (1968),
che ha classificato tutti i reticoli pari e unimodulari in
R24 (provando che tali reticoli si distribuiscono in 24 classi
d'equivalenza rispetto alle isometrie di R24, ciascuna delle
quali ¢ determinata dalla configurazione dei vettori di norma
V7).

Il reticolo A in R“, pari, unimodulare, e privo di vettori

di norma V2, @& il xeticolo di Leech,scoperto da J.Leech
in relazione a problemi di “packings” densi di sfere (cfr.
Leech (1964, 1967)). Aut( A) = L e il gruppo di Leech: L @

un sottogruppo finito del gruppo delle isometrie (= congruenze
euclidee) di Rr%%,

Al fine di descrivere la geometria di A e analizzare la
struttura di L, conviene considerare, scegliendo una scala
opportuna, una rappresentazione di A in coordinate intere

(Conway (1969A)).
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Sia dunque C il codice binario (esteso) di Golay, considerato

Q
come sottospazio di dimensione 12 dello spazio 2 , 2 = PG(1.23)
24

(cfr. §6),e sia {ei}ieﬂ la base standard di R°" . Per X ¢,
zZel, sia (X,z) l'insieme dei vettori v = I xiei, con xieZ.
Lx; = 4z, e x; = 2,0 z+2(mod4) secondo che i ¢ X oppure jeX.
1¢ neticolo d i Leeck'unione di tutti gf€i insiemé (X,z),

con X e C. z e Z Alternativamente, si puo definire A come

lo Z-modulo generato in R24 dai vettori -3e, + L 22

i=0%i* ©
iezS Zei. ove S varia nell’insieme delle ottadi di C.
(Sul reticolo A, cfr. anche McKay (1972), che costruisce
una classe di reticoli pari unimodulari contenente A | esibendone

una matrice generatrice, e Thompson (1976). Sia in McKay (1972).
che in Thompson (1976) emergono connessioni fra A e il reticolo
delle radici del gruppo di Weyl W(Es).(*) Eleganticostruzioni

di A, e dimostrazioni di unicita, sono date da Tits (1978A. 1980).
cfr. 11),2)).

Per ogni x,yeh, si ha (x,y) 0 (mod8) e (x,Xx) = 0 (modl6).

Se (xxX) = 16d. si dice che x & un vettore di{ ztipo d, e si
indica con Ad I'insieme dei vettori di tipo d. Per xeh,
si indica A(x) il reticolo dei vettori ortogonali a x. e con

/\d(x) I'insieme dei vettori di tipo d ortogonali a x. In particola-
re, si ha A1,| = 0 (i.e. M non contiene vettori di tipo 1);
2| = 196.560; |A3| = 16.773.120; /\4| = 398.034.000; Asi =
= 4.629.381.120. Inoltre, se xe/\z. |A2(X)| = 93.150.

La geometria di A consente di determinare la struttura

di L. In primo luogo, ogni permutazione meS, induce una trasforma-

. ~ . 24
zione ortogonale 7 : e, enri) di R

i , che appartiene al

(*) Cfr. gli Addenda alla fine di questa sezione.
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gruppo di Leech L se e solo se 7(C) = c Si deduce che L

cont iene un  sottogruppo M isomorfo a M D’altra parte,

24°
X
s e ieX. Il gruppo A=<€x|XeC>é

per ogni X ¢ @, si consideri la riflessione definita ponendo

€X(ei) = e; se i ¢X, Ex(ei) = -ey
un sottogruppo di L. abeliano elementare di ordine 212, isomorfo
al gruppo additivo di C. e normalizzato da M. Considerato
come M-modulo, A ¢ isomorfo al modulo C: il prodotto semidiretto
[A]M e il sottogruppo monomiale N di L, e coincide con l'insieme

degli elementi di L che lasciano invariante I'insieme {xe; 1.

N & un sottogruppo proprio di L: infatti, s e Tl’TZ""'Té
sono le tetradi di un sestetto di C, L contiene la rotazione
1 .
4 = €n ° An , OVE 7 e, +» € 5 I, e., se ieT_ (cfr.
T1 1‘1 T1 T1 i i 2 ]GTSJ 3

Conway (1969A)). Sia xe n, e sia H un sottogruppo di L contenente
propriamente N. Si pud dimostrare che H @& transitivo su AZ’

Hx & transitivo su AZ(x), e per ogni y ¢ AZ(X)’ H__ & un sottogrup-

Xy
po di N, prodotto semidiretto di E per M22' Poiché |A2(x)|=93.150.

10|M 22,94 .2

210
si deduce che |H| = (196.560)(93.150) 2 22|=2 3757 7:11-13+23,

e quindi necessariamente, H=L. In particolare, N & un sottoerupvo

massimade rii L, e L= < N,CTT> .

Un insieme costituito da 24 vettori mutuamente ortogonali

di dai loro opposti ¢ una exoce . Le croci danno luogo

4 ©
a una partizione di Ly in sottoinsiemi di cardinalita 48;

in particolare A, > { + 8e, } . { * 8e;} ¢ la croce standard (e

4 - 1

lo stabilizzante in L della croce standard ¢ N). Modulo 2 7,
ogni vettore del reticolo 7 ¢equivalente: i) al vettore
0; ii) a + X per un unico X e Ay iii) a + X, per un unico

X € 1\3; iv) ai 48 vettori di un’unica croce. In particolare:
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posto ‘Kz = {{+x1}|xe nY, Ay = {{#x) |xeA3} .K4{{18ei}glgeL. ieQ,
si ha [h/20] = 1+ [Ry] t Ay« [f,] = 2%%.

Il gruppo di Leech L ha centro Z(L) di ordine 2. generato

dalla riflessione EQ =-1), e il gruppo quoziente L/Z(L)
opera come Uun gruppo primitivo su 7\2, 7\3, e 7\4. L/Z(L) = Co1l
¢ il orimo gruppo di Conway, di ordine 22139547211 13 4 23.

Considerando I’'azione di Co1 su EZ’ si pud dedurre senza troppa

difficolta che Co, & un gruppo semplice (cfr. Conway (1969A)).

Lo stabilizzante di un punto di AZ in Co1 ¢ il secondo
gruppo di Conway, Co,, di ordine 21836537‘ 11-23; lo stabilizzante
di un punto di Ky in Co ¢i I tenzo grnuppodi Conway, Cos
di ordine 210 37537'11-23. ‘Anche Co, e Co; sono gruppi semplici
(per una dimostrazione di semplicita, valida simultaneamente

per Col,Coz, e COS’ cfr. Tits (1975)).

In particolare, 1' immagine N di N in Co ¢ estensione spezza-
1
ta di un gruppo abeliano elementare E ;,( » A/<eQ>,) mediante
2
M,,.Come M,,-modulo, E ¢ isomorfo al modulo V=C/<Q>, considera-
24 24 11

to in §11.

11) (Sottogruppi di L e dei gruppi di Conway)

1) Oltre ai tre gruppi di Conway e ai cinque gruppi di
Mathieu, il gruppo di Leech L ammette come sottogruppi o sezioni
i gruppi sporadici HS, MC,J2 e Sz.

a)HS e Mc.

Sia Xx un vettore di tipo d: se x ¢ somma di due vettori
di tipo a e b, si dice che x & un vettore di tipo d . In

virtd di ci6 che si ¢ detto in I) su N/2A si ha che ogni
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vettore. di tipo d ¢ di tipo dab, con atb = %(dn—), r=0,2,3,4
(ove queste possibilita si escludono a vicenda).
Il gruppo di Leech L opera transitivamente sull’insieme

dei vettori di A di ciascuno dei tipi seguenti: 2,3,4,5,6,,,6

22°%32°
7,822.832,842,933,942,1033,1042.;143,1152. Pertanto, se d <12,
¢ univocamente determinato il sottogruppo Ldab di L che fissa
AY
un vettore di tipo dab‘ La struttura di tali sottogruppi @
determinata in Conway (1969A) (cfr. anche Conway (1971)).
In particolare L, = Co,, Ly = Cog,L, = [E211]M23, Ly = Aut(Mc)
= . ,L = = =
(= Mc-C,) 6y, PSU(6,2) CZ.L632 Myy, Ly = HS.
1 gruppi sporadici HS e Mc si possono ottenere anche in
altro modo come sottogruppi di Co3 (di fatto, HS e Aut(Mc)

sono sottogruppi massimali di C°3):

Siano x,yeA, di tipo a e b rispettivamente,e sia z = x-y
di tipo c¢ 1 vettori x,y,z formano un *“triangolo” di tipo
abc. La struttura del sottogruppo Labc di L che fissa i vertici
del triangolo (i.e. i punti del sottoreticolo di A generato
da x e y) & specificata in Conway (1969A), per varie terne
abc.

In particolare:
m—

i) My, < Lyyye @ L222 ~ PSU(6,2). (Questa identificazione ¢ alla
base della rappresentazione di Cqe M22 studiata da Jdnsson,
McKay (1976) (cfr. §11)).

ii) Ly,, ~ Mc.

(A un triangolo di tipo 322 si associa una configurazione
di 275 wvettori di A : ritenendo incidenti due vettori x,y se

X -y e1\3, si ottiene un grafo isomorfo al grafo di Mc. Inoltre:
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se X e /\3,v i sono esattamente 276 coppie non ordinate {y,z}

tali che sia x=y+z, con y,zeAZ, L3=Co3

di tali coppie. e lo stabilizzante di una coppia in L3e Lssn”

¢ 2-transitivo sull’'insieme

.C2 %~ Aut(Mc). Cio mostra che Co3 & estensione 2-transitiva
di Aut(Mc). (Per una costruzione diretta di Co3 come estensione
di Aut(Mc), ottenuta estendendo il grafo orbitale di Mc, cfr.
Shult (1972))).

iii) L

332 ¥ HS.

(A un triangolo di tipo 332 si associa una configurazione
di 100 wvettori di A . Definendo I'incidenza come in ii), si
ottiene un grafo isomorfo al grafo di HS. Al triangolo si
pud anche associare una configurazione di 176 coppie di punti
di A, identificabile con il disegno considerato da Higman (1969).
mostrando in tal modo 1'identita delle costruzioni di Higman,Sims
(1988) e Higman (1969) ).

iv) 333 2 [535]M11-

(L'azione di M11 su 535 ¢ irriducibilere realizza la rappresen-
tazione descritta in Assmus. . Mattson (1966A), Ward (1975).
Fissato un triangolo T di tipo 333. vi sono in A esattamente
altri 11 triangoli con lo stesso centro di T. Il sottogruppo
di L che permuta questi 12 triangoli & estensione di E mediante
CZ' Mlz; I'azione di C2 ~Mlzsu E36 coincide con quella descritta
da Coxeter-Todd e investigata da Assmus-Mattson e Ward, i.e.
con I'azione di M12 come gruppo degli automorfismi del codice
ternario di Golay. (Una dettagliata analisi della struttura

di E 6 (CZ' Mlz), in relazione alla sua azione sul reticolo
3
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complesso di Leech Ag (cfr.b)). si trova in Curtis (1980))).
b) J, e Sz
La locazione di Sz (e del suo sottogruppo J5) in L & convenien-
temente descritta mediante la cosiddetta “catena di Thompson".
L contiene un elemento u di ordine 3, il cui centralizzante ¢ isomor
fo a <u>x(C2~ A9) (dove CzAge il doppio ricoprimento di Ag). L

contiene pertanto una catena di sottogruppi C,rA; (i=2,...,9); po-

sto Gi=GL(C2- Ai), si ha G2 = L = Cz' Col; G3 = C6' SZ (il
ricoprimento completo di Sz); G, = 02-62(4'); G5 = C,-J, (il ricopri
mento di JZ; G6 = CZ-PSU(S,S); G7 = CZ- PSL(2,7);G8 = CZ' Ay

G9 = Cg (Cfr. la catena di Suzuk4{ in A)).

La catena di Thompson suggerisce una rappresentazione projettiva
12-dimensionale di Sz su Q(w), ove weé una radice cubica primitiva
dell’'unita. Essa si ottiene considerando il #reticolo complesso di
Leech Ag i.e. scegliendo in L un elemento wp di ordine 3,
privo di punti fissi, e considerando A come modulo 12-dimensionale
su Z(w), con l'azione X(a+bw)=ax+b(xwL), per ogni xeA ,a+bweZ(w).

; - c. *
Si ha Aut(Am) = C6 Sz .

(1l reticolo complesso Agp & associato al codice ternario (esteso)
di Golay C(S), cosi come A & associato al codice binario
C. A 12
-3

¢ ¢ infatti generato nello spazio ( dai vettori

11

iései (5€C 3y, 3(ei—ej), e jI,7e;+ 3ej (Conway (1971)).

La rappresentazione 12-dimensionale di C6- Sz su Q(w ) si

pud anche ottenere a partire da una rappresentazione 6-dimensio-

nale di C6- PSU(4,3) su Q(w), e, a sua volta, pudo servire per

(*) Per una descrizione dettagliata della geometria del reticolo com
plesso AE, considerato come Cq-Sz-modulo, cfr. anche Wilson(1983).
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una costruzione di L=Aut(A) (Lindsey (1970B,1971).

Tits (1978A) da quattro presentazioni del reticolo di Leech

A associate alla catena di Thompson (incluso il reticolo
Aﬂ:)’ il cui interesse risiede principalmente nell’elegante
uniformita della costruzione. Infatti, indicando con Ri I'anello

degli endomorfismi di A generato da C 'Ai’ Tits da una descrizione

2
diretta, con formule quasi identiche, di @ come R,-modulo,
per i=2,3,4,5,

In tale descrizione, osserva Tits, si separano una parte
“aritmetica” di p , espressa dall’anello Ri’ e una parte “combinato
ria”, espressa da un codice. Al crescere di i. la parte “aritmeti-
ca” si arricchisce: R, & naturalmente Z (e si ottiene l'ordinaria
presentazione di A come reticolo intero), mentre R3=Z(w),
R4 e un ordine massimale dell’algebra quaternionale (i,j,k),
e R5 ¢ un ordine massimale dell’algebra quaternionale su Q¢/5).
Parallelamente, la parte “combinatoria” si riduce: per i=2,
¢ espressa dal codice binario di Golay; per i=3, dal codice

ternario di Golay; per i=4, da un codice in GF(4)6; e infine

per i=5, da un codice in Mat(2,GF(4))3. Come R;-modulo (i=2,3,4,5),

Aha rango d;=24,12,6,3, rispettivamente. Il gruppo Gi (i=2,3,4,5)
¢ il gruppo degli Ri-automorfismi di A, che preservano la
forma hermit iana standard h=h, su Ri 1L n particolare, per

i=3, si ottiene la rappresentazione di C.- Sz sul reticolo

6
AG’ mentre per i=5 si ottiene una rappresentazione quaternionale

3-dimensionale di C, . J,. In quest ‘ultima rappresentazione,
considerata anche in Cohen (1980), e ampiamente analizzata

in Tits (1980). C," J, appare come il gruppo generato dalle

2
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riflessioni unitarie r, d i V3(Q(/5—) (i,j,k¢lative ai
vettori a, con h(a,a) = 4. Dalla rappresentazione cosi ottenuta,
si deduce in modo naturale una rappresentazione o-dimensionale
di Cy#l,, realizzabile in Q(w,/5), gia investigata da Lindsey
(1970A). Infine. il caso i = 4 ¢ trattato in Tits (1978B).

2) Curtis (1973.1980) ha ulteriormente investigato i sottogrup-
pi di L.

L'analisi dei sottogruppi di L che fissano sottoreticoli
di A ¢ portata a compimento in Curtis (197 ). Ci si pud ridurre
a considerare gli “reticoli contenuti in A,i.e. i sottoreticoli

I di A, tali che il sottogruppo LZ di L che fissa i punti di

I : i) non fissa croci in A ; ii) non contiene alcun sottogruppo
di indice < 2. che fissi i punti di un sottoreticolo I'>Z

Gli Y-reticoli di dimensione 1 sono i reticoli generati
da un punto di I\2 0 A3, e gli y-reticoli di dimensione 2 sono

quelli generati da triangoli di tipo 222, 322, 332 o 333.In genera
le. un Y-reticolo £ & generato da ( A, U A) NI (anzi da l\z niz,
se dim I>2), e si dice di tipo 233¥ se | ANZ] =i e | 1\3 n zj=k.
Vi sono esattamente 12 tipi di Y-reticoli in A , e L
opera transitivamente .sui reticoli di uno stesso tipo; ne
segue che, indicato con I (i,k) un Y-reticolo di tipo 213k, e
univocamente determinato il sottogruppo LZ(i,k)' cosi  come
Aut; (£(i,k)) = LN Aut(Z(i,k)). 1 risultati di Curtis (1973) possono

essere riassunti nella seguente tavola:
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o A .
Tipo di £ LZ(.i,k) ut; (2(i,k))

2030 L L

1,0

273 C02=L.2 CZ X Co2

0,1

293 Cog=Lyg €2 x Cog

3,0 . . .

2°3 PSU(6.2)=L,,, (C,*PSU(6,2))" S,
2231 Mc=Lq,, C,* Aut (Mc)

21s? HS=L., C,* Aut (HS)

0,3 .

273 (B sIM11=Lsss C2(E sM1)8;

2°3? PSU(4,3) (g Mo) (C,~ PSU(4,3)- Dy

9.6 : .

2%3 By A (C3"E_4Aq) (33x84)C,
233 PSU(3,5) (¢ MC) (C," PSU(3,5))S4
I G ¢ PSU(3,5),|6]=2%5° ¢, 065
427536 1G] = 2+3° C,G-PSU(4,2)

e nel seguente:

TEOREMA. Sia G = L ¢ L, 0 # x e A . Esiste una catena

K0 < ](1 a.. 4 Kr=G’ con 'Ki+1:Ki|=2 per ogni i. tale che:
1) KO < N (stabilizzante della croce standard), oppure: 2)

KO < Ly, dove [ éeun Y-reticolo #{ 0}.

Curtis (1980) ha invece come obiettivo la determinazione
della struttura locale di L. Usando sistematicamente il MOG
in una delicata analisi della geometria di A e N /20, e
delle corrispondenti azioni di L (e.g., per i sottogruppi
2-locali. 1 ‘azione dei 2-sottogruppi di L sulle croci in
A/24), Curtis ottiene un elenco di sottogruppi di L con la

proprieta che: i) ogni sottogruppo locale di L & coniugato
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a un sottogruppo di un gruppo dell'elenco; ii) nessun gruppo
dell'elenco & coniugato a un sottogruppo di un altro gruppo dell’elenco.
Da Curtis (1973. 1980) si ricavano naturalmente informazioni
sui sottogruppi massimali di L. i.e. di Col = L/zZ(L). Tuttavia,
un elenco completo dei sottogruppi massimali di Col (e di
Coz), non ¢ disponibile. (*) Un elenco completo dei sottogruppi
massimali di Co3 ¢ stato invece ottenuto (insieme a quello

dei sottogruppi massimali di Mc) da Finkelstein (1973).

3) Una caratterizzazione di tipo gruppale dei sottoreticoli
A(d) di A , ortogonali a un vettore di tipo d. per d=2,3,64,,
¢ contenuta in un fondamentale articolo di W. Feit sulle rappresen-
tazioni integrali dei gruppi finiti (Feit (1974)). Fra l'altro,
Feit indaga quali restrizioni imponga I'azione di un gruppo
finito con certe proprieta, sulla struttura di un R-reticolo
di uno spazio vettoriale V=V(K), con K campo numerico algebrico

e R anello degli interi di K. In particolare, Feit (1974)

contiene i seguenti teoremi:

TEOREMA 1. Sia G un gruppo finito, privo di sottogruppi
di indice 23 0o 24. e sia F una rappresentazione razionale,
fedele e assolutamente irriducibile di G, di grado 23. Nella
rappresentazione F, G opera su un reticolo razionale di dimensione
23, identificabile con uno dei reticoli A(2), AB3), MA(637).
In particolare, G ¢ un sottogruppo di uno dei gruppi C,xCoy,
€, xCoz, C 2 x My, rispettivamente.

TEOREMA 2: Sia G un gruppo finito di ordine divisibile
per 23, e sia F una rappresentazione razionale e fedele di

G di grado 24. Se Geprivo di sottogruppi di indice 23,24

(*) Ma cfr. gli Addenda alla fine di gs. sezione.
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0 25 G' opera su un reticolo razionale di dimensione 24.
identificabile con il reticolo di Leech A.In particolare,
G' ¢ L.

111) (Centralizzanti di involuzioni)

Poiché il gruppo monomiale N contiene Syl,L, ogni involuzione

di L ¢coniugata a un’'involuzione di N, e precisamente a una

riflessione €x» con XeC. L ha dunque 4 classi di involuzioni:
(i) la classe costituita dalla riflessione e, = -1; (ii) 1a
classe delle involuzioni coniugate a una riflessione €g»
ove S e un’'ottade di C (L'insieme A'(es) =  {xeh | e (x) - x}
¢ un sottoreticolo di A , isomorfo al reticolo delle radici
del gruppo di weyl W(Ee). Il nucleo dell’azione di C;(€g)
su A'(es)éun gruppo extraspeciale 21+8 di tipo +, e

CL(eS) /2}"'8 eisomorfo a W(EB)'.); (iii) la classe delle
involuzioni coniugate a wuna riflessione €giy OVE S' e il
complemento di un’ottade S di C (CL(€S,) ha la stessa struttura
d i CL(eS).);(iv) la classe delle involuzioni coniugate a
una riflessione €, ove D ¢ una dodecade di C (Lo spazio dei
punti fissi di ED ha dimensione 12; C.( 6D)=CN( ED)=[EZIZ]M12.).
Consideriamo il gruppo Col = L/ <eg> indicando con un soprasse-
gno le immagini in Col di sottogruppi o elementi di L. Ogni
involuzione di Col & coniugata a un’involuzione di N. Col
ha 3 classi di involuzioni, rappresentate dagli elementi
g€g (=€g)s €p e z (ove zel'immagine di un elemento di
ordine 4 di L, con zZ2 = -1). €. & centrale in Col, e CCO1 (Eg)=

S
1+8
+

= 27 g2 cCol(E p) = (B, JAut(dyy): Cgo, (V=(E 36, (M) ),



372 L. Di Martino

ove al= 1 e 62(4) e Aut(GZ(4)). Col ¢ stato caratterizzato

mediante C(~ES) da Patterson (1974). e mediante C(ED) da Reifart
(1977C).

Co2 contiene 3 <classi di involuzioni, rappresentate da
€ 5 Z - _ 1+8 1 _
eS' & Z- €g e centrale, e CCOZ(ES) = [Z+ ]Sp(6,2), CCoz(eD) =
= By - Aut(AQ); CCOZ(E) = (B, x 210y Ag. F.L. Smith

(1974) ha caratterizzato Co2 mediante C(ES);I a struttura
di SylZCoz .8 analizzata da Yoshida (1977). che fornisce una

caratterizzazione di 002 mediante un 2-sottogruppo di Sylow.

co3 contiene 2 classi di involuzioni. rappresentate da

Ese ED.ESécentrale, e C (ES): <g S>-Sp(6,2) (estensione

Co,
non spezzata) i Cg (ED) = <e>

D XMy, . Co3 ¢ stato caratterizzato
mediante C( F:S) da Fendel (1973), mediante C( ED) da Yoshida
(1974). e mediante la struttura di un 2-sottogruppo di Sylow

da Solomon (1974).

(Notiamo inoltre che una caratterizzazione 2-locale di
Co3, mediante un sottogruppo, estensione non spezzata di E24
mediante GL(4.2). ¢ stata ottenuta da 0'Nan, Solomon (1976).
cfr. §8,C). Un’altra caratterizzazione 2-locale di Co3 ¢ data
da Stroth (1979)).

Ci limitiamo poi a ricordare che: 1) il gruppo sporadico

di Fischer F, (Baby Monster) contiene wun’'involuzione il cui

1+22

2
centralizzante ¢ estensione di un gruppo extraspeciale 2

di tipo + mediante Co,. F, & stato caratterizzato in funzione
di tale centralizzante da Bierbrauer (1979). 2) il gruppo
sporadico di Fischer-Griess Fl (“Monster”, o “Friendly Giant")

contiene due classi di involuzioni, con centralizzanti. rispettiva-
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mente, il ricoprimento C,- F, e un’estensione Cl di un gruppo

extraspecialezl*24

mediante Col. Proprio a partire da ClI
Griess (1982) ha costruito un’algebra A (commutativa e non-
associativa) di dimensione 196.884 su ¢, e ha provato l'esistenza
di F mostrando che Aut(A) = Fl' Nella complessa costruzione
di Griess, gioca un ruolo determinante l'analisi di alcuni
moduli per i gruppi di Conway. legati all’azione su A . Inoltre,
F, ¢ determinato univocamente dalla struttura di Cl (Griess.
S5.D.Smith,Thompson, Norton).

Notiamo, infine, che nessun gruppo semplice contiene L

come centralizzante di un’involuzione (Finkelstein (1974)).

IV) La tavola dei caratteri di L & stata calcolata da Guy,Pat-
terson e Thompson. Anche le tavole de{ caratteri dei gruppi
di Conway sono note (in particolare, Fendel (1973) riproduce
la tavola di Coz). 1 Z-blocchi non-principali dei gruppi di
Conway sono stati analizzati da Landrock (1978).

Il gruppo di Conway Col ha moltiplicatore di Schur di ordine
2 (e ricoprimento L); Co, e C°3 hanno moltiplicatori banali
(Griess (1974)). Infine, Co;, (i=1,2,3) non ha automorfismi

esterni.

V) Geometrie Z-locali per Col e Co2 sono descritte in dettaglio
in Ronan. Smith (1980).
ADDENDA :

1) Vogliamo qui porre riparo ad alcune omissioni, e documentare

il persistente interesse di cui & oggetto il reticolo di Leech,
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menzionando alcuni risultati recenti:

a) Oltre a quelle gia considerate in questo paragrafo (Leech
(1964. 1967). Conway (19696. 1969B, 1971). Lindsey (19708,
1971), McKay (1972), Curtis (1973.1980). Thompson (1976).
Tits (1978A, 1980)), descrizioni del reticolo di Leech sono
contenute in Leech, Sloane (1971) e Sloane (1977.1979). con
enfasi particolare sui nessi fra reticoli, codici e "sphere
packings"; una costruzione "ciclotomica" di A @& ottenuta da
Craig (1978) ; e generalizzazioni di A sono studiate da Neumaier
(1982).

b) Sulla classificazione dei reticoli pari e unimodulari
in R“, ottenuta da Nieneier (1967). sono tornati, producendo

dimostrazioni alternative, Venkov (1980) e Conway. Sloane (1982A).

c¢) Conway, Parker, Sloane (1982) hanno determinato il “raggio
di copertura” R del reticolo di Leech A, i.e. la massima distanza
di un punto di R da h: R e uguale a 1/Y2 volte la distanza
minima fra due punti di A . L’esatta determinazione di R @&
raggiunta (valendosi anche di un risultato di Norton (1982),
che dava un limite superiore per R) attraverso una completa
classificazione dei “buchi” di A aventi raggio massimo. (Un
“buco” in un reticolo di R™ ¢ una coppia (x,P), ove X & un
punto di R" la cui distanza d dal reticolo ¢ un massimo locale.
e P ¢ il politopo convesso determinato dagli r > n+l punti
del reticolo a distanza d da Xx. x e d sono rispettivamente
il centro e il raggio del buco (x,P); R=max {d} ¢ il raggio
di  copertura del  reticolo. ) Conway, Parker, Sloane (1982)

analizzano i buchi di raggio massimo nel reticolo di Leech A,
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provando che si distribuiscono in 23 classi d'equivalenza.

rispetto alle congruenze euclidee di R“

,in corrispondenza
biunivoca con le 23 classi di reticoli di Niemeier. distinte
da quella contenente A . Accade infatti che: i) se (x,P) ¢
un buco di A , e i vertici di P sono yl....,yr,il vettore
yi-yj (i#j) & di tipo 23. o 4 (in jp ):; ii)a (x,P) & associato
un “diagramma” di nodi 1,...,r, nel quale i nodi i,j (i#j)
sono disgiunti se yi'yj ¢ di tipo 2, congiunti da uno spigolo
se ¥;iYy ¢ di tipo 3. e congiunti da due spigoli se yi-yj
¢ di tipo 4; iii) il diagramma di un buco di raggio massimo
¢ un grafo le cui componenti connesse sono diagrammi completi
di Dynkin (nel senso di Bourbaki (1968)) di tipo Apg b 2 1),
Dl x> 4, E6,E7 Eg, che descrivono esattamente le componenti
di uno dei 23 tipi di reticoli di Niemeier; iv) a buchi non
congruenti corrispondono, via i diagrammi, reticoli di Niemeier
non congruenti, e si stabilisce pertanto una bijezione fra
le classi di buchi e le classi di reticoli di Niemeier diversi

da A.

d) Dai risultati descritti in c). Conway, Sloane (1982B)
deducono 23 costruzioni del reticolo di Leech, una per ciascun
tipo di buco, ovvero per ciascun tipo di reticolo di Niemeier.

Precisamente: ad ogni reticolo di Niemeier 4 vengono associati

un insieme (v;} di “vettori fondamentali” (corrispondenti
ai nodi dei sistemi completi di radici di tipo AQ.DQ ,E().E7,E8
che individuano le componenti di # ), e un insieme {gw}di

“vettori colla” (glue vectors) (che servono ad “incollare”

fra loro le componenti di # , e sono indiciati dalle parole
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w di un opportuno “codice colla” (glue code)), in modo che:
)N ={Zzgv, + Zrog |Zt, = 0iz;,teezds ii){zz;v; + 1t g, loz;+t,=0;

zi,tweZ} ¢ una copia del reticolo di Leech A . In particolare,’

al reticolo di Niemeier di tipo Ai“ corrisponde, secondo
una scala opportuna, Il'usuale costruzione di A descritta in
1) (e il codice colla & il codice binario esteso di Golay),

mentre al reticolo di Niemeier di tipo A%Z corrisponde, per

una scelta di coordinate in 2(w), w=¢ , la costruzione
del reticolo complesso  Ap (cfr. 11)) (e il codice colla &

in questo caso il codice ternario esteso di Golay).

(I risultati di Conway, Sloane (1982B) sono utilizzati
in Conway, Sloane (1982C) per ottenere altre costruzioni di
A, come sottoreticolo dei reticoli di Lorentz Z24‘1 e 225’1:
e.g., A si puo considerare come l'insieme dei vettori di 224'1

ortogonali al vettore x = (3,5,7,...,47,51|145).)

e) Sia E=R8, riferito a una base ortonormale {ei|ieA},

- _ 1.. BCEYA S — _
e sia T =<e+te (3) Tiep €ylisied> = U xje;l2x;ez, x;-x

i i

e 1, e 2Z; i,j ea} il reticolo generato dal sistema

I, X,
ied 1
di radici Eg. Aut(Tr)eil gruppo di Weyl W(Eg).e T &, a meno
d'isometrie, 1 ‘unico reticolo pari  unimodulare in E (cfr.
Bourbaki (1968). Serre (1973)). Le connessioni di I con il
reticolo di Leech A , gia emerse, come si ¢ accennato, in
McKay (1972) e Thompson (1976), sono portate in piena luce
da una recente costruzione di Lepowski, Meurman (1982), ispirata

alla descrizione del codice binario esteso di Golay data da

Turyn (1966) (cfr. §5,B)) e Curtis (1976) (cfr.§6,3)).

La costruzione di Lepowski, Meurman (1982) ¢ a grandi
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linee la seguente:

Per ogni xer, sia x l'immagine di x nell’applicazione canonica
di T suT =r/2r, e per ogni zeZ, sia z I'immagine di z nell'appli
cazione canonica di 2 su GF(2). La funzione q : x + (1/2)(x,Xx)
induce su T la forma quadratica di indice massimale q : x-»
+ q(x). E'pertanto possibile decomporre T nella somma diretta
di due sottospazi totalmente  singolari  massimal i §, ¥ di
dimensione 4 su GF(2). le cui preimmagini in T sono due reticoli
¢,.¥ , con 2T ¢ ¢ ,y cr , € & +y =T ,dNny =2I', (x,Xx) € 4Z per
ogni x e ¢ uy VY. Posto allora 1"3 =0 1 r, lrs (somma diretta
ortogonale di tre copie di T in tre copie di RB). F3 ¢ un
24

reticolo pari unimodulare di R he contiene il reticolo

AT = %) @ 13y @ Y (qp3y ove .y, = {(a,a,0)|ae0},
¢(13) = {(b,0,b)|bed}, e ¥ (123 = {(c,c,c)|cey} sono reticoli
contenuti in r°, isometrici a multipli di T.E'A° = {(a1+x,a2+

+x,as+x)|ae0 ,  xey, aj+a +a;ellr}, e (1//2) A °risulta essere
un reticolo pari unimodulare. privo di vettori di norma v2:
pertanto, in forza di Conway (1969B) (1/Y2)A °¢& isometrico

al reticolo di Leech A .

Dalla costruzione precedente si pud ricavare la presentazione
usuale di p , e la costruzione di Turyn (1966) del codice

binario esteso di Golay. A tale scopo, conviene porre A=

PG(1,7) = GF(7) U{e} » N = 4\ Q (con Q = {a?| a€GF(7)}), e
considerare nello spazio e i sottospazi HI= < N+a | aeGF(7) >,
Hy = <-N-o |a eGF(7) >. Hl'HZ sono copie dei codici Ha,Ha' (cfr.

§5,B)), ed ¢ possibile scegliere ¢ = < 2e,, chA e [ie & ,AeH;>

chBekl i, jeb;BeH,>. Se ora si pone

e V= <-Zei+(1/2)jéA ej
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Q = Ao x { 1,2,3 }, e si indica con (X,Y,Z) il sottoinsieme di
)

(X x {1 u(Y x {2}) U (Z x {3}), delle scelte fatte segue A°:

= < 2(ey xoep)e (1,JeR)5 2L (o) g, et (L/DT jo0ei Tyegey
(SeC) >, ove C = <(A.A.9).(A.0,A),(B,B,B)|AeH,, BeH>c 2%,
i.e. si ottengono l'usuale presentazione di A= (1//2)\°

(Leech (1967)) (ovvero, cambiando scala di Z'fi_, la rappresentazione
intera di Conway (1969A)), e la descrizione di furyn del codice

binario esteso di Golay.

Lepowski. Meurman (1982) contiene poi una costruzione del

gruppo di Leech L. mediante un sottogruppo a-locale la cui

struttura & facilmente esprimibile in funzione dell’azione
del gruppo di Weyl W(Es) sui  reticoli ¢ e ¥ . Indicato con
04 il sottospazio di %4 generato da I‘i(i=1,2,3),e con

eoi e 0(24,R) la riflessione rispetto a 01., il gruppo <go.1|i=l,2,3>
¢ contenuto in L, e il sottogruppo a-locale in questione &
NL( < eqgy >), estensione spezzata di un a-gruppo speciale di

mediante (CZ' As) X 83 (e di fatto massimale in
L).
2) (Sottogruppi massimali dei gruppi di Conway)

A correzione di quanto detto in II), segnaliamo che i sottogrup-
pi massimali di Col e Co2 sono oggi noti. In proposito notiamo

che, poiché in un gruppo semplice un sottogruppo massimale

¢ il normalizzante di un sottogruppo caratteristicamente sempli-
ce. i sottogruppi massimali di un gruppo semplice vanno ricercati
fra i) i sottogruppi locali massimali; ii) i normal izzant i

dei sottogruppi che sono prodotto diretto di gruppi semplici

(non-abeliani) fra loro isomorfi. Nel <caso di Col, essendo
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i sottogruppi di tipo i) virtualmente noti in forza di Curtis
(1980), restavano da determinare i sottogruppi di tipo ii).
Recentemente R.A. Wl son a Cambridge ha determinato (facendo
anche uso della classificazione generale dei gruppi semplici)
i sottogruppi massimali di vari gruppi semplici, fra i quali
i gruppi di Conway Col e Coz, il gruppo di Suzuki Sz. il gruppo
di Tits 2F4(2)', e il gruppo di Rudvalis Ru. In particolare,
Wilson ha provato che un sottogruppo di tipo ii) di Col &
contenuto in un sottogruppo locale. oppure in un coniugato
dei seguenti sottogruppi: Co2 (= LZ (1’0)): Coq (=LZ (0'1));
PSU(6,2) + S4 (=Aut001( I (3.0)); NA= (Agx Jp)Cys N(Ag)=

(Ag X PSU(3,3))-Cys N(A)) = (A; x PSL(2,7))+C,. Questo risultato.

6
aggiunto  all’analisi locale, consente di produrre un elenco
completo di 24 classi di sottogruppi massimali di Col. Wilson
determina inoltre le 11 classi di sottogruppi massimali di
Coz. e ritrova 14 classi di sottogruppi massimali di Cos.

(Cfr. Wlson (1982)).

C) 1 gruppi di Fischer F F € F}

220 Fa3» Fpy 24-

1) (Costruzione dei gruppi di Fischer (Fischer (1969)).

Sia G un gruppo, e sia D una classe di involuzioni coniugate
di G, tali che il prodotto di due involuzioni distinte di
D abbia ordine 2 o 3. Si dice allora che D & wuna classe di
3- trasposizioni di G. Ad esempio, il gruppo simmetrico S,
n>1, & generato da una classe di 3-trasposizioni: le trasposizioni
(cicli di lunghezza 2). Anche alcuni tipi di gruppi di Chevalley

su GF(2) e GF(3) sono generati da una classe D di 3-trasposizio-
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ni: in questi casi, D & una classe di naturali trasformazioni

geometriche.

Cercando di caratterizzare i gruppi finiti generati da
una classe di 3-trasposizioni, B. Fischer fu condotto alla
scoperta di tre nuovi gruppi sporadici (Fischer (1969,1971)).
1 risultati di Fischer (1969) fanno capo alla seguente classifica-

zione:

TEOREMA. Sia § un gruppo finito, generato da una classe

D di 3-trasposizioni. e soddisfacente le condizioni: (*)

0,(8) < Z(8) > 04(8); (**) & = ¢&'. Sia G = G/z(0), e sia
D = Dz(G)/z(G). Allora G ¢ uno dei gruppi seguenti:

1. 56 (e D ¢ la classe delle trasposizioni, oppure la classe

delle permutazioni prodotto di 3 cicli disgiunti di

lunghezza 2);

2. Sn’ con n=50n >6 (e D ¢ la classe delle trasposizioni);

3. Sp(2n,2),con n >2 (e D & la classe delle trasvezioni simpletti-
che) ;
4 . JOI (2n,2),con n >3 (e D ¢ la classe delle trasvezioni ortogona-
i)
5. PSU(n,2)con n >4 (e D ¢ la classe delle trasvezioniunitario);
6. (a) PO(n,3), con n dispari, n > 5 (e D & la classe dellc rifles-
sioni r,» con (v,v) = -1);
(b) P2 (n,3), con n disparih >5 (¢ D gla classe delle riflus-
sioni I, con (v,v) = 1);

7. (a) P2 (n,3)+C,,con n=2 (mod4), N > 2 (Vi sono due gruppi dist in

2
ti, ma isomorfi, in PO (n,3): uno generato dalla classc dclle
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riflessioni r_, con (v,v) = 1; l'altro generato dalla classe
delle riflessioni r,,con (v,v) = -1);

(b) PO"(n,3), con n =2(mod4), n> 2 (e D & la classe delle rifles-
sioni r, con (v,v) = 1, oppure la classe delle riflessioni r,
con (v,v) = -1);

8.(a) P Q+(n,3))-C2,con nz 0(mod4), n> 4 (e vi sono due gruppi di-
stinti, ma isomorfi, in P0*(n,3), generati rispettivamente dal
la classe delle riflessioni r, con (v,v) = 1, e dalla classe
delle riflessioni r, con (v,v) = -1);

(b) PO"(n,3),con n=0(mod4), n>4 (e D & la classe delle rifles
sioni r, con (v,v) = 1, oppure la classe delle riflessioni T,
con (v,v) = -1);

9. un gruppo semplice F,, di ordine 27.3?5%.7.11-13 (e D & una
classe di 3-trasposizioni univocamente determinata, con
|D| = 3510);

10. un gruppo semplice F,; di ordine 218- 313' 52.7.11-13 .+ 17+ 23

(e D ¢ una classe di 3-trasposizioni univocamente determinata,
con |D| = 31671):

11. un gruppo F,, di ordine 222. 316. 52. 73.11.13 .17 .23. 29,

con |F24:Fé4| = 2, e F! semplice (¢ D & wuna classe di

24
S-trasposizioni  univocamente determinata, con |D|=306936).

In particolare, la classe D delle 3-trasposizioni di G & univocamen

te determinata, salvo che in 1.,7.(b), e 8.(b). Inoltre, nei casi

1.,2.,4.,6.(a), 7.,8.,11. G contiene un sottogruppo semplice
di indice 2; negli altri casi, G & semplice.

(L'elenco precedente ¢ redatto in modo da escludere sovrapposizioni
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dovute a isomorfismi “eccezionali” quali, 86 ~Sp(4,2) ~P07(4,3),
Sg ~ 0%(6,2), PSU(4,2) ~ PR(5,3),e 07(6,2) ~ PO(5.3).

Per una dettagliata descrizione dei gruppi ortogonali su

8

GF(3) che compaiono in 6.,7.,8., cfr. Wagner (1980. 1981)).

) . . L
I gruppi F22’ F23 e F24 sono semplici sporadici. e sono
usualmente indicati come i (piccoli) gruppi d i Fischen. La

notazione dei gruppi di Fischer & motivata dal legame con

i gruppi di Mathieu MZZ’MZSe M24. Si supponga infatti che
G soddisfi le ipotesi del Teorema precedente, e sia per semplicita
Z(G) = 1, ie. 6= G,D=D. Sia E un insieme di 3-trasposizions
fondamentali, i . €. un insieme massimale di elementi a due

a due permutabili di D: poiché G ¢ non risolubile, |[E| z 2
inoltre E = D N S, con S = SylZG, e quindi NG(E) contiene S.
Orbene, NG(E) opera come un gruppo 2-transitivo su E, e in
ciascuno dei casi che si presentano la struttura di NG (E)/C4(E)
puo essere determinata: precisamente, NG(E)/CG(E) ¢gisomorfo
al gruppo simmetrico $; o al gruppo alterno Ag nei casi 1.,2.,6.,7.,
8.,5 a GL(n,2) nel caso 3.; all’'olomorfo [Ezn]GL(“'Z)”el
caso 4.; a PSL([n/2],4) nel caso 5.; infine, nei casi 9.,10.,11.

si ha |E| = 22,23,24, Cq(B) = < E> eNG(E) /<E > ¢ isomorfo
a M22 ,M23,M24, rispettivamente.

Due sono i risultati preliminari che consentono a Fischer
di portare a termine la classificazione:

(i) Per ogni deD, posto Dd:CD(d)\ { d }, Dd & una classe di
coniugio del sottogruppo <Dd>.

Si hanno, di conseguenza, due possibilita:

1) <Dy > non soddisfa entrambe le condizioni (*),(**). Si
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presentano allora i casi seguenti: a) 03( <Dd >) ¢ Z(<Dd>),
e G SS; b) <.Dd> ¢ risolubile, e G~ 85, 86, PSU(4,2), O
PSU(5.2); c) 02(<Dd>) ¢ Z(<D4>), e G ~ Sp(2n,2), O PSU(n.2).
Si  ottengono cosi, insieme a SS' i casi 1.,3.,5. del

Teorema.)

2 ) <Dy > soddisfa le condizioni (*), (**),e allora si
puo procedere usando argomenti induttivi.
(ii) G opera per coniugio su D come un gruppo transitivo di

rango 3, e G, ha orbite {d}, Dy e Ay = DN\iDy U {d}}

d
Precisamente, < Dd> c Gd ¢ transitivo su Dd(in forza di
(i)), e anche su Ay

Si puo allora considerare il grafo di Sims di G, ¥ = % (D),

relativo all'orbita Dd'

In generale, il grafo (fortemente regolare) %=¢9 (D) ¢ un
"3-gtaje  (triple-graph), i.e. un grafo in cui, indicando con
¢, l'insieme dei vertici connessi a un vertice x. per ogni

vertice y ¢ o esiste uno e un solo vertice z tale che sia
g, N gy = 4Ng, = gy ng,- 1 3-grafi possono essere studiati
efficacemente mediante le loro 3-mapve, i.e. le applicazioni
¢, (x vertice di ¢ ) definite ponendo. per ogni vertice v di #,
Vo, se vedg., e Vo, =V in caso contrario. Se l'insieme
«* delle 3-mappe di ¢ e contenuto in Aut(#),si dice che ¥
¢ un 3-grafo fransitivo: in tal caso f[(g) = <%% eun sottogruppo
di Aut(9).

In particolare, si pud dare wuna definizione naturale di
“estensione centrale” di un 3-grafo, e stabilire, in certe

condizioni, teoremi di esistenza e unicita per una tale estensione.
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Questi teoremi, applicati al grafo orbitale g(Dd) di < Dd>/Z(< D4>)»
consentono allora di costruire in modo unico un 3-grafo transitivo

Y(D), con 4 = %(Dy), e di identificare G come gruppo di automor-
fismi di %(D).

Nell'ipotesi che «Dy> soddisfi le condizioni (*), (**)

del Teorema, occorre considerare i casi seguenti:

i) <D>/Z(<Dd >) ~ SN 205 Allora G .~ S oppure n=6

n+2’
e G o W(Eg) v 07(6.2).
11) <Dy>/2&Dy>) » Sp(2n,2), n>2, Allora Ci . 0%(2n+2,2).

iii) < Dd>/Z(< Dd>) ¢ isomorfo a uno dei gruppi ortogonali che appaio

no in 6., 7.. 8., in dimensione n. Allora G & uno dei gruppi

ortogonali in 6.. 7., 8.. in dimensione (n+l).
iv) <Dd>/Z(<Dd>) zo*’(2n,2), Allora n < 3 e ci si riconduce a casi
gia esaminati, “via” isomorfismi eccezionali.

V) ¢ Dd>/Z(<Dd>) ~ PSU(,n,2), con n>4, n#6. In questo caso, non

si ottiene alcun gruppo G soddisfacente le condizioni del Teo

rema.
(In ciascuno dei casi i). ii), 1iii) ,iv) il 3-grafo orbitale
g(Dd) determina univocamente il grafo orbitale %((D) di G.

(D) e un 3-grafo transitivo, estensione di g(Dd), e coincide

con il grafo orbitale della rappresentazione “naturale” di

G; in particolare, D & una classe “naturale” di
di G.)

3-trasposizioni

Vi) <Dd>/2( <Dd >) ~ PSU(6,2). Allora Cod) = <Dd> = <d>- PSU(6,2),
e G ~ F221
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Pid precisamente: G = <D >= H({fl), dove gl ¢ un J-grafo
transitivo, estensione centrale di %(Dy) (D4Z(<Dy>)/Z(<Dy>)
= trasvezioni unitarie di PSU(6,2)). 4, € univocamente determinato da (Dd),
D =€4; ¢ l'unica classe di 3-trasposizioni di G; |D|= 1+IDd|+ lAd|=1+693+
+2816=3510. Inoltre Aut({%) =Aut(F22), e ]Aut(Fzz):Fzzl = 2.

vii) <Dy>/Z2(<Dy>) » Fyype Allora Cg(d) = <Dy>= <d>Fy,, €G ~ Fys.
Pid precisamente: G = < D > = I %), dove g, ¢ un 3-grafo

transitivo.  estensione centrale del grafo 91. QZ e
univocamente determinato da 591 = ¥(0y), D = g; ¢ l'unica
classe di 3-trasposizioni d i G;|D| = 1+|Dd|+|Ad]=1+3510+
28160=31671. Inoltre Aut(%,) = I(%,) = Fys.

Viil) Dp /Z(<Dp) ~ Fyz. Allora Cge(d) = <Dy> = <d> x Fyq,
eG ~ F24.

Pid precisamente: G = < D » = NI(¥3), dove g ¢ un 3-grafo
transitivo, estensione centrale di 9, gsé univocamente
determinato da 92 = g(Dd), D = g; ¢ l'unica classe di
3-trasposizioni di G;|D|= 1 + |Dd|+|Ad| = 1+31671+275264 =
= 306936. Inoltre |G: G'|=2, G'=Fy, ¢ semplice, e Aut(Fj,)=F,,.
Si ha infine:
iX) <Dy>/2(<Dyg>) £ F,,. (Ecio completa la classificazione
dei gruppi generati da 3-trasposizioni, soddisfacenti

le condizioni (*) e (**).)

11) (Generalizzazioni, grandi gruppi di Fischer)

La linea di ricerca iniziata da B.Fischer, e sviluppata
dallo stesso Fischer, da M. Aschbacher e da F.Timmesfeld, ha

avuto un impatto notevole sia nell’ambito ristretto della ricerca
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di gruppi sporadici, sia nel quadro generale della classificazione

dei  gruppi semplici finiti. Descrivere in dettaglio questi
sviluppi, sfociati nella costituzione di cio che Aschbacher
ha chiamato una “teoria dei gruppi finiti”, basata sull’analisi

della loro “geometria interna”. non rientra negli scopi della
nostra  trattazione. Su tale argomento rimandiamo percio alle
note originali, e, per una visione d'insieme, all’ampia "survey"
contenuta in Gorenstein(1982). Ci limitiamo qui ad alcune concise

segnalazioni:

1) Aschbacher (1972.1973). prendendo le mosse da Fischer(1969),

ha classificato i gruppi finiti G, privi di sottogruppi normali

risolubili non banali e con G' = G", generati da una classe
d i trasposizioni dispari , i.e.una classe D di involuzioni
coniugate, tali che il prodotto di due elementi distinti di

D ha ordine 2. o un numero dispari. Oltre ai gruppi generati
da 3-trasposizioni, Aschbacher caratterizza cosi i gruppi simplet-
tici, unitari e ortogonali su GF(Zt), con t > 1 (e in tal caso,
D e una classe di trasvezioni); dei gruppi ortogonali su GF(5),
con D costituita da riflessioni: i gruppi di Suzuki Sz(Zt);

e dei prodotti intrecciati PSL(Z,Zt)'\Sn, con t> 1.

2) Timmesfeld (1970,1973,1975A) ha caratterizzato i gruppi
finiti generati da una classe di Involuzioni radicali  (root
involutions), i.e. da una classe D di involuzioni coniugate,
tali che: a) il prodotto di due elementi distinti di D ha ordine

2,4, 0 un numero dispari; b) se x,y € D, e o(xy) = 4, allora

(xy)‘eD. It termine “involuzione radicale” ¢ mutato dalla teoria di
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Lie: in ogni gruppo di Chevalley G definito su GF(2'),G 4 2F4(2t),
gli elementi radicali xr(k),keGF(zt),relativi alle radici lunghe
del sistema radicale ¢ di G, formano appunto una classe di
“involuzioni radicali".Inversamente,Timmesfeld prova che un gruppo
finito,non lontano dalla semplicita e generato da involuzioni radica
li, & *“quasi sempre” un gruppo di Chevalley in caratteristica 2.

In forza di Fischer(1969) e Aschbacher(1972,1973), Timmesfeld
si puod ridurre al caso in cui la classe D sia non degenere ,i.e,
contenga effettivamente involuzioni il cui prodotto ha ordine 4.

Timmesfeld (1975A) prova il seguente:
TEOREMA; Se G & un gruppo finito, con OZ(G)=Z(G)=1, generato

da una classe non degenere D di involuzioni radicali, allora:
1) G ¢ un gruppo di Chevalley su GF(Zt), con l'esclusione di

PSU(n,Zt),Sz(Zt), e 2F4(2t); 2) G = Ag: 3) G = J, (il secondo gruppo
di Janko).
La classe D ¢ univocamente determinata nei vari casi,salvo

che per G=F4(2t). In particolare, se G & un gruppo di_Chevalley.
diverso da Psp(Zn,2t) e da F4(2t). D ¢ la classe degli elementi radicali
di G, relativi alle radici lunghe di G. Se G = Psp(Zn,Zt),
D & la classe degli elementi radicali relativi alle radici corte di

G; se G = F4(2t), D ¢ la classe degli elementi radicali relativi.
alle radici lunghe, oppure quella degli elementi radicali relativi
alle radici corte di G. (Si noti che in 1) PSU(n,2%) e Sz(2Y)
sono esclusi perché generati da una classe degenere di involuzioni
radicali. ‘Inoltre: Psp(Zn,Zt) ~ PQ(2n+1,2t), e in tale isomorfismo

si scambiano radici corte e radici lunghe).

3) In Timmesfeld (1975A) il punto centrale ¢ la costruzione.
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all’interno di G, di una classe di sottogruppi coniugati, che
possa poi essere identificata in generale con una classe di
sottogruppi radicali X (re ¢ ) di un gruppo di Chevalley G*.
La classe adatta allo scopo & quella costituita dai sottogruppi
Xd di G, dove, per ogni deD, Xd = Cd u {1} , e Cd = {xeDlCD(d) =
= CD(x)} (in particolare, X4 = XC se c e Cd)'

Da questo punto di vista, i risultati citati di Fischer,
Aschbacher, Timmesfeld si  collocano nel pia ampio contesto
della classificazione dei gruppi finiti generati da un s4stema
d i sottogrnuppd nradicali , i.,e. da un insieme R di sottogruppi,
invariante per coniugio, che soddisfi le condizioni seguenti :
a) ogni elemento di R & un gruppo abeliano elementare di ordine
q=pn; b) per ogni X # Y e R, <X,Y > & uno dei gruppi seguenti:
i) un gruppo abeliano elementare di ordine qz; ii) u n gruppo
di ordine q3, con [X,Y] e R; iii) SL(2.q). Nel caso p=2, la
classe R = {X; deD} ¢ appunto un tale sistema di sottogruppi
radicali per G, e i risultati precedenti contengono sostanzialmente
la classificazione richiesta. Il caso p dispari, p > 5. corrisponde
essenzialmente alla situazione descritta dalle cosiddette “coppie
quadratiche”, analizzate in un famoso (e mai pubblicato) lavoro
di J.G. Thompson (cfr. Thompson (1970)). Thompson, valendosi
di metodi della teoria della rappresentazione, ha classificato
1 gruppi in questione, provando che ci si pud ridurre all’ipotesi
che siano quasisemplici. e che in tal <caso sono dei gruppi
di Chevalley su GF(p"). Pia recentemente B. Stark (1977) ha
provato che, se 6 ¢ wun gruppo quasisemplice generato da un

sistema R di p-sottogruppi radicali, con p > 5, R guna classe
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di sottogruppi coniugati di G, e G contiene un sottogruppo

H o~ SL(2,p™), subnormale nel centralizzante in ¢ della sua

(unica) involuzione. |l fatto che G sia un gruppo di Chevalley
s u GF(p"™) risulta allora immediata conseguenza del “teorema
dell’involuzione classica” di Aschbacher (1977A) (un teorema

centrale nella classificazione dei gruppi semplici, cfr. §8).
Tenendo conto di un risultato di Aschbacher. Hall (1973). gli
argomenti di Stark (1977) si estendono al caso p=3, n=1, mentre
un risultato di Aschbacher (1974) dispone del caso g¢=3" > 3.

quando < X,Y> ~ SL(Z,S") per ogni X#YeR. In conclusione dunque,

salvo una lacuna nel caso q=3n > 3, i gruppi (non lontani della
semplicitd) generati da un sistema di sottogruppi radical i ,
sono  sostanzialmente noti:  essi  sono, “in  generale gruppi

di Chevalley su GF(q).

4) Dal suo teorema delle involuzioni radicali, Timmesfeld
ha dedotto risultati sui  sottogruppi debolmente chiusi e a
intersezioni banali nei gruppi semplici, di importanza fondamentale
per la classificazione dei cosiddetti “gruppi di tipo-caratteristica
2" (cfr. ad es. Gorenstein (1982)). In particolare, menzioniamo

il seguente:

TEOREMA (Timmesfeld (1975B)). Sia G un gruppo semplice,
e si supponga che G contenga un 2-sottogruppo abeliano elementare
A 4 {1}, soddisfacente Ile condizioni seguenti: i) per ogni
geG, AN A% = {1}, oppure A N A8 = A (i.e. A ¢ un sottogruppo
"a intersezioni banali”); 1ii) per ogni A8 i A A ¢ CG(Ag).
Allora Geuno dei gruppi seguenti: 1) PSL(n,Zt);Z) Sz(Zt);

t,. :
3) PSU(3,27);4) An,con 6 <n <9,;5) M22’M23’M24'
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5) La caratterizzazione dei gruppi generati da 3-trasposizioni
¢ all’origine della scoperta dei “grandi gruppi di Fischer”

er Fl:

(1) FZ fu scoperto da B. Fischer nel corso del tentativo
di ampliare la sua analisi. considerando gruppi generati da
una classe di (3,4)-trasposizioni, i.e. da una classe D di
involuzioni  coniugate, tali che il prodotto di due elementi
distinti di D abbia ordine 2,3, oppure 4. Fra tali gruppi (per
i quali non esiste tuttora un teorema generale di classificazione)
v o e Aut(FZZ) (=[F22]C2),il quale ¢ generato da wuna classe
Ddi(3,4)-trasposizioni  che inducono automorfismi esterni di
F22 (e non sono involuzioni radicali. venendo meno la condizione
b) della definizione). Sulla base della convinzione, suffragata
da evidenti indizi, che Aut(FZZ) fosse un sottogruppo del gruppo
(C2~2E6(2))-C2. e di tecniche di estensione analoghe a quelle

elaborate per la costruzione di F Fischer fu

220 Fa3 © Fayo
condotto a supporre l'esistenza di un gruppo semplice G, generato
da una classe di (3,4)-trasposizioni Dcontenente D,e tale
che, per ogni d e D, CG(H') fosse isomorfo a (C, (256(2))-C2.
Fischer esploro in dettaglio la struttura di un eventuale gruppo
G, mostrando fra l'altro che G doveva operare per coniugio
come un gruppo di rango 5 su D, con |D| = 13.571.955.000. Cid
permise a J. Leon e C. Sims (Leon, Sims (1977)) di costruire
G ricorrendo all’'uso di un computer, e di provarne l'unicita.
G ¢ un gruppo semplice sporadico di ordine 241- 313,58 72,11
13 .17 +19 .23 .31 . 47, noto anche come “Baby monster' e usualmente

denotato con FZ.Fzé. per quanto si & detto, univocamente determina-
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to dalla struttura del centralizzante di una sua (3,4)-trasposizio-
cont iene una seconda classe di involuzioni

1+22.c0, (cfr. B),IID).

+

~
ne. Oltre a D, F2

(centrali), con centralizzante isomorfo a 2

(ii) La questione dell’esistenza di un eventuale gruppo
semplice G, contenente un’involuzione z con CG(z) = «<z>-Fy
ha condotto alla scoperta del gruppo sporadico Fl’ di ordine
246.320.59. 76,112 .133 . 17-19. 23 -29- 31+ 41+ 47-59- 71, noto come
“Monster”, e pia recentemente ribattezzato da Griess con il
nome di “Friendly Giant". F; ¢ il pid grande dei gruppi sporadici,
i quali si presentano come sottogruppi O sezioni di F;, ad
esclusione di J3, Ly, Ru. 0'N e J,. La dimostrazione dell’esistenza
e dell'unicitadi un gruppo F1 soddisfacente le condizioni
richieste ha coinvolto vari specialisti (in particolare, Fischer,
Thompson, Conway, Harada, Norton, S.Smith. Livingstone, Griess).
Si @& gia accennato (cfr. B), 111)) alla costruzione di Fl’
dovuta a Griess (1982); per una descrizione sommaria cfr. anche

Gorenstein  (1982).

111) (Struttura di F e F

24% caratterizzazioni)

22°F23
1) In base alla costruzione delineata in 1), F22’ considerato
come gruppo di permutazioni sulla classe D delle 3-trasposizioni,

¢ estensione transitiva di rango 3 di C,-PSU(6,2), con parametri

2
693 e 2816. Un insieme E di 3-trasposizioni fondamentali ha

cardinalita 22. <E> = CFZZ(E) ¢ un gruppo abeliano elementare
210, e NFZZ(E)/ SEERE ¢ isomorfo a M
modulo, < E > ¢ isomorfo al modulo 29/ <C, 7,9

di ordine 2,Come M, -

2 22
<C,{=},{0}> conside

rato in §11,B).
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In particolare: i) posto E= (dl,. . . ,dy,}, I'azione di M22 su E
¢ quella naturalmente indotta dall’azione sui punti di S(3.6.22):
i blocchi di S(3,6,22) sono i 6-sottoinsiemi J di {1,...,22}
per i quali J.T%de=1; ii) NFZZ(E) ha 3 orbite su <E>\{1}: una ¢& ov-
viamente E, una seconda orbita di lunghezza 22-21/2=231 ¢& costituita
dai prodotti didj (1 <i,j <22),la terza orbita, di lunghezza
22-21-20/(3!+2)=770, & costituita dai prodotti didjdk (1<i,k<22);
iii) NFZZ(E) ha 3 orbite sulla classe D (Conway (1972)): una ¢& E;
un'altra ¢ costituita da 25-77 3-trasposizioni, ciascuna delle quali
commuta con esattamente 6 elementi di E. costituenti un blocco di
S$(3,6,22) (25 per ogni blocco); la terza orbita & costiuita da
210 3-trasposizioni. ciascuna delle quali non commuta con alcun
elemento di E. Lo stabilizzante di un punto della terza orbita & un
sottogruppo di indice 210 in Ng (E), isomorfo a M22: pertanto
NFZZ(E) = |f<E>]M22 ¢ un’estensione 2szpezzata.

2) Fyss considerato come gruppo di permutazioni sulle classe D
delle 3-trasposizioni. & estensione transitiva di rango 3 di CZ'FZZ‘
con parametri 3510 e 28160. Un insieme E di S-trasposizioni
fondamentali ha cardinalita 23. <E>=CF (E) ¢ un gruppo abeliano

elementare di ordine 211, e No (E)/<B> ¢ isomorfo a M23. L’'estensi2
23

ne <E>-M23 non & spezzata: considerato come M23-modulo, <E>
¢ isomorfo al modulo 29/<C,{°°}> descritto in §11,B). In particolare
i) posto E = { do,dl,...,dzz} , lazione di M,; su E & quella
naturalmente indotta  dall’azione sui punti di S(4,7,23): i
blocchi di S(4,7,23) sono i 7-sottoinsiemi J di {0,1,...,22} per
i quali .I.d.=1; ii) N. (E) ha 3 orbite su <E>\{1}: una ¢ E;
jeJ ] F23
un’altra I3 costituita dai prodotti didj o < i j < 22).

e ha lunghezza 23-22/2 = 253; la terza ¢ costituita dai prodotti
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didjdk O <« i,j,k < 22), e ha lunghezza 23-22-21/3!= 1771,
iii) NF (E) ha 3 orbite su D: E; un'orbita di lunghezza 23. 253,
23

costituita da 3-trasposizioni che commutano con un blocco di

10

S(4,7,23) , 25 per ogni blocco; e un’orbita di lunghezza 2°". 23,

costituita da S-trasposizioni che commutano con un unico elemento

di E. 210 per ogni elemento di E.

3) F24, considerato come gruppo di permutazioni sulla classe
D delle 3-trasposizioni, & estensione transitiva di rango 3

di C, x F con parametri 31671 e 275264. Un insieme E di

23’
3-trasposizioni fondamentali ha cardinalita 24. <E> = Cp (E)
24

¢ un gruppo abeliano elementare di ordine 212 e NF24(E)/<E>

‘¢ isomorfo a M,,.L'estensione <E >+ M, , non & spezzata: come

24 24
M24-modulo, #FEi ¢ isomorfo al modulo C* = ZQ/C descritto in
§11,B). In particolare: i) posto E = {do,dl,...,dzz,dw'} , l'azione
di M24 su E & quella naturalmente indotta dall’azione sui punti
d i S(5,8,24):i blocchi di S(5,8,24) sono gli 8-sottoinsiemi
i © i i CLd. =15 iid
J di {0,1,...,22,%} per i quali jedd; ii) NF24(E) ha
4 orbite su < E> \ {1}, di lunghezze 24,276,2024 e 1771: una
¢ E, e le altre sono costituite rispettivamente dai prodotti
didj. didjdka didjdkdg (i,j,k,2€{0,1,...,22,=} )50 i i) Ng (B

24
ha 3 orbite su D: una ¢ E; unaltra & costituita da 25. 759

3-trasposizioni, ciascuna delle quali commuta con un’ ottade
d i S5(5,8,24), o= per ogni ottade; la terza orbita & costituita
da 210(34) J-trasposizioni, ciascuna delle quali commuta con

una coppia univocamente determinata di elementi di E, 210 per

ogni coppia.

4) Anche F,, (che non contiene 3-trasposizioni) pud considerar-
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si come gruppo di permutazioni su D. estensione transitiva

di rango 3 e F con parametri 31671 e 275264. Gli elementi

23
0'd1""’d22'dm> che appartengono a Féd sono, oltre
A 1, i prodotti di un numero pari di elementi di E, ie. gli

di <E> = <d

dg . Tali elementi formano

k
un sottogruppo H di <E>di ordine le,con Fé4nNFZ4(E)=H-M24.

elementi della forma didje didjd

L'estensione ¢ non spezzata. e come M,,-modulo H & isomorfo al modulo
V* considerato in §11,B).

5) (Centralizzanti di involuzioni)

F22 ha tre classi di involuzioni: i) la classe D delle 3-trasposi-
zioni; ii) una classe T di involuzioni centrali, i cui elementi sono
prodotto di due elementi di D; iii) una classe N, ogni elemento del
la quale ¢ prodotto di tre elementi di D. F,, & stato caratterizzato

mediante il centralizzante di una 3-trasposizione da Hunt (1972), e

mediante il centralizzante di un elemento di T da Parrott (1981). (Se
_ . _ 1+8 —

teT e H-CFzz(t), si ha 02 (H)-szz+ , con OZ(H)' = <t > e

CH(OZ(H)) € 0,(), e H/OZ(H)=Autpsp(4,3),) Infine, il centralizzante

di un elemento di N & un gruppo risolubile di ordine 216,33,

Tutte le involuzioni di F23 sono centrali, e si distribuiscono
in tre classi, analoghe a quelle di FZZ: i) la classe D delle
S-trasposizioni; ii) una classe T, i cui elementi sono prodotto
di due elementi di D; iii) una classe N i cui elementi sono
prodotto di tre elementi di D. F23 ¢ stato caratterizzato mediante
il centralizzate di una 3-trasposizione da Hunt (1973). e me-

diante il centralizzante di un elemento di T da Parrott (1981).
1+8

+

(Se TeT e H=C (t), si ha 0,(H) = E ,x2 ,con O,(H)'=
F23 2 22 2
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=<t > € CH(OZ(H)) < OZ(H)' e H/OZ(H) = CS-AutPsp(4.3).) Infine,
il centralizzante C di un elemento di N ha la struttura C =

:(E22~PSU(6,Z))C2, con C'= E22 ~PSU(6.2) estensione perfetta.

F,y ha quattro classi di involuzioni: la classe D delle
3-trasposizioni e tre classi T,N,S costituite da involuzioni
che sono prodotto di due, tre, quattro elementi di D, rispettivamen-
te. Fj, ha due classi di involuzioni: T e S. Il centralizzante
in F3, di un’ involuzione t della classe T ¢ il ricoprimento
<t>-Aut(F,,).Le involuzioni della classe § sono centrali, e, po

sto H = Cpy (). seS. si ha 0,() = 21*'% con Cy(0,(H))c0,(H),
e H/OZ(H) = (C3-PSU(4,3))C2. Fé4 e F%no stati caratterizzati

mediante la struttura di H da Parrott (1981).

6) (D-sottogruppi)

Bnright (1977A) ha provato che F22 contiene un sottogruppo
S ~ 810' il quale, considerato come gruppo di permutazioni
su D, ha tre orbite A,B,C di lunghezze 45,1575,1850 rispettivamente.
In particolare, A = SN D coincide con la classe delle trasposizioni
di S;,. Assegnando dei nomi agli elementi di D, che riflettono
I'azione di S, ¢ possibile calcolare esplicitamente gli elementi
d*, per ogni d,xeD (i.e. l'intera “tavola di coniugio” di Fyy).
Bnright (1977A) migliora in modo sostanziale un risultato di
Conway (1972), che, basandosi su una descrizione di F,,in
227 ha prodotto una tavola di coniugati

termini di NFZZ(E) = [<E>]M
d*, con xeEU (v}, ve <B>, e F), =<E,v>,

Bnright (19778) ha ottenuto con tecniche analoghe la “tavola
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di coniugio” di F23. In questo caso, si assegnano agli elementi

di D dei nomi che riflettono I'azione su D di un sottogruppo

oA SlZ‘ I ha quattro orbite su D: tre orbite A,B,C analoghe

a quelle di S in F di lunghezze 66,5775,20790 (e A =zxn D

22
¢ la classe delle trasposizioni di Slz)’ e una quarta orbita

L, con |L| = 5040. e C&), teL, isomorfo a LIPS
Usando in modo sistematico le “tavole di coniugio” di FZZ
e FZS’ Enright (1978) ha determinato tutti i D-sottogruppi
di F,, e F,s, ie i sottogruppi H generati da un sottoinsieme
D0 ¢ D tale che Do ¢ una classe di coniugio di H, e soddisfacenti

le condizioni (*) e (**) del Teorema di Fischer (1969).

7) (Caratterizzazioni P-locali)

Fyp cont iene un  sottogruppo 2-locale, estensione spezzata
di E mediante il gruppo simplettico Sp(6,2). Assa (1981)
ha przgvato che, se un gruppo semplice finito G contiene un
sottogruppo abeliano elementare E . con  Cq(E ) = E 6 ¢©
26 26 2

NG(EZ6)/E26 ~ Sp(6,2), allore I'estensione & spezzata e G » F22.

Fz3 & stato caratterizzato da Wong S.K. (1977) mediante

il sottogruppo 2-locale NF (E). Si ha il seguente:
23

TEOREMA.  Sia G un gruppo finito, con 0(C;(z)) = 1 per ogni
involuzione z di G. Se G contiene un sottogruppo abeliano elementare
E 11° con CG(Ezll) = Ezll e NG(Ezll)/Ezll ~ M231 allora

2
G o NG(Ezll) oppure G  F,z.

Eia ¢ stato caratterizzato da Reifart (1977A) mediante
il sottogruppo 2-locale NF' (E) = H- M24 (cfr. 4)). Per tale
24

caratterizzazione, che stabilisce uno stretto Ilegame tra Fé4
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e il gruppo di Janko J,, cfr.D). F!, contiene inoltre un sottogruppo

4 24
3+12

Z-locale massimale M della forma 2 (AgxPSL(3,2)) M = Ng, (2),
24

dove Z=Z(02('f\3)) ~ E23 e N ¢ la preimmagine in NF 4(E) dello stabiliz
' i 4l

zante di un trio in M Riconducendosi a Reifart (1977A).

24)-

Bierbrauer (1980) ha caratterizzato F;, mediante la struttura di ™.

(1 gruppi di Fischer sono stati anche caratterizzati mediante
sottogruppi standard (cfr.§8,E)): 1) Koch (1982) ha caratterizzato
F,, in  funzione del  sottogruppo standard 0+(8.2); 2) Davis,
Solomon (1981) hanno caratterizzato: i) F22 (e Aut(Fzz)) in
funzione del sottogruppo standard CZ- PSU(6,2), ii) Fyz € F)

24

in funzione del sottogruppo standard Cyr Fiyp)

8)
Le tavole dei caratteri dei gruppi di Fischer sono note.

In particolare, la tavola dei caratteri di Fzzé stata calcolata

da Hunt (1971). che ha anche calcolato la tavola di P2(8,3) ¢ Fas
(Hunt (1974A)), e quindi quella di F23 (Hunt (1974B)). Pahlingts
(1974) ha provato che i gruppi generati da 3-trasposizioni

classificati da Fischer (1969). e quindi in particolare 1322,F23
¢ Fyu, sSONO univocamente determinati dalle rispettive tavole

dei caratteri.

Moori (1981,1982) ha determinato classi di coniugio e tavole

dei caratteri del gruppo NEZ(E) = [<E >]M22, del suo gruppo
. +

Aut(Fzz)(E) = [<B>]JAut(My,), e di Aut(07(8,2)),

centralizzante in Fyy di un’involuzione di Aut(Fzz). I moltiplicato-

di automorfismi N

ri di Schur dei gruppi di Fischer sono stati calcolati da Griess
(1974).F22 ha moltiplicatore ciclico di ordine 6. F,z e F24

hanno moltiplicatore banale, F!

24 ha moltiplicatore di ordine 3.
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9) Una geometria Z-locale per Fj, & descrttai n Ronan,Smith(1980).

D) Il gruppo di Janko J4.
1) I gruppi di Janko J2 e Js furono scoperti da Janko (1968C) me-
diante un centralizzante d’involuzione. Precisamente, vale il seguen
te: TEOREMA. Se G ¢ un gruppo semplice finito, contenente un’involu-
zione z tale che sia C;(z)=P-Ag, ove P & un Z-gruppo extraspeciale di
ordine 21+4 e tipo -, allora 6 ~ JZ, J3. In particolare. in tale situa
zione, si ha: i) OZ(CG(z))=P, e ii) CG(P)=<z>. Janko fu allora con-
dotto a formulare il cencetto di so0ttogruppo extraspeciale ampio (lar
ge): un p-sottogruppo extraspeciale P di un gruppo finito G si dice
ampio  se F*(C;(Z(P)))=P (o equivalentemente: i) 0,(C,(Z(P)))=P, e
ii) CG(P) ¢ P). E a porre il cosiddetto “problema extraspeciale”: de
terminare i gruppi semplici contenenti 2-sottogruppi extraspeciali ampi.
La soluzione di questo problema ha avuto un ruolo rilevante nel processo
generale di classificazione dei gruppi semplici, e si deve ai contri
buti di vari autori (fra gli altri. lo stesso Janko, e M.Aschbacher,
F.Tummesfeld (con una nota fondamentale in cui il problema viene ri-
dotto alla soluzione di otto casi legati a configurazioni specifiche
((Timmesfeld (1978))) ,A.Reifart,  G.Stroth, F.Smith, S.D.Smith,
Tran Van Trung). Per una breve "survey" sul 1' argomento, cfr.
S.D. Smith (1980C). e per un elenco di tutti i gruppi sem-
plici  contenenti 2-sottogruppi extraspeciali ampi, cfr. S.D.
Smith (1979): ne risulta che la maggior parte dei gruppi spo-
radici (15 su 26, inclusi F2 e Fl), e dei gruppi di Chevalley

su GF(2), contengono 2-sottogruppi extraspeciali ampi. (In particola
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re. tali sottogruppi  esistono nei gruppi di Mathieu M;;.M;,
e M24. Infatti: 1) il centralizzante di un’involuzione di
MIl & isomorfo a GL(2,3) = [08]53, e basta porre P = Q, 2)

il centralizzante di un’'involuzione centrale di MlZ ¢ isomorfo

all’olomorfo di Qg. © si pu0 ‘percio considerare come estensione

. 1+4 . . -~ .
di  Qg*Qg = 2 mediante S5t basta allora porre P = Qg*Qgs
3) il centralizzante di un’involuzione centrale di M“é prodotto
semidiretto di un gruppo extraspeciale Dg*Dg*Dg = 21*6 mediante

PSL(3,2), e basta porre P = Dg*Dg*Dg.)
Il “problema extraspeciale” ha condotto Janko, diversi anni dopo la
scoperta di ‘]2 e J3, alla scoperta di un nuovo gruppo speradico. il

“quarto gruppo di Janko” J,. Precisamente, Janko (1976) prova il seguente:

TEOREMA. Sia G un gruppo semplice finito, z un’involuzione
di 6, H = CG(2). Se: i) 0,(H) = P e CH(P) ¢ P, con P 2-gruppo

extraspeciale di ordine 21+12

posto S = Syl;(0, s(H)), IS| = 3 e Cp(S) =<z>;111)H/0, 5 (H)vAut (M,,) .
Ny(S) # Cu(S), e S ¢ (Cy(s))' 5 allora 1) |6 = 2%L. 3% v 5 4 7
1131232931+ 37 43. 2) Cu(S) = C4(S) = Cq My, (di indice 2

e tipo + (P ¢ ampio in G); ii)

nel ricoprimento completo di M,,). 3) Syl,6 possiede un unico

sottogruppo  abel iano alementare di ordine 211, Ezll' E211 ¢

autocentralizzante in G, e M = NG(EZH) ¢ un sottogruppo mas-
simale di G, prodotto semidiretto di E211 per M24,Come My~
modulo, E211 ¢ isomorfo a V* (cfr. §11,B)):in particolare, M24 ha
due orbite su E 11 {1}, di lunghezze 1771 e 276. con rappresentanti
z e t. 4) G hazdue classi di involuzioni, con rappresentazioni

7 e t: z écentrale, eCG(z)z H = PvNH(S);t ¢ non-centrale.

e CG(t) ¢ estensione spezzata fedele di E mediante Aut (M,,).



400 L. Di Martino

E inoltre: a) G ha 62 classi di elementi coniugati; b) la
struttura locale di G & completamente determinata (in particolare
G contiene un sottogruppo 2-locale massimale, estensione spezzata di
5210 mediante  PSL(5.2) (con E210 autocentralizzante in G,
e irriducibile come PSL(5,2)-modulo),e u n sottogruppo 2-
locale massimale, estensione non spezzata di un a-gruppo speciale
di ordine 215 mediante S x PSL(3,2)); c) la tavola dei caratteri
di G ¢ univocamente determinata (ed & stata calcolata da Conway,
Hunt, Norton e Thompson: il grado minimo di un carattere non

banale di G é& 1333).

La dimostrazione dell’esistenza e dell’'unicita di un gruppo
“di tipo J4" (i.e. di un gruppo G soddisfacente le condizioni
del Teorema precedente) & stata completata solo nel febbraio
1980. e si deve a S.Norton, con la collaborazione di altri
matematici dell'Universita di Cambridge (cfr. Norton (1980)).
La costruzione di Norton si basa sulla realizzazione di una
rappresentazione di G = <H,M >in GL(112,2), la cui esistenza
era stata suggerita da  Thompson. Quanto  all'unicita, essa
¢ provata mostrando che G ¢& un sottogruppo univocamente determina-

to, a meno di coniugio, di GL(1333,¢).

2) Il legame di J, con i gruppi di Mathieu si fonda sull'esisten
za in J, del sottogruppo 2-locale M =[5211]I~124,e dei centralizzanti

1+12

dinvoluzione H = C(@) 2,77 “*(C5'M;,)*C, e C(t) =[5211] Aut (M,,) .

Conviene  riassumere qui i nessi che intercorrono, "via"
1 .
My fra Col,F24 e J,:

a) 1 gruppi C°1’ Fhy © J4 contengono dei sottogruppi della
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forma Ezll'M24’ estensioni fedeli di E11 mediante M24,n0n

isomorfe  tra loro. Precisamente: i) in Col 1 ‘estensione e
spezzata, e E 17 & isomorfo come M24-moduloa V. (cfr.§11,B));

ii) in Fé4 I'estensione non & spezzata, e E11 ¢ isomorfo
2

come M24-modulo a V* i) in J4 I’estensione & spezzata,

e E211 ¢ isomorfo come M“-modulo a Vvx,

b) L’'esistenza della configurazione 2-locale E 11 M24 caratteri2
2
za i gruppi semplici Col,Fﬁe J4 (Reifart (1977A,1978)).
Si ha infatti il seguente:

TEOREMA. Sia G un gruppo semplice finito. e si supponga
che G contenga un sottogruppo abeliano elementare E 11+ con
CG(EZII) = 5211 e NG(EZH)/E211 ~ M“. Si supponga inoltre

che sia 0(C.(z)) = 1 per un’involuzione z, centrale in NG(E ).
G 11

Allora si hanno due casi: i) M,, ha due orbite di lunghezza

24

759 e 1288 su E \ {1}, e G & isomorfo a Col (Reifart (1978));

211

ha due orbite di lunghezza 1771 e 276 su E. )11 v {1},

1) My,

e G ¢ isomorfo a Fy4» OPpure a J4 (Reifart (1977A)).
(Nel caso ii), Reifart (1977A) giunge a provare che CG(z)/O2 21 (C5(2)

¢ isomorfo a Aut(M,,), oppure a un’estensione di PSU(4,3)

mediante  un automorfismo esterno di ordine 2. Nel primo caso,
la caratterizzazione di Janko (1976) implica G ~ J4; nel secondo
caso, CG(z) ¢ isomorfo al centralizzante di un’involuzione

centrale in Fé4, e G o Fé4 in forza di Parrott (1981)).

3) J4 ammette  caratterizzazioni mediante i centralizzanti
di entrambe le involuzioni z e t. Janko (1976) puo infatti

considerarsi come una caratterizzazione mediante il centralizzante
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di 2z, mentre una caratterizzazione mediante il centralizzante

di t & stata ottenuta da Reifart (1977B).

4) (Altre caratterizzazioni locali). Una caratterizzazione
di J4 mediante il sottogruppo 2-locale ['EZIOJPSL(S,Z) ¢ stata
ottenuta da Lempken (1978A) e indipendentemente, ma  sotto
ipotesi piu forti, da G.Mason (1977). Un’altra caratterizzazione
di J,.mediante il sottogruppo L-locale L = 23+12 -(S5 x PSL(3.2))
¢ stata invece ottenuta da Tran Van Trung (1980). (Il sottogruppo
L ¢ il normalizzante in .14 di un a-gruppo abeliano elementare
Z di ordine 23. dove Z = Z(Oz(ﬁ)), e r;l ¢ la preimmagine in
M = [_'Ezu:[M24 dello stabilizzante di un trio in M,,. La caratteriz-
zazione di J4 mediante L & simile a quella ottenuta da Bierbrauer

(1980) per Fé4, mediante l'analogo sottogruppo 23+12

'(A6 xPSL(3,2)),
e consiste in una riduzione alla situazione descritta da Reifart

(1977A)). Infine, J4 ¢ stato caratterizzato anche mediante
il centralizzante di un elemento di ordine 3. isomorfo a CgeM,,
(Stafford (1979). Giloglu (1981). e precedentemente, sotto

ipotesi piu forti, Stroth (1978)).

59 Il moltiplicatore di Schur di J, ¢ banale (Griess. e
indipendentemente Lempken (19788)). Out(J,) = 1 (Finkelstein
(1977C). 1 caratteri 2-modulari di J4 sono stati investigati
da Thompson; in particolare, i 2-blocchi non-principali sono

stati analizzati da Landrock (1978).

6) Finkelstein (1977C) ha provato che, se un gruppo G.

con O(G) = 1, ha una componente standard A di tipo J4. allora

G

<A”>= A oppure <AG> = AxA.



1 gruppi di Mathieu 403

7) Una geometria 2-locale (cfr.§12) per J4, in cui gli
stabilizzanti dei vertici sonoi sottopruppi NJ4(EZ_1\1 ) [EZIO']PSL(S’Z)'

3+12_

2 (Sc x PSL(3,2)), e CJ(z), ¢ descritta in Ronan,Smith (1980).
4

5
8) Lempken (1984) ha determinato tutti i sottogruppi massimali di
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