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SUL PROBLEMA DI DIRICHLET PER LE EQUAZIONI

ELLITTICHE A COEFFICIENTI DISCONTINUI ™

Maria TRANSIRICO - Mario TROISI

SUMMARY. - This paper 44 concerned with the Dirnichfet problem
for second onden, Linear elliptic partial differential equations
in nondiverngence form with discontinuous coefficients in unbounded

domains. We prove some exdistence and undiqueness theorems.

INTRODUZIONE. Assegniamo, in un aperto § di R, 1'operatore
differenziale lineare del second'ordine:
Il Il
(1) Lu = - I a..u + L a.u + au,

i,j=1 1 %%y i=1 1 Xy

uniformemente ellittico, a coefficienti 'aij = ajiELm[jﬁ) (i, =

= 1,...,n) e con opportune ipotesi di sommabilita sui coefficienti

a, (i=1,...,n) e a.

Sono noti nella letteratura diversi risultati relativi al proble

ma di Dirichlet:

u e WA(R) nwiee),
(2)
Lu = £, £ e L),

nel caso in cui non tutti i coefficienti aij
 (se l'aperto 2 ¢ limitato e n=2 cfr. G.Talenti [11]; se l'aperto

sono continui in

Qe limitato e n>3 cfr., ad es., C.Miranda |[8], A.A.Sharovskii

(*) Lavoro eseqguito nell'ambito del G.N.A.F.A. del C.N.R.
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(9], G.Viola [16], M.Chicco [4]; se l'aperto @ & non limitato

cfr., ad es., [13]).

Ricordiamo che in [8] viene studiato il problema nell'ipotesi:

1,n
(3) aij e W (§2)

per i,j = 1,...,n.

In [9] viene trattato il caso in cui:

(4) aj; € C°(R)

per .,)] = l,...,n-1, senza alcun'altra ipotesi sui rimanenti coef-
ficienti aij'
In [16] si suppone che sia verificata la (3) solo per i,j=1,...
.,n-1,
In [4] e trattato il caso in cui esiste un intero m>0 tale che:

(a..) ELH{Q), i<j, m+l<j<n-1y j<k<n,
1]7xy - — -

e, se m>1,

ﬂij e C°(8), i, = 1,...,m.

In [13] abbiamo studiato il problema in ipotesi che in un certo

senso estendono quelle di [8] al caso di un aperto 2 non limitato.

Volendo precisare tali ipotesi, consideriamo 1o spazio MD(EU,

1<p<+», delle funzioni fEL?UC{ﬁ) tali che:

(5) sup | f| < + o,
xe LP@ NB(x,d))
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dove d ¢ un fissato numero reale positivo e B(x,d)={yER“]Iy—xi<d},

e indichiamo con ME(Q) il sottospazio di MP( Q) costituito dalle

T tali che:

(6) lim I £ ] = 0
| X |+ LP(QnB(x,d))

Osserviamo (cfr. il n.1 di [13]) che le (5) e (6) non dipendono da d.

Assegniamo s,teR tali che:

s»2 sen = 2, s n se n>2,

t = 2 se 2< n<d, t>2 sen = 4, t = % se n>4,

e fissiamo Sﬂ’tn tali che:

In [13] abbiamo studiato il problema (2) supponendo che si abbia

per ogni i,je{l,...,n}:

I
i

S Se
(aij]x S MD(n) + M7 °(Q), K .. N,

k

e supponendo inoltre che:

a; € Mi(ﬁ) + H5°{ﬂ}, i=1,...,n,

a e ME(Q) + MY (9).

In questo lavoro studiamo ancora 1l problema (2), ma in ipotesi
piu deboli di quelle di [13] sui coefficienti aij' Infatti, mante-
niamo le ipotesi di [13] sui coefficienti a; (i=1,...,n) e a, suppo
niamo che per ogni i,je{l,...,n-1} si abbia:

d. . = +4a

i1 aij ;j
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T 5‘ Sﬂ — : : P
dove (aijjxk e MD(RJ + M™° (), k = 1,...,n, e le funzioni aij SONO

limitate ed uniformemente continue 1in §, mentre sul rimanentil coef -
ficienti ajj non facciamo nessun'altra ipotesi oltre a quella di

essere misurabili e limitati.

Osserviamo che tali ipotesi, se riferite ad un aperto & limita-

to, sono una generalizzazione di quelle di (9] e di quelle di [16].

Stabiliamo delle limitazioni a priori per le soluzioni del pro-
blema, da cui si deducono dei teoremi di esistenza ed unicita e
delle condizioni perché 1'operatore associato al problema sia un

operatore di Fredholm ad indice zero.

Vogliamo anche mettere in evidenza che le difficoltda che si
presentano in questo lavoro rispetto al precedente [13]| sono legate
al fatto che nelle nuove ipotesi non & piu possibile ricondurre,

come in [13], il problema ad uno di tipo variazionale.

nei nn.l e 2 sono richiamate le definizioni degli Spaji_MpLR)
e Mg(ﬂ], introdotti in [13], e ne vengono studiate alcune proprie-

ta.

Nel n.3 viene stabilita una limitazione a priori per 11 problema
di Dirichlet in un aperto limitato del tipo di quelle di [9] e

di [16].

Il nn.4,5 e 6 sono dedicati allo studio delle limitazioni a prio-
ri per il problema (Z2): nel n.4 viene trattato il caso di un aperto
a frontiera non necessariamente limitata; il n.5 riguarda limitazio
ni per funzioni a supporto compatto in 2; il n.6 riguarda il caso

di un aperto a frontiera limitata.
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Nel n.7 vengono stabiliti i teoremi di esistenza.

1. GLI SPAZI MP(Q) e ME(Q].

Per comodita, richiamiamo alcune notazioni e definizioni intro-

dotte in [13].

Assegniamo'reR,, pe[l,+=] e un sottoinsieme A di R" misurabile

secondo Lebesgue.
Indichiamo:

con |A| la misura di Lebesgue di A;
con IX(A) la o-algebra dei sottoinsiemi di A misurabili secondo

Lebesgue
con LTDE(E) la classe delle funzioni f:A+R tali che ngLP(A)
per ogni ¢ e@(R™M)

. . n
Poniamo per ogni xeR:

B(x,r) = {yeR"||y-x]| <r},

per ogni EeZ{A) e per ogni fELp{E):

f = [f) .
£ ] P (B

Indichiamo con MP(A,r) 1lo spazio delle funzioni fEL%uc(ﬁ) tali

che:

(1.1) I = sup|f]|
M¥(A,r) XeA

p,ANB(x,r) < ™™
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munito della norma definita dalla (1.1).

Se A & non limitato, indichiamo con ME(A*r) il sottospazio di

MP(A,r) costituito dalle fEMp(A,r} tali che:

lim | £

x| >4

p,ANB(x,r) - 0

Fissato dER+, poniamo:

A(x) = ANB(x,d),

P (a) = MP(a,d), MP(A) = MP(A,d).

Per qualche proprieta degli spazi MD(A) e ME(A), rinviamo ai

nn.1l e 2 di [13].

Assegniamo ora un sottoinsieme aperto e non limitato @ di R"
¢ consideriamo gli spazi Mp(ﬂ) e ME(Q} sopra definiti.

Proviamo che:

LEMMA 1.1. Assegnati eeR,, pe[l,+=[, feMP(Q) oppure feMI(R) con

pP<QqQ < +o, es{ste §_€ R, tale che:

(1.2) Ee Z(R), suplE(x)| <68, = |f] < e
xek HD(E)

Nel caso feMA(Q), s4{ pud scegliere §_ dato da:

(1.3) 5 ( € y1/(1/p-1/q)

© (B

MY (@)
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Dim. Se feHE(ﬂ) la tesi segue dal lemma 2.1 di [13]. Se feM9(Q)

si ottiene, evidentemente, la tesi osservando che per ogni EeZ(Q)

risulta:

I£ ) = sup|f]|
Hp(E) xeE p,E(x)

E(x)llfp'l/q

¢ suplfl, poyrs
xeE q,E(x)

< L] (sup |E(x)|)l/P-1/q,
M3(Q) xeE

Per ogni feMP(Q) e per ogni reR, poniamo:

r
g : te[0,1] + sup 1£} .
Pt Eez(Q) MP (E,r)
sup|E(x)|<t

xeE

Poniamo inoltre:

LEMMA 1.2. Assegnats reR+. pe[1,+q{, feug(n) oppure fEHq(g) con

p<q < +w, La funzione g; ¢ & continua in 0.

Dim. La tesi ¢ un'ovvia conseguenza della (1.2) di [13] e del

lemma 1.1.

Riprendendo ancora delle notazioni di [13], se fEMD( ) e xefd

indichiamo con o un'assegnata funzione reale definita in [0,1],

p,f,x
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continua in 0 e tale che:

sup | £ | g <0
EeL (2(x))
[E|] <t

Come in [13], chiamiamo modufo d4 continuita inLP(Q(x)) di una

funzione fer(Q). il modulo di continuita in 0 di Up'f X

OSSERVAZIONE 1.1. Siccome:

sup | £ |

Eez(Q(x))
|E| <t

dal lemma 1.2 segue che: 4e pe[l,+=[, fEHE(R) oppure fEHq(ﬂ) con
p<q < +o, 4£ modulo di continuita di f 4n LP((x)) risulta indipen

dente da x e dipende 5080 daf modulo di continuita d4 05 f in 0.

2. ULTERIORI PROPRIETA' DEGLI SPAZI MP(R).

Se 1 < p<q¢ +m e f e Hq(ﬂ). indichiamo con r_ un numero positi

vo tale che:

(2.1) E e Z(Q), sup|E(x)| < r. = |f} < €.
xeE € MP (E, 2d)

Osserviamo che 1l'esistenza di r. tale che sia vera la (2.1)

segue dal lemma 1.2.
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LEMMA 2.1. Se 1<p<g<+w, feMi(Q), ce R, ¢ r_ soddisga £La (2.1),

allora esiste f_ e Lm(ﬂ) tale che:

(2.2) I£-£f_ | < e,
© "MP(g)
"f";pig) 1/p
(2.3) fel o o< s

Pim. Ragionando come per la dimostrazione del lemma 3.1 di

[13], poniamo:

|1 P 1/p
MP (@)

ﬂkE= {xe@ | f(x)] > ke}'

Evidentemente risulta:

sup |@, NB(x,d)| < r_
X €Sl €

e quindi, per la (2.1), si ha:

(2.4) R < €
M™ (R, ,2d)
€

Indichiamo con X la funzione caratteristica di Rk e poniamo:

E €
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f = (1 - X)) f.
c kE

Evidentemente-fEeL“(a) e soddisfa la (2.3).

Inoltre si ha:

I£-£ | = sup |x, f|
€ Mp(ﬂ) XEQ kt—: p.RNB(x,d)

= sup |f| < |fj ;
xeQ P*“kE”B[“'d) MP (g, ,2d)
E

pertanto, per la (2.4), si ha la (2.2).

Nel seguito indicheremo con \f“(ﬂ). meN, 1'usuale spazio di

Sobolev wm’z(ﬂ) e con ﬁm(ﬂ) la chiusura di 2(f%) in Wm(ﬂ).

Indicheremo inoltre con Um(ﬂj: lo spazio Hm(ﬂ) se 2 & dotato
della proprietda di cono; lo spazio Hm(ﬂ) se 2 non & dotato della

proprieta di cono.

Come ovvia conseguenza del lemma 3.2 di [13] e del lemma 2.1

si. ha:

LEMMA 2.2. Assegniamo meN e pe[2,+*[ tali che:

(2.5) p=2 4¢ n<«Z2m, p>2 4e¢ n=2m, p = % A¢ n>2m,

Se p<g < +w, feMl(Q) ¢ ee R, . allora esiste c(e)eR, tale che:

(2.6) |f ul, o < elul +c(e)ul, o Vuel" (Q)

W' (Q)
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3. UNA LIMITAZIONE A PRIORI PER IL PROBLEMA DI DIRICHLET 1IN
UN APERTO LIMITATO.

Nel seguito useremo le notazioni:

n
uo= (2 ) u =

X, XX
1

Inoltre, indicheremo con s e t due numeri reali tali che:

s>2 se n=2, s=n se n>2,

t=2 se 2<n<4, t>2 se n=4, t = % se n>4,

Sia G un sottoinsieme aperto e limitato di R™, n » 2, di classe

Assegniamo in G l'operatore differenziale lineare del second'or

dine:

n

(3.1) Lu = - I a,.u + .
i, =1 i xyx; j=1 1 X

soddisfacente le seguenti condizioni:

(3.2) a.,. = a,.

co . s
1_] J]_' ai'EL (G]? 11_]_111-4-.“,

j
(3.3) aieLs{G). i=1,...,n, aeLY(0),

e la condizione di ellitticita:

n
(3.4) i,jE;[aij(x)Eigj > u|g|2 q.o. in G, VEe R",
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dove Vv & un numero positivo indipendente da x e da & ; inoltre

si ha:

(3.5) aj e wi*S(e) + c°(8), i.,j=1,...,n-1.

Assegniamo ancora una funzione @#: G =+ R+ con la condizione:

(3.6) ge LY(G), JseLS(G) 3' B. < B=6.

Ad esempio:

I
=
M
b=

B 1 oppure 8(x)

Poniamo:
n
(3.7) M= L
J
— | L} ) ) 1!5 T o — -
(3.8) aj; = aj; *+ aj. a!.eW '7(G), aijeC (6), i,j=1,...,n-1.

LEMMA 3.1. Neffe ipotesdi (3.2) - (3.6), esdiste una costante

c tale che:

(3.9)  lug, |, gecClLusrBul, c+lul, () VueWw? (6)NWL(G) e Vre[0,+=[.

La costanie ¢ dipende so0fo:da n: da v; dalla misura di G; dalffle
noame 4Ain L%(G) defle componenti delfle funzioni colflegate alla

regolarita di 3G e delffe Loro denivate parime e seconde; dalle
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noame in L¥(G) ded coefficientd aij: dad modul ¢ d4 continuita

in L3(G) di 6, dei coefficientd a;, ¢ defle deravate (ﬂij)x
k
(i,j = 1,...,n-1, k = 1,...,n); daf modufo di continuita in L%(G) di

a:; dad modulfi di continusta in G di a“

1j (j.‘._} - 1}--:;“'1)-

Dim. Se a;; € c°(G), i,j = 1,...,n-1, il risultato & noto per

A= 0 ed & dovuto ad A.A.Sharovskii [9]. Se 3 ;
..,n-1, il risultato & noto per B = 1 ed & dovuto a G.Viola [16].

e W'S(G), i,j=1,...

Passiamo a provare il risultato nelle nostre ipotesi.

Poniamo:

L u
U i.j

a..u .

]
[
e~ 3

Osserviamo (cfr. [16]) che & sufficiente provare che esiste

cER+ tale che:

2 [+ ] .
(3.10) fu,, |y g < cCILousrBul, g+lul, o) VueW”(G)NW(G) e Vie[0,+e[.

Se a,. € W-°%(G), i,j = 1,...,n-1, e B# 1, la (3.10) si prova

adattando al nostro caso la dimostrazione della proposizione 5 di

[16]. Infatti, procedendo come in [16] e considerando LDur+?&Bur
in luogo di Lﬂur + )u’ si ha:

n-1

< 2 r r.,2
(3.11) [ (- £ a,.ul )Ydx = (- I a..u +ABu’ ) “dx
U i,j=1 1 X3X; U i,j=1 Y3 Xi¥;
T r
2 2. r.2 n-1 rr
-2 [ B%(u )%dx + 2x I a;.Buu,  dx
U u_ i,j=1 *J i%i

r r
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Integrando per parti l'ultimo addendo, si ha:

n-1 n-1
(3.12) 2 AJ X aij Burui x dx = -2Xx f L ai.Bu; ui dx
U_ i,j=1 i*; U d,j=1 1) KX
n-1 n-1
=22 ) (ai')x Buru; dx-2x [ I ai.B utul dx
VPR ES B T U TS T T
n-1 2
<-20v [ 8 5 (uf )%ax +% [82u”) 2dx
U i=1 i U
r r
n-1 12
+ 4(n-1)% | z (aij)i (uf )2dx + 7§ P lax
U itj=1 j. j U
r r
n-1
v aufm-1) [ 8%z (uf )lax.
U i=1 i

In tal modo, in luogo della (26) di [16], proviamo che per

ogni €eR, si ha la limitazione:

3.13) [ (- § a,;.u ) z .
U i,j=1 ij xixj U i,j=1 1] xixj

T

2
2 2 A
+E4u;K'2.Ur+C(E1|ur|2.Ur- 5 Jﬁ Bz(ur}zdx.
r
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dove c(e) & una costante dipendente solo: da €; da n; dalla misura
L]

di G; dalle norme in fn(G) delle componenti delle funzioni collega-
te alla regolarita di 9G e delle loro derivate prime e seconde;

dalle norme in L“TG) dei cnefficienti'aij; dai moduli di cortinuita-

in L>(G) di 6 e delle derivate (a..)_ .
137X

Inoltre, moltiplicando per -u; X 1'uguaglianza
nn

n-1 n-1

r r r r r r
+ =- k . . - -2 I a. +

Lnu ABu .. ﬂljux.x. nanYx_x “ 2in%x . x ABu

i,j=1 17 nn i=1 i™n

sl ottiene:

r r\.r
(3.14) jﬁ —(Lﬂu + A RuU ]uxnxndx

I

r T
- A fﬁ Bu  u dx.

r nn

D'altra parte si ha

X X X
nn
r Ur n Ur n n

(3.15) 1_[U putul  dx=-a[ B(ul )%ax-Af B uTul dx
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< =Af By urui dx <AJ ﬁﬁlurui | dx
Ur n n Ur n

< 7 A fu 8 (uT Yax + —-}E—{] 62 (u) ) %ax.
n
r r

Dalle (3.14) e (3.15) otteniamo, in luogo dell'ultima formula

della dimostrazione della proposizione 5 di [16], la seguente:

(3.16) f (-L u® -aguHHul | dx
U ° *n*n
r
> v/ g (uf )zdx+J' nil a..(ut _uf _ -uf _uf  )dx
T U i=1 Yi'n U_ i,j=1 3 %% *n¥a %1% ¥j%n

- £ BhHax - 52 J ﬁz(u‘; )2dx.

U n
r r

Dalle (3.13) e (3.16), procedendo come in [16], si ottiene
la tesi.

Consideriamo ora il caso in cui, nella decomposizione (3.8),non

tutti gli a;j sono nulli.

Osserviamo che e sufficiente provare che, fissato xneﬂ, esistono

u,reR+ tali che:

(3.17)  [(ew) 1y ¢ & cCIL (ou)+XBpul, o + loul, ()

VueW? (6)nW'(G), VAe[0,+ < e Voed(R™) con suppéeB(x.r).
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Fissato X, € G, poniamo:

- ' ' 1 1 = - = 1 =
bij(x] = aij(x)+aij[xn), i,j=1,...,n-1, bin ajns 1 l1,...,n,

n
b
i,j=1

u

L]
*

ijuxixJ

In corrispondenza di EE]Uy;], fissiamo r_eR,  tale che:

¥ " - T
(3.18) i,j=1|aij(x] aij{xu)l < € ?xeGﬂB(xﬂ,rE).

Da quanto sopra stabilito si deduce evidentemente che esiste

ceR_ tale che:

(3.19) |(¢")xx|Z.G < c(|L$(¢u)+lﬁ¢u|2*6+|¢uIZ‘G)

VueW?(6) N W' (G), VAe[0,+=[ e V4e@(R™) con suppp ¢ B(x_.r_).

Da (3.18) e (3.19) si deduce la (3.17) e quindi si ha la tesi.

4. LIMITAZIONI A PRIORI IN APERTI A FRONTIERA NON NECESSARIAMEN-
TE LIMITATA.

In questo numero indichiamo <con & un sottoinsieme aperto e

2

non limitato di R" dotato della proprietda di uniforme C“-regolarita

nel senso del n.4.6 di R.A.Adams [1].
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Tale ipotesi implica evidentemente che si ha:

iﬂ) Esistono IDER+ e, per ogni ze3n , un diffeomorfismo
Z o B{z,rﬂ) +B(0,1) di classe C2 tali che:
'IJz(ﬂ-ﬁB(z.ru]J = {xeB(0,1)|x >0 }

wz(a'ﬂﬂﬁ(z;rn)) = {xeB{ﬂ.l)lxn =0} ;

1

inoltre .1le componenti di pZ e di {tlJz)_ sono limitate insieme

con le loro derivate prime e seconde da una costante indipendente

la z.

Per ogni xefl e per ogni rER+ poniamo:

Q(x,r) =@ NB(x,r),

a_ = inf| Q(x,r)]|, B, = sup| Q(x,r)|.
xe . XeQ

Usserviamo che la condizione in) implica:

ur:-ﬂ VIER+.

Si ha (cfr. [13], lemma 4.1):

LEMMA 4.1. Fissato reR+, risulta fELl{ﬂ) Ae e s0f0 se feL}ﬂc(ﬁ)

2 (xeQ 'Flfll,ﬂ(x,IQELl(n); inoltre:

4.1) urij; 1£(x)]dx < glflltg(x‘r)dx <8 [If(x)|dx vieLl(a).
2

Assegniamo in Q 1'operatore differenziale lineare del second'or-
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dine:
n n
(4.2) Lu = - I a..u + LI a.u + au
i,i=1 1] xixj -1 i xi

supponendo che:

il) risulta:

a.. e L (), i, =1,...,n,

(4.3) a. . i

1] ji

i
o

ed & verificata la condizione di uniforme ellitticita:

n 2 . n
(4.4) I a,.E.E > v|E] g.0. in £ , ¥WEe R,
i‘j=1 1_] 1 J —

dove v & una costante positiva indipendente da x e da & ;

esistono s_e]s,+=] e t_e]t,+<] tali che:

(4.5} a.. =

1] aij t 4 y 1,] = 1,...,n-1,

i ]

dove le aij hanno derivate (nel senso delle distribuzioni)

289

inoltre

(a:.) EM§{9}+M5°(R]. k=1,...,n, e le a'. sono limitate e unifor-

1] Xy 1]

memente continue 1n §;

1)
i
-

(4.6) aiEME(R) + M®° (@), i N

(4.7) ae M (Q) + M (Q) .

Proviamo il seguente
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TEOREMA 4.1. Se so0no verdigicate fe condiziond i) e i), allora

esiste ceR+ tale che:

(4.8) quxIZ,ﬂ < c(ILu+lu|2‘ﬂ + |u|2,g)

Vu € Hzm)nﬁl(m e Vie[0,+[,
Dim. Fissiamo ueHz(ﬂinﬁ () e re[0,+f.

In conseguenza delle ipotesi sui coefficienti a;,a, del lemma

3.3 di [13] e del lemma 2.2 si ha per ogni e€eR_:

la; “xill’,ﬂ <elugdy g ':'1””“'2,:2 ‘

|2 ulZ.ﬂ-f EluxxIZ,ﬂ ? CZ(E]IulZ,ﬁ ’
dove {:1(5). cz( €) sono due costanti positive indipendenti da u,.

Possiamo percid limitarci a stabilire la (4.8) per l'operatore

LD definito da:
n
(4.9) Lus= - L
]

in luogo di L.

Ragionando come per la dimostrazione del teorema 4.1 di [13],

indichiamo con g una funzione di classe 2(R") tale che:

0<% <1, T=1 in B(0,3), suppic B(0,d)

e, fissato y € I, poniamo:
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B=By:xeﬂ+tﬁﬁ%

Dal lemma 3.1, dalle condizioni iﬂ). 11) e dall'osservazione

1.1 si deduce facilmente che si ha la.limitazione

(4.10) (0w 15 gryy < CoUILg(Bu)+RBul, o +|Buly oo y)

con una costante <, indipendente da u,x e vy.

Osserviame che risulta:
(4.11) Lﬂ(ﬁu) = ﬁLGu—Z | I a..u _91 +U LGB

Dalle (4.10) e (4.11) si deduce, con note considerazioni, la
limitazione:
(4:12)  Iuyylz0 (v, 9y < caUbguednly gyy*Iueda g (1012, a0y
dove Cq ¢ una costante indipendente da u,A e y.

Dalla (4.12), usando il lemma 4.1, segue che:

(4.13) ‘“nlz.ﬂ«fcz(“‘o“ + lu|2’g+ |ux|2 o iu'Z,ﬂ)’

dove C, ¢ una costante indipendente da u e da .

Dalla (4.13) si deduce la tesi.

COROLLARIO 4.1. Neflfe stesse 4ipotesi def teonema 4.1, esistono

ln’ C € R+ tafi che:
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(4.14)  Jul , _ <cllunkul, o Vuew (@nw'(a) e Vae[r ,+=[.

W7 (Q)

Dim. La tesi si deduce dal teorema 4.1 con gli stessi ragionamen

ti tenuti in [13] per dedurre dal teorema 4.1 il corollario 4.1.

5. LIMITAZIONI A PRIORI PER SOLUZIONI A SUPPORTO COMPATTO.

Assegniamo, in un aperto non limitato & di R", l'operatore
differenziale Lu definito dalla (4.9) supponendo che siano verifica

te 1l'ipotesi il) e la condizione:

iz) risulta:

(5.1) aij = aij + a{j. i,j=1,...,n-1,
dove
: S -
(5.2) {aij)xkEHﬂ(ﬂ). k = 1,...,n,
=
5.3 " eC(Q), lim " = (aV.)°.
(5.3) ajjec” (&) X s aj;(x) = (aj;)

Assegniamo inoltre una funzione b tale che:

13) b =Db;, +bDb

. hleL”(n). bZEMt(Q),

21

(by), eM-(R),  lim  b,(x)=bj, b (x)+b5 >V q.o. in 2.

*n | x | ++o
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Porremo:
=g ' @ ] | = - = i =
bij-aij+(aij) , 1,j=1,...,n-1, hin a1 l,...,n,
n
L'u=s - I b..u .
° i,j=1 "3 *i%;

e(x) = by (x) + b3
Porremo inoltre V¥r e R+
Br = B(0,r).

LEMMA 5.1. Se sono vendifdicate £e ipotess il) - 13), allora esd-

Atono c,r € R+ tali che:

(5.4) ||u||wz < c|Lju+bul, o Vued(g) con supp u ¢ @ \B_ .

(%)

Pim. In corrispondenza di Ele]ﬂf;], fissiamo r1=r[EI]ER+ tale

che:
n-1 | |
(5.95) -z al.(x) - (a¥.)°%|< € ¥xeQ\B_ ,
i,j=1 1] 1] 1 ry
(5.6) |b2(x) - b%i < &5 Ver\Brl.

Dalle (5.5) e (5.6) segue che per ottenere la tesi basta dimo-

strare che esistono CG,IGER+ tali che:

(5.7) uuﬂwl(fﬁipulL6u+eul1‘§1 Vue 2 (Q) con supp ucElRBID.

Osserviamo che in conseguenza della (5.5) si ha:
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n
V 2 .
(5.8) i §=lbij(x)gigj > 5] q.o0. in R\Brl, VEeR".

Assegnato un re[rl,+m{. fissiamo ued(R) con supp u ¢ 2\B_.

Nel seguito di questa dimostrazione indicheremo con Cisene

delle costanti positive indipendenti da u e da r.,.

Con un procedimento del tipo di quello tenuto nel n.4 di

si ha:
-1 n-1
1, n 2 1 2
5.9 =(- Z b dx =) =(- Z . + d
( ) ée( Cie1 lJuIixJ) X éfﬁ:l,J=1b1]uxiKJ eu) “dx
J. 2 n_]_
-Jeu'dx + 2 [ ¢ b..uu dx
Q pi,j=1 Y *i¥%;
n-1
-I.l(- Z b,.u eu)zdx -Je u’dx
n° i,j=1 1] Xi% | Q
J,I'IE]. | f HE].
-2 ..u_ u_ dx - 2 (al.) u u_ dx.
Qi,j=1 1 *i Xy Q i,j=1 137X X5
Ora, per il lemma 3.2 di [13] si ha:
n-1 | |
(5.10) f T (a!.). u u dx
Qi,j=1 %%
2 n-1
V 2 (n-1) 2 2
< = [ u“dx + J I (ar) u? dx

Cg
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-1
2 2 .
ofax + cpul?, Tz a1

[ -
Q We(Q)i,j=1 %4 MS(QxBr)

Da (5.9) e (5.10) segue:

n-1 5 n-1 7 5
(5.11) [ (- & bi‘ux X )“dx+ [ I u? dx +[ u“dx
i,j=1 ' *i%; Qi=1 *i Q

=

n-1 7 7 n-1
reu) “dx+fuj”, ol
j We(Q)i,j=1 ]

2

), |

<c,(f (-
2 0 X.

« + L
j.:-_j=l 1'] Kix

D'altra parte dalla (4.8), per noti risultati (cfr., ad

[6] pp.152-153), si deduce

n-1 2 n-1
2 v 2
(- £ b,.u )7 > L u
i,j=1 M %% MR Rl
n-1
+ I b..b,,((u u ). -(u u ). )
i,i,k,1=1 ij kl X5 Xy Xg xj X 4 xjxl Xp

da cui, per il lemma 3.2 di [13], segue:

(5.12) [ (- 5 b..u, . )i
- |

295

) .

S
i M (R‘Br)

L |
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I'l—l 2 2 I]-]. 2.
>co () I oul o odx - Jul?, L Majidy g ).
Qi,j=1 *i%j Wo(R) i,j.k=1" %k M3(Q\B )
Da (5.11) e (5.12) si ha:
n-1 2 n-1 2
(5.13) | I U, dx +[ 1 u dx +[ u” dx
Q 1,j=1 71i7] Q i=1 7i 0
n-1 2 2 n-1 2
< C [ (- % by ovew)dx+ful’, Il(a) ), 1% ).
Q  i,j=1 i%j W) i,j,k=1 k M®(Q\B )
Inoltre,
(5.14) [ (-L'u-eu)u dx
A 0 X X_
n n-1
=f y b..u u dx +f r b..(u u -u u )dx
0 i,i=1 ij7x;x Kjxn 9 i,i=1 ij xixj X XXX xjxn
2
+ [eu® dx +J (by). u u_ dx.
0 X 9 17X, Xy

Ora, usando ancora il lemma 3.2 di [13], si ha:

2 2
dx"'CSIIUH 2 "(b].} |

5.15 b
( ) £|( 1]Inu u X, Mt(ﬂkBr)
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e
n-1
(5.16) ¥ b..(u u -u u )dx
é i,j=1 1] inj xnxn xiﬁn xjxn
I n-1 f n-1
=- I (al!.)., u_ u dx + £ (a!.,). u_ u dx
Qi,j=1 %5 %5 Xp¥n R i,j=1 7% *i %j%n
v n 2 2 n-1 n 2
<q L Zul odxeglul”, LI g(ajidy 1o :
0i=1 *i*n W (R) i,j=1k=1 k M>(Q\B_)
Dalle (5.14), (5.15) e (5.16) si ha:
(5.17) J(-L'u - eu)u dx
0 (0] }{n)[n
I
2 2 dx
>c,(J] Eu dx + [ u
! QN i=1 Xi*n 0 Xn
n-1 n
2
-lub®, A, 1A, I TCYI N ).
W () n M (n\Br] i,ji=1 k=1 k M (ntBr)
Da (5.13) e (5.17) si ha:
(5.18)  Ju}? ¢ Co(|L'useul?
* Hz(ﬂ) - 8 0 2,8
n-1 n
: v 1 E (el I ).

2
+ ful (hCby), | :
wh)  P*nMb(vB ) d.j=1 k=1 Xk MS(a1B))
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Ma, in conseguenza della (2.2) di [13], fissato € < j%r, esiste
8

> :
r, > ry tale che

(5.19)  1(by), 17, RPN I [CH N 1 <e.
n MU (2\B_ ) i,j=1 k=1 I Xk M (2\B_ )
O O

Dalle (5.18) e (5.19) si deduce la (5.7) e percido si ha la
tesi.

Assegniamo ora una funzione B: . +R_ tale che:

ig) B € Mt(ﬂ) ed ] 6&“3(9) 3! By < B*8.

Ad esempio:

B=1 oppure B(x) = 1 ae R .

(1+|x])e *

LEMMA 5.2, Se sono verdificate £e ipotesd il)'idj' allora esisto

no c,r € R+ tali che:

(5.20) “u"wz(ﬂ.) < c| Lﬂu+bu+lﬁu|2‘ﬂ Yue %2 (Q) con suppucﬂ\Br e VAE[U,+m[.

Dim.Procedendo come nella dimostrazione del lemma 5.1, fissiamo,
in corrispondenza di EIE]U.%-)]. r1=r{ El)eR+ tale che valgano le

(5.5) e (5.6).

Osserviamo che per ottenere la tesi basta dimostrare che esisto

no Cﬂ,rDeR+ tali che:
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(5.21) Jul , < C fL'u+bu+Aﬁu|2 VueZX ) con supp u ERREI_ e VAe([0,+=f.
woeee)y - © © 8 o

Assegnato un re[r,,+e[, fissiamo ue®(Q) con supp uc Q\B_

e A E[D,+m[_

Indicheremo con CysesesCs delle costanti positive indipendenti
da u, r e X.
Si ha:
r n-1 5 f n-1 zd
(5.22) (- Z b..u +eu) dx=J (- I b,.u +eu+Afu) "dx
o i,j=1 1 *i%j Rooi,j=1 11 %i%j
2 2 n-1 2
A% J@ufdx + 2 [ E b, Buu, . dx-2) [ eBu’dx.
Q Ri,j=1 1 i% Q
D'altra parte risulta:
n-1 n-1

(5.23)Af £ b,. Buu dx = ~AJ
Qi,j=1 4 *i¥*; Q

f n-1 f n-1
- A L (a!.). Buu_ dx-A L b,.B_, uu dx
Qi,j=1 4 X1 %; Qi,j=1 1 Xi Xy
n-1 2 n-1

\V 2 2 2 2 2
< - IB T ul dx + 5 f B“u“dx+c, [ r (a!.)  u dx
= Zg 41 X4 8 2 bo i,j=1 H7X; X

2 n-1

+ % fﬁzuzdx + czf 62 ) ui dx

§ £ i=1 i
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Dalle (5.13), (5.22) e (5.23) si ha:

n-1 7 n-1 2 2
(5.24) [ © u dx +[" Zul dx +[ u” dx
{2 ]

Qi,j=1 Iixj i=1 i 0

-1
b..u
,j=1 1 XXy

n

2
< C3(£ (—i +eu+lBu)zdx - —;—Egﬂzugdx

n-1
I N R N TCY IS M "k

+ )).
We(Q) i,j.k=1 137 % HS(Q\BT) Hs(n\Br)

Inoltre, per la (5.17) si ha:

(5.25) J (-Llu - eu -2Apu)u_  dx
Q nn
J 1l J o
> ¢, Zu dx + ] u’ ‘dx
- 4Th i=1 X%, o *n
n-1 n
- i, e, 1P I R [CY M [ ))
Wl @) n M°@\B_) i,j=1 k=1 k M%@\B_)

- A [ Buu dx,
2 xnxn

mentre risulta per ogni e R+

2
(5.26) l£ﬂuut X dx=-lfﬁux dx—lfo-uux dx

“n'n ) n 2 °n r
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2

X dx.
n

2 ¢ .2 2 1 .2
<A BSjuu, |dx < =A% [ gfuldx+ —7—fﬁ u
-9 X =27 3 0

Dalle (5.24), (5.25) e (5.26) si ottiene:

2 : 2
(5.27) ﬂuﬂ-z < c5(|LDu+eu+ABu|2‘R

W(Q)
N PURPYEN G 5 N R v Il IZ,
We(Q) n M (2B_) i,j=1 k=1 37Xk M (2\B)
+ 1812 ).
M (Q\B )

Dalla (5.27), procedendo come nella dimostrazione del lemma

5.1, segue la (5.21) e percid si ha la tesi.

6. LIMITAZIONI A PRIORI IN APERTI A FRONTIERA LIMITATA.

Consideriamo ancora un aperto non limitato Q di R", supponendo

ora che sia verificata la seguente ipotesi:

15) Q & di classe C2 e la sua frontiera 39 e limitata.

Assegniamo in  1'operatore differenziale L definito dalla
(4.2) supponendo che siano verificate le ipotesi il), 12]. la

condizione

(6.1) a. € HE(Q), i=1,....,n,

e la condizione:

(6.2) a=a'"+>b
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dove
(6.3) a' e ME[R)

e b soddisfa 1'ipotesi 13).

TEOREMA 6.1. Se sono verdificate Le (6.1) - (6.3) e fe ipotesd 11)-15),

atfora essstono c € R, e un apexto £imitato 5% cQ tali che:

(6.4) jul , < c(ILu+lBu|2 ﬂ+|u|2 Q) ?uswz[ﬂ)ﬂw () e Vie[0,+=].
W (R) ’ o

Dim. Osserviamo che, in conseguenza del lemma 3.3 di [13], &

sufficiente dimostrare il teorema per 1'operatore Lﬂ+b in luogo

dell'operatore L.

Indichiamo,per ogni reR,, con £, una funzione di classe 2(R™)

tale che:

< < =
0 = & =1, & B, =1, supp& c B, .

Siccome 232 & limitata, per il lemma 5.2 esiste rER+ tale che:

(6.5) J(1- ;r)ung(m-g__can((l- L u)+b(1- 2 Ju+ AB(1- L )uf, o

Vu e Hz(ﬂ) e Vie[0,+=[.

Dalla (6.5) segue che:

(6.6) (-t )ul ,  <c(|L u+bu+rs u|2£+|ux|2‘g NRB

+|ul )
w2 (@) iz, an

2 2r

Vuewz(ﬁ) e Vie[0,+=].
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D'altra parte, per il lemma 3.1 si ha:

(6.7) lgoul o = g uf 5

W' (Q) ‘ W (RHBZI)

= C(an(c'ru) b ;ru +lﬁgru|2,QI1B +|Cru|2,ﬁfﬁﬁ )

2T 2T

< c(lLDu+bu+lBu!2 qt quiz RﬂBZ +|UI2-QnBZ )
¥ ¥ l— ;] r

VuewZ (2) n wl(2) e vie[0,+=[.
Dalle (6.6) e (6.7) segue:

(6.8) Jul c(|L u+bu+ABu] +lu |, +|u| )
wz(g)i 0 2,2 '"x'2,anB, 2,90B,

VueW? (2) nWi(Q) e Vae[0,+=].

Dalla (6.8) segue in modo ovvio la tesi.

TEOREMA 6.2. Se sono verdificate Le 4ipotess delf teorema 6.1 ¢ £La

-1

condizione B £ LTDC(ﬁ), allora esistono c,A €R, tali che:

(6.9) Jul ) icILu+lBu|2 Q Uu&Hz(ﬂ)rlﬁ () e Ule[lﬂ,+m[.
W7 (R) ' |

Dim. La tesi si deduce dal teorema 6.1 con gli stessi ragionamen

ti tenuti in [13] per dedurre dal teorema 4.4 il corollario 4.2.



304 M.Transirico-M.Troisi

7. TEOREMI DI ESISTENZA.

TEOREMA 7.1. Se sono veadif4cate Le condiziond in) e il). alfora

esiste A eR_~ tafe che per ogni A > A 4L problema

u e Wi)ynwlce),
(7.1)

Lu + Au f, fELz(ﬂ].

¢ und{vocamente risolubile.

Dim. In conseguenza di noti risultati (cfr.,, ad es., il teorema

5.4 di [13]) si ha che per ogni Ae R_ il problema

u € Wz(ﬂ]f1ﬁ (),
(7.2)
- Au + Au = £, fEL?‘(ﬂ),

¢ univocamente risolubile.

Per ogni te [0,1], poniamo

Le = (1-1)(-A+2) + T(L+d) = -(1-T1)A+TL+A,

Evidentemente per L. sono soddisfatte le ipotesi del corollario
4,1 uniformemente rispetto a te [0,1]; quindi si ha per A suffi-

cientemente grande

hul , < cllaul, g vueW? (@) n wi(a) ,
W™ (&) ’

dove ¢ & una costante indipendente da 1t e da u.
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Applicando pertanto il metodo di prolungamento per continuita

lungo un parametro, si ottiene la tesi.

TEOREMA 7.2. Se sono verificate £e (6.1) - (6.3), Le 4ipotes« il]-

(=

15) ¢ La condizione B'leLl (), allora esiste 105R+ tale che pen

0C

ogn4 A2 A, {L problemn

0 e W@ nwi(e,
(7.3)
Lu + A8u = £, f € L2(q),

¢ undi{vocamente niso0lubile,
Dim. Osserviamo che (si tenga presente la (1.6) di [13]):

0 t _ _ 4.0 0
b -bZEMﬂ(RJ' b"bz b2+b1 +b2!

2

R 0
essg1nf (b1 + bz) > v>0,

Applicando allora il teorema 5.2 di [13] si ha che, per A suffi-

cientemente grande, il problema

u e woee) n wiee),
(7.4)
-Au + bu + ABu = f, f e Lz(ﬂ),

& univocamente risclubile.

Per ogni te [0,1], poniamo:

Ly = (1-0)(-2+b+aB)+T1(L+AB)=-(1-1)A+T(L-b)+b+AB.
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Per LT sono soddisfatte le ipotesi del teorema 6.2 uniformemen-
te rispetto a t1e[0,1]; ne segue che per A sufficientemente grande

si ha:

2 °1
1u | < c|L,ul YueW“ () NW (Q),

dove ¢ & una costante indipendente da T e da u.

Facendo uso del metodo di prolungamento per continuitd lungo

un parametro, si ottiene la tesi.

TEOREMA 7.3. Se sono verdificate Le {(6.1) - (6.3) ¢ Le 4Apoless

il]_iS) e 15], allorna:

u e Wo) n wlea) » Lu e L2(R)
¢ un operatore di Fredhofm ad indice zero.

Dim. Assegniamo una funzione B : & +R_ soddisfacente 1'ipotesi

14} e le condizioni:

t -1 ® -
B € Mﬂ(ﬂ]: B € LlDC(RJ'

Ad esempio:

n
-
=2
M
o=

8(x)

In corrispondenza di tale funzione g, fissiamo un X tale che

il problema (7.3) sia univocamente risolubile.

Ponendo:

L = (L+AB) - AB
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ed osservando che, per il lemma 3.4 di [13], l'operatore:
2 Y 2
u e WO(R)NWH(R)+ABu e LY(Q)

¢ compatto, in conseguenza di ben noti risultati si ha la tesi.
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