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LA DISCREPANCIA ENTRE EL RANGO Y EL GENERO
DE HEEGAARD DE UNA 3-VARIEDAD *

JOSE M. MONTESINOS-AMILIBIA **

1. Sea M> una 3-variedad cerrada y orientable. Toda descomposicion celular de M> con
una sola 0-celda y una sola 3-celda proporciona una descomposicion de Heegaard de M2 .
Basta tomar un entorno regular V' del 1-esqueleto. El cierre M — V de su complemento
en M? es, al igual que V, un cuerpo con asas W de género el numero de 1-celdas de la
descomposicion. Entre todas las posibles descomposiciones de Heegaard de M*> hay una de
minimo género. Este minimo es por definiciOn el género de Heegaardde M que denotaremos
por H gr( M).

La descomposicién celular define ademds un diagrama de Heegaard de M?> . Esto son
dos sistemas de v, w, cada uno de ellos formado de g curvas simples, disjuntos y orientables
sobre F, = dV = dW, en donde v es el borde de g discos propiamente contenidos en

V y transversales a las 1-celdas, y w son las intcrsecciones de las 2-celdas con gV. La
presentacion de «, ( M) definida por el 2-esqueleto de la descomposicion celular puede leerse
a partir del diagrama de Heegaard ( F; v, w) . Tiene g generadores {v{,v5,..., Vgt =VYYg

relaciones {w;,w,,...,w,} = w endonde w; es una palabra con los simbolos vi', ..., vE!

que se obtiene al escribir las sucesivas intersecciones - con su signo - de w, con el sistema v,
La presentacién de w, (M) asi obtenida

Upseees ¥yt wp, e Wy

diremos que procede de un diagrama de Heegaard o que es realizable.

2. Se llama rango de M, y se denotard por rk( M), al minimo nimero de generadores
de m, (M). St w, (M) es trivial diremos que rk( M) es cero.
Por lo que hemos dicho en ¢l nimero 1 es claro que

rk(M) < Hy(M)

3. F Waldhausen [Ha] pregunt6 si k(M) es siempre igual a H (M) . Larazon de

su pregunta es que una respuesta afirmativa implica la conjectura de Poincaré. En efecto si
rk(M) =0 ,entoces H (M) =0y M es S°.
Tras varios anos de esfucrzos se obtuvo la siguiente importante respuesta negativa:

* Eso es el texto de una conferencia dada en Lecce el 23 de junio de 1989. Esta basada en las referencias [M1] y
[M3].

** Organo financiador DGICYT, PB89-0105.
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4. Ejemplo de Boileau-Zieschang [B, Z]. Existen infinitas 3-variedades (de Seifert) para
las que el rango es dos pero el género de Heegaard es 3.

La demostracién consiste en hallar una descomposicién de Heegaard de género tres (facil),
considerar la presentacion de mw,( M) inducida y mediante una (dificil) manipulacion fotal-
mente algebraica deducir que el niimero de generadores se puede rebajar a dos. La demo-
stracion de que el género de Heegaard es tres es dificil pero no nos interesa en este articulo.

S. Interesa analizar brevemente en qué consiste la "manipulacién algebraica” de la pre-
sentacion, que acabamos de mencionar. Para ello recordemos ciertos conceptos.

Una jugada extendida de Nielsen en una presentacion |z,,...,z_ : 7r,... ,rp| €s una

T

composicion finita de jugadas elementales de los siguientes tipos:
1. Reemplazar algun r, por ;.
2. Reemplazar algun r, por r,r;,j# k.

3. Reemplazar algun r, por I 7,Z;,paraalgin ; yalgin ¢ = £1.

4. Reemplazar cada r, por A(r.), siendo A\ algun automorfismo del grupo libre en los
generadores z4,...,z,..

5. Afiadir un nuevo generador z,,, y unanuevarelacién r,, =z, .

6. La inversa de S, si puede aplicarse.

El origen de estas jugadas est4 en un teorema de Singer [S] que relaciona dos diagramas
de Heegaard (Fg; v,w),(F};,v,w') dela misma variedad, mediante jugadas elementales
realizadas en el diagrama. El siguiente cuadro muestra la correspondencia entre estas jugadas
de Singer y las definidas antes de Nielsen:

Singer Nielsen
Diagrama de Heegaard Presentacion asociada
(Fy;v,w) Iul,...,vg:wl,...,wg]
1. cambio de orientacion a w, jugada 1
N
.......---.;7
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2. jugada banda: jugada 2
. %
A3 =da
3. 1sotopia jugada 3

4. cambiar v por otro v’ jugada 4

jugadas 5y 6

Singer [S] demuestra que dos diagramas de Heegaard de 1a misma variedad M estian rela-
cionados por una composicion finita de sus jugadas. Se deduce de aquique dos presentaciones
de w, (M) provenientes de diagrama de Heegaard estdn relacionadas mediante jugadas ex-
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tendidas de Nielsen. Craggs [C] ‘! propone llamar "género de Nielsen extendido” de M,
denotado por EN( M), al minimo nimero de generadores entre todas las presentaciones de
m, ( M) provenientes de presentaciones realizables mediante jugadas extendidas de Nielsen.
Claro es que se tiene
rk(M) < EN(M) < Hy(M)

Estamos ahora en condiciones de indicar en qué consiste la "manipulacion algebraica” rea-
lizada por Boileau-Zieschang. Ocurre que si a las 6 jugadas de Nielsen antes mencionadas,
anadimos la

7. Anadir (0 quitar) 1a nueva relacion 1.

La coleccién de jugadas 1 a 7 es entonces equivalente a las jugadas de Tietze capaces
de relacionar cualesquizra dos presentaciones del mismo grupo fnitamente presentado. La
jugada 7 es muy fuerte (equivale a memorizar todas las relaciones anteriormente usadas) y no
parace tener una contrapartida geométrica a nivel de diagramas de Heegaard.

Pues bien, Boileau-Zieschang usan de modo esencial la nueva jugada 7. Esto explica mi
afirmacion de que su procedimiento es una manipulacién algebraica.

Por contraste, demostraré aquique el género extendido de Nielsen de M, EN(M), es
dos, para los ejemplos de Boileau-Zieschang, es decir que puede rebajarse un generador de la
presentacion mediante uso exclusivo de las jugadas extendidas de Niclsen:

Teorema A. Los ejemplos de Boileau-Zieschang tienen EN( M) = 2 pero Hg( M) = 3.

Al examinar el cuadro anterior vemos que si bicn toda jugada de Singer induce una de
Nielsen, lo contrario puede no ser cierto. Por ¢jemplo, al tratar de realizar una jugada 2 pucde
que no haya disponible ningun arco a, porque todos los posibles corten a miecmbros de w
en su interior. Esto, ciertamente ocurre, como veremos en los ejemplos al final del articulo.
Puede obviarse este inconvenicnte de dos maneras: ora admitiendo diagramas d¢ Hecgaard
singulares, ora considerando el diagrama de Heegaard como una presentacion en asas de la
variedad M* x [—1, 1] donde M* es M privado de una 3-celda. Pcro sélo al final del articulo
explicamos ligeramente estas posibilidades.

6. Pasemos ahora a la parte central de esta exposicién que consiste en dcmostrar una
generalizacion del teorema A.

Lema 1. Sea la presentacién
P=|A,B,C;BA'BA™3 ,CACA™ ,w(A, B,O)|

en donde w( A, B, C) es una palabra cualquiera en el alfabeto {A,B,C,A~', B~ ,C~'}.
Entonces empleando unicamente jugadas extendidas de Nielsen de tipos 1, 2, 3 es posible

(1) Ver también [C1], [C2].
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realizar los siguientes cambios en la palabra w:
AZnBE BEAZ:I

LATCE.. . — L CEA% ...
LASCT .. — L CTTAS..
LAT'BL . —...B71AY L.
...AB7'...— ...BA™ ...
...AB...— ...B7'A ...

LAT'BTH e L .BAT ...

dondee=+1,n=+l,a€ Z.

Demostracion.

(1)
A’B 5 A2 e« (AB'A’B ) eB=AB'A° 5 A’B 1 e (BABA™) ¢ A’ = BA?
A’B™' 5 A’B 'e(BAPBA )Y=A"'BA™' - A'Be(B'AB ' A%)eA ! = B! A?

A B — ABe(B'A’B'A)=AB"'A— AB~' ¢« (BAT'BA’) e A= BA™?
A2B™' 5 A 2e(A'BATB)eB '=A7BA? 5 A2Be(B'A*B1A) e A

B—IA—2

(11) A’C - Ae(C'ACT'A™ ) e AC=AC'A - AC! « (CA™ICA) ¢ A = CA?

A*C™' 5 Ae(CACA™) e ACT' = ACA— ACe(CT'AT'CT'A) e A=C' A
AT2C - A7 e(CTTATICTA)eATIC=ATICT' AT 5 A7IC7 1 e(CACA™ ) eA™! =
CA™*

AZ2C™ — A7e(CATICA)eATICT = ATICA™ - A7'Ce(CTTACT A7 ) 0™ =
C-IA-Z
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(114) A'B > A'Be(B'AB"'A’) = B~ A’
AB™' - AB!' e (BAT'BA™?) = BA™
AB — ABe(B~'A'A*B14) = A*B 14 Y B-1 45
AT'B™' 5 A7'B! o (BAA™*BA™") = A=*BA"' Y BA-S
.

Definicion. El peso de una letra (sea A) en una palabra w(A, B,C) en el alfabeto
{A%!, B¥! C*'} es la suma de los exponentes de todas las apariciones de A en la pala-

braw(A,B,C).

Lema 2. Sea la presentacién
P=|AB,C;BA'BA™ CACA™' ,w(A, B,C)|

en donde el peso de A en la palabra w( A, B, C) es impar. Entonces empleando tinicamente
jugadas extendidas de Nielsen de tipo 1, 2, 3 es posible cambiar w( A, B,C) en una palabra
con una sola ocurrencia de A y ésta con exponente £ 1.

Demostracion. Usando el lema 1, puede ponerse w como @( B, C) e A1,
Ahora,s12a+ 1 > 3, hacemos

LAY o BBT1A3A%? o BB'A® e (ATPBAT'B) e A%%7% =

...BA'BA?*? _, .. . BA%*B

Procediendo asilogramos que el exponente de A sea +=1. Se procede de modo anadlogo para

2a+ 1< 3. 0
Ahora obtenemos f/’acilmente el

Teorema 3. Sea (F,; dv,du) un diagrama de Heegaard de una variedad M cuya presen-

tacién asociada P contiene, entre otros, los generadores A,B,C y la relacion w,w, en
donde:

(i) w, es una palabra (que puede ser vacia) en la que no aparecen los generadores
A,B,C.

(ii) w, es una palabra en A*', B¥' C*!, donde el peso de A es impar.

Ademas P contiene las relaciones BABA™ =1, CACA™! = 1.

Entonces EN(M) < g — 1.
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Para la prueba, pasamos primero de la presentacién |A, B, C,...: BABA™!, CACA™!,
...|ala|A,B,C,...: BAT'BA=3 CACA™,...| mediante una jugada del tipo 4, cuyo
automorfismo X tiene el efecto de reemplazar B por BA~2. Esta, sin cambiar w,, convierte a
w, en una palabra en A, B, C donde el peso de A es impar. Mediante jugadas de Nielsen de
tipos 1, 2, 3 se puede conseguir (lema 1.6) que w, no cambie y w, contenga una sola aparicion
de A y ésta con exponente +1. Ahora, una nueva jugada 4 y una 6, eliminan un generador y
una relacion. | o

7. Como aplicacién de este teorema estudiamos ahora los ejemplos de Boileau-Zieschang.
Para ello demos una descripcion de los mismos adecuada a nuestros propésitos.

Los ejemplos de Boileau-Zieschang son variedades M(a,b) endondea > 0 y b es un
entero cualquiera primo con 2a + 1. Ellos demuestran que ¢l género de M (a,b) es tres siy
soOlo si ademas

b# —a,—(a+ 1)

He aquinuestra descripcion de M (a, b). Consideramos primero la variedad W de la Figura
1.

Se tiene que W es

(1) un "plumbing” de dos [0, 1]-fibrados con base una botella de Klein, o

(ii) un T, -fibrado sobre S*, donde T}, es un toro con agujero y donde la monodromia tiene
periodo dos.

Demostracion. Es claro que W definida por (ii) es de Seifert con base D? y tres fibras
excepcionales de orden 2 correspondientes a 1os puntos fijos de la monodromia. o

Figura 1
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Figura 2 Figura 3

Proposicion 4. Refiriéndonos a las Figuras 1 y 2 y tomando * como punto base de W,
w, (W,* ) tiene la presentacion

|A,B,C: ABA™'B=1,ACA™'C = 1|

Ademds existe un sistema meridiano - longitud (Q, H), en el toro 0W, que representa
(CBA, A?). Ademds H es la fibra de la fibracién de Seifert.

Demostracion. La primera parte ¢s trivial. En la Figura 3 s¢ ha dibujado Q. D

Proposicion 5. La variedad W admite el diagrama de Heegaard de la Figura 4. La presen-
tacién asociada al mismo es

Figura 4
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|A,B,C: BABA™', CACA™!|

Demostracion. Inmediata comparando Figuras 1 y 4. 0
Teorema A. Los ejemplos de Boileau-Zieschang tienen EN(M) =2 < 3= Hg(M) :

Prueba. Las varicdades M de Boilcau-Zicschang se obtiencn pegando a W un toro sélido
a lo largo de la frontera con meridiano

Q2u+1 Hb

que representa (CBA)%°*! 4%% en w, (W,*). De la proposicion 5 se deduce que hay un dia-
grama de Heegaard de M de género 3 que satisface las hipétesis del Teorema 3. Por tanto
EN(M) < 2. Pero M no es una lente (por tener tres 0 mas fibras excepcionales) luego
EN(M) es dos. O

Nota. Ver las referencias [M1], [M2].

8. El teorema 3 permite en principio crear una gran variedad de ejemplos para los que el
rango es potencialmente menor que el género de Heegaard. No hemos explorado este terreno
debido a las dificultades con que uno topa al tratar de determinar el género de Heegaard,
pero es un campo abierto para la especulacion y parece natural creer que el fenomeno de la
discrepancia entre el géncro de Heegaard y el rango de una 3-variedad es un fenomeno muy
comiin, en absoluto reducido a los pocos ejemplos hasta ahora conocidos (los de Boileau-
Zieschang).

Notemos ahora la siguiente

Proposicion 6. La presentacién
P=|AB,C; BA'BA™? CACA™|

es realizable.

Demostracion. Sustituyendo A en la Figura 4 por la curva "nueva A", se obtiene €l dia-
grama de la Figura 5, que realiza nuestra presentacion P. m

Nota. Esto ultimo es una realizacién geométrica de una jugada de Nielsen de tipo 4.
Hemos visto ¢n ¢l lema 2 que la presentacion realizable

P=|A,B,C;BA™'BA™3 CACA™]
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Figura §

tiene la propiedad de "reducir” cualquier palabraw( A, B, C) con peso en Arimpar, a una pala-
bra en la que A aparece una sola vez y con exponente igual a 1, usando tinicamente jugadas
extendidas de Nielsen de tipos 1, 2 y 3. Una cuestion interesante es hallar (; y clasificar?)
otras presentaciones realizables reductoras similares.

9. El gran género de una 3-variedad (ver [M1]).

Conviene introducir ahora el concepto de gran género Bg( M) de una 3-varicdad M. Es
el entero r mas pequefio tal que, si M, denota M \(Interior B*), entonces M, x [0, 1] ticne
una descomposicion en asas

HyUrH,UrH,

con una 0-asa, y ¢l mismo numero de 1-asas que de 2-asas. Se tiene claramente:
Bg(M) < Hg(M)

Pregunta7. Esrk(M) = Bg( M), para toda M?

Si la respuesta es afirmativa y rk( M) = 0, entonces Bg(M) = 0 implica 9( M, x

[0,1]) = 83 y por tanto M, es una bola. Asipues la respuesta afirmativa ila pregunta 7 to-
davia implica la conjectura de Poincaré. Vemos pues que la pregunta de Waldhausen (que se
responde negativamente) puede afinarse (Pregunta 7) manteniéndose la consecuencia impor-
tante de una respuesta afirmativa (la conjetura de Poincaré). Creemos pues que ivestigar 7
es muy importante.

La pregunta 7 se puede partir en dos problemas:

"Esrk(M) = EN(M)?, y 7% EN(M) = Bg(M)?
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La primera pregunta generaliza la conjctura de Andrews-Curtis para ciertas presentaciones
"geométricas" (ver [MZ]).

Con respecto a la segunda pregunta Craggs ha investigado si EN(M) > Bg(M) en [C],
pero como hay cierta dificultad en su lema 5.3, 1a cuestion permanece aun abierta. Podemos
tratar de comprobar esta segunda pregunta mediante los ejemplos de Boileau-Zieschang para
losque EN(M) =2y Hg(M) = 3.

Tomemos la variedad M (1, 1) dada mediante el diagrama de Heegaard de la Figura 6.

Este diagrama se obtiene de 1a Figura S al dibujar la curva Q> H. La presentacién asociada a
la Figura 6 es

(1) P=|AB,C;BAT'BA™ CACA™!' =1,(CBA™")?A* = 1|

Usando los métodos de los lemas 1 y 2 vamos a modificar esta presentacion mediante jugadas
extendidas de Nielsen como sigue:

CBA'CBA™'CBA

CBA'CeC'AC'A™' ¢« BAT'CBA=CBC'A'BA™'CBA,
CBC'A'BeB'AB'A’ e A”'CBA = CBC'B ' AACBA,
CBC'B'AAC e C'A7'C'Ae BA=CBC'B'AC'ABA,
CBC'B'AC '« CA"'CAe ABA=CBC'B'CAABA,
CBC'B"'CAAe AB'A*B~' « BA=CBC'B"'CAAAB™ ' AAAA,
CBC 'B'CA’B~!' « BATBA™! ¢« A* = CBC'B~'CBA?,
CBC'B"'CBA?> e A"2BA™'BA"' ¢« A= CBC~'B-'CB*A™'B

Obtenemos asi la presentacidon de m (M (1, 1),* ) siguiente:

(2) |A,B,C,: BAT'BA™ =1,CACA™! = 1,BCBC™'B~'CB* = A|.

Esto ilustra muy bien ¢l teorema 3.

Ahora realizamos geométricamente las jugadas de Nielsen, acabadas de usar, mediante
jugadas banda recalizadas en la presentacion M(1,1)* = H, U3 H, U3 H, dibujada tambi€n
en Figura 6. Esta presentacion en asas debe de interpretarse como sigue. El dibujo esta en
S3 con pares {4, A; B,B;C, 5} de bolas extraidas de S° e identificados sus bordes con el
fin de obtener 3S' x S% = 8( Hy, U3 H,). Las esferas de pegado de las 2-asas 3 H, son las
curvas del diagrama de Heegaard de Figura 6 y sus "framings” se suponen dados por curvas
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paralelas situadas sobre el papel (ver [M2]). La contrapartida gecométrica de las jugadas de
Nielsen son las ju gadas-Banda explicadas en [M2].

- Las Figuras 6 hasta 13 deben interpretarse como sigue. Cada figura viene de l1a anterior
al realizar la jugada banda esbozada mediante una flecha y al realizar isotopias. La ultima
figura realiza la presentacion (2). Podemos isotopar un poco mas l1a Figura 13 para eliminar
dos lazos obvios (Figura 14) pero el resto de la figura resulta tan complicado que pronto se
aprecia la imposibilidad de conseguir que aparezca un par de asas, ( H,, H,), cancelante,
debido al - asillamado - "fenomeno de Mazur".

Todo este proceso depende de elecciones y puede ser realizado de infinitas maneras distin-
tas. Lo hecho aqui responde a una minimizacion experimental de complicaciones. He hecho
todo esto de otras maneras distintas y parece que debe existr una obstruccién que mida la
imposibilidad experimental de cancelar asas.

Mi conjetura es que Bg(M(1,1)) = 3.

Los dibujos 6 a 13 ticnen todavia otra interpretacion. Proyectandolos sobre el papel pro-
porcionan diagramas de Heegaard singulares. Los nameros han sido puestos para ayudar
al lector interesado a encontrar las singularidades entre discos meridianos. Sin embargo la
manipulacién del diagrama singular es muy delicada y debe de hacerse con cuidado.

Figura 8
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Figura 11
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Figura 12
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