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FORME FONDAMENTALI DI APPLICAZIONI TRA VARIETA’.
APPLICAZIONI DI GAUSS GENERALIZZATE
E PROBLEMI DI IMMERSIONE

I. CATTANEO GASPARINI

I1 titolo di1 questo seminario comprende tre diversi argomenti: forme fondamentali as-
sociate ad una applicazione tra varieta, applicazioni di Gauss ¢ varieta immerse. Scopo di
questa esposizione sara quello di mettere in luce alcuni dei numerosi ed importanti legami
che intercorrono tra quest diversi argomenti. Ad esempio la proprieta della forma fondamen-
tale associata ad una applicazione di Gauss di una varieta M_ immersa isometricamente in
R ™P (i essere nulla pud dare qualche informazione sulla struttura topologica della varieta
stessa? e la proprieta per I'applicazione di Gauss di essere armonica € legata ed in quale modo
all’immersione € quindi alla curvatura media della varietad immersa?

La risposta a tali quesiti ¢ stata data da E. Ruh [Ru], E. Ruh, J. Vilms [Ru.V] e J. Vilms
[V].

In un lavoro fatto in collaborazione con G. Romani [C.R] in corso di pubblicazione sui Pro-
ceedings of the Royal Society of Edimburgh, partendo da una decomposizione del fibrato nor-
male N( M) associata ai valori delle classiche forme fondamentali di M diordine k(k > 0)
e da una definizione di applicazione di Gauss generalizzata v, associata al k° piano normale,
si da una versione piu fine € nello stesso tempo piu generale dei risultati sopra citati.

Cercherd ora di dare un breve cenno storico dei problemi sopra enunciati.

Tutte le varieta e le applicazioni che si considerano si suppongono C.

Nel 1965 Chern nel lavoro "Minimal surfaces in an euclidean space of N dimensions"
[Ch] dimostro che data una superficie X, dello spazio euclideo R™ se I'immersione ¢ :

¥, — R™? & minimale, la sua applicazione di Gauss & antiolomorfa.

Questo legame tra le superfici minimali e l1a teoria delle funzioni complesse ha permesso di
ottenere, nel caso di dimensioni 2, molti risultati che non possono generalizzarsi in dimensione
> 2, ed ha stimolato a cercare legami tra I’applicazione di Gauss ¢ 1a curvatura media H .

Nel 1970 Ruh prendendo le mosse da un lavoro di Bompieri - De Giorgi - Giusti [B.Dg.G]
nel quale si dimostrava che ipersuperficie complete minimali non parametriche, diverse da
iperpiani, esistono in dimensioni > 7, € da un lavoro di De Giorgi [Dg], considerd non una
superficie £, , ma una ipersuperficie isometricamente immersa in R™ e dimostrd che se la
curvatura media di questa ipersuperficie € costante, allora I’applicazione di Gauss g : M, —
S"™ € armonica.

S1 suppone quindi una condizione piu debole per I'immersione, cio€ di avere curvatura
media H costante anziché nulla come € nel teorema di Chern, € si ottiene per I’applicazione
di Gauss la condizione di essere armonica.



2 I. Cattaneo Gasparini

Questo punto di vista apre una strada nuova che ha dato luogo all’importante teorema di
Ruh-Vilms (1971) che in seguito indicheremo pil brevemente R.V.

Teorema. Se M, é una varietd immersa isometricamente in R™?  I'applicazione di Gauss

associata a questa immersione € armonica se e solo se M_ ha vettore di curvatura media
parallelo.

Se la codimensione € 1, si ha il teorema di Ruh.
Si deduce il seguente corollario:

Corollario. L’'applicazione di Gauss di una varietd n-dimensionale immersa isometrica-
mente in R™P come sottovarietd minimale (quindi H = 0 e conseguentemente VH = 0 ),
é armonica.

S10sservi che I'argomento delle applicazioni armoniche tra varietd, dopo il lavoro di Eells
- Sampson del 1964 [E.S] veniva studiato in modo molto approfondito; d’dltra parte 1a classe
delle sottovarieta con vettore di curvatura media parallelo, naturale generalizzazione della
classe delle ipersuperficie a curvatura media costante, aveva verso gli anni *70 particolare
interesse.

L’importanza del Teorema di Ruh-Vilms consiste nell’avere trovato, attraverso 1’applica-
zione di Gauss, un legame tra queste due nozioni.

Diamo un breve cenno della dimostrazione di questo teorema che sara fondamentale per 1
nostri successivi sviluppi.

Sia ¢ : M, — R™P una immersione isometrica della varietd n-dimensionale M, nello
spazio euclideo R™? e sia g I’applicazione di Gauss associata a questa immersione: g :
M, — G(n,p) ove G & la Grassmanniana degli n-piani in R™? . Indicato con g~ 'T'G il
pull-back del fibrato tangente ad un fibrato su M ,econ T'(M) ¢ N( M) rispetuvamente 1l
fibrato tangente a M ed il fibrato normale a M in R P si dimostra che il fibrato ¢! T'G @&
1somorfo al prodotto T*( M) & N(M) . Osservato poi che la seconda forma fondamentale
di M ¢& una sezione del fibrato T*( M) @ T*(M) ® N(M) ne segue che tale fibrato puo
identificarsi con il fibrato T*( M) ® ¢! TG.

La seconda forma fondamentale S pud quindi considerarsi come una 1 -forma a valori in
G~'TG@G, ciot come il differenziale della applicazione di Gauss:

(1.1) g, =&

(1.2) Vg, = VS

ove V & la derivata covariante indotta in N(M).
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Considerando la traccia dei due membri della (1.2), traccia rispetto alla metrica di T M,
si ottiene, tenendo conto che la derivata covariante commuta con la contrazione,

(1.3) trVg, = VirS = VH

ove H @1l vettore di curvatura media.

Facciamo ora una breve parentesi sulle applicazioni armoniche tra varietd per vedere il
significato dell’espressione trVg, che compare al primo membro della (1.3).

Se (M,g) ¢ (N, h) sono due varieta riemanniane di rispettive dimensioni n € m, € s¢
f:(M,g) — (N, h) ¢unaapplicazione differenziabile, il differenziale f, (che indicheremo

anche df ), pud considerarsi come una sezione del fibrato T*( M) @ f "' TN ,ovecon f~'TN
si indica il pull-back del fibrato T'N tangentea N.

La struttura riemanniana di ( N, h) induce una struttura riemanniana sopra f~'TN . Se-
guendo Eells-Sampson [E.S] diamo la seguende definizione di densifa di energia dell’appli-
cazione f:

Definizione 1.1. Si chiama densita di energia dell’ applicazione f la quantita

e(f) = 5 tr- fh

(ove la traccia é calcolata nella metrica g ).

Definizione 1.2. Sichiamaenergiadell’ applicazione f suuncompatto U C M ilfunzionale

E(f) = fue(f)dV

ove dV ) la forma di volume di M .

Le equazioni di Eulero associate al funzionale E( f) si scrivono
(1.4) (Vdf)5=0

Definizione 1.3. Si dice forma fondamentale dell’ applicazione f e siindica B(f,) il primo
membro della (1.4), cioé la quantitad

B(f) = Vaf

Tale quantita & un tensore doppio covariante a valori in f~!TN
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Definizione 1.4. Si dice campo di tensione dell’ applicazione f e siindica 7( f) la traccia
della forma fondamentale nella metrica g :

(1.5) (f) = g7 (Vdf)

Una applicazione f : (M, g) — (N, h) sidice armonica se il suo campo di tensione ¢ nullo.
E’ con c10 chiaro il significato dell’espressione trVg, nella (1.3):

trVg, = 1(g).

S1 ha quindi 1l Teorema di R.V
(g) =0 VH=0

Definiamo ora la forma fondamentale di una applicazione in un contesto un po’ pill generale
che ci sara utile nel seguito.

Anzich€ considerare una applicazione tra due varietd riemanniane consideriamo una ap-
plicazione ¢ tra due fibrati vettroriali E, E' dotati di connessioni V e V' e definiti sulla
stessa varieta M

(E,V) ~ (E', V')

™ '

M

Definizione 1.5. Si definisce forma fondamentale B($) dell’ applicazione ¢ tra i due fibrati
vettoriali dotati di connessione, la derivata covariante della sezione ¢ del fibrato
Hom(E, E") . La sua espressione intrinseca (si veda Eells - Lemaire [E.L]) é

(1.6) B($)(X,Y) = Vy¢Y — ¢V,Y

con X sezionedi TM eY sezionedi E. Indicheremocon I'TM e I'E le sezionidi TM
ed E.

E’ facile rendersi conto che la situazione esaminata precedentemente, (si veda la defini-
zione (1.4)), rientra nel quadro ora visto, considerando E' = f~'TN.

In particolare, se 1’applicazione ¢ & una immersione tra due varietd riemanniane ¢ :
(M,g) — (N, h), osservato che localmente una immersione pud essere considerata un em-
bedding ¢ quindi in un opportuno aperto si pud identificare ¢Y con Y,VY € I'T M ,siha

(1.7) B()(X,Y) = VY - V¥Y
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ove con V¥ e VM si intendono le derivate covariantiin N e M.
Sitengaoracontoche Vpe M C N

— 1
TPN =T,M & TPM

e che la derivata riemanniana su M & data dalla proiezione ortogonale (V¥Y)¥ su M della
derivata riemanniana fatta sulla varietd ambiente N : si ha dalla (1.7)

(1.8) B($)(X,Y) = (VNY)TM"

cioé nel caso di una immersione ¢ : M — N, la forma fondamentale 8(¢,) coincide con la
classica seconda forma fondamentale di M .

L’espressione intrinseca della forma fondamentale di una applicazione ¢ ha il vantaggio
di darci subito informazioni su come sono legate le connessioni dei due fibrati (E,V) €
(E', V).

Nel caso di connessioni simmetriche una applicazione f tra due varietd f : (M,G) —
(N, h) & totalmente geodetica, ossia muta geodetiche di M in geodetiche di N se e solo se
la forma fondamentale B( F,) dell’applicazone f ¢ nulla, come si vede in modo immediato
dalla 1.6.

L'uguaglianza Vg, = V§ ha portato a studiare quelle sottovarieta di R™ aventi la se-
conda forma fondamentale parallela (VS = 0) tramite quelle 1a cui applicazione di Gauss €
totalmente geodetica (Vg, = 0). E’ quello che ha fatto Vilms nel lavoro [V].

Queste varietd sono state studiate successivamente anche da Dombrowski e da un altro
punto di vista da Ferus.

Vilms ha dimostrato che condizione necessaria perché una varieta riemannana completa
M, ammetta una immersione isometrica in RY con seconda forma fondamentale nulla
(VS = 0) &che M, sia diffeomorfa, con conservazione della connessione riemanniana,
ad una sottovarieta totalmente geodetica della grassmanniana G(n, N — n) o0 ad un fibrato
su tale varieta, avente come fibra degli spazi euclidei. La varieta M inoltre ha curvatura non
negativa ed € localmente simmetrica.

Successivamente Ferus [F, 1] e [F, 2] ha dimostrato che le varietd immerse isometrica-
mente in RY con seconda forma parallela sono caratterizzate in termini estrinseci come le
sottovarietd di R trasformate localmente in se stesse tramite la simmetria di R rispetto
allo spazio normale alla varieta e chiama sottovarieta K -simmetriche tali sottovarieta.

Egli studia da questo punto di vista estrinseco gli spazi simmetrici € da una classificazione
delle varieta con seconda forma fondamentale parallela. Tali varieta costituiscono una classe
molto importante di sottovarieta e comprendono le sottovarieta totalmente geodetiche, i Ci-
lindri c10¢€ i tubi di raggio costante attorno a sottovaricta totalmente geodetiche e le varieta di
Veronese.
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Nel lavoro fatto con Romani [C.R] I'ideca fondamentale € stata di partire da una decom-
posizione del fibrato normale TM associato ad una immersione isometrica di una varieta
M in uno spazio euclideo R ™? , decomposizione introdotta da C.D. Allendoerfer nel lavoro
del 1937 "Imbeddings of Riemann spaces in the large” [A] e ripresa da Dombrowski [Do],
da Spivak [Sp] ed altri, e di definire una applicazione di Gauss v, che abbiamo chiamata ap-

plicazione di Gauss generalizzata normale di ordine k = (k= 0,1,...,7), associata al k°
p1ano normale. Questo ci1 ha permesso di esprimere una condizione necessaria € sufficiente
affinch€ I’applicazione di Gauss v, sia totalmente geodetica V(v,), = 0 oppure armonica
(v, = 0) mediante una somma di termini vettoriali aventi tutti significato geometrico. In
particolare per k = 0 il teorema si riduce al tcorema di R.V. con una formulazione pill precisa
dovuta a questa decomposizione del fibrato normale.

Abbiamo poi dato condizioni necessarie perché una varieta complcta M, ammeltta una
immersione in R™? con V(v,), = 0 ed abbiamo fatto vedere che per k = 0 si ottengono
per M le condizioni di Vilms, per £ = 1 si hanno condizioni piu deboli, ma la struttura
differenziale topologica della varieta M & la stessa, per k > 1 le applicazioni di Gauss v, si
riducono ad applicazioni costanti.

In un lavoro in corso di pubblicazione, Romani, riprendendo 1l punto di vista di Ferus,
ha dimostrato che V(v,), = 0 se e solo se per ogni p € M la simmetria di R™ rispetto
al primo normale N, trasforma localmente M in se stessa e chiama tali sottovarieta N, -
simmetriche. Le sottovarieta simmetriche di Ferus sono un caso particolare di queste varieta
N, -simmetriche, le quali a loro volta sono un caso particolare di certe varieta k-simmetriche,
introdotte recentemente da Kowalski e Kulich [K.K.].

In un altro lavoro 1n corso di pubblicazione, A. Carfagna ¢ G. Romani hanno studiato
le sottovarieta 2-simmetriche nel senso di Kowalski ed hanno dimostrato che ogni sottova-
rieta totalmente geodetica S di una sottovarieta localmente simmetrica C = M x R, con
7 (T,(S)) C Ty, M e m proiezione sul primo fattore, & una sottovarield N, -simmetrica.
Inoltre hanno costruito altri esempi introducendo un arbitrario morfismo tra 1 gruppi di Lie
associati alle immersioni standard di R -spazi simmetrici.

Mi sembra che I'impostazione data in [C.R.] possa offrire 1a possibilita di varie applica-
Zioni € per questo motivo mi permetto ora di esporre brevemente i risultati del nostro lavoro.

Sia M_, — R™? una immersione isometrica di M_ nello spazio euclidco R™?.

La seconda forma fondamentale s relativa all’immersione € data da:

s:TMxTM —TMt

Consideriamo ora nel generico punto p € M lo spazio che chiamiamo O, generato da T, M
e dai valori sp(XpY;) della seconda forma fondamentale, ove XF,YP C TPM e facciamo le
seguenti classiche posizioni

(0y),=T,M
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(05), = {X,, Vi, <2}
con
XFETPM € Xz EFTM

ttttttttttttttttttttttttttttt

_ R R R R
(00 = {(X1)p V0 Xar e+ 3 Vi Voo -2 Vixe s X b
X, eTTM,i=1,2,...k

O, sidice k° spazio osculatorc a M in p.

Supponiamo che M sia "nicely curved” (Spivak) cio€ che la dimensione di O, sia costante
perogni k ed inognipuntop € M.

Vi sara allora un intero [ tale che O, = O,,,. Si pongainoltre O, = {0 }.

Si definisce k° spazio normale a M in p lo spazio (N,), ove
(O;H_])p = (Ok)p D (Nl)p*
Da (Ol)p = (On)p + (Nc,)lﬂr =TM siha (NG)F = T, M, mentre (N, )!:l ¢ lo spazio definito

dai valori della seconda forma fondamentale s(Xpr) .
Poich¢ le dimensioni di O, ed N, sono costanti per ogni k, si hanno due fibrati

N O,
l |
M M

Per abbreviare I’esposizione mi occupero solo del fibrato normale.
Per maggiori notizie si veda [C.R.].
La connessione su R™? induce una connessione su N, tramite la

Vi &= (Vx &)™ ove §€TN,

e con (VEPE .) Me si indica la proiezione ortogonale R ™? su N, .

Nello Spivak [Sp] viene provato che se &, € TN, V ¢, si decompone nella somma di

tre componenti appartenentia N,_,,N,, N, .
Piu precisamente si ha la seguente formula di Frenet generalizzata

(2.1) Vi €k = —A(X,)E0p) + Vx6y + 54X, (€0),)
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Per k=0, essendo N_; =0 siha 4, = 0 ela (2.1) diventa
R, _ N ?
VR €0 = V& + 80(X,, (&),)

I1 primo addendo da la componente tangenziale di V}}an , 11 secondo la componente verticale.

so fornisce quindi la classica seconda forma fondamentale dell’immersione ¢ : M, — R™P,
A, ¢ la classica applicazione di Weingarten, giacché per quanto detto & definita dalla proie-

zione della VR¢, su T M :

(Vx )Y = —A,(X,,&)

Queste considerazioni giustificano il nome di forme fondamentali di ordine k in senso classico
per s, e di applicazione di Weingarten di ordine k per A, .

s, ¢ una applicazione bilineare di TM x N, in N,,,. Se si considerano su M il fibrato
T'M x N, edil fibrato N, ,, siha il seguente diagramma commutativo

Dalla definizione data precedentemente sulle form:e fondamentali di una applicazione tra
fibrat, si ha che la derivata covariante Vs, ¢ la forma fondamentale dell’applicazione s, :
p(s,) = Vs, esiha

B()(X,,Y,, (£)),) =

= Vi:” s (y, &) — sk(ViY, (Ek)p) — Sk(yplviifk)

Ci sara particolarmente utile calcolare la S(v,) cioé la forma fondamentale relativa ad una
applicazione di Gauss generalizzata che ora definiremo, cio€ una applicazione nella quale an-
ziché far corrispondere ad un generico punto = € M il piano tangente in x, si fa corrispondere
il k% normale N, . Siosserviche essendo N, = TM , Siha vy, = g, quindi I'applicazione v,
puo essere considerata come una generalizzazione dell’applicazione di Gauss.

I1 nostro scopo & ora di vedere se per le classiche forme fondamentali s, e per le applica-
zioni di Gauss v, valgono risultati analoghi a quelli R-V:

g, = 8o (nelle notazioms sopra date S = s;)
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Vg, = Vs,
7(g,) =trVsy = VH

Allo scopo calcoliamo Vv, ove, indicate con n, le dimensionidi N, ¢

(v), : TM = TG(n,, N —n,)

Lo spazio tangente alla Grassmanniana G(n,, N — n,) € omeomorfo allo spazio Hom( N,

N); (v,), pud allora essere considerato come una applicazione da TM x N, in Ni- e pud
quindi considerarsi come una 2-forma su TM x N, avaloriin N,.
In [C.R.] si & dimostrato che

(2.2) (V) X, (€0),) = (VX EQMN
Teorema 2.1. Vale per I'applicazione (v,), la seguente decomposizione
(2.3) (vk), = 8¢ — Ay

Dim. Dalla (2.2) applicando la formula di Frenet generalizzata (2.1), si ha
def
(. (X,, (€0)) = (VX €)™ =

= [~ A X,, ) + VX &+ 5,(X,, £)17 =

- —-Ak(Xp,Ek) + SE(XF’ (Ej;)p)

In particolare per k = 0 si ha Ay = 0,y, = g, ela(2.3) da la prima affermazione di R-V:
9. = S.

11 calcolo della forma fondamentale B((v,),) porta al seguente teorema:

Teorema 2.2. Per la forma fondamentale B((v,),) relativa all’ applicazione di Gauss gene-
ralizzata v, vale la seguente decomposizione

V( H‘:)‘ - vsk - Vﬂk - Uk"l"l + &k"l"l

ove
ﬂk+1(-xp1 Ypl (ﬁk)p) = 3k+1 (Xpl' Sk(xp’ (gk)p)

&'k+1 (XF’YP’ (Eﬁ:)p) = Ak+l ('XF:AJ;(YP': (Ek)P)
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Dim. Tenendo conto che (v,), & una applicazione tra i fibrati vettoriali TM x N, in N
entrambi su M , si ha

B = (Vx (1)) (Y, (£4),) =

V(). (YE) — (1) (VEY,(6),) — (1) (Y, Vx'E)

Tenendo conto del risultato del Teorema precedente e della formula di Frenet generalizzata
si ha:

(2.6) V(). (Y,6D) =

= UM X 5,(Y,6,) + 501 (X, 84(Y,, (€),)+

+ A1 (X, Ap(Y,, (€0),)) — YV X AL(Y,€p)

mentre I' applicazione della (2.3) agli ultimi due addendi della (2.6) da

(2.7) ~ (U (VX Y, (§)p) = A(VX Y, (€)p) — si(VX Y, (€),)

(2.8) -(“:;)*(Y;,Vg:fk) = A (Y, V,‘::fk) - Sk(Yp,VfrJ:fk)

In definitiva la somma di (2.6), (2.7), (2.8), tenuto conto dell' espressione della Vs, e della
VA,, da:

(Vx (1) (Y, (6),) = (Vi s)(Y,,, (6),) — (V' A)(Y,, (£),)+

+5k+1(X rsk(Ypr (Ek)p)) + Aj;_l(-xpr Ak(ypr (f.l;)P))
ossia la tesi.

Si osservi che 1 vari addendi del secondo membro appartengono rispettivamente a N, ¢,
Ni_1)Nigsa  Nis.

La formula (2.4) fornendo una interpretazione geometrica alle varie componenti della
forma fondamentale B((v,),) associata allo splitting del fibrato normale 7'M 4 permette di
dare risultati pia dettagliati di quelli di R-V nel caso & = 0, e pil generali per k£ > 0. Il teo-
rema che ora mostreremo pero ci fa vedere che per k£ > 0 le uniche applicazioni totalmente
geodetiche interessanti, si hanno per £ = 0, e per £ = 1. Vale infatti 1l
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Teorema 2.3. Sia M_ — R™P? una immersione isometrica.

Le uniche applicazioni totalmente geodetiche per k£ > 2 sono le applicazioni costanti.
Dim, Dalla (2.4) si ha:

V(uk)- - 0 < V(Sk)* - O,v(Ak)* — Oigk—l - Olﬂk—l -— 0

ma
o, =0 % A 1 (X, A(Y,,(€0),)) =0

0ssia
(Ap1 (X, AL(Y,60)),6,5) = O

V¢, € I' N,_, ove <> indica il prodotto interno.
Per le classiche relazioni trale A, ele s, siha

(Sk—-l (Yp: Sk—2 (Xpl ( Ek-.z )p)) ) (Ek)p) =0

V¢, € ' N, cio® s,_, = 0. Poiché s,_, assume i valoriin N,, siha N, = 0 e, tenuto
contoche v, : p — (Nk)p,Vp €EMsihay, =0.

Esaminiamo alloranella(2.4)icasi k=0 e k= 1.

Per k = 0 poiché A, =0 e o = 0, siottiene

(2.9) V(y), = Vsy + 5

con y, = g. Il Teorcma di R-V asserisce Vg, = Vs ove la derivata indica la derivata della

seconda forma fondamentale considerata come 2-forma a valoriin (T'M)+, nella (2.9) invece
Vs, 1ndicala derivata della seconda forma fondamentale considerata come 2-forma a valori in
N, si1 ha quindi una decomposizione di Vg, in una componente secondo N, ed una secondo
N, data dal termine s, .

La considerazione che V(y,), sia totalmente geodetica € allora espressa dall’annullarsi
delle due componenti:
Vs=0

V(uﬂ)*=0¢}{31=0

si ha quindi in tale caso che il fibrato normale coincide con N; .

Osservazione. Se per la sottovarietd M di R" siha V(y,), = 0, non si ha splitting del
fibrato normale.

Per k = 1, tenuto conto che oy = 0 e che, per le classiche relazioni tra le applicazioni di
Weingarten A, ¢ le forme fondamentali s,_, (cfr. Spivak [Sp]), sihaperognip € M

(A, (XW (El)p.): (Eu)p) = (SG(XP: (ﬁu)P)): (El)p))
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V€ EI' Ny =TM,V{, €' Ny, risulta A, = 0 & s, = 0, quindi

Vs, =0
s, =0

Queste condizioni sono ovviamente piu deboli della condizione diR-V Vg, = 0. Ad esempio
in dimensione 1 le curve che soddisfano alla condizione V(v,), = 0 sono eliche circolari
o cerchi o rette, quelle che soddisfano alla condizione Vg, = 0 (od in modo equivalente
V(vy,), = 0) sono cerchi o rette.

Passiamo ora a considerare I’armonicita delle applicazioni v, € v, cio¢ annulliamo i
rispettivi vettori di tensione.

Per k = 0 siha

trVsy =0 ossta VH =0
T(vy) =trV((1),) =0 & {t'rsl =0
Abbiamo anche qui una formulazione piu precisa del teorema di R-V in quanto il vettore
T(vy) viene decomposto in un componente secondo N, dati da V H ed in una componente
secondo N, datada tr.s,.

Sarebbe quindi interessante dare esempi di varicta la cui applicazione di Gauss g soddisfa
ad una condizione piu debole della condizione di armonicita ad esempio quella di annullare
solo una delle due componenti del vettore di tensione.

Per k = 1 siottiene

trVs, =0
(1)) =trV((1y),) =0 & < trVs; =0
trs, =0

Vediamo ora di dare condizioni necessarie affinché una sottovarieta M di uno spazio Eu-
clideo RV, varieta che supponiamo ora completa, abbia nulla la forma fondamentale della
applicazione normale di Gauss v; cio¢ B((v,),) = 0. Il teorema che si ottiene € analogo al
teorema di Vilms [V].

Teorema 3.1. Sia M una varieta connessa, differenziabile, completa di dimensione n, se
i : M — RN ¢ unaimmersione isometrica con f((nu,),) = 0 allora

1) se dimensione del Kerv, € 0, M ¢ una sottovarieta totalmente geodetica, completa di
G(ny, N —n;) (ove n; &ladimensione di N;)

i) se dim( Kerv,) = r > 0, Kerv, definisce una fibrazione con fibre che sono spazi
euclide1 di dimensione r.
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Lo spazio delle foglie & una sottovarietd B totalmente geodeticae completadi G(n,, N —
™).

L’applicazione v, puo0 fattorizzarsi in una submersione totalmente geodetican: M — B
ed in una immersione totalmente geodetica j : B — G(n;, N — n;). Pil precisamente B &
una sottovarietad immersa totalmente geodetica di G € 1a sua connessione coincide con quella
indotta da j. La fibrazione M — B ammette una connessione piatta con foglie orizzontali
totalmente geodetiche.

iii) M ha curvatura non negativa ed ¢ localmente simmetrica.

Dim. Essendo per ipotesi S((v,),) = 0,v, & una applicazione totalmente geodetica.
Ricordiamo infatti che

(3.1) (B(r)(X,Y)=(V(u))X,Y)=VS(v),Y - (v),VXYVX,Y ETTM

quindi da V(v,), = 0 segue che se Y ¢ parallelo secondo la connessione di M, (1) Y ¢
parallelo se¢ondo la connessione di G

Se si suppone kerv; = 0, v, definisce allora una immersione totalmente geodeticadi M
in G(ny,N —n).

Se dim.ker v; = r con r > 0, la distribuzione su M definita da Kerv, € invariante per
parallelismo, infatti se Y € kerv, cio€ (v,),Y = 0, siha V4 (v,),Y = 0 e quindi dalla
(3.1) essendo V(v,), = 0 siha (v,),V¥Y =0 ciot V¥Y € ker(v,),.

Se p, g € M con p# g, la derivata covariante V definisce una isometnia tra (ker(v,),),
e (ker(y, ),,,)lir e quindi la distribuzione definita da ker(v,), € di dimensione costante r. Essa
definisce quindi un sottofibrato di T M.

Inoltre il sistema definito da ker(v,), € integrabile perché definito da un differenziale. Si
sa che in tal caso nell’intorno del generico punto p, M si decompone nel prodotto V; x V,
con V, sottovarieta di dimensione » e V, di dimensione n — 7. Si pud allora trovare su
M una carta avente coordinate (z,,2,,...,Z,,¥,,1,---,¥,) tale che assegnate le n — r
y.(+=1,...,n—7) sihauna varietd integrale del sistema o foglia e tale foliazione & regolare.

Possiamo inoltre osservare che le foglie di questa foliazione F' sono varieta totalmente
geodetiche: infatti se L ¢ unafogliadi F', la seconda forma fondamentale sy ;, di F' soddisfa
I’equazione

sqy(X,Y)=VYY -VyY VX, YeL

ma poiché L & variante per VM s, . (X,Y) = 0. Le foglie sono quindi sottovarieta total-
mente geodetiche di M .

Inoltre la distribuzione () perpendicolarc alla foliazione F' € invariante per la connessione
VM ed ¢ integrabile: infatti VY € (ker(v,),)* ¢ X € ker(v), e Z € TTM, siha

0=Z(X,Y)=(V¥X,Y)+ (X,VIY)
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tenuto conto che V¥ X € L perché VM = VL su L, siha (X, V¥Y) = 0 ciot V¥Y €
(ker(vy),) i
Tale distribuzione inoltre & integrabile dato che per la nullitd della torsione riemanniana
si ha
(X, Y1=V¥Y-Vv¥Xx vx,vyTm?t

segue allora, per I'invarianza della distribuzione Q, che [ X,Y] € TM<. Indichiamo con
Q la foliazione relativa alla distribuzione Q) ; la seconda forma fondamentale di Q ¢ nulla a
causa della invarianza di Q rispetto a V¥ dato che

soq) (X, Y) = V¥Y — V}v.

Q ¢ allora una foliazione totalmente geodetica di M , foliazione che chiameremo orizzontale.

M ¢ localmente isometrica al prodotto di due insiemi aperti: U x V ‘con U aperto che
giace sulla foglia verticale e V' aperto che giace su quella orizzontale, e tale metrica & "bundle
like".

Dalla decompoosizione locale si pud passare a quella globale. Chiamiamo B lo spazio
delle foglie; poiché M si suppone completa, lo spazio delle foglie B & di Hausdorff.

Poiché la foliazione F' & regolare, si pud introdurre in B una struttura di varicta differen-
ziabile indotta da quella di M .

L’applicazione n : M — B & una submersione riemanniana, ove s’intende per submer-
sione riemanniana una applicazione che sia una isometria tra w/( ker(v,),)* ¢ TB. In tali
condizioni vale il teorema di Hermann che qui ricordiamo.

Teorema di Hermann. Se M ¢ una varietd riemanniana completae n : M — B & una
submersione riemanniana anche B é completa e w definisce localmente un fibrato banale.
Se inoltre le fibre di w sono sottovarield totalmente geodetiche di M allora n : M — B ¢
un fibrato avente come gruppo strutturale (cioé gruppo operante sulle fibre), il gruppo delle
isometrie della fibra.

Si ha allora la seguente fattorizzazione della applicazione v, in applicazioni totalmente
geodetiche v, = j.w:

M = G(n,N —n;)
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Tramite 1’applicazione j, la metrica su G induce una metrica su B, proviamo ora che la
connessione VM che sihasu B C M coincide con la connessione indotta su B da quella di
G tramite j.

Infatti poich€ ; ¢ totalmente geodetica, Vj, = 0 e, considerando il pull-back del fibrato
T sopra la varieta B, si ha:

0= (V%)Y = VS(5.Y) — V%Y.

Se indichiamo con V2’ 1a connessione Riemanniana in B indotta da j, aggiungendo e sot-
traendo la stessa quantita j,va, osserviamo che V7. Y — j*"?‘EY’ ¢ il valore della forma
fondamentale dell’applicazione j, traifibrati TB e j~'T'G entrambi su B calcolata sui vet-

tori X,Y € TB. Tale forma assume i valori in (TB)+ mentre la quantita j (VEY —V2Y)
appartiene a j,T'B.
Lanullitadi V i implica I’annullarsi dei due addendi.

L’annullarsi dei primo addendo implica che 7B ¢ una sottovarieta totalmente geodetica
di G quando si usa su B la metrica indotta da quella di G, mentre I’annullarsi del secondo
addendo implica che le due connessioni su B coincidono.

Quanto osservato permette di concludere che B essendo una sottovarieta completa total-
mente geodetica rispetto alla metrica della grassmanniana G ha curvatura non negativa ed €
uno spazio compatto € globalmente simmetrico.

Nel caso generale (dimker(v,), > 0), si € visto che la metrica di M ¢ il prodotto della
metrica della base e delle fibre che hanno rispettivamente curvatura non negativa e zero, (per
questo si veda (C.R.)), quindi la curvatura di M ¢ non negativa.

Per dimostrare la locale simmetria di M si osservi che delle equazioni di Gauss che danno
le relazioni tra la curvaturadi R™? edi M, siha

0=(R(X,Y)Z, W)+ ((X,2),5(Y,W)) — (8(Y,2),s(X,W))

ove R elacurvaturadi M ,tenendocontoche Vs=0 siha VR=0.
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