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RESTGLIEDABSCHATZUNGEN FUR DIE STIRLINGSCHE REIHE
F.W. SCHAFKE, A. SATTLER

Dedicated to the memory of Professor Gottfried Kothe

Fiir das Restglied R_(z) der Stirlingschen Reithe im Komplexen, definiert durch

n Bz&z_2k+l
L4 2k(2k — 1)

1 1
log I'(2) = (z—--——) 1(}gz—z+-2—l{}g2ﬂ+ + R, (2),

2

sind zahlreiche Abschidtzungen bekannt. Wir zitieren hier insbesondere T. J. Stieltjes [16], E.
Lindelof [7], T. M. MacRobert [8], J. G. van der Corput [2], R. Spira [15] und H. Behnke-F.
Sommer [1].

In der vorliegenden Note geben wir nicht nur weitere und schirfere Schranken. Wir zeigen
dariiber hinaus, daBl diese und andere schon bekannte Abschitzungen in bestimmtem Sinne
optimal, d. h. nicht oder kaum verbesserungsfahig sind. Es zeigt sich, daB dabei die drei
Sektoren || < w/4, w/4 < |9 < w/2,n/2 < |9 < = fir ¥ := arg z ein sehr
unterschiedliches Verhalten ergeben.

Im Abschnitt 1. geben wir — bewuBt knapp dargestellt — einen AbriB der — bekannten
— Grundlagen fiir die Untersuchungen in diesem Gebiet. Hier lag uns daran, einerseits die
verwendeten Bezeichnungen und Formeln bereitzustellen, andererseits aber nicht durch bloBe
Zitate aus bekannten Monographien fiir den weniger versierten Leser den Eindruck von tiefer
liegenden Resultaten zu erwecken. In 2. weisen wir auf die Symmetrie-Formel

R (2)+ R (—2)=—10og (1 — exp (2mi2)) (Imz>0),

hin, die wohl weitgehend libersehen worden 1st. Sie spielt naturgemaB eine wesentliche Rolle
fiir Restabschatzungen in Ke 2z < 0. Sie fiihrt andererseits zu einem interessanten Beweis
der Binet-Schaar-Formel fiir R_(z), den wir — wieder bewuBt knapp gefait — in Abschnitt
3. skizzieren. In 4. stellen wir dann einige Abschitzungen im Zusammenhang mit der obi-
gen Symmetrie-Formel bereit. In Abschnitt S. werden einige Abschitzungen hergeleitet, die
ahnliche Schranken von Lindelof und MacRobert verbessern. Dies fiihrt in 6. zu «guten» Ab-
schidtzungen fiir 7/4 < |¥] < #/2. In gewissem Sinne optimale Schranken fiir Re z < 0
werden dann — aufbauend auf den vorangehenden Resultaten —in 7. diskutiert. In Abschnitt 9.
geben wir einen Beweis fiir eine Verbesserung der wohlbekannten Abschitzung von Stieltjes,
die sich — ohne Beweis — als offenbarer Schreib— oder Druckfehler an einigen Stellen in der
Literatur findet. Der Beweis fiir diese etwas «unnatiirliche» Formel ist nicht ausgesprochen
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einfach. Er benutzt an einer Stelle einen 3-Strahlen-Satz, der dem bekannten 3-Kreise-Satz
von Hadamard entspricht. Wir geben der Vollstdndigkeit halber in 8. einen einfachen Beweis.
Danach diskutieren wir 1n 10. and 11. einige Schranken speziellen Typs, die eine gewisse Be-
deutung fiir die numerische Praxis haben. Wir schlieBen in 12. mit einigen — kritischen —
Bemerkungen zu Abschatzungen von Spira [15].

1. GRUNDLAGEN

Die Bernoulli-Polynome, hier mit B (n=0,1,2,...) bezeichnet, sind definiert durch

zexp(tz) 2 = 2"

(o) 1 -;Bn(t)n! (Jz] < 2%)
oder durch

i— — e 1#'-'
(1.1) B, =1, B;=an_1,/ B (t)dt=0 (n=1,2,3,..).
0

Die Bernoulli-Zahlen sind dann
(1.2) B, := B_(0).
Mit
(1.3) P.(t):= B (t—[t]) (t€R)

bezeichnen wir die 1-periodischen Fortsetzungen der Bernoulli-Polynome 1in [0, 1] . Wir
notieren die bekannten Formeln

(1.4) B,,, =0 (n=1,2,3,..),
2(2n+ 2)!
(1.5) By, = (=1)" ( :;m)z ((2n+2) (n=0,1,2,..).

(2

Wir gehen nun aus von der Funktion

1
(1.6) u(z) = l_ﬂgl_'(z+1)—~<z+ E—) log z + z—%IDgZﬂ,
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die, ausgehend von den Hauptwerten von log fiir z > 0, eindeutig bestimmt und holomorph
1St 1n

und der Darstellung von Gilbert-Stieltjes [4], [16] (vgl. auch N. Nielsen [11])
* P (t
(1.8) ,u(z)=—--/. B 41 (zepy.
0 zZ + t

Hieraus erhdlt man durch particlle Integration die Stirlingsche Reihe

- B
(19) ,U,(E) = Z zk(zik__ 1) z—(Zk—-l] + Rn(z)
k=1

mit der Restglieddarstellung

* Bypa — Py (1)

(1.10) Bo(2) = | ey O
fiir

(1.11) zeD; n=0,1,2,....

Mit

1Py a (D] < [Bys |

und (1.5) gewinnt man durch Vergleich der Vorzeichen

(1.12) 0 < (~D)"R,(2) < 4,z"2""

fir x > 0 and n € IN, . Dabei haben wir die nun hdufig auftretende Abkiirzung benutzt

IBZ +2|
1.1 = L .
(1.13) An 2n+2)(2n+ 1)

Mit

(1.14) —m< Y= argz<m, 1r:

12|
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und
lz+ t| > (r+1)cos (49/2)

fithrt das Vorangehende zu der bekannten Abschidtzung von Stieltjes [16]

‘An
1,.21r:.+1 (CUS(ﬂ/Z))Z“"Z

(1.15) IR (2)]| < (zeD;n=0,1,2,...).

Hieraus und mit

— BZ:HZ —(2n+1)
(1.16) R.(2) = (Znt D (2nt 1) z + R .,(2),

folgt das Limes-Verhalten

2n+1 . Bin+2
(1.17) 2 R(2) - G (- 0)

in jedem Sektor

(1.18) Ss:={z: | <m—-6} (6>0).
Dariiberhinaus ergeben (1.16) und (1.15)

(1.19) 2?™2R (2) -0 (2—0) (n=0,1,2,...)
in diesen Sektoren. Fiir n= 0 zeigt ergdnzend (1.6) noch

(1.20) z2Ry(2z) -0 (z2—0).

2. DIE SYMMETRIE-FORMEL FUR DIE RESTGLIEDER

In der Stirlingschen Reihe (1.9) erscheinen nur ungerade Exponenten von 2. Daher ist

(2.1) R,(2) + R,(—2) = p(2) + p(—2) =: A(2)

unabhangig von n und lokal holomorph in € \ R . (1.10) zeigt

(2.2) J\(z)=—/ n(iﬂ—f-t'z)“ dt (n=1,2,3,..)
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und damit
(2.3) | Mz+ 1) = M2).

Man berechnet diese Funktion leicht explizit, wobe1 die Durchfiihrung fiir rein imaginare 2
geniigt, nattirlich unter Verwendung des Ergidnzungssatzes fiir I' . Man erhilt

(2.4 Mz)=—=1log (1 — exp(2mz)) I(mz>0).
Wir bemerken, daB (1.15) und (2.3) das Limesverhalten der Reste ergeben:
(2.5) R (z—k) = X2z) (N >3k +00),

und zwar lokal gleichméBig in € \ R . Danach ist offenbar jede Funktion R_(z) beschrankt
auf jeder Parallelen zur reellen Achse, konvergiert jedoch nicht gegen O fiir Re 2z — —oo0.

Diese Symmetrie-Formel findet man etwas implizit bei Lindelof [7], p. 91, 92 und 101
im Zusammenhang mit der Restglieddarstellung von Binet-Schaar. Sie scheint sonst kaum
beachtet worden zu sein. Im folgenden verwenden wir haufig

(2.6) i(y) := A(1y) = A(—1y) = — log (1 — exp(-2my)) (y>0).

3. EIN NEUER BEWEIS DER FORMEL VON BINET-SCHAAR
Fir z=4y,y>0,n=0,1,2 ... ergeben (2.1) und (2.6)

1
(3.1) Re ((~1)"2*"R,(2)) = 7v*" - (y) > 0.
Daraus folgt leicht

(3.2) Re ((—D)"2*"R _(2)) >0 ( |arg z| < w/2).

Nun kann fiir Ke z > 0 diese Funktion durch ihren Realteil auf der imagindren Achse
dargestellt werden:

(33) (DR = [

— OO

* 1

2

dt
tZHI(ltI)__ (n=011521"')'
z2— 1l

Das 14t sich ohne Anwendung allgemeiner Theoreme in relativ elementarer Weise zeigen.
Fir n > O stellt man fest: die Funktion ¢, definiert durch die rechte Seite, ist holomorph
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fiir Re 2 > 0 und strebt gegen 0 zumindest filr He z — oo; Ke g ist stetig fiir Re 2z > 0
mit 2 Re g(1y) = y*™I(]y|) und strebt gegen O fiir z — oo. Das geniigt zur Identifizierung.
Fiir n= 0 sind keine Komplikationen erforderlich: durch glhiedweise Integration erhalt man
namlich mit dem bekannten Wert von ((2)

1 [ 1
— (t)dt = —.
‘JTL (1) 12

Damit ergibt (1.16) fiir n = 0 des gewiinschte Resultat.
Offenbar kann (3.3) in der Form geschriecben werden:

(_1)n+l oo th
(3.4) R (z) = f log(1l — exp(—2wt))dt.
0

r2en—] 22 + t2

Das aber ist die Formel von Binet und Schaar, die hier in neuem Lichte erscheint,

4. EINIGE ABSCHATZUNGEN FUR DIE FUNKTIONEN ) UND !

In 2. wurde deutlich, dall die Funktionen A\ and [ wesentliche Bedeutung fiir Restgliedab-
schatzungen haben. Mit diesem Ziel notieren wir zunichst

(4.1) A(2)| < Uly]) (y=1Im2z).

Das ergibt sich unmittelbar durch Beachtung der Vorzeichen der Potenzreihe fiir die Funktion
—log (1 — z) . Wenn man nun Abschédtzungen der Form

(4.2) IR (2)] <A r ™ De(n ) (2=re),
wie sie etwa auch (1.15) darstellt, anstrebt, so ist dazu die Kenntnis von
(4.3) M, :=max {y*"*'l(y) :y>0} (n=0,1,2,..)

von Bedeutung. Wir zeigen:
Fiir jedes m wird das Maximum genau an einer Stelle angenommen. Fiir n = 0 erhalt
man das Maximum fiir 2wy = log2 mit dem Wert

(4.4) M

o

1
= — .(log 2)%.
21TT(og)

Fiir alle n gilt die Schranke

(4.5) M < \/'n (n+ %) A
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mit den Konstanten (1.13). Fiir n — oo hat man dabei

(4.6 o= (e 1) 4 (1-0 (1))

Zum Beweis der ersten Aussage geht man zweckmiBig aus von der Aquivalenz der drei Glei-

chungen

I=I(£}F)’ e T+e V=1, y=l(%).

Das Problem fiihrt so zu
z-y*=max, e F+eV=1.

Hier kann man allgemeiner k > 0 betrachten. In iiblicher Weise erhilt man die notwendige
Bedingung

k k—1
k
Y TY -0
e”* eV
und so das Problem
ye V=kze™ e FT+eV=1.
Mit
t:=eVe€]0,1]
gibt das die Gleichung
o(t) ==tlogt—k(l1 —-t)log(l—-1)=0.
Wir rechnen

O'(t) = log (t-(1 =) + 1+ k&

und sehen: ¢’ hat genau zwei Nullstellen. Wegen p(t) — 0 firt — 0 und t — 1 folgt:
¢ hat genau eine Nullstelle. Das beweist die erste Aussage. Fir n = 0, k = 1 zeigt dies
nun gleichzeitig: das Maximum liegt bei £ = 1/2 . Das gibt die zweite Aussage. Fiir (4.5)
schreiben wir

o0

+ 1 .+
(%) —y*™ ! log(1 — exp(—2my)) = Y —y*™' exp(—2mmy)
m=1 m

und erhalten mit

k
max t* exp(—ct) = (_j_;_) (c>0,k>0)
£>0 ce
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die Ungleichung
o0 2n+l Z2n+l
1 /2n+ 1 2n+ 1
M < — = 2n+ 2).
““"ﬂ;m(Zﬂme) (Zﬂe ) ((2n+2)

Nun ist auf Grund von (1.5)

2 2nt+2
(2 ) )

C(2n+2) = 3(2m)] .-

Mit

2n+ 1\ < (2n+ 1!
e = 2n(2n+ 1))172

beweist dies die dritte Behauptung. Fiir (4.6) gehen wir aus von

M> <2n+ 1 )Z“H

n = 2me

und verwenden

(2n+2)"'=1-0 (l)

n

sowie die Stirling-Formel in der Form

(2n+1>2ﬂ+1_ (2n+ 1)! _of]
e - (2m(2n+ 1))1/2 ( - (E))

Durch Vergleich mit den vorangehenden Uberlegungen gibt dies auch die letzte Aussage.

5. VERSCHARFUNGEN EINIGER SCHRANKEN VON LINDELOF
UND MACROBERT

Wir benutzen die Binet-Schaar-Formel und drehen den Integrationsstrahl in iiblicher Weise.
Fird=argz,a=argt,

el < w/2, |¥9—a|<w/2

gibt dies die Darstellung

_1yntl ooe*® 2n
(5.1) R (z) = (=1 / ! log (1 — exp(—2nt))dt.
0

12 4 22
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Mit t = 7e'® und
|log (1 —2)] < —=log (1 - |z]) (Jz] < 1)

kann man dann abschitzen

IR (2)| < : : -/'W e T I(rcos a)dT
0

’II.’TZ n— -2 4 TZI

oder mit  := 7 COS &

1 co {1‘92“
. [(p)dop.
IR (2)] < w(r cos a)2n1 _/{; |22e~2% cos?a + ©? | (p)de

Nun zeigen (3.4) und (1.17)

A, —f P I(p)dp.
T Jo

So erhalten wir weiter

A _2; _
|R.(2)]| < (7 cos ;)znml 'I;‘lgai | o* + 22 e % cos?al™!.

Das Maximum ist leicht zu sehen: wir erhalten schlieBlich

A
(5.2) IRH(E)l < ('r- C{}Sncr)z"*'l (|19~—£I| Sﬂ/4):

Aﬂ-
(5.3) !Rﬂ{ﬂ)l < (r- COS ﬂ,)ln+1 Siﬂ(Zlﬁ— ﬂ'—’l) (ﬂf“i < l‘ﬁ—ﬂ.’l < ‘JT/Z):

dies fiir
z=re" -2 <a< /2, n=0,1,2,....

Diese Schranken verallgemeinern oder verbessern dhnliche Formeln von Lindel6f [7] und
MacRaobert {8].
Speziell ergeben (5.2) Und (5.3) die bekannten Resultate

A
(5.4) R.(2)] <575 (9] < n/4)

T2ﬂ+l
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und

Aﬂ-
(5.5) Ru(2)] < AT (m/4 < 9] < 7/2).

Wir bemerken: Wie (1.17) zeigt, 1st (5.4) optimal fiir eine Schranke der Form

R (2)] < A,r™*" e(n, |9])
in dem ersten oben genannten Sektor.

Fiir |9] = «/2 kann in (5.3) das Minimum der rechten Seite fiir |o| € 10, w/4] leicht
bestimmt werden. Es wird angenommen fiir

tan |a = (2n+ 2) "1/

So erhalten wir

A
(5.6) IR (2)]| < Tzr:l -C, (larg 2| = 7/2)
mit
(5.7) C, := 2 1+ : " (2n+ 3)!/?
| nT 2 In+ 2 " '

6. FEHLERSCHRANKEN FUR 7/4 < |arg z| < n/2

Kiirzlich haben F. W. Schifke und A. Finsterer [13] gezeigt, daB die Lindelof-Schranke (5.5) in
folgendem Sinne optimal ist: c(|9]) := (sin 2|J|) ~* ist die beste n-unabhingige Konstante
fiir eine Abschatzung der Form

IR,(2)] <Ar*"e(|9) (n/4 < |9 < 7/2).
Im folgenden suchen wir bessere Schranken der Form
IR,(2)| < A,r 2" e (n|9]) (w/4 < |9 < 7/2)

mit von n abhiangigen Faktoren.
Hier fiihrt zunachst das Prinzip vom Maximum zu der Moglichkeit

co(m, |9]) := min((sin 2]9])~* ,C,)
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mit dem C_ von (5.7). Eine etwas bessere Wahl ist die aus dem 3-Strahlen-Satz, den wir in
8. notieren, resulticrende Konstante:

¢, (m, |9]) := min ((sin 2|13|)-1,c,5("””’=")) |
Von besonderem Interesse wird jedoch die Anwendung von (5.3) sein:
c4{m,|9]) := min {(cos o) 2" (sin(29—a)) i w/d < PY—a] < m/2} .

Hier fiihrt aber die Auswertung zu einer Gleichung 3. Grades fiir tan |«|. Einfachere explizite
Formeln entstehen, wenn man diese durch eine approximierende Gleichung 2. Grades ersetzt.
Das fiihrt zu

( 1+ 2—2)n+3[2

(1 —272)sin2 |9] — 22~ cos 2|9

1 5 1 5\ * 2
. g ¥
2= _zb(ﬂ+_2)+((2n+2)+4b (n+-—2> ) ;

b:= tan (m — 2]9]).

c;(n, |9]) =

mit

Moglich ist hier auch die Wahl von
5
z:=b <n+ f) +(2n+2)1/?

anstatt des zuvor angegebenen z. Wir schreiben die hieraus resultierende Schranke

c,(n, |9)).

Eingehende Untersuchungen von A. Finsterer [3] zeigen: alle diese c,(n, |J]) wachsen mit
|¥] von dem optimalen Wert 1 bei n/4 zudem Wert C,, fiir /2 und streben wachsend gegen

den besten n-unabhingigen Wert (sin 2 |9]) ~! fiir n — oo. In diesem Sinne sind sie «gute»
Schranken. Genauere Analyse zeigt: c, ist eine sehr gute Approximation fiir ¢, , wahrend ¢,
demgegeniiber unvorteilhaft ist. Wir verzichten hier auf die Wiedergabe der prazisen Limes-
Formeln fiir die Differenzen dieser Konstanten und verweisen hier noch einmal auf die Note
von A. Finsterer [3].

Wesentlich ist nun noch die Bemerkung: das Verhalten von C_ in der Schranke fiir || =

7 /2 wie O(n'/?) mit n 148t sich nicht verbessern. Das zeigen (4.3), (4.6). In diesem Sinne
ist also C_ «optimal». Und: da die Schranken fiir n/4 < |9| < w/2 gegen C, streben fiir
|9] — w/2 , sind diese auch in dieser Hinsicht «gut».
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7. RESTGLIEDABSCHATZUNGEN FUR Rez < 0
(2.1), (4.1) und (2.5) zeigen, daB fiir Re z < 0 zur Abschatzung von E_(z) vor allem

R (2) = X(z) — R (—2)

verwendet werden sollte. Hier spielen nun fiir den ersten Term die Resultate von 4., 1ns-
besondere (4.1), (4.3) und (4.5) eine Rolle, wahrend fiir den zweiten 6. verwendet wird. So
entstehen die Schranken

(7.1) IR, (2)| <A, |(n(n+ 17202y + c.(n, 7 — |t?|)'r‘2“‘_1]

mit y := Im 2z und — natiirlich —
c(n,m—19):=1 (Bn/4 < |¥]| < m).

Abschédtzungen, die eine solche Aufspaltung in zwel Terme vermeiden, werden nicht recht an-
passungsfihig im Hinblick auf (2.1) und (2.5) sein. Natiirlich istauch (7.1) etwas unvorteilhaft
fiir || nahe w/2 . Hier hat man es jedoch mit einem Faktor zu tun, der mit wachsendem n

beschrinkt und fiir groBe n nicht groBer als 2.6 ist. Jedenfalls kann (7(n+ 1/2))!/? im er-
sten Term nicht verbessert werden, wie (4.6) zeigt. Natiirlich aber ist in der Regel I(|y|) selbst
wesentlich kleiner als die gegebene Schranke hierfiir. Man sollte diese Funktion oder noch
besser die Symmetrie-Formel lieber direkt auswerten. — Wenn man mit den diesbeziiglichen
Formeln aus Behnke — Sommer [1] vergleicht, erkennt man, daBl diese gegeniiber den hier
gegebenen unvorteilhaft sind und iiberdies n = 0 ausschlieBen. — Abschlieend sei noch die
Vereinfachung notiert:

(7.2 B(2)] < Al ((n(n+ 1/2))12 4 C,) .

Wie wieder (4.6) zeigt, kann das Verhalten O(n'/?) des Faktors in den Klammem nicht
verbessert werden. In diesem Sinne ist (7.2) optimal. Beziiglich des Vergleichs mit den Re-
sultaten von Spira [15] sei auf Abschnitt 12. verwiesen.

8. EIN 3-STRAHLEN-SATZ

Ser
0<¥, -9, <2m—2¢,€>0,

und (G ein Gebiet in € mit

{z#0:9, —e< argz<d,+e} DGDS={2#0:9, < argz2< ¥,}.
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Die Funktion
f: G- C

sei holomorph und
1f(2)] <M,  (arg z= 1),

|f(2)] <M, (arg z = ¥,),

lim sup |f(z)| < min (M, M,) {ﬁ 2 j :2@
Dann gilt tiir
ang":‘!?, ﬁﬂgﬁgﬂl
die Abschadtzung

A
|f(2)] < M™% - Myt

Zum Beweis geniigtes, 4, = 0, 1 = M, < M, anzunchmen; der aligemeine Fall kann
leicht hierauf zuriickgefiihrt werden. Man fiihrt zweckmaBig ein

1
Q= Elﬂg M,

und betrachtet die holomorphe Funktion

h(z) := f(2)2*®
mitarg 2z =49 €] — g, ¥, + €[ . Man erhilt

—d

2% = e |h(2)| = |f(2)] - M.

Das Prinzip vom Maximum gibt dann |h(2)| < 1 in S, und so die Behauptung.

9. EINE VERBESSERUNG DER ABSCHATZUNG VON STIELTJES

An mehreren Stellen in der Literatur findet sich die Formel
(9.1) IR,(2)| < A, (rcos(9/2))7*™ (z€D),

so bet Magnus-Oberhettinger [9], Gradshteyn-Ryshik [5], Schifke [12] und Slavic [14]. Es
findet sich keinerler Beweis. Es erscheint offensichtlich, daB es sich hier um einen Schreib-
oder Druckfehler bei der Notation der Stieltjes- Formel handelt, noch iibernommen vom €inen
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zum anderen. —Wir zeigen nun 1im folgenden, daB diese Formel (9.1) gleichwohl richtig ist. —
Diese Abschitzung ist — dies sollte bemerkt werden — eine durchaus interessante Verschiarfung
der Stielyes-Formel, well sie im Gegensatz zu dieser die Beschrianktheit auf Parallelen zur
reellen Achse erkennen 1aBt. Im Vergleich zu den von uns oben erhaltenen Schranken ist sie
aber offenbar deutlich schlechter. Sie muf} als etwas «unnatiirlich»angesehen werden. So
macht ithr Beweis, insbesondere fiir kleine n und Re z < 0, durchaus etwas Schwierigkeiten
und erfordert einige Fallunterscheidungen.

Rez>0:

Fur |9] < w/2 kannin (5.2) a = 9/2 gewihlt werden. Das gibt (9.1) fiir diesen Sek-
tor. Man erkennt iiberdies, wie unvorteilhaft diese Formel auch hier ist; man vergleiche mit
Abschnitt 6. und — natiirlich auch — mit (5.4).

Re z<0:

n > 2 : Fir n/2 < |¥] < 7 ergibt Formel (7.1)

| A, " (m(n+1/2))1/? -
B ()] < (r cos(9/2))2™1 | (2 sin(|d]/2))?n*1 + C, - (cos(9/2)) } <
A :
S (r COS(ﬁ;Q,))ZnH _(("T(”+ 1/2))'/* +Cn) -2_""”2] .

Der letzte Faktorist < 1 fiirn > 2. |
n=0: 1) Mit(2.1), (5.4) und (4.4) erhilt man zunéchst fiir 3n/4 < |9| < =

(log 2)? 1 1
B (D] < =T G ¥ 120

bzw.

2
Ao [3(103 2 : + cos(¥/2) ]| .

B < sy | smei/2)

Die Klammer nimmt ihr Maximum fiir 37/4 an; dies ist

0.87928 ....

2) Fir w/2 < |9] < 37/4 - es geniigt die Beschrankung auf ¢ > 0 — fiihrt der 3-Strahlen-
Satz aus 8. zu gerade geniigend scharfer Abschdtzung. Man hat

A
|zR(2)| < ACp < ?ﬂ- 332 (9=n/2),
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dazu —wiein 1) —

12(log 2)2
2124

2Ry (2)| < ApE, = Ay [1+ J (=3n/4)

und verwendet (1.17), (1.20). Der Satz liefert dann

= (9-F) ~3(F-9)
|1zR,(2)| < Ay Eg Cs (/2 <9< 3n/4).
Nun hat man offenbar im gegebenen Intervall die Funktion

) 409 4( 3x_
cos 3 B (D) g (-9

zu betrachten. Ihr Maximum ist 0.9601..., und zwar angenommen fiir

8 E
d=2 -urctun(— log (—G>> =1935....
il Oﬂ

Das bestitigt (9.1) auch fiir den Sektor n/2 < |9 < 37/4.
n = 1 : Hier kann der Beweis ebenso gefiihrt werden wie bei n = 0 . Die Abschiatzungen
sind dabei nur noch deutlicher.

10. SCHRANKEN SPEZIELLER ART
Fiir die praktisch-numerische Anwendung sind Schranken des Typs

(10.1) IR, (2)] < A,D,(rg(9))*™"

fiir geeignete Sektoren von einigem Interesse. Hat man eine solche Schranke, so hat bei einer
Fehler-Toleranz & der «verbotene Bereich»

A, D (rg(9)>"" >e

die einfache Darstellung

1

AﬂDﬂ ) m

(10.2) rg(¥) < (

in Polarkoordinaten. Fiir alle » und € sind diese Bereiche zentral dhnlich.
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Beziiglich solcher Schranken zeigen nun unsere obigen Uberlegungen:
1) Fur |[9] < 7/4 ist

(10.3) IR (2)] < A r*™!

optimal.
2) Fur 3n/4 < |9| < m ist mit y = rsin ¢

(10 .4) IR,(2)] < A, |y [(ﬂ(n+ 1/2))172 4 2""—“2]

eine verniinftige Abschédtzung. D_ > (w(n+ 1/2))!/? kann nicht verbessert werden.
3) Fir w/2 < |¥| < m ist

(10.5) IR.(2)| < A_|y|"2"" [(w(n+ 1/2))1/2 4 c'n}

recht gut. Wieder kann D_ > (7(n+ 1/2))/? nicht verbessert werden.
4) Fir n/4 < |¥9] < w/2 zeigt Abschnitt 6., daB fiir eine verniinftige Schranke des
gewiinschten Typs g(¥) = 1 gewihlt werden muB. Danach ist hier

(10 6) IR, (2)| < A,;r7*™C,

moglich. 6. zeigt dabei, daB die Form (10.1) nicht hinreichend anpassungsfihig genug ist fiir
das «etwas merkwiirdige» Verhalten von R_(2) in diesem Sektor.

11. WEITERES ZUR NUMERISCHEN ANWENDUNG

Fiur konkrete numerische Zwecke, z.B. fiir bestimmte n und g, kann es angezeigt sein, die
Abschitzung

(11.1) IR(2)| < A (rcos(|8] —n/4))"2" (m/4 < |9| < 7/2)

an Stelle von (10.6) zu verwenden. Diese Schranke, die Spezialfall von (5.2) ist, kann explizit
bei Lindelof [7] und van der Corput [2] gefunden werden. Interessant ist die Bemerkung, dal

A (rcos(|9] —m/4) 2" > ¢

mit z = z + 1y gerade zu

1
T [
(11.2) 2+ |y <2172 (-‘4—“)
. E

filhrt. Das ergibt eine lineare Begrenzung des «verbotenen Bereichs», die gerade den Kreis
von (10.3) tangential fortsetzt und einfache Programmierung erlaubit.

Vergleicht man mit Kuki [6] and Ng [10], so stellen unsere Formeln (10.2) mit (10.3),
(10.5) und (10.6) und/oder (11.2) wesentliche Verbesserungen: kleinere verbotene Bereiche
und dabei einfachste Darstellung und damit leichte Programmierung.
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12. BEMERKUNGEN ZU FORMELN VON SPIRA
Spira [15] hat die Schranken notiert:

2|B
(12.1) R, (2)] < 2,Lj""l'|z,f|‘2"‘“‘1 = A, 4nly| ™ (Rez<0)
und
(12.2) IR (2)] < 183! r2™l = A 2m?™! (Rez>0).

2n— 1

Man muB wohl sagen, daB sie etwas merkwiirdig aussehen, weil sie nicht das korrekte asymp-
totische Verhalten fiir groBe r bzw. y zeigen. Es handelt sich jedoch offenbar nicht um ein
Versehen in der Numerierung. Vielmehr ist einfach die zur Abschidtzung benutzte Darstellung
von K _(z) nicht geeignet gewahlt. Natiirlich lassen sich verniinftige Fehlerschranken aus
diesen Formeln gewinnen, indem man in thnen n+ 1 statt n setzt und dazu (1.16) heranzieht.
Dann kann man mit den oben gewonnenen vergleichen. Man erkennt, dal die Schranken von
Spira nicht gut sind, weil sie einen Faktor mit O(n) enthalten im Vergleich zu unserem op-

timalen O(n'/?). Aber dariiber hinaus zeigt der Vergleich, daB unsere Formeln fiir R__, ,
d.h. beim Abbruch der Stirlingschen Reihe ein Glied friiher, schon wesentlich besser sind als
die von Spira fiir R, .
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