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DER SATZ UBER OFFENE LINEARE RELATIONEN
IN TOPOLOGISCHEN VEKTORRAUMEN

N. ADASCH

Dedicated to the memory of Professor Goltfried Kothe

Wir verallgemeinern die Ergebnisse von [1] [2] auf den Fall linearer Relaltionen in topol-
ogischen Vektorrdumen. Sie gelien dann sowohl fiir lokalkonvexe als auch fiir allgemeine
topologische Vektorrdume.

In der Terminologie folgen wir [6] und [3].

Unter einer linearen Relation K von F in F verstehen wir einen linearen Teilraum
RCExF.

Man iberlegt sich leicht:

(1) R ist genau dann offen, wenn di Einschrinkung P der kanonischen Projektion P :
E x F — F auf R offen ist.

Um also zu zeigen, daB eine lineare Relation offen ist, geniigt es zu zeigen, daB die lineare
Abbildung P offen 1st.

Eine lineare Abbildung A aus F in F heiBt quasiabgeschlossen, wenn N(A4) =
= {z;(z,0) € G(A)}N(A) = A~'(0), G(A) der Graph von A).

Entsprechend nennen wir £ quasiabgeschlossen, wenn P quasiabgeschlossen ist. A
(wie oben) heillt lokalquasiabgeschlossen, wenn fiir jede Banachsche Teilmenge B von F'
die Einschridnkung A5 von A auf A~'( Fg) als Abbildung aus E in Fyg quasiabgeschlossen
ist. (Fg = lineare Hiille von B in F, versehen mit der Normtopologie, die durch B erzeugt
wird).

Entsprechend heiit K lokalquasiabgeschlossen, wenn P lokalquasiabgeschlossen ist.
Es gilt somit [2]:

(2) Jede offene lineare Relation aus E auf F' ist (lokal)quasiabgeschlossen.

In zwe1 wichtigen Fillen werden wir die Umkehrung von (2) zeigen.

Da wir nach (1) dazu die lineare Abbildung P zu untersuchen haben, geben wir folgende
Faktorisierung {2] an, die sich bei der Betrachtung offener linearer Abbildungen als niitzlich
erwiesen hat.

(3) Seien A lincare Abbildung aus E auf F\ K, : E— E/575, Kyt F = F/ s 5hnnay)
(D(A) = Definitionsbereich von A ) die Quotientenabbildungen.
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Fur die auf K, (D(A)) definierte A mit

A(K\(2)) = K, (Az)
gilt
a) A ist genau dann quasiabgeschlossen, wenn A graphenabgeschlossen ist.

b) A ist genau dann offen, wenn A offen ist

Seinun R C E x F mit Pp(R) = F und Pgp = P quasiabgeschlossen. Da
P(N(P)NR) =0, ergibt (3) fiir P eine Zerlegung

3
E x Flzorg & F-

Identifiziert man

E x Fl; kanonisch mit (}:, % 0

x (0 x F),

Ex0)NR {E:-:D)HH)

dann geht P ineine graphenabgeschlossene Abbildung P iiber

A

(E x Olegzgmg) x (0 x F)& F

mit der Eigenschaft P, P~! = Identitit von F und (0 x F'). Dabei P,, P, dic Projektionen
von

(B x Olgegmg) X (0 x F) auf B x Olgsg baw. (0 x F).

Da P! graphenabgeschlossen und P, ﬁfl stetig ist, tiberzeugt man sich, daB Plﬁ“‘
eine abgeschlossenen Graphen hat.

Sei nun K s-Raum ([5] [4] bzw. [6] [3]) und F' tonneliert. Da jeder Quotientenraum
eines s-Raumes ein Infra- s-Raum ist, folgt nach dem Graphcnsétz fiir tonnelierte Raume

und Infra- s-Rdume die Stetigkeit von Plﬁ"'l . Also ist P! stetig, also P offen.
Damit 1st gezeigt

(4) Jede quasiabgeschlossene lineare Relation aus einem s-Raum E auf einen tonne- lierten
Raum F ist offen.

Hinsichtlich der Allgemeinheit von (4) bemerken wir
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(5) Die Voraussetzung an R in (4) ist notwendig und hinreichend.
Da (4) natirlich speziell fir lincare Abbildungen gilt, tolgt aus der Theorie der s-Raume:

(6) FE ist genau dann s-Raum, wenn jede quasiabgeschlossene lineare Relation R aus E auf
einen tonnelierten Raum F' oflfen ist.

DaB auch F' durch die Giiltigkeit von (4) charakterisiert werden kann, folgt aus den «Ma-
howaldschen Sitzen» (vgl. [6], [3]).
Sei dazu T eine Tonne (bzw. abgeschlossener topologischer Faden) von /. Dann hat die

kanonische Abbildung K : F — }FT einen abgeschlossenen Graphen. R = {( Ky, y)|ly €
€ F'} istalso eine abgeschlossene, also auch quasiabgeschlossene Relation aus dem s-Raum
E, auf F.

Damit gilt

(7) F' ist genau dann tonneliert, wenn jede quasiabgeschlossene lineare Relation aus einem
s-Raum auf F' offen ist.

Wir wenden uns nun dem Fall zu, daB F ein ultrabornologischer Raum i1st und betrachten
die dazugehérigen u-Riaume [6] (analog auch fiir den Fall nicht notwendig lokalkonvexer
Raume definierbar).

Dann zeigt man wie bei (4)

(8) Jede quasiabgeschlossene lincare Relation K aus einem w-Raum E auf emncen ultrabor-
nologischen Raum F' ist offen.

Daraus erhalten wir

(9) Jede lokalquasiabgeschlossenc lineare Relation R aus emmem u-Raum E auf emnen ul-
trabornologischen Raum F' ist offen.

Beweis. Wir betrachten die lokalquasiabgeschlossene Projektion P von R aul F'. Fir jede
Banachsche Teilmenge B von F betrachten wir die Einschrankung Py von P auf P~ ( Fy)
als Abbildung aus E x F' aul F. Sic ist quasiabgeschlossen und bleibt quasiabgeschlossen
als Abbildung aus E x Fy auf Fy. Nach (9) ist Py offen und bleibt offen, wenn wir auf
F; im Produkt die grobere durch F induzierte Topologic nehmen. Fiir absolutkonvexe Null-
umgcbungen U, V (bzw. Faden) von K, F') gilt also

P((UxV)NR)DP{UxV)NP (Fg))=Pg ((UxV)NP™ (Fg)).

Damit absorbiert P((U x V)N R) jede Banachsche Teilmenge von F| 1st also Nullumge-
bung (bzw. topologischer Faden) von F'. P 1st somit offen.
Wir bemerken wieder
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(10) Die Voraussetzung an R in (9) ist notwendig und hinreichend.
Aus der Theorie der u-Raume folgt:

(11) FE ist genau dann u-Raum, wenn jede lokalquasiabgeschlossene lincare Relation aus E
auf jeden ultrabornologischen Raum offen ist.

Die entsprechende Aussage fiir F' folgt teilweise aus einem Satz von De Wilde [6] §
35(10). Sei dazu V eine absolutkonvexe Menge (bzw. topologischer Faden) die alle Banach-

schen Teilmengen B von F' absorbiertund K : F' — ﬁv die kanonische Abbildung. Wir

betrachten wieder R = {(Ky,y)|yv € F'} C ﬁv x F'. Da die Einschrinkung von K auf Fjy
stetig 1st, folgert man, daB P lokal quasiabgeschlossen ist. Es gilt also ebenfalls

(12) F' 1ist genau dann ultrabornologisch, wenn jede lokalquasiabgeschlossene Relation R
aus einem uw-Raum FE auf F' offen ist.

Die Sétze (4) und (9) stellen somit im Sinne von (5), (6), (7) bzw. (10), (11), (12) maximale
Sétze iiber offene lincare Relationen dar.
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