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In questo numero

Questo numero è nettamente suddiviso in due
parti. Una prima parte raccoglie una serie di
articoli legati alla missione spaziale “EUCLID”
lanciata il primo Luglio 2023 dalla base di Cape
Canaveral. L’articolo di Vincenzo Cardone pre-
senta gli obiettivi scientifici della missione. Una
dettagliata presentazione dei problemi cosmolo-
gici sui quali la missione “EUCLID” cercherà di
far luce, energia oscura emateria oscura, è fornita
da Luigi Tedesco. In questo articolo sono anche
riassunti in quadro organico alcuni temi già trat-
tati in articoli pubblicati su precedenti numeri
di Ithaca [1, 2, 3, 4]. Una descrizione dettagliata
della missione, anche nei suoi aspetti tecnici, è
presentata nell’articolo di Stefano Dusini e Luca
Stanco.
Dopo questi primi tre articoli legati alla mis-

sione “EUCLID” appaiono tre articoli che discu-
tono di Computazione Quantistica. L’articolo di
Luigi Martina fa un’ampia panoramica sui diver-
si aspetti legati alla Computazione Quantistica,
parte da questioni strettamente legate alla teoria
della Meccanica Quantistica come l’entaglement
per arrivare a discutere di algoritmi e sfiora an-
che argomenti di tipo tecnologico ed economi-
co. Gli articolo di Samuele Altilia, Michele N.
Notarnicola, Stefano Olivares e quello di Taira
Giordani, Alessia Suprano, Fabio Sciarrino so-
no più focalizzati su uno specifico aspetto legato
alla Computazione Quantistica, quello della Crit-
tografia. Il tema è affrontato da due differenti
punti di vista che si compendiano e offrono una
visione ampia del problema, accennato già da
Luigi Martina.
Conclude il numero un articolo di Giuseppe

Marmo e Alessandro Zampini, sempre legato al-
la Meccanica Quantistica. Il tema di questo arti-
colo riguarda un problema contrario a quello che

usualmente di affronta nella presentazione didat-
tica della Meccanica Quantistica. Normalmente
ci preoccupa del passaggio dalla Meccanica Clas-
sica alla teoria della Meccanica Quantistica. In
questo articolo si inverte il problema, ovvero co-
me passare dalla Meccanica Quantistica a quella
Classica.

Buona lettura,
il Comitato di Redazione

: ✭ 9
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Come Euclid ci aiuterà a
scoprire la storia
dell’Universo
Vincenzo F. Cardone Istituto Nazionale di Astrofisica, Osservatorio Astronomico di Roma

A metà del secolo scorso Allan Sanda-
ge, uno dei maggiori astronomi del
tempo, era solito dire che la cosmo-

logia si riduceva alla ricerca di due numeri: la
costante di Hubble e il parametro di decelera-
zione. La prima ci dice quanto velocemente
l’universo si sta espandendo, mentre il secon-
do permette di rispondere alla domanda se
questa espansione stia accelerando o rallen-
tando. Settanta anni dopo, quella frase ha lo
stesso valore di un reperto archeologico. Ci
mostra quale fosse il pensiero dominante di
un’epoca e ci fa capire quanto cammino ab-
biamo fatto da allora. Quei due numeri og-
gi li conosciamo e, soprattutto, sappiamo che
cosa li determina. Conosciamo, quindi, do-
ve dobbiamo guardare per rispondere alla do-
manda di Sandage su quale sia il valore del-
l’accelerazione dell’espansione dell’universo.

Un successo? Si, ma anche no. Perché, spesso,
in cosmologia, ogni risposta si paga con nuove
domande. Oggi sappiamo, infatti, che l’univer-
so si espande in maniera accelerata e che la sua
geometria è quella di uno spazio con curvatura
nulla.

A dircelo sono i dati osservativi che in que-
sti anni si sono accumulati in uno spettacolare
crescendo di scoperte. Si stava per chiudere il
millennio quando due team indipendenti pubbli-
cavano i primi diagrammi di Hubble delle Su-
pernovae di Tipo Ia (SNeIa) [1, 2]. Di questi
oggetti stellari è possibile determinare, con una
certa sicurezza, la luminosità assoluta per cui,
misurando quella apparente, è possibile stimare
la distanza. Il diagramma di Hubble è semplice-
mente un grafico della distanza in funzione del
redshift e dipende a sua volta da come l’univer-
so si sta espandendo (si vedano i due riquadri).
Ebbene, le SNeIa in quel diagramma si trovano
a distanze maggiori di dove ci si aspettava. Mo-
tivo? L’universo si sta espandendo in maniera
accelerata. La cinematica dell’universo era così
nota: l’espansione è un auto che corre acceleran-
do. Ma la pista come è fatta? Che geometria ha?
Serviva tornare ancora più indietro nel tempo
ed osservare di nuovo quella radiazione cosmica
di fondo a microonde (CMBR secondo l’acroni-
mo inglese) che per prima aveva fatto scoprire
ai cosmologi che l’universo aveva avuto un ini-
zio. Questo relitto dei primi minuti di vita del
cosmo non è perfettamente isotropo. La tempera-
tura della CMBR ha delle piccolissime differenze
(dell’ordine di una parte su centomila), ma è
proprio il modo in cui queste sono distribuite a
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Espansione dell’universo e costante di HubbleEspansione dell’universo e costante di HubbleEspansione dell’universo e costante di Hubble

Immaginate due punti disegnati su un palloncino sgonfio. Se gonfiate il palloncino, i due punti
continueranno a restare immobili al loro posto, eppure la loro distanza aumenterà. L’universo
non è un palloncino che si gonfia perché non c’è nulla intorno a lui in cui allargarsi, ma l’analogia
è comunque utile a capire che cosa intendono i cosmologi come espansione dell’universo. In
un certo senso, è come se voi continuaste a misurare la distanza tra due punti e questo numero
aumenta perché sono le tacche sul righello ad allontanarsi. Questo righello è quello che in
cosmologia è chiamato fattore di scala. Quando si inserisce la metrica di un sistema omogeneo
ed isotropo nelle equazioni della relatività generale di Einstein, si ottengono le equazioni di
Friedman che permettono, tra le altre cose, di stimare come varia con il tempo questo fattore di
scala in base al contenuto di energia e materia e alle proprietà di queste ultime. La derivata
prima del fattore di scala rispetto al tempo è diversa da zero il che vi dice che l’universo non è
statico, ma in evoluzione. Quanto veloce è questa evoluzione al giorno d’oggi è quantificato
dalla costante di Hubble ossia il rapporto tra la derivata prima, rispetto al tempo del fattore di
scala (ȧ) e il fattore di scala stesso

H =
ȧ

a
. (1)

È questo il primo dei due numeri a cui faceva riferimento Sandage.
Il secondo è invece legato al segno della derivata seconda (ä), sempre rispetto al tempo.
Per rendere adimensionale questo parametro lo si divide per H2a. Pertanto il parametro di
decelerazione è dato dall’espressione

q = − äa

ȧ2
, (2)

dove il segno negativo venne introdotto perché ai cosmologi piaceva avere a che fare con
numeri positivi e la convinzione ai tempi era che l’espansione rallentasse cioè derivata seconda
negativa. Con questa definizione il parametro di decelerazione sarebbe stato positivo. Ma i
dati oggi ci dicono il contrario per cui i cosmologi di allora devono rassegnarsi ad avere un
valore negativo.

dirci quale è la geometria dell’universo. Bisogna
però misurare con precisione quello che si chia-
ma spettro di anisotropia ossia il modo in cui
queste differenze sono spazialmente correlate.
Lo spettro avrà diversi picchi e sono la posizio-
ne e l’altezza relativa di questi a dirci qual è la
geometria dell’universo e quanta materia c’è in
esso. Un satellite americano prima (WMAP [3])
e uno europeo poi (Planck [4]) hanno dato la
risposta che aspettavamo. L’universo è piatto,
ossia ha una geometria sorprendentemente eu-
clidea. Certo, qualche residua possibilità che la
curvatura sia non nulla esiste ancora, ma le pro-
babilità sono talmente basse da poter concludere
che quanto detto sopra è corretto. Viviamo in
un cosmo che ha una geometria piatta ed è in
espansione accelerata.
Sappiamo anche il perché. Il contenuto ener-

getico dell’universo è dominato da quella che
chiamiamo “energia oscura” che determina l’e-
spansione accelerata, mentre a tenere insieme il
tutto fornendo la gravità necessaria a formare le
strutture che osserviamo è la “materia oscura”.
Due componenti accomunate nel nome dall’ag-
gettivo “oscuro”, ma nettamente diverse nelle
proprietà fisiche. Soprattutto perché la prima ha
una pressione negativa, mentre la seconda contri-
buisce ad aumentare la gravità che tiene legate le
stelle all’interno delle galassie e le galassie negli
ammassi. Due forze opposte che si contendono
il dominio del contenuto energetico dell’univer-
so con la prima a vincere oggi fornendo quella
spinta necessaria ad accelerare l’espansione mo-
tivando così la cinematica osservata. Ah, giusto
per dire, quella energia oscura è consistente con
quella costante cosmologica che lo stesso Einstein
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RedshiftRedshiftRedshift

Gli astronomi guardano il cielo e il cielo è una splendida tela punteggiata di stelle e galassie,
ma anche un problema pratico: ha solo due dimensioni. Come misurare la terza? Ossia, come
quantificare le distanze relative tra gli oggetti che vediamo proiettati su quella tela? Ci viene
in soccorso un fenomeno noto anche nella vita di tutti i giorni. Pensate ad un’ambulanza che
si avvicina. Il suono della sirena sembrerà più acuto di quando invece si allontana. Questo
perché le onde sonore in avvicinamento hanno una lunghezza d’onda minore rispetto a quelle
emesse dall’ambulanza che si allontana. Lo stesso avviene per la luce emessa dalle sorgenti
astrofisiche. Più sono lontane da noi, più la lunghezza d’onda della radiazione emessa è
maggiore ossia è spostata verso la zona dello spettro che definiamo rossa (perché questo
sarebbe il colore che vedremmo se restiamo nella banda visibile). Quindi, maggiore distanza,
maggiore spostamento verso il rosso, in inglese redshift. Ecco la terza dimensione che gli
astronomi usano per trasformare la visione bidimensionale del cielo in una mappa 3D. Ma c’è
di più. Poiché la luce impiega un certo tempo finito a percorrere la strada dalla sorgente a noi,
maggiore è il redshift, maggiore sarà il tempo impiegato a raggiungerci ossia tanto più tempo
fa la luce è partita. Per questo motivo guardare sorgenti ad alto redshift significa guardare
l’universo come era tanto tempo fa. Insomma, il redshift di un oggetto ci dice non solo quanto
è distante da noi la sorgente luminosa (il dove), ma anche quale era l’età dell’universo al
momento in cui la luce è partita (il quando). Un solo numero per passare dalla tela del cielo al
dove e quando del cosmo.

aveva introdotto nella sua teoria per poi pentir-
sene e ritrattare troppo presto. E che ci debba
essere nel conto non è più il frutto di una intui-
zione geniale dettata da un motivo puramente
opportunistico. C’è quella costante cosmologica
perché il vuoto stesso ha una sua energia e non
perché, come ad Einstein sarebbe piaciuto, l’uni-
verso possa restare uguale a sé stesso in eterno
senza mai espandersi. Costante cosmologica e
materia oscura sono i due pilastri che reggono
il modello ΛCDM. Nomen omen, ΛCDM = Λ +
CDM a ricordare i due protagonisti di questa
storia: la costante cosmologica Λ e la Cold Dark
Matter. Una accoppiata così vincente da essere
in accordo talmente buono con le osservazioni
a disposizione da essere definita come Concor-
dance Model perché, appunto, mette d’accordo
tutti.

Tutti contenti, quindi? Si, ma anche no. E quel-
l’anche no è racchiuso nell’aggettivo che abbiamo
usato per battezzare i due costituenti principali
del modello: oscuro. Più del 95% dell’univer-
so è composto da energia e materia oscura ossia
da due componenti di cui non conosciamo né
la natura né le proprietà. E, quando non si sa
qualcosa, l’unica via che i cosmologi possono
percorrere è affidarsi a tanta buona volontà, alla

metaforica carta e penna e alla fantasia media-
ta dal rigore delle equazioni. Il risultato è una
messe di teorie che predicono come l’universo
si espande e come quelle minuscole disomoge-
neità che appaiono come puntini sulla mappa
della temperatura della radiazione cosmica di
fondo sono cresciute per diventare le spettaco-
lari galassie che ci affascinano nelle immagini
ottenute con i grandi telescopi a terra e con quei
nostri occhi nello spazio che sono i satelliti come
Hubble e JWST. Risposte tanto diverse che si fa
fatica a credere che possano spiegare le stesse
osservazioni.
Ad esempio, che cos’è l’energia oscura? La

costante cosmologica, ovvio. No, invece, perché
l’energia del vuoto la puoi calcolare e il risultato
è in disaccordo con la misura per ben 133 ordini
di grandezza. E allora forse non è costante per
niente, ma la sua equazione di stato (che regola
la relazione tra pressione e densità) cambia col
tempo. Ma questo sposta solo il problema da
“che cos’è l’energia oscura?” a “quale è la sua
equazione di stato?” e scoprire questo arcano è
impresa più ardua di quella precedente. Perché
di formule per quella quantità e di motivi per cui
debba avere questa o quella forma ne sono state
proposte a iosa e tutte fanno il loro dovere: sono
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in accordo con i dati osservativi.
Contenti? Ancora no, ovviamente. Perché ave-

re tante teorie che spiegano i dati è lo stesso che
non averne nessuna. Avere mille risposte ugual-
mente valide alla stessa domanda significa ri-
trovarsi al via dopo essersi sforzati di partire a
tutta velocità. Ma se le risposte sono così tan-
te è perché la domanda era troppo vaga. Detto
in termini più pratici, i dati che abbiamo al mo-
mento non sono in grado di dirci quale teoria è
quella giusta perché non sono sufficientemente
precisi o non ci danno informazioni su quelle
quantità che potrebbero discriminare tra teorie
diverse. Diverse in cosa? Nelle previsioni che
fanno sul modo in cui l’universo si espande? Di
nuovo: sì , ma anche no. Perché teorie pure radi-
calmente differenti possono prevedere la stessa
espansione accelerata. Ma non la stessa crescita
delle strutture. Ci serve, quindi, qualche osser-
vabile che ci dia informazioni su entrambi gli
aspetti: evoluzione e crescita.

La natura sarà anche maligna come ha impara-
to a sue spese l’immaginario viaggiatore islande-
se di Leopardi, ma non lo è tanto da non offrirci
gli strumenti adatti per imparare a conoscere
il cosmo. Per capirlo, dobbiamo fare un passo
indietro nel tempo. Tornare a quel 1915 in cui
Einstein (sempre lui) formulò la sua teoria della
relatività generale che ci insegna che la gravi-
tà deforma lo spazio-tempo. Conseguenza ne
è che la traiettoria più breve tra due punti sarà
diversa a seconda che nel mezzo ci sia o no una
distribuzione di materia. Se i due punti sono una
sorgente luminosa distante, che sia una stella o
una galassia, e un osservatore dall’altro lato di
un telescopio, quello che accadrà è che l’imma-
gine dell’oggetto apparirà diversa da quella che
realmente è. Questo effetto è ciò che chiamiamo
lensing gravitazionale dall’analogia con il ben
noto fenomeno delle lenti in ottica geometrica.
Se le distanze coinvolte sono su scala cosmologi-
ca, il raggio di luce nel suo percorso incontrerà la
distribuzione della materia dell’universo stesso
e viaggerà mentre l’espansione sta avendo luo-
go. La distorsione dell’immagine è, quindi, una
misura indiretta dell’espansione e della crescita.
È, cioè, quello che stavamo cercando. Solo che
tra il dire e il fare c’è di mezzo . . . la natura ma-
ligna che ci complica le misure. Dal momento
che l’universo è in media omogeneo e isotropo,

la distorsione dovuta al lensing gravitazionale è
talmente piccola che non si può misurare diretta-
mente. Fine dei giochi? No, perché c’è un altro
effetto che possiamo sfruttare. Nell’ipotesi ragio-
nevole che le galassie siano orientate in maniera
casuale, la media su un numero molto grande di
galassie darebbe una ellitticità media nulla 1. Se
non ci fosse, appunto, il lensing gravitazionale!
La media non farà zero, ma sarà uguale proprio
a quella distorsione minuscola che pensavamo
di non poter misurare. Di più. Se riuscissimo
a fare questa misura in diversi punti del cielo,
potremmo studiare come queste distorsioni sono
correlate ossia, semplificando grossolanamente,
quale è la probabilità che, avendo osservato una
certa distorsione qui ed ora, si trovi lo stesso va-
lore lì e allora, dove lì e allora sonomisurati dalla
distanza angolare sul cielo e dal redshift. E questa
misura sappiamo come prevederla per cui il gio-
co è ora trovare nel pagliaio di teorie l’ago che ci
pungerà proprio nel modo giusto. Ossia, fuor di
metafora, il valore dei parametri della teoria che
prevedono una correlazione a due punti dello
shear in accordo con quella misurata.
Detto, fatto? Eh, magari. Già il primo pas-

so di questa avventura rischia di incastrarsi in
una buca o di schiacciare una mina. Perché le
distorsioni di cui sopra sono comunque piccole
per cui bisogna essere sicuri di aver misurato cor-
rettamente la forma delle galassie rimuovendo
tutti quegli effetti che possono mimare quello
del lensing gravitazionale. Per esempio, bisogna
rimuovere l’effetto dell’atmosfera terrestre, il che
si può fare nel modo migliore andando nello
spazio. Poi sottrarre le distorsioni dovute agli
strumenti il che richiede di caratterizzare accu-
ratissimamente i parametri che caratterizzano le
ottiche del telescopio e della camera ed essere
sicuri che i loro valori siano stabili nel tempo.
Bisogna che l’immagine sia nitida e non som-
mersa nel rumore il che richiede lunghi tempi di
esposizione o un filtro ampio o un telescopio con

1L’elliticità di una galassia è un vettore che permette di
quantificare la sua forma. Se approssimiamo la galas-
sia come un’ellisse con asse maggiore a e asse mino-
re b , la sua ellitticità è un vettore le cui due compo-
nenti sono (e1, e2) = (e cosα, e sinα) dove il modulo
è e =

√
(a2 − b2/(a2 + b2), e l’orientazione è data da

α = arctan(b/a). Poiché, in assenza di lensing gravita-
zionale, l’orientazione è casuale, la media di (e1, e2) è
nulla.

Ithaca: Viaggio nella Scienza XXII, 2023 • Come Euclid ci aiuterà a scoprire la storia dell’Universo 8



grande specchio primario. Ed ancora non basta.
Perché se vogliamo studiare le correlazioni nello
spazio e nel tempo dobbiamo mappare un’area
molto grande ed arrivare a redshift alti. Insom-
ma, l’ideale è una survey fotometrica a grande
area e profonda eseguita da un telescopio con
ottiche stabili e una camera a grande campo e
grande risoluzione in orbita nello spazio. C’è?
Si, Euclid!
Euclid eseguirà quella che viene definita una

survey di lensing gravitazionale di quarta gene-
razione. Unirà precisione, profondità, area, ri-
soluzione e stabilità per permettere una misura
tomografica (ossia a diversi redshift) dello spettro
di potenza (che altro non è che un modo diverso
di quantificare le correlazioni di cui dicevamo
prima) dello shear cosmico ossia l’effetto di len-
sing gravitazionale della struttura su larga scala.
Ma Euclid potrà fare ancora di più. Perché, in-
fatti, limitarsi ad una correlazione a due punti
se hai galassie in abbondanza per misurare cor-
relazioni a più punti? E perché accontentarsi di
queste correlazioni se puoi costruire una mappa
sul cielo della distribuzione di materia proiettata
e dalle proprietà topologiche di questa ricavare
informazioni ulteriori? Parlando in un linguag-
gio più tecnico, la quantità e qualità delle misure
di shear fornite da Euclid permetterà di studia-
re il campo di distorsione usando statistiche di
ordine superiore con una accuratezza finora im-
pensabile. Tutte queste misure permetteranno
di testare sia come l’universo si è espanso negli
ultimi dieci miliardi di anni, sia come le pertur-
bazioni di densità sono cresciute. Espansione
e crescita: il binomio di cui avevamo bisogno
per rendere più fitte le maglie del setaccio at-
traverso cui far passare la messe di teorie di cui
parlavamo.

Un grande passo in avanti, ma perché accon-
tentarsi e non provare a fare proprio un grande
balzo? Si fa molta più strada saltando. Per ca-
pire come mettere le molle sotto le nostre suole,
dobbiamo notare che il lensing gravitazionale è
sensibile al prodotto di evoluzione e crescita, ma
non i due singoli aspetti separatamente. È un
po’ come sapere che il risultato di una moltipli-
cazione di due numeri interi A e B è 36. Potete
escludere tanti numeri, ma potete ottenere 36 se
(A, B) = (2, 18) o (3, 12) o (4, 9) o (6, 6). Quale
sarà la combinazione giusta? Per scoprirlo ser-

ve qualcosa che misuri A o B individualmente.
Ossia, venendo al caso nostro, qualcosa che mi-
suri o la sola espansione o la sola crescita delle
strutture.

Ancora una volta questo qualcosa c’è ed è il ga-
laxy clustering. Torniamo a guardare il cielo, ma
immaginiamo di poter misurare di ogni galassia
non solo la sua posizione sulla volta celeste, ma
anche la sua distanza. Potremmo costruire in
questo modo una mappa tridimensionale dell’u-
niverso osservabile e andare anche a determinare
se le strutture sono più o meno addensate tra di
loro. Potremmo, cioè, determinare quale è la
probabilità di trovare una galassia in una certa
posizione di questa mappa 3D se so di averne
già trovata una in una data posizione. L’oggetto
matematico che quantifica questa proprietà è la
funzione di correlazione che, nello spazio di Fou-
rier (una sorta di artificio ideale che i cosmologi
usano per semplificare alcuni conti) diventa lo
spettro di potenza. Ed è qui che arriva il bello. A
determinare quanto fitta è la rete che le galassie
disegnano nello spazio-tempo è la gravità e come
essa guida il processo di crescita delle strutture.
Ossia, il galaxy clustering misura la crescita delle
strutture. Proprio quello che cercavamo: una
misura di A o di B e non di A×B.

Ma come si fa unamappa 3D? Serve un telesco-
pio che misuri non solo la posizione in cielo, ma
anche il redshift con una accuratezza dell’ordine
di una parte su mille. E lo deve fare, di nuovo,
su un’area grande e in un intervallo di redshift
ampio e ricco di informazioni. Servirebbe quella
che viene definita una survey spettroscopica di
quarta generazione. Ce l’abbiamo? Copia e incol-
la la risposta di prima: si, è Euclid! La missione
ESAmisurerà la posizione e il redshift di oltre die-
ci milioni di galassie costruendo una mappa 3D
dell’universo nel range di redshift compreso tra
0.9 e 1.8, ossia proprio quello che non era stato
possibile testare con gli strumenti da terra nelle
survey precedenti.

Manco a dirlo, c’è un problema anche qui. An-
zi, più di uno, almeno tre. I nostri modelli teorici
sono in grado di prevedere le proprietà di cluste-
ring degli aloni di materia oscura, ma quello che
misuriamo è il clustering delle galassie. C’è una
corrispondenza 1 a 1 tra le due cose? Purtroppo,
no perché ogni alone può ospitare più di una ga-
lassia. Si dice, quindi, che lo spettro di potenza
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delle galassie è una versione distorta di quello
degli aloni e proprio questo bias è una ulteriore
incognita che si aggiunge a quelle del modello
cosmologico. Un problema che è anche un’op-
portunità. Misurare il bias ci permette, infatti, di
discriminare tra diversi modelli di formazione
delle galassie aggiungendo un tassello ulteriore
alla nostra comprensione di come la luce delle
galassie si accenda all’interno dell’oscurità degli
aloni. Problema numero due: noi misuriamo il
redshift, ma il redshift non è la distanza. Ci direbbe
quale è la distanza della galassia se conoscessimo
il modello cosmologico che è proprio quello che
stiamo cercando di scoprire. Dobbiamo, quindi,
introdurre una correzione che tenga conto dell’e-
ventuale differenza tra il modello che abbiamo
ipotizzato a priori essere quello giusto e quello
che invece i dati ci dicono essere il più adatto a
spiegarli. Infine, il moto relativo delle galassie
l’una rispetto all’altra dipende da come evolve il
potenziale gravitazionale della struttura su lar-
ga scala ossia da come le strutture cosmiche si
assemblano. Ed anche la differenza tra le nostre
ipotesi e i dati è una funzione di quei parametri
cosmologici che vogliamo misurare.
Tre problemi che quindi, ci danno informa-

zioni in più una volta che abbiamo capito come
quantificarli e una volta che la nostra survey ab-
bia sufficiente risoluzione in redshift e ampiezza
in area di cielo per garantirne una misura. E, ar-
rivati a questo punto l’avrete capito: Euclid ha
entrambe le caratteristiche richieste.

Lensing gravitazionale più galaxy clustering su
un’area di 15000 gradi quadrati (circa un terzo
del cielo) e su un range che copre gli ultimi die-
ci miliardi di anni di storia dell’universo. Uno
sguardo unico su come il cosmo si è espanso e
su come le strutture sono cresciute. Il tutto in
un’unica missione capace di fare ciò che le survey
di galassie finora non sono riuscite a fare nono-
stante l’impiego dellemigliori risorse osservative.
Questo è Euclid: la luce che viene nelle tenebre
per illuminare l’oscuro. Non vediamo l’ora di
farci abbagliare!

: ✭ 9
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Un universo oscuro
Fare ricerca vuol dire guardare ciò che altri hanno visto e
vedere ciò che gli altri non hanno guardato.

Luigi Tedesco Dipartimento interateneo di Fisica Università di Bari
Istituto Nazionale di Fisica Nucleare, Sez. di Bari

Il Cosmo è molto più di quello che vedia-
mo. Noi stessi, il nostro mondo, lo spa-
zio nell’universo, è permeato da qualco-

sa che non conosciamo. Da un lato abbiamo
una componente che sembra essere materia
e formata da particelle che non conosciamo e
che però costituiscono il cuore delle struttu-
re nell’universo, la chiamiamo “materia oscu-
ra”. Dall’altro lato una forma di energia, an-
ch’essa di natura ignota e distribuita in mo-
do uniforme ovunque, ma inosservata e con
la particolarità di generare una potente forza
antigravitazionale che costringe lo spazio nel-
l’universo ad espandersi sempre più rapida-
mente, la chiamiamo “energia oscura”. L’ag-
gettivo oscura è la traduzione dall’inglese di
dark che contiene più informazione di quan-
to non sia la sua traduzione italiana. Il signi-
ficato di dark è legato non solo al fatto che
queste due entità non si vedono, ma signifi-
ca anche “non spiegate, misteriose”, appun-
to, oscure. L’universo è composto per circa
il 70% da energia oscura, il restante 30% da
materia di cui circa il 25% è materia oscura
e il 5% è materia ordinaria. Possiamo quan-
tificare il tutto affermando che meno di 1/20
della densità totale del cosmo è il mondo che
conosciamo, tutto il resto è un mistero fitto.

Figura 1: Percentuale in energia e materia di cui è
composto l’universo

Introduzione

L’uomo ha sempre cercato di capire di cosa siamo
fatti. Nei secoli si sono scoperti elementi chimici
che compongono la struttura della materia e in
seguito si sono scoperte particelle quantistiche
che hanno consolidato le nostre conoscenze su
ciò di cui siamo fatti. Oggi tutto questo castel-
lo di conoscenze non fornisce più una visione
onnicomprensiva della materia, ma neppure del-
la energia, che si trova nell’universo. Entrambe
assumono caratteristiche e proprietà completa-
mente ignote. La cosa che accomuna la mate-
ria oscura e l’energia oscura è l’enorme portata
concettuale, oltre al fatto che vengono coinvol-
te le nostre conoscenze su tutte le scale della fi-
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sica dall’infinitamente piccolo all’infinitamente
grande.
Le conoscenze attuali ci dicono che materia

oscura ed energia oscura sono molto abbondanti
nel cosmo, la somma delle due componenti è
circa il 95% del contenuto dell’universo e queste
proporzioni già di per sè rappresentano un vero
enigma.
La materia ordinaria, che compone tutto ciò

che conosciamo è circa il 5% del totale. La per-
centuale di massa in una galassia è composta da
circa 10% materia ordinaria e 90% materia oscu-
ra. Questo rapporto non è costante, nel senso che
vi son galassie piccole per cui il 99% è materia
oscura.
Se della materia oscura non conosciamo pra-

ticamente nulla, sappiamo che è una forma di
materia non ordinaria, per quanto riguarda l’e-
nergia oscura ne sappiamo ancora meno, perchè
come vedremo, non capiamo il vero motivo per
cui lo spazio vuoto nell’universo sembra avere
una energia i cui effetti sono simili ad una forza
anti-gravitazionale! Il termine "energia oscura"
fu introdotto da M. Turner e da D. Huterer. Si
tenne a Princeton nel 1996 un convegno dal tito-
lo “Critical dialogues in cosmology” dove par-
teciparono studiosi di prima grandezza, come
Jim Peebles, Martin Rees, Richard Gott, David
Spergel e tanti altri. L’ultimo relatore fu Michael
Turner dell’Università di Chicago che ipotizzò
per la prima volta che l’universo potesse essere
permeato da una energia costante che chiamò
“energia oscura”, e questo ben due anni prima
della scoperta delle supernovae IA. I partecipanti
rimasero molto freddi. La consacrazione del ter-
mine “energia oscura” avvenne successivamente
con l’articolo di Ref. [1].
Nelle nostre dinamiche mentali, quando par-

liamo di materia oscura e di energia oscura fac-
ciamo riferimento a qualcosa che sta fuori da noi,
nello spazio cosmico. Invece non è così, le due
componenti oscure sono qui, nel nostro mondo,
accanto al lettore di queste pagine, nella stanza
in cui ci troviamo, invisibili e dappertutto. In
questo momento miliardi di particelle della ma-
teria oscura ci stanno attraversando, senza che
noi ce ne accorgiamo.

Diciamo subito che le due componenti oscure
si differenziano perchè mentre la materia oscura,
come vedremo, non è distribuita in modo omo-

geneo, ma è spesso solidale con la galassia, distri-
buendosi intorno e rappresenta circa 6/7 volte la
materia ordinaria, l’energia oscura è 15 volte più
abbondante della materia ordinaria ed è perciò
la componente più presente nell’universo.

Da un punto di vista teorico, spiegare l’energia
oscura è una avventura ancora più affascinante
ed intrigante del mistero della materia oscura
perchè essa è qualcosa di omogeneo, che permea
tutto l’universo, senza buchi nonostante abbia
una densità molto piccola. In un volume come
la terra si può calcolare che vi sono circa 7 mg di
essa.
La letteratura scientifica sulla materia oscura

e sulla energia oscura è sterminata (si vedano i
suggerimenti bibliografici alla fine di questo arti-
colo) ed in questo articolo discuterò solo alcune
linee generali per una semplice e non esaustiva
panoramica. Non sarà una lezione, non ne ha le
caratteristiche, ma solo una affascinante ed in-
completa avventura intellettuale su uno dei più
spinosi e incomprensibili misteri della natura.

La materia oscura: un enigma
che continua

Zwicky (1898-1974)

Chi ha pronunciato per la prima volta la frase
"materia oscura"? La prima notizia in questo sen-
so risale al 1877 quando il gesuita e astronomo
Angelo Secchi parla di "masse oscure" [2]; nel
1906 Henry Poincarè affermava che le stelle a noi
vicine avendo unmoto lento escludono la presen-
za di materia oscura 1. Nei primi anni del secolo
scorso, l’astronomo olandese Jacobus Cornelius
Kapteyn e il britannico astronomo, matematico
e fisico James Hopwood Jeans discutevano della
presenza di materia oscura vicino al Sole in ba-
se alla velocità delle stelle. In [5] Kapteyn dice
testualmente:

“It is incidentally suggested when the
theory is perfected it may be possible to

1H. Poincarè, in Ref [3], usava un termine francese “matiè-
re obscure" in relazione ad un commento ad un calcolo
di Lord Kelvin del 1884. Infatti Kelvin calcolò il numero
di stelle attorno al Sole in base alla velocità di rotazione
delle stesse stelle, stabilendo che forse molte di esse non
erano luminose ma "corpi oscuri" [4].
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determine ’the amount of dark matter’
from its gravitational effect.”

Nel 1930 Knut Lundmark comprese, per primo,
che l’universo dovesse contenere più materia di
quanto se ne osservava [6].

Kapteyn e il suo studente famoso Jan Hen-
drik Oort furono attaccati dal fisico svizzero Fri-
tz Zwicky che, nel 1933, sosteneva che la mate-
ria oscura vicino al Sole fosse quantitativamente
molto più presente (si veda Ref. [7]).

Nel 1932, Oort pensò alla esistenza di materia
oscura vicino al Sole a causa di uno strano moto
ortogonale al piano della Via Lattea di alcune
stelle [8]. Nel 1933 Zwicky propose in modo
sistematico il concetto di materia oscura. Egli
studiò l’ammasso della Chioma di Berenice 2 che
aveva ha 1000 galassie ed in particolare analizzò
la velocità della galassie nell’ammasso [9]. Tro-
vò che le velocità di rotazione erano eccessive
e questo voleva dire che la somma delle masse
delle singole galassie visibili era di gran lunga
inferiore alla massa necessaria a far girare le ga-
lassie nell’ammasso, inmododa controbilanciare
l’attrazione gravitazionale e quindi fuggire dal-
l’ammasso stesso (dopo vedremopiù in dettaglio
questa questione).

Zwicky stimò che l’ammasso della Chioma
dovesse avere 400 volte la somma di tutte le mas-
se delle sue galassie e chiamò questo surplus
di massa "materia oscura". In verità la stima era
eccessiva perchè Zwicky trascurò la materia ordi-
naria sotto forma di gas intergalattico. Ma Zwic-
ky fece un altro errore, perchè stimava in modo
errato l’espansione dell’universo, parametro fon-
damentale se si vuole determinare la posizione
delle galassie.
Un ricalcolo diceva che la quantità di mas-

sa necessaria era ∼ 150 volte quella visibile af-
finchè l’ammasso stesso non collassasse o non
evaporasse, cioè raggiungesse l’equilibrio.
C’è da dire che gli astronomi dell’epoca per

la maggior parte, forse tutti, erano convinti che
migliorando le osservazioni la materia oscura
sarebbe scomparsa per cui non diedero molto
2Questo ammasso non ha alcuna stella luminosa. Il
nome fu dato nel 246 a.c. dal matematico Conone,
maestro di Archimede, in onore della moglie di
Tolomeo III, Berenice II. La chioma è visibile ad
occhio nudo a formadi V vicino alla coda dell’Orsa
Maggiore.

Figura 2: Ammasso della Chioma o Abell 1656. Si
trova a circa 350 milioni di anni luce da noi.
La maggior parte dei corpi nella foto è data
da galassie. I corpi che presentano nella
foto una croce invece sono stelle della no-
stra Via Lattea. Image Credit: Russ Carroll,
Robert Gendler, e Bob Franke; Dan Zowada
Memorial Observatory.

Figura 3: Fritz Zwicky nel suo studio

peso a questa novità che stava emergendo dalle
analisi di Zwicky.

Certamente, come mise in evidenza l’astrono-
mo olandese Sidney van der Bergh nel 1960 [10],
con tale velocità di rotazione delle galassie attor-
no all’ammasso, si sarebbe avuta una evapora-
zione dell’ammasso stesso. Oggi sappiamo che
negli ammassi di galassie, mediamente il 10% è
materia ordinaria di cui il 9% è gas e l’1% galassie,
il rimanente 90% è materia oscura.

Il lavoro di Zwicky fu dimenticato per quasi 40
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anni (anche se questa cosa non è del tutto vera 3

). Il principale motivo è legato al fatto che Zwic-
ky aveva un pessimo carattere. Non fu preso sul
serio anche perchè rimase mitica la sua frase cele-
bre secondo cui "tutti gli astronomi sono bastardi
sferici" [11] perchè la sfera non aveva angoli per
cui da qualunque parte li si osservava rimaneva-
no tali. Ma esiste anche un motivo scientifico per
cui non fu preso sul serio, infatti Zwicky usava
il teorema del viriale (che vedremo dopo) per
analizzare l’ammasso della Chioma. Ma il teore-
ma del viriale è applicabile solo se il sistema è in
equilibrio, cosa che nessuno poteva garantire per
quell’ammasso. Vi era anche un motivo legato al
fatto che i "colleghi sferici" dell’epoca ritenevano,
come detto in precedenza, che in fondo miglio-
rando le tecniche sperimentali quell’eccesso di
massa necessario per far tornare i conti, sarebbe
sparito. Inoltre, Zwicky fu assecondato anche
perchè difendeva idee che si erano rivelate non
corrette, come ad esempio quella che contestava
il modello di universo in espansione e che spiega-
va lo spostamento verso il rosso della luce delle
galassie con la "teoria della luce stanca" in cui
la frequenza dei fotoni emessi variava in modo
strano.
Inoltre, lo stesso Zwicky era in disaccordo

con se stesso, attribuendo ai gas e alle polveri
la velocità eccessiva delle stelle nella galassia.

Vera Rubin (1928-2016)

Vera Rubin è stata una astronoma americana. Nel
1948 ottenne la Bachelor, una sorta di laurea di
primo livello all’università di Vassar, nello stato
di New York. Dopo tentò l’iscrizione a Princeton
che la rifiutò in quanto donna (questo vergogno-
so rifiuto delle donne sopravvisse fino al 1975).
Rubin andò in un’altra università, la Cornell ed
ebbe come professori R. Feynman e H. Bethe. Al-
la Cornell University e conseguì un master nel
1951. Nel 1954 conseguì il dottorato di ricerca
all’università di Georgetown sotto la direzione
di George Gamow. Qui Vera Rubin sperimen-
3Nel 1939 l’astronomo Horace Babcock misurò la
velocità di rotazione delle stelle più esterne della
galassia di Andromeda [12]. Nel 1940 analoghe
misurazioni furono fatte da Ian Oort [13] che ot-
tenne stessi risultati: la velocità di rotazione del-
le stelle presupponeva una enorme quantità di
materia invisibile.

tò ancora una volta la discriminazione di gene-
re perchè Gamow la invitò ad incontrarlo nella
biblioteca del Dipartimento di Magnetismo Ter-
restre del Carnegie Institute vicino Washington,
praticamente nell’atrio della università, perchè
le donne non potevano entrare. Nove anni do-
po ottenne un posto a tempo indeterminato a
Washington, al Carnegie Institute.

Figura 4: In alto: Vera Rubin alle prime armi negli
anni ’50. In basso: nel 2009 - la seconda da
sinistra in occasione della conferenza sulle
donne in astronomia (fonte Jay Freidlander
NASA).

Nel dicembre del 1950, 6mesi prima di acquisi-
re il master presentò al congresso dell’American
Astronomical society ad Havenford (Pennsylva-
nia) i risultati di un suo lavoro in cui misurava
il red-shift di 108 galassie, sottraendo i moti re-
cessionali, quelli dovuti al fatto che l’universo si
espande. Ciò che rimaneva erano naturalmente
i moti peculiari, in altri termini le galassie erano
gravitazionalmente legate e quindi non risenti-
vano della espansione dell’universo, come ad
esempio il pianeti intorno al Sole. Lo studio fu
accolto con estremo scetticismo. I motivi di tale
freddezza erano diversi: era una donna, i risulta-
ti furono presentatimalissimo, i dati erano deboli
e poi, cosa non trascurabile, non si accordavano
con la legge di Hubble. Vera Rubin pensò che
fosse normale tra gli astronomi un tale atteggia-
mento che rasentava lo snobismo, dato che era
la prima volta che faceva una presentazione.
Il Washington Post il giorno dopo ne fece un

articolo dal titolo, da sottolineare come fu appel-
lata, non come studiosa o ricercatrice ma: "Gio-
vane madre individua il centro della creazione
con i moti delle stelle". Vera Rubin era talmente
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principiante che neppure lei stessa si rese conto
della portata delle sue analisi. In ogni caso Vera
Rubin non aveva mai fatto osservazioni con un
telescopio per cui non si considerava una astrono-
ma. Furono pochissimi che presero seriamente
questi risultati fra cui l’astronomo francese che
lavorava in Australia, Gerard de Vancoulers, che
in quel periodo stava ipotizzando l’esistenza di
ammassi di galassie.
Vera Rubin prese i dati esistenti ipotizzando

le galassie in 3D, in funzione della posizione nel
cielo ed il 15 luglio 1954 pubblicò il suo studio
di tesi nei proceedings della National Academy
of Science, in cui diceva essenzialmente che le
galassie a causa della gravità si raggruppavano
tra loro. La reazione fu: silenzio assoluto! Vera
Rubin rimase senza lavoro e qualche anno dopo,
nel 1964 chiese di lavorare al suo amico radioa-
stronomo Bernard Burke. Burke rimase stupito
della richiesta e nella mensa dell’istituto presen-
tò W. Kent Ford, esperto strumentista, col quale
in seguito divise la stanza al Carnegie Institution
di Washington.

Lo spettrografo costruito da Ford, molto usato
in seguito da entrambi, era un tubo che converti-
va i deboli fotoni catturati da un corpo celeste e
li convertiva in corrente elettrica che incideva su
uno schermo fosforescente la cui regione colpita
si illuminava. In pratica questa tecnica rivoluzio-
naria riduceva del 90% il tempo di esposizione
della luce ricevuta da un corpo celeste.
Loro due si misero a studiare le velocità del-

le stelle nelle galassie a spirale e venne fuori
una delle più chiare prove della esistenza della
materia oscura 4.
Analizzarono circa 60 galassie e ciò che si

aspettavano era che maggiore era la distanza del-
la stella dal centro della galassia più lentamente
doveva orbitare, altrimenti la forza centrifuga
avrebbe strappato le stelle dalla galassia ospitan-
te. Niente di tutto ciò fu trovato, anzi utilizzando
l’effetto Doppler delle nubi di idrogeno ester-
no delle galassie, usate quindi come traccianti,
trovarono i grafici in Figura 5.
Nel 1970 Vera Rubin e Kent Ford pubblicaro-

no un lavoro su Astrophysical Journal intitola-
to "Rotazione della nebulosa di Andromeda a
4Per correttezza bisogna dire che nello stesso periodo l’a-
stronomo australiano Ken Freeman osservò una strana
rotazione anomala in diverse galassie a spirale.

Figura 5: In alto - Curva di rotazione di una galassia.
La curva rossa è quella attesa secondo le
leggi di Keplero, quella verde è dovuta ai
dati sperimentali (fonte Marco Casolino -
Scienza per tutti INFN). In basso - Curva di
rotazione della galassia UGC 2885 ricavata
da Vera Rubin.

partire da una indagine spettroscopica delle re-
gioni di emissione" [14]. In pratica, puntarono
il loro telescopio verso Andromeda, dove vi era
una enorme concentrazione di stelle al centro e si
aspettavano che lemiriadi di stelle che ruotavano
attorno al centro galattico lo facessero seguendo
la legge di Newton, come fanno i pianeti attorno
al Sole, più sono lontani dal centro più lentamen-
te si muovono. Ad esempio il pianeta Mercurio
gira intorno al Sole in 88 giorni, mentre Nettuno
per compiere un giro completo attorno al Sole
impiega 165 anni. Ci vollero più di due anni per
calcolare le velocità di 90 stelle di Andromeda.
La cosa sorprendente fu che tutte le stelle si muo-
vevano alla stessa velocità indipendentemente
dalla distanza dal centro: 250 km/s. E questa
cosa fu trovata in tutte le galassie.
Stabilire la velocità di rotazione di una stella

che si trova ad una certa distanza r dal centro
della galassia non è una cosa complessa. Schema-
tizzando il problema, dalla fisica classica, come
conseguenza della legge di Newton, la velocità
del corpo in orbita, v è data da

v =

√
Gm

r
(1)

con m la massa che attrae il corpo. In altri termi-
ni, se conosciamo la velocità di rotazione delle
stelle, siamo in grado di risalire a quanta massa
c’è all’interno dell’orbita tra il centro e la distan-
za r dove si trova la stella, proprio attraverso l’
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Equazione (1). D’altra parte la cosa è intuitiva,
se non fosse così, cioè se la massa all’interno non
fosse sufficiente a trattenere il corpo celeste, que-
sto fuggirebbe via dando luogo alla cosiddetta
"evaporazione delle galassie".
La cosa sorprendente fu che la massa ottenu-

ta in questo modo era di gran lunga maggiore
della massa luminosa che componeva il sistema
in esame. In altri termini è come se, nella Equa-
zione (1), all’aumento di r al denominatore ci
sia una compensazione data dall’aumento simul-
taneo della massa, in modo tale che il rapporto
rimanga costante.

Altra evidenza astrofisica

Un’altra evidenza astrofisica dell’esistenza del-
la materia oscura è legata alla luminosità delle
galassie a spirale. Si considerano le galassie a spi-
rale perchè sono abbastanza regolari nel senso
che hanno un nucleo centrale luminoso, un di-
sco piatto formato da braccia a spirale e un alone
sferico.
Indichiamo con L la luminosità del disco ed

R0 il cosiddetto raggio ottico cioè la distanza
tra il centro della galassia e il punto in cui la
luminosità non è più rilevabile, cioè si confonde
col fondo.
La legge empirica che collega L ad R, dove R

è una distanza generica dal centro, è la seguente

L(R) = L0 e
−3.2 R

R0 (2)

con L0 più o meno costante per tutte le galassie
a spirale. Ora, se R < R0 la velocità di rotazione
del disco si misura con strumenti ottici, se invece
R > R0, dato che l’ immagine non è più rileva-
bile per definizione, la velocità di rotazione si
misura con mezzi radio. Dallo studio dell’Eq. (2)
si rileva che la velocità di rotazione è costante co-
me se la massa della galassia fosse proporzionale
alla distanza, vedi Eq. (1).

Questa modalità di rivelazione fa sì che si pos-
sano misurare curve di rotazione fino a 10R0 sen-
za che la velocità di rotazione diminuisca e quin-
di si può dedurre da questi rilievi che la mas-
sa delle galassie esaminate sia almeno 10 volte
maggiore di quella rilevabile otticamente.

La cosa interessante è che le galassie a spirale e
quelle ellittiche, hanno proprietà completamen-

Figura 6: La galassia visibile è una piccola frazione
di ciò di cui è composta. L’alone sferico
in questa riproduzione dà il senso delle
grandezza degli aloni sferici intorno alla
galassia ospite. Uno dei padri "degli aloni
sferici" è il premio nobel P.J.E. Peebles. Il
puntino bianco al centro è la galassia. L’a-
lone nero attorno è la materia oscura.

te differenti, ma la distribuzione della materia
oscura in entrambe sembra essere la stessa e cioè
una sfera.
Un altro aspetto interessante è che lo studio

dellamateria oscura nelle galassie è diverso dallo
studio della materia oscura negli ammassi di ga-
lassie. L’analisi sperimentale della materia oscu-
ra nelle galassie e tra gli ammassi di galassie è
strettamente connessa al processo di formazione
delle strutture su grandi scale: si sono formati
prima gli ammassi e dopo le galassie o viceversa,
prima le galassie che raggruppandosi per l’at-
trazione gravitazionale hanno dato origine agli
ammassi? Nel primo caso avremmo che la mate-
ria oscura esisterebbe in grande quantità anche
negli ammassi. Nel secondo caso sarebbe me-
no probabile trovare materia oscura nello spazio
tra le galassie in quanto la gravità, nella forma-
zione delle galassie, farebbe convogliare sulle
galassie in formazione la materia oscura vagan-
te. La risposta finale sembra essere la seconda
e cioè che la materia oscura sia collegata ed as-
sociata alle galassie (si veda as esempio [15]).
Questo chiarisce un aspetto dirimente e cioè che
tutta la materia oscura deve essere correlata al-
le galassie e quando parliamo di materia oscura
degli ammassi dobbiamo intendere la somma
della materia oscura delle singole galassie e non
materia oscura nello spazio tra le galassie che
costituiscono gli ammassi.
Come appena detto, secondo il “modello co-

smologico standard” prima si formano le galassie
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e poi la gravità fa il resto generando gli ammas-
si di galassie. È notizia recentissima (settembre
2023) di uno studio guidato da Elena Asencio
dell’Università di Bonn [16] in cui si è stimata
con grande precisione, utilizzando il lensing gra-
vitazionale, la massa di un gigantesco ammasso
di galassie detto “El Gordo” (il grasso) gene-
rato dallo scontro tra due ammassi di galassie
quando l’età dell’universo era di circa 6 miliardi
di anni. Ora è molto improbabile che a quell’e-
tà l’universo avesse già potuto generare questo
mega-ammasso, non ne avrebbe avuto il tem-
po. Le cose, in questo senso si fanno sempre più
intricate, anche in relazione alla materia oscura.

Teorema del viriale

Ci sono diversi modi di stimare quantitativamen-
te il contenuto di materia in una regione dell’u-
niverso. Uno dei primi è stato quello legato al
teorema del viriale, metodo che fu applicato da
Zwicky e poi da tutti gli altri studiosi per rica-
vare in modo semplice ma efficace, la presenza
di materia oscura. Anche se verrà introdotto qui
in modo molto semplificato, è semplice la logica
che c’è dietro.
Consideriamo un sistema in equilibrio, fatto

di N stelle, che ipotizziamo puntiformi, ognuna
con massami e con velocità vi. Chiamiamo rij la
distanza tra l’i-esimo e il j-esimo corpo celeste.
Siano Ec l’energia cinetica ed Ep l’energia poten-
ziale del sistema globale, date rispettivamente
da

Ec =
N∑
i=1

1

2
miv

2
i Ep =

N∑
i<j

G
mimj

rij
. (3)

Si definisce viriale del sistema la seguente
quantità

Vir = 2Ec − Ep. (4)
Da considerazioni generali, come la conservazio-
ne dell’energia, si ottiene il ”teorema del viria-
le” che asserisce che per un sistema di punti in
equilibrio si ha

Vir = 0. (5)
Ora, ricavando mi dalle misure di luminosità,

si ha che, ad esempio, Vir ̸= 0, per cui è neces-
sario aumentare mi di un fattore 3, per esempio,
per far sì che si riottenga eq.(5). Questo ragiona-
mento, che sembra molto semplificato, in realtà è

molto profondo e trova che, ad esempio intorno
al Sole, la massa oscura deve essere il doppio di
quella che vediamo. L’applicazione del teorema
del viriale consente di ritenere che la massa delle
galassie sia almeno 10 volte maggiore di quella
che si deduce otticamente nel visibile. Natural-
mente questo è un modo di rifrasare l’Eq. (1)
che è il frutto di eguaglianza tra forza centrifu-
ga e forza newtoniana se consideriamo un’orbita
circolare.

Ci siamo riferiti alla massa delle galassie, ma il
teorema del viriale conferma che si sottostima la
massa di un fattore 5-10 anche per gli ammassi
di galassie.

Lensing gravitazionale

Nel 1936 Einstein riteneva che osservare amplifi-
cazioni della luce di un corpo celeste, che passa
nelle vicinanze di un altro corpo celeste, avrebbe
avuto evidenze sperimentali talmente minimali
da essere praticamente trascurabili (lensing gra-
vitazionale). Nel 1937 Zwicky, nell’articolo in
cui usa il teorema del viriale applicato alla Chio-
ma Berenice [17], aggiunse un piccolo capitolo
in cui riteneva, contrariamente a quanto diceva
Einstein, che l’effetto sarebbe stato non trascura-
bile anche se le sorgenti non fossero state stelle,
ma galassie.
Questa tecnica del lensing gravitazionale non

è legata alla materia luminosa, quindi alla cine-
matica stellare, ma fa riferimento alla stessa luce.
L’argomento èmolto complesso per cui analizzar-
lo in questa sede non è possibile. Si accennerà so-
lo a qualche principio che consente di inquadrare
il problema [18].
In base alla Relatività Generale la gravità è la

deformazione dello spazio-tempo ad opera della
massa/energia. Questa deformazione, tra le tan-
te conseguenze, ha anche quella del fenomeno
del lensing gravitazionale: quando la luce si pro-
paga in uno spazio-tempo curvo, essa si propa-
ga su traiettorie curve, venendo deflessa, contra-
riamente a quanto accade in uno spazio-tempo
piatto.

Il lensing gravitazionale si traduce in effetti os-
servabili, che coinvolgono le sorgenti da cui la
luce è stata emessa:
1) la distorsione della forma della loro sorgente;
2) la presenza di immagini multiple;
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3) l’amplificazione (o meno) del flusso lumino-
so;
4) il ritardo nella propagazione luminosa.
Collegando le proprietà modificate della sor-

gente alla massa che funge da lente, si è in grado
di risalire al valore della massa della lente stessa.
Rispetto alla analisi dinamica, che fa riferimen-
to a traccianti luminosi, il vantaggio del lensing
gravitazionale sta nel fatto che consente di esplo-
rare regioni molto esterne agli aloni galattici, zo-
ne in cui la stessa analisi dinamica non sarebbe
possibile. Vi sono 3 tipi di situazioni.

Figura 7: Lensing gravitazionale. Lo spazio-tempo
curvo piega i raggi luminosi in prossimità
di un corpo celeste, in giallo in figura.

1) Lensing forte

Figura 8: Ammasso di galassie
SDSS J103842.59+484917.7.
(Immagine del telescopio Hubble).

Si ha quando si vede una galassia o un ammas-
so di galassie insieme ad un arco molto grande.

La stima della massa-lente presente nella circon-
ferenza che contiene l’arco gigante (detto anche
anello di Einstein) non è difficile. Vi èmolta diffe-
renza tra questa stima e quella che si ha somman-
do la materia luminosa nella stessa regione. In
Figura 8 vi è un famoso ammasso di galassie che
si trova nella costellazione dell’Orsa Maggiore,
noto come SDSS J103842.59+484917.7 lontano da
noi circa 4.6 miliardi di anni luce. I due corpi ce-
lesti al centro più luminosi sono due galassie ellit-
tiche. Gli archi che si vedono sono galassie lonta-
nissime e sono la dimostrazione dell’effetto lente
che ha amplificato e distorto l’immagine a causa
della presenza di SDSS J103842.59+484917.7, è
un esempio di effetto gravitazionale forte, che
genera l’anello di Einstein.

2) Lensing debole

Figura 9: Si notano gli archetti sullo sfondo in questo
agglomerato di galassie.

In questo caso compaiono nella lente tanti ar-
chetti luminosi che rappresentano immagini de-
formate delle galassie. Una sola immagine non
fornisce alcuna indicazione, lo studio statistico
invece dei piccoli archi consente di avere infor-
mazione sulla massa della lente che ne deforma
la traiettoria.

Il motivo è semplice, nel senso che se non ci fos-
se lensing si avrebbe una distribuzione uniforme
delle galassie che stanno sullo sfondo, invece la
presenza di archetti e quindi la deviazione dalla
configurazione isotropa, consente di avere infor-
mazione sulla massa della lente. Questa ana-
lisi rivela la presenza considerevole di materia
oscura.
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3) Microlesing galattico

Questa tecnica fa riferimento alla materia oscura
sotto forma di MACHO (Massive Astronomical
Compact Halo Object) cioè corpi celesti presenti
nell’alone galattico, tipo nane bianche, stelle di
neutroni, buchi neri, pianeti, nane brune, nane
rosse, nubi di gas freddo. Un altro modo più
intuitivo è dire che i corpi celesti MACHO sono
materia barionica oscura. Quello che è importan-
te è che questi possono avere il titolo di MACHO
solo se non si trovano nel piano galattico. Il pro-
blema è che questa è materia barionica, e poi
che la somma in una galassia delle masse dei
MACHO non dà conto della massa mancante.
Ragionevolmente, la materia oscura si può an-
che avvalere della massa dei MACHO insieme
alla materia non barionica.

Perchè l’idrogeno è un ottimo
tracciante

Nello stato fondamentale dell’atomo dell’idro-
geno, lo spin dell’elettrone e del protone sono
antiparalleli. Il primo stato eccitato corrispon-
de alla situazione in cui i due spin sono invece
paralleli. La transizione da quest’ultimo stato a
quello fondamentale emette radiazione elettro-
magnetica con una frequenza di circa 1420 MHz
o equivalentemente ad un’onda radio di 21.049
cm. Teoricamente queste linee di emissione a 21
cm furono predette dall’astronomo e matema-
tico olandese Hendrik van Hulst nel 1945 [19],
mentre da un punto di vista sperimentale queste
linee furono osservate nel 1951 da H. Even e E.
Purcell [20].

L’atomo di idrogeno è un ottimo tracciante per
evidenziare, nelle regioni lontanissime dal centro
galattico, la presenza di materia oscura. Vedia-
mo perchè. L’idrogeno si trova in grandi quantità
nelle parti più esterne delle galassie ed è possibile
misurare con grande precisione le righe di emis-
sione ed assorbimento in laboratorio. Quando il
gas si avvicina a noi, ruotando, ha una frequenza
spostata verso il blu, mentre quando si allontana
da noi ha una frequenza spostata verso il ros-
so, a causa dell’effetto Doppler. Ma seguire in
questo modo le nubi di idrogeno ha un ulteriore
vantaggio perchè ad una distanza considerevo-
le dal centro della galassia, le stelle sono molto
poche e quindi è difficile effettuare misure su

di esse. Ma come si fa in pratica a capire tut-
to ciò? La densità media dell’idrogeno è circa
1 atomo per cm3 nello spazio interstellare? An-
che se raramente, gli atomi di idrogeno si urtano,
pertanto un atomo che prima dell’urto era nello
stato J = 0, in cui gli spin dell’elettrone e del pro-
tone sono antiparalleli, dopo l’urto può passare
nello stato eccitato J = 1, in cui i due spin sono
allineati. Quasi tutti gli atomi eccitati poi ritor-
nano nello stato fondamentale in urti successivi
e una piccola frazione di questi atomi emetterà
spontaneamente un fotone con una energia da-
ta da 5.9 x 10−6 eV. Anche se il processo è raro,
mediamente una volta ogni 10 milioni di anni,
data la quantità enorme di idrogeno presente, il
fenomeno è osservabile e misurabile. In defini-
tiva questo eccitamento e diseccitamento degli
atomi di idrogeno nello spazio cosmico, con con-
nesso ribaltamento delle relative direzioni degli
spin, produce emissione di energia raggiante con
fotoni la cui lunghezza d’onda è di 21 cm (mi-
croonde). Questo è vantaggioso anche perchè le
onde radio attraversano facilmente tutto ciò che
si frappone tra l’emissione e il radiotelescopio
sulla terra. Usando radiotelescopi calibrati alla
radiazione di 21 cm si possono determinare con
precisione le zone in cui sono presenti nubi di
idrogeno.

Fu proprio con questo approccio che nel 1957
Hendrick van der Hulst stimò per la galassia di
Andromeda una massa circa 200 volte la mas-
sa luminosa che la componeva [21]. In seguito
misure diMorton nel 1966 con onde radio, confer-
mavano la costanza della velocità di rotazione dei
corpi celesti, indipendentemente dalla distanza
dal centro [22].

Bullet Cluster

Uno dei più interessanti ammassi di galassie che
ci siano si chiama Bullet Cluster (o ammasso
proiettile) e fu osservato nei dettagli dall’osser-
vatorio spaziale Chandra nel 2006. Si trova a
circa 3.5 miliardi di anni luce da noi ed è forma-
to da due ammassi di galassie. La fotografia in
Figura 10 è un fermo immagine di ciò che resta
150 milioni di anni dopo lo scontro tra i due am-
massi. L’immagine di per se è spettacolare ed è
la cristallizzazione di un ammasso che attraversa
l’altro alla velocità relativa di 107 km/h. A destra
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Figura 10: Immagine del Bullet Cluster. La foto è nel-
l’ottico, ma sono state sovrapposte zone
rosse indicanti gas tra i cluster, e zone
blu, indicanti gas con maggiore potenzia-
le gravitazionale. Sia le zone rosse che
blu sono state individuate tramite lensing
gravitazionale (credit: NASA - Chandra
X-ray Observatory, Hubble Space Telesco-
pe, Magellan Telescope).

vi è un piccolo ammasso e a sinistra un ammas-
so molto più grande. L’ammasso più piccolo ha
attraversato quello più grande come se fosse un
proiettile alla velocità di circa 3000 km/s. I due
ammassi non si sono fusi indicando che nella col-
lisione è come se fossero stati trasparenti l’uno
all’altro. E questa è la vera sorpresa di tutta la
faccenda. L’ammasso di destra è caratterizzato
da una specie di arco, come un’onda d’urto.
Dall’analisi dei raggi X emessi dal gas caldo

(circa 107K), altamente ionizzato, si può avere
idea della densità e della distribuzione della ma-
teria. Ebbene ciò che emerge è che senza mate-
ria oscura non è possibile che le strutture siano
gravitazionalmente stabili. Inoltre gli elettroni
liberi del gas caldo vengono colpiti dai fotoni
con frequenza delle microonde del Big Bang e
la diffondono modificandone l’energia (effetto
Sunyaev-Zel’dovich) 5.
L’importanza di questo Bullet Cluster è che

potrebbe essere il primo caso di osservazione di-
retta della materia oscura perchè quando i due
ammassi si sono scontrati le galassie che com-
pongono i due ammassi non hanno quasi avver-
tito lo scontro conservando la loro posizione re-
lativa. Invece il gas dell’ammasso più piccolo
scontrandosi con quello più grande ha avuto la
5Gli elettroni del gas vengono colpiti dalla radiazione co-
smica di fondo per cui l’interazione tra questi fotoni
primordiali e gli elettroni liberi del gas dà origine ad
una misurabile modifica della energia.

Materia oscura calda e freddaMateria oscura calda e freddaMateria oscura calda e fredda

Per materia oscura calda si intende ma-
teria formata da particelle molto leggere,
pocomassive, dell’ordine della massa del-
l’elettrone o inferiore, che quindi posso-
no viaggiare a velocità ultra-relativistiche.
Per materia oscura fredda invece si inten-
de materia composta da particelle dotate
di una certa massa, dell’ordine della mas-
sa del muone o superiore, per cui non
raggiungendo velocità elevate produrreb-
bero, appunto, materia fredda.

peggio rimanendo indietro e creando una spe-
cie di onda d’urto che ha dato origine a ciò che
vediamo: materia ordinaria e gas sono state se-
parate. La materia oscura in questo scontro non
ha risentito affatto delle interazioni tra i due am-
massi. Al di là delle analisi tecniche specifiche,
questo cluster ci dà forte indicazione di una com-
ponente dominante non elettromagnetica non
collisionale. Questa componente interagisce solo
gravitazionalmente.

Formazione di strutture nell’universo,
materia barionica e non barionica

Nella formazione delle strutture (ammasi di ga-
lassie, galassie, stelle, pianeti, ecc.) la materia
oscura ha un ruolo fondamentale. Alla base della
formazione delle strutture vi è l’instabilità gravi-
tazionale, nel senso che zone con maggior aggre-
gazione di materia erano seme per un maggior
accrescimento rispetto ad altre zone. Il cosmolo-
go Jakov Zel’dovich era dell’idea che la materia
oscura fosse calda dato che considerava le parti-
celle che avrebbero composto la materia oscura,
molto leggere [23]. Questa visione era in contra-
sto con le osservazioni anche perchè se lamateria
oscura fosse stata calda si sarebbero cancellate le
variazioni di densità, anche per questo motivo,
ma non è l’unico, siamo portati a pensare che la
materia oscura debba essere considerata fredda
anche ai primordi dell’universo. Infatti, quando
si effettuano simulazioni, considerando materia
oscura calda, queste non sono capaci di conser-
vare le piccole strutture nel cosmo, nel senso che
si parte dalla formazione di quelle più grandi e
man mano si va a strutture sempre più piccole
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RicombinazioneRicombinazioneRicombinazione

L’universo primordiale era una enorme fornace composta da plasma, cioè da nuclei ed elettroni
dissociati e da fotoni che vagavano interagendo con entrambi. L’alta densità dell’universo
impediva ai fotoni di coprire grandi distanze prima di collidere; rimanevano intrappolati,
per cui l’universo era opaco (e questo è il motivo per cui non riusciamo a vedere l’universo
prima di questo momento per cui non potrebbero mai raggiungerci i fotoni di questo periodo
o precedente a questo periodo di tempo). Inoltre l’alta energia di questi fotoni impediva
ai nuclei atomici e agli elettroni di congiungersi, nonostante fossero attirati elettricamente.
Dopo circa 380 mila anni circa dal Big Bang, a causa delle continue collisioni con nuclei ed
elettroni, l’energia dei fotoni era diminuita, tanto da non poter più dissociare degli atomi di
idrogeno che si formavano. Questo particolare momento della storia dell’universo si chiama
"ricombinazione".

che la materia oscura calda disgrega. Se invece
si fanno simulazioni con materia oscura fredda,
il processo di aggregazione è inverso, dal basso
verso l’alto: prima si formano le strutture più
piccole, che fungono da semi per processi di ag-
gregazione e poi si formano strutture sempre più
grandi. In questo caso tutto è piu stabile.
La radiazione cosmica di fondo (CMB), 370

mila anni dopo il big bang, mette in evidenza
i semi primordiali che poi hanno dato origine
alle strutture nell’universo, infatti una forte in-
dicazione della esistenza della materia oscura
primordiale viene proprio dalla CMB. Se fosse
stata presente la sola materia ordinaria nei se-
mi primordiali della CMB, questa non avrebbe
avuto la forza aggregante intorno ai semi piccoli.
Occorreva un seme più grande, dato appunto
dalla materia oscura, che avrebbe dovuto avere
la funzione aggregante, insomma doveva essere
il cemento che consentiva ai semi più piccoli di
esistere ed essere efficienti nelle aggregazioni di
materia. La sola materia barionica non avrebbe
potuto provvedere a far questo.

La materia ordinaria e quella oscura non ba-
rionica seguono strade molto diverse durante l’e-
voluzione dell’universo. Vediamo un po’ più in
dettaglio perchè serve la materia oscura per mi-
gliorare l’efficienza nella crescita delle strutture
nell’universo.
Prima della ricombinazione, i fotoni sono un

ostacolo al movimento dei barioni ordinari e que-
sto in pratica vuole dire che non si addensano
grumi di materia nelle zone perturbate. L’aggre-
gazione della materia attorno a dei semi è ostaco-

lata fino alla ricombinazione. Questo però non
accade per la materia oscura non barionica, che
non interagendo con la radiazione elettromagne-
tica comincia presto il processo di aggregazione
sui semi primordiali e quindi parte prima nel
formare le strutture su grandi scale. Dopo la ri-
combinazione la materia ordinaria trova tutto
pronto dato che gran parte del lavoro di aggre-
gazione è stato già fatto dalla materia oscura. In
pratica questo vuole anche dire che la materia
oscura fa sì che i semi primordiali su cui si aggre-
ga la materia ordinaria possono essere molto più
piccoli, ad esempio, di quelli considerati negli
anni ’70, quando si considerava solo la materia
ordinaria.

In Inghilterra il cosmologo Carlos Frenk si fece
promotore di una complicatissima simulazione
con una enorme quantità di equazioni, per capire
se partendo da una nuvola di gas primordiale si
riusciva ad avere strutture come le galassie [24].
All’inizio non ci riuscì perchè la sola presenza
di materia ordinaria non garantiva la gravità ne-
cessaria a non far dissipare la materia. Aggiun-
gendovi materia oscura le simulazioni riprodu-
cevano le galassie. È come se solo la presenza di
materia oscura potesse garantire la generazione
e formazione di strutture su grandi scale.
Le ipotesi di partenza utilizzate per effettua-

re queste simulazioni sono raggruppate sotto il
nome di legge di Navarro-Frenk-White (N-F-W),
dal nome dei tre cosmologi che si sono occupati
di questa simulazione [24]. Sembra che questo
modello di formazione delle strutture con ma-
teria oscura fredda sia quello che meglio è in
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grado di riprodurre le nostre osservazioni. Ma
gli interrogativi sono numerosi. 1) Qual è il vero
ruolo della materia ordinaria in questi proces-
si di aggregazione e formazione delle strutture?
2) Se si calcolano il numero di galassie nane col
modello di N-F-W vien fuori un numero mol-
to, troppo alto rispetto al numero reale. 3) Le
simulazioni forniscono un andamento a cuspi-
de nella distribuzione della materia oscura nelle
parti centrali delle galassie, andamento non ri-
scontrato nelle osservazioni che invece indicano
che la luminosità della galassia presenta un mas-
simo pronunciato al centro con una diminuzione
molto rapida con la distanza radiale, mai a cu-
spide, anche se questo problema sembra essere
stato in parte superato, a scapito di un aumento
del numero di parametri.

Dalla Supersimmetria alla materia
oscura: WIMP

Il Modello Standard presenta una grande quan-
tità di simmetria che permette di indagare molte
caratteristiche della natura ed in particolare della
materia che conosciamo. Una specie di genera-
lizzazione di questa simmetria è la cosiddetta su-
persimmetria, che in verità non è contemplata tra
le simmetrie del Modello Standard. Alla parola
simmetria si aggiunge il prefisso super per indi-
care una particolare caratteristica per cui ad ogni
particella vi è un partner con le stesse proprietà
della particella, sia nucleari che elettriche. Il mo-
tivo per cui queste particelle supersimmetriche
non sono ancora state scoperte potrebbe essere
legato al fatto che sarebbero particelle talmente
massive che gli attuali acceleratori non hanno
abbastanza energia per produrle. La supersim-
metria vuole elevare ad un livello più elevato la
semplicità e se si vuole, la regolarità nelle leggi
che governano il mondo.

I modelli supersimmetrici sono in grado di for-
nire una soluzione al cosidetto “problema gerar-
chico” dando una giustificazione alla differenza
tra la scala di rottura della simmetria elettrodebo-
le (100 GeV) e quella della grande unificazione
1015 GeV.

Per far sì che il modello diventi supersimmetri-
co è necessario che si introducano altre particelle
con un criterio in fondo semplice: ad ogni parti-
cella con spin intero (o frazionario) il partner su-

persimmetrico ha spin frazionario (o intero). Ad
esempio al fotone che ha spin 1, il partner super-
simmetrico è il fotino con spin 1/2 o all’elettrone
con spin 1/2 abbiamo il partner supersimmetrico
che è il selettrone con spin 0.
I partner supersimmetrici hanno masse mol-

to elevate e sono caratterizzati da una forte
attenuazione delle interazioni elettromagnetiche.
Una spiegazione del fatto che non vediamo

i partner supersimmetrici può essere dovuta al
fatto che le energie ora sono molto basse, ma
poco dopo il Big Bang avrebbero potuto benissi-
mo esistere particelle e partner supersimmetrici,
che avevano masse molto più elevate. Questo
le ha portate a decadere più e più volte fino a
scomparire. Questo decadimento multiplo e con-
seguente scomparsa potrebbero non essere stati
un processo efficiente e ciò che è rimasto di que-
sti residui supersimmetrici lo chiamiamo (Weak
Interacting Massive Particle) WIMP .

Stime teoriche ci dicono che una particella con
una massa compresa tra 10 e 1000 masse del pro-
tone e che interagisce solo con interazioni deboli
e la gravità soddisfa i requisiti connessi con le
caratteristiche della materia oscura non barioni-
ca. Queste particelle sono dette, genericamente
WIMP e non sono presenti nel Modello Standard.

Una ipotesi sulla loro origine potrebbe esse-
re questa. L’universo primordiale era denso e
molto caldo per cui il plasma era composto da
particelle con energia elevata. Questa energia si
trasformava in massa, per cui questa conversione
produceva particelle molto piùmassive delle par-
ticelle originarie. Queste sono le particelle che
potrebbero comporre la materia oscura e questo
spiega perchè dovrebbe avere una massa così ele-
vata. Ora man mano che l’universo si espandeva
si raffreddava, per cui non era più possibile pro-
durre WIMP e quindi il loro numero è rimasto
congelato.

LeWIMP dovrebbero essere state prodotte nel-
l’intervallo temporale 10−6 s - 10−9 s dal Big Bang.
Il problema è che non vi sono particelle simili
nel Modello Standard perchè il neutrino, il boso-
ne Z e il bosone di Higgs sono le particelle che
interagiscono debolmente. Solo i neutrini hanno
un tempo di vita lungo, ma queste particelle non
possono essere considerate come candidati per la
composizione della materia oscura perchè la loro
massa è troppo piccola e poi dovrebbero essere
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prodotti da una materia oscura calda essendo
relativistici.

Il Neutralino

La particella più leggera prevista dalle teorie su-
persimmetriche è il neutralino (composta da un
fotino + zino, che è la parte supersimmetrica del
bosone Z, + 2 higgsini) che ha tutte la caratteri-
stiche di essere giusta per essere materia oscura,
e questo perchè 1) è neutra, 2) ha la massa giusta
per produrre l’abbondanza della materia oscu-
ra; stime danno una massa diverse centinaia di
volte più pesante del protone; 3) è stabile; 4) è
sensibile solo all’interazione debole, oltre a quel-
la gravitazionale. La sua stabilità garantisce che
durante il tempo cosmico ha fatto da collante per
le strutture cosmiche.
Fino a temperature di 10 GeV i neutralini po-

tevano essere in equilibrio con le altre particelle
del plasma primordiale. Vi sono delle condizioni
secondo le quali il disaccoppiamento dei neutra-
lini dalle altre componenti lasciava un residuo
di neutralini che avrebbero composto la materia
oscura e questo implica un limite inferiore (detto
limite di Lee-Weinberg [25]) alla massa dei neu-
tralini dell’ordine del GeV. I neutralini non son
mai stati identificati.

L’assione

Questo argomento è molto tecnico e va oltre gli
scopi di questo articolo. Inmodo sommario dicia-
mo che l’interazione forte rispetta la simmetria
di CP (prodotto di due simmetrie discrete C =
coniugazione di carica e P =parità), mentre la
cromodinamica quantistica, la teoria che descrive
l’interazione forte, ne prevede la violazione, mai
osservata. Se la simmetria di CP fosse violata si
avrebbe un grosso momento di dipolo elettrico
del neutrone, cosa non ancora vista.
Roberto Peccei e Helen Quinn nel 1977 [26]

risolsero il problema della non osservata viola-
zione della simmetria CP nell’interazione forte,
proponendo un meccanismo, o meglio una nuo-
va simmetria, detta simmetria di Peccei-Quinn.
Successivamente Weinberg [27] e Wilczek [28]
trovarono che la nuova simmetria implicava l’e-
sistenza di una nuova particella a cui diedero il
nome di assione.

L’assione non è elettricamente carico, dovreb-
be avere una massa tra 10−2 − 10−5 eV, dovrebbe
interagire molto debolmente con la materia ordi-
naria. Data la sua piccolamassa l’assione dovreb-
be essere troppo leggero per essere un candidato
opportuno per la materia oscura. Però gli assio-
ni primordiali verrebbero prodotti subito dopo
il Big Bang in abbondanza con un meccanismo
non termico e questo significa che essi verrebbe-
ro generati in modo non efficiente, non veloce e
non abbondante, e non vengono mai termalizza-
ti. Questa produzione dipende da diversi fattori,
dalla massa, dal tipo di interazione, e da quale
particella li produce.

Essendo molto leggeri, rispetto alle particelle
componenti la massa oscura, dovevano dare ori-
gine ad una massa oscura calda, invece le loro ca-
ratteristiche ne facevano una componente fredda
e questo è connesso alla produzione non-termica,
quindi di particelle leggere e non calde.

Per correttezza bisogna dire che molti della co-
munità scientifica nutrono dubbi sulla esistenza
di questa particella anche perchè la sua eventua-
le esistenza potrebbe creare problemi rilevanti
per l’astrofisica. La presenza di assioni alterereb-
be la formazione delle strutture su grandi scale,
dato che si addenserebbero in enormi strutture
ad anello (che non sono mai state osservate). Se
esistessero, in presenza di forti campi magne-
tici, come vicino alle Magnetar, si avrebbe una
conversione estremamente efficiente di fotoni in
assioni cosa che produrrebbe dei segnali inequi-
vocabili, come particolari righe di assorbimento
nello spettro delle Magnetar. Tutto ciò non è mai
stato visto. I problemi di tipo cosmologico, legati
all’esistenza degli assioni sono presentati in [29].

Extradimensioni, stringhe e materia
oscura

Uno sconosciuto matematico tedesco Theodor
Kaluza mandò ad Einstein un lavoro nel 1919,
nel quale presentava una teoria di unificazione
della gravità e dell’elettromagnetismo (le due
uniche forze conosciuta all’epoca), la particolari-
tà era che le dimensioni dello spazio non erano
3 ma 4, per cui lo spazio-tempo era pentadimen-
sionale, ma la quarta dimensione spaziale non
era ancora stata vista da nessuno. Kaluza aveva
fatto una cosa semplice e cioè quando si consi-
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deravano 4 (spazio) + 1 (tempo) dimensioni, le
equazioni di Einstein facevano comparire altre
equazioni che altro non erano che le equazioni di
Maxwell. Il sogno di unificazione di Einstein po-
teva essere sui binari giusti. Einstein non cestinò
il lavoro. C’era un problema non semplice: non
vi era traccia empirica della quarta dimensione
spaziale. L’articolo fu pubblicato due anni dopo
[30] grazie all’interessamento di Einstein. Qual-
che anno dopo, nel 1926, il fisicoOskar Klein [31]
capì dove potesse essere la dimensione nascosta:
era una dimensione accartocciata, arrotolata in
una dimensione spaziale normale, per cui un ipo-
tetico osservatore si potrebbe muovere avanti o
indietro in una dimensione spaziale ordinaria e
muoversi circolarmente attorno a questa dimen-
sione. Il raggio della dimensione doveva essere
dell’ordine della lunghezza di Planck (non acces-
sibile agli esperimenti). Questo studio dava con-
cretezza alla proposta di Klein per cui la teoria
fu chiamata teoria di Kaluza-Klein. Purtroppo
questa teoria aveva grosse difficoltà a trovare al-
l’elettrone una giustificazione geometrica, anche
Einstein la considerò e studio fino agli inizi degli
anni ’40. Poi fu messa nel dimenticatoio.

La teoria delle stringhe, nota dal lavoro pione-
ristico del fisicoGabriele Veneziano nel 1968 [32],
cominciò a farsi strada negli anni ’70 del secolo
scorso. Alla base di questa teoria c’è il fatto che
le particelle sono considerate come strutture non
più puntiformi ma come cordicelle. C’è un fatto
però, e cioè che le interazioni (considerando an-
che la supersimmetria) possono essere descritte
nel modo giusto solo se le stringhe sono consi-
derate in uno spazio pluridimensionale e questo
perchè i modi di vibrazione delle stringhe, cioè
la particelle elementari, sono influenzati dalle
dimensioni extra. Le vecchie teorie di Kaluza e
Klein ritornano a galla!
Ma che relazione c’è tra le extradimensioni e

la materia oscura? Volendo semplificare la que-
stione è questa. Quando si considerano le extra-
dimensioni, quello che accade ad ogni particella
nota è che si associano nuove particelle identi-
che a quelle originali, ma con massa crescente,
con regolarità. Alla particella del Modello Stan-
dard con massa m, vi è la corrispondente scala
di particelle con massa 2m, 3m, 4m.... Ora il rag-
gio della quarta dimensione spaziale e massa m
sono grandezze correlate, una l’inversa dell’al-

tra. Queste particelle con massa 2m, 3m... sono
poco stabili per cui se venissero prodotte deca-
drebbero, la particelle B(2m) di massa 2m in 2
particelle A(m) di massam, la particella C(3m)

di massa 3m in 3 particelle A ecc.. Se ad esem-
pio A fosse un fotone di massa m, nato dalla su-
persimmetria e per qualche ragione non potesse
decadere, avremmo ottenuto la materia oscura
perchè non decadendo è stabile, è neutro e ha
massa m. Per onestà bisogna dire che questa è
una interessante congettura, non ancora vagliata
dagli esperimenti.

Cosa pensiamo di sapere e... altro...

Elenco sommariamente cosa sappiamo o me-
glio cosa pensiamo di sapere della materia oscu-
ra e delle sue caratteristiche, facendo un sunto
schematico delle nostre conoscenze.

1) Non ha quasi mai interazione con la materia
ordinaria.

2) Fino ad ora non è mai stata vista o rivelata da
nessuno strumento.

3) Interagisce solo con la gravità, in caso contra-
rio l’avremmo già vista da tempo attraverso le
tracce lasciate su eventuali rivelatori. Gli effetti
gravitazionali ne manifestano la presenza e le
caratteristiche.

4) È stabile.

5) L’individuazione della materia oscura non
coinvolge emissione di onde elettromagnetiche,

6) Non ha carica di colore perchè non interagisce
con l’interazione forte.

7) L’ottimo accordo con i dati sull’abbondanza
dei nuclei prodotti nella nucleosintesi primor-
diale ottenuto considerando soltanto le particel-
le a noi note, implica che la materia oscura sia
costituita da particelle che ancora non abbiamo
identificato.

8) La radiazione cosmica di fondo ci dice che il
plasma primordiale non poteva avere tra i suoi
componenti la materia oscura. Quindi la materia
oscura non è composta da particelle con carica
elettrica, pertanto non poteva essere un plasma.
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9) Deve avere una vita media almeno dell’ordi-
ne dell’età dell’universo perchè la percentuale
di materia oscura al tempo della nucleosintesi e
della ricombinazione è la stessa di adesso.

10) Non ha autointerazione, tantè che vi
sono Cluster di galassie come il Bullet Clu-
ster che ci dice che la materia oscura non
interagisce con se stessa attraversandosi.
È come se la materia oscura fosse oscura a se
stessa!

11) Deve essere costituita da particelle pesanti
essenzialmente perchè se non fossero tali avreb-
bero una velocità elevata e questo pregiudiche-
rebbe il fatto di trovare materia oscura in spazi
compatti e ci sarebbero problemi seri sulla forma-
zione delle strutture. Pertanto la bassa velocità
della materia oscura, non relativistica, ci dice che
essa deve essere fredda. Nessuna particella nota
però soddisfa a questi requisiti.

12) L’alone sferico che circonda ogni galassia do-
vrebbe essere esteso per circa 50mila parsec oltre
il disco galattico.

13) L’alone sferico dovrebbe contenere da 2-
10 volte più materia di quanto ne contiene la
galassia stessa (materia barionica).

14) Gli aloni di materia oscura nei superammassi
tendono a formarne uno gigantesco, una sorta di
superalone, che potrebbe essere essere rivelato
tramite il fenomeno delle lenti gravitazionali.

La materia oscura presenta diversi aspetti con-
traddittori, ne citiamo solo qualcuno anche se
sono molti di più. Le velocità molto elevate delle
stelle periferiche nelle galassie induce a pensa-
re alla presenza di materia oscura nella galas-
sia ma anche alla presenza di aloni esterni mol-
to più grandi della galassia stessa. La quantità
di materia oscura e barionica, dovrebbe essere
davvero moltissima, tanto da non essere trascu-
rabile nel processo di rallentamento dell’espan-
sione dell’universo, ma di questo non si fa mai
menzione.
Un altro aspetto strano è l’inaspettata distri-

buzione omogenea della materia oscura. La di-
stribuzione della materia oscura nell’alone che
circonda la galassia è molto regolare rispetto alla
distribuzione della materia visibile.

Un altro aspetto bizzarro riguarda un feno-
meno mai chiarito e cioè le galassie ruotano, fa-
cendo perno su un nucleo centrale, ma sono av-
volte da una gigantesca nube di materia oscu-
ra, che stranamente sembra non partecipare al
moto di rotazione della galassia. La galassia
centrale gira vorticosamente attorno a se stes-
sa mentre l’alone gigantesco che l’avvolge sem-
bra fermo. Abbastanza strano ed illogico come
comportamento.
Le perplessità sulla esistenza della materia

oscura non sono poche. Forse in parte avevano
ragione i contemporanei di Zwicky che riteneva-
no chemolte anomalie viste da Zwicky sarebbero
scomparse alla luce di nuove scoperte e affina-
menti sperimentali. Cito un recente lavoro, tra
i cui autori c’è Francesco Sylos Labini del cen-
tro studi E. Fermi, in cui si esaminano i dati del
satellite Gaia, lanciato 10 anni fa, ma gli ultimi
dati rilasciati sono del 2022 [33]. Questo risulta-
to è straordinario e chiaramente in contrasto con
la stima della massa della via Lattea, che secon-
do questo studio potrebbe mancare all’appello
circa mille miliardi di masse solari e quindi ci
potrebbe essere molta meno massa di quella che
normalmente si richiede per far tornare i conti
introducendo la materia oscura. È un forte indi-
zio di non congruità e di profonde implicazioni
fuori dal coro.

Energia oscura: il mistero più
fitto

Così tutto è iniziato

I posti erano tutti occupati quell’8 gennaio 1998
nella sala conferenze del Georgetown Hilton di
Washington, c’erano oltre 20 giornalisti anche
del New York Times e del Washington Post. Tra i
tanti presenti c’erano anche Peter Garnavich per
l’High-z teams e Samuel Perlmutter per l’SCP
(Supernova Cosmology Project), Ruth Daly con
i suoi dati sperimentali su radiogalassie e Neta
Bachall con quelli sugli ammassi di galassie. I
quattro scienziati portavoce di quattro collabora-
zioni diverse con un’unica voce dissero che l’u-
niverso di sarebbe espanso per sempre, ma una
delle quattro voci fu più altisonante delle altre,
era quella di Perlmutter che tenne una minicon-
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La costante di HubbleLa costante di HubbleLa costante di Hubble

L’espansione dell’universo è il risultato di una gigantesca esplosione avvenuta al Big Bang che
ha dilatato lo spazio. Il fatto che l’universo si sia espandendo è la conclusione dell’osservazione
che le righe dello spettro provenienti da galassie lontane sono affette da uno spostamento verso
il rosso (red shift). Il red-shift è un fenomeno per il quale un corpo celeste in allontanamento da
noi emette una radiazione elettromagnetica che quando ci raggiunge ha una lunghezza d’onda
maggiore di quella che aveva all’emissione. Si chiama spostamento verso il rosso perché se
la radiazione elettromagnetica è la luce visibile, la luce rivelata, di un certo elemento, nelle
osservazioni spettroscopiche è spostata verso il rosso dello spettro. In modo analogo se il corpo
si avvicina a noi, lo spettro è spostato verso il blu. È il fenomeno noto come “effetto Doppler”,
in cui si dilatano le lunghezze d’onda di una sorgente che si allontana dall’osservatore e, al
contrario, si contraggono quelle di una sorgente che si avvicina. È un dato osservativo che
il valore del red shift cresce con la distanza della sorgente da noi, e questa è una indicazione
dell’espansione dell’universo. In prima approssimazione la distanza tra due corpi celesti e la
velocità di allontanamento sono legate da una relazione lineare la cui costante di proporzionalità
è la costante di Hubble, che prende il nome da chi l’ha scoperta sperimentalmente.

ferenza di un’ora ai giornalisti parlando alla sua
normale velocità e cioè velocissimo!

Il giorno dopo, il cosmologo Michael Turner si
avvicinò agli otto poster di Perlmutter, in partico-
lare al sesto che era tratto dall’articolo apparso
una settimana prima dove l’SPC aveva pubblica-
to i risultati di 7 supernovae, ma accanto a destra
vi erano i dati di oltre 40 supernovae, non anco-
ra pubblicati, che definivano in modo chiaro la
questione.

Ma facciamo un passo indietro. Nel 1995, Perl-
mutter e Ariel Goobar pubblicarono un lavoro su
"The Astrophysical Journal" [34] in cui riteneva-
no che si potessero usare le supernovae per dimo-
strare che l’universo era tutta materia e costante
cosmologica Λ = 0 (presenteremo in seguito la
costante cosmologica).
I risultati delle 7 supernovae riportati in un

pannello quell’8 gennaio 1998 davano, secondo
la loro interpretazione, Λ = 0; la sola materia
bastava a spiegare tutta la composizione dell’uni-
verso. A destra di quel pannello, 40 supernovae,
invece, sempre dello stesso gruppo, davano un ri-
sultato in profondo contrasto con le 7 supernovae
precedenti e quindi in disaccordo totale con le
osservazioni fatte dallo stesso gruppo di ricerca!
The Astrophysical Journal accettò il lavoro con
le 7 supernovae nel febbraio 1997, pubblicando-
lo a luglio [35]. I risultati di queste supernovae
erano stati presi con strumenti a terra e per mi-

gliorare e confermare i risultati, le misurazioni
fotometriche furono eseguite con il telescopio
spaziale. Purtroppo i risultati furono in contra-
sto con quelli ottenuti a terra: i segnali erano
molto più deboli di ciò che ci si aspettasse, le
supernovae erano meno luminose, voleva dire
che erano più lontane di quanto ci si attendes-
se. Infatti nel grafico delle magnitudo (misura
standard della luminosità per i corpi celesti) in
funzione della distanza, ci si aspettava di vedere
una retta con inclinazione di 45◦, in sintonia con
la legge di Hubble. Invece le supernovae erano
distanti, nel grafico, dalla retta.

Peter Nugent studiò le prime due superno-
vae dell’HST (Hubble Space Telescope), con
una attenta analisi fotometrica. Si ipotizzava
Ω = 1,Λ = 0, cioè un universo piatto formato
da sola materia, anche perchè se l’universo fosse
stato riempito di materia e radiazione, allora ci si
sarebbe aspettati un rallentamento nella espan-
sione cosmica, rallentamento prodotto dalla gra-
vitazione universale. Con sorpresa, nel grafico
magnitudo-red-shift Nugent trovò che, posizio-
nando 2 supernovae secondo la loro distanza,
le loro magnitudo erano 1.6 volte più deboli di
quanto ci si aspettasse. Il tutto faceva pensare
cheΛ ̸= 0, anche se questa informazione era a dir
poco straordinaria! Il dubbio nasceva dal fatto
che i dati si riferivano solo a due casi. Il grup-
po di Nugent si scambiò una serie di mail in cui
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Nugent invitava a fare molto presto per la pubbli-
cazione. La cosa non fu fatta. In quella estate del
1997, il gruppo di Nugent eliminò 2 delle 7 super-
novae perchè una non era una supernova IA e
la seconda perchè presentava un forte anomalia.
Alla fine, nel settembre del 1997 le supernovae
rimaste indicavano un totale disaccordo col lavo-
ro pubblicato da loro stessi due mesi prima. Il
gruppo presentò il lavoro a Nature agli inizi di
ottobre [36], ma la prosa dell’articolo era infarci-
ta di frasi prudenti, perchè dovevano giustificare
la contraddittorietà dei risultati con quelli del
loro stesso lavoro precedente.

Anche il gruppo di High-z fece un lavoro sul-
le stesse supernovae [37], però col telescopio
spaziale, ed il 13 ottobre con Garnavich primo
autore, venne pubblicato on-line il lavoro, i cui
risultati convergevano col gruppo di Nugent.
Il gruppo di High-z era il gruppo concorren-

te, tra cui spiccava la figura di Adam Riess. La
collaborazione era in ritardo rispetto al gruppo
SCP, che non poteva esse battuto sulla quantità
dei dati ma solo sulla qualità. Nella sua tesi di
dottorato Riess si era interessato dei metodi per
eliminare il contributo della polvere contenuta
nella galassia che ospitava la supernova. Il suo
metodo, noto comeMLCSMulticolor light-curve
shape, consentiva di ripulire i dati. I dati era-
no relativi a 22 supernovae vicine osservate al
telescopio di Mount Hopkins, dati mai pubbli-
cati. C’era un problema però, e cioè quei dati
indicavano un universo con massa negativa, ma
se si introduceva nei programmi una costante
cosmologica, Λ ̸= 0, tutto tornava, la massa del-
l’universo diventava positiva. Riess inviò i dati
al direttore del gruppo, Brian Schmidt che ricon-
trollò tutto il calcolo scrivendo un progamma per
conto suo.
La storia potrebbe continuare, ma il capitolo

finale, quello che conta, è che l’universo sta ac-
celerando, contrariamente a quanto si è sempre
pensato. Stranamente, però, il premio Nobel per
la fisica è stato assegnato a Riess, al suo capo Sch-
midt e a Perlmutter. Gli attori decisivi di questa
avventura erano molti di più e molto più deter-
minanti. L’assegnazione del premio Nobel è un
mistero, più oscuro di quelli dell’universo...
Il lettore si sta chiedendo, ma perchè si sono

usate le supernovae IA, cosa c’entra la costan-
te Λ, ma soprattutto, la domanda delle doman-

de è: cosa genera questa forza repulsiva anti-
gravitazionale che accelera lo spazio-tempo nel
cosmo?
Cerchiamo di fare ordine e partiamo dalla

prima domanda.

Le supernovae IA e le distanze in
cosmologia

Perchè le supernovae IA?

Attraverso catene di reazioni nucleari, una stel-
la come il sole converte l’idrogeno in elementi
più pesanti incrementando l’energia cinetica dei
nuclei coinvolti. Come conseguenza si ha un in-
cremento della temperatura della stella e, quindi,
della pressione del gas che la compone. Questo
processo induce un equilibrio tra la pressione
gravitazionale della stella, che la farebbe collas-
sare, e la pressione generata dalla fusione dell’i-
drogeno, che la farebbe espandere. Man mano
che vengono prodotti carbonio ed ossigeno nelle
stelle, il processo di fusione si arresta perchè ser-
virebbe una temperatura molto più elevata per
fondere questi nuclei, quindi la pressione termi-
ca non compensa più l’attrazione gravitazionale
e si produce il collasso gravitazionale.
Se la massa della stella è maggiore del limi-

te di Chandrasekhar, che è di 1.38 masse solari,
il collasso procede aumentando la temperatura
fino a permettere di fondere i nuclei di carbo-
nio e ossigeno. Il processo continua attraverso
una serie di reazioni nucleari che formano nuclei
sempre più pesanti e che producono sempre più
energia. Il processo si ferma quando vengono
prodotti nuclei di 56Fe. La fusione di nuclei più
pesanti non produce più energia ma la necessita.
A questo punto l’equilibrio tra pressione termica
e gravitazionale si rompe, ed inizia il collasso,
che si interrompe quando il nocciolo della stella
raggiunge la densità della materia nucleare. A
questo punto si genera un rimbalzo della materia
che sta collassando. Lo scontro tra materia che
rimbalza e quella che collassa genera un’onda
d’urto e quindi l’esplosione da Supernova. Que-
sto è il meccanismo alla base delle Supernovae di
tipo IB, IC, o II, nelle cui righe spettrali si trovano
tracce anche di elementi leggeri come l’idrogeno
e l’elio perché contenuti nella stella progenitrice.
A grandi linee, ciò che rimane dopo l’esplosione
è un buco nero, se la massa della stella collassata

Ithaca: Viaggio nella Scienza XXII, 2023 • Un universo oscuro 27



è di circa una ventina di masse solari. Per mas-
se stellari inferiori si ha una stella di neutroni,
individuata come pulsar.
Se, invece, la massa della stella progenitrice è

inferiore all limite di Chandrasekhar, il collasso si
interrompe perché la pressione gravitazionale è
compensata da quella prodotta dal gas degenere
di elettroni liberi soggetti al principio di esclusio-
ne di Pauli. È un dato di fatto che due fermioni
non possono occupare lo stesso stato quantistico,
cioè non possono avere la stessa energia, spin,
e quantità di moto. Cosicchè gli elettroni, che
sono fermioni, devono occupare stati con livelli
di energia sempre più elevata e questo impedi-
sce di comprimere il gas di elettroni in un unico
stato di energia minima. Questo fenomeno pro-
duce nella stella una pressione verso l’esterno
che bilancia la pressione gravitazionale. La stella
rimane in uno stato di equilibrio, ed è una nana
bianca.

Se la nana bianca si trova in un sistema binario,
magari legata ad una gigante rossa, a causa della
estrema volatilità della zona esterna della gigante
rossa, la nana bianca attira gli strati esterni della
compagna gigante rossa. Questo processo fa au-
mentare considerevolmente la massa della nana
bianca fino a superare il limite di Chandrasekhar,
per cui salta l’equilibrio tra pressione gravitazio-
nale e pressione quantistica degli elettroni. In
pochissimo si ha il collasso della nana bianca, la
temperatura diventa elevatissima, tanto da fon-
dere carbonio ed ossigeno, generando elementi
molto più pesanti. Si produce così una gigante-
sca quantità di energia che induce la nana bianca
ad esplodere: la sua luminosità di picco è para-
gonabile a quella della galassia a cui appartiene
se non addirittura di più. È una supernova di
tipo IA, e produce questa luminosità per qualche
giorno espellendo gran parte della sua massa.

Le supernovae IA (SNIA), che sono quelle che
ci interessano, sono caratterizzate dal fatto che
i loro spettri di luce non hanno righe di idro-
geno e neppure di elio. Questo perché la stella
progenitrice è una nana bianca che non contiene
questi due elementi. Le SNIA raggiungono quasi
tutte lo stesso picco di luminosità nel senso che
la curva di luce (di quanto varia nel tempo la
luminosità) è identica per tutte queste SNIA. Il
motivo di tale uniformità è legato al fatto che la
stella progenitrice di questo tipo di supernovae

Figura 11: Nana bianca che accresce la sua massa
a scapito della stella compagna, di solito
una gigante rossa, i cui gas esterni sono
gravitazionalmente meno legati e quin-
di più facilmente catturabili dalla nana
bianca. (credit: NASA)

è sempre una nana bianca la cui composizione
elementale è ben definita, al contrario delle stel-
le progenitrici degli altri tipi di supernova, che
possono avere masse molto differenti, e quindi
composizioni elementali molto differenti.
Vi è un problema, e cioè l’esplosione di que-

ste SNIA è un evento molto raro ed improvviso.
Mediamente, in una galassia, ne esplodono 2 o
3 ogni millennio, e, inoltre, le SNIA sono una
piccola percentuale delle supernovae. Ma da-
to l’elevatissimo numero di galassie la frequen-
za con cui si vedono queste supernovae non è
trascurabile.
In cosmologia molta informazione proviene

dalla luce emessa da un corpo celeste e su que-
sta si fondano i nostri ragionamenti e le nostre
conclusioni.
La determinazione delle distanze dalla Terra

di un corpo celeste si basa su una ideamolto sem-
plice: quanto più è lontano il corpo celeste da
noi, tanto più fioca apparirà la luce emessa. La
luminosità apparente è la luminosità del corpo
se osservata dalla Terra, luminosità che diminui-
sce come la superficie su cui si diffonde, cioè con
l’inverso del quadrato della distanza, quindi mol-
to rapidamente, mentre la luminosità intrinseca
è la luminosità che il corpo avrebbe se osservato
da vicino. Dal confronto delle due luminosità
possiamo calcolare la distanza. Naturalmente
la difficoltà maggiore sta nel determinare la lu-
minosità intrinseca, e questo è affidato (come
vedremo) alle supernovae IA.

Detto in altri termini, se vogliamo determinare
il tasso di espansione dell’universo, dobbiamo
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Figura 12: (A) La luce del-
la SNIA parte e si diffonde.
(B) Man mano che la luce
viaggia lo spazio si espan-
de, cambia il fattore di sca-
la. (C) La luce della SNIA
raggiunge la Terra, il fatto-
re di scala è quello su cui
fare i conti. Dal confronto
con la luminosità apparen-
te e quella intrinseca riuscia-
mo a risalire al raggio della
sfera con centro nella SNIA,
passante per la Terra

puntare il nostro telescopio verso un faro illumi-
nato. Dallo spostamento Doppler della luce del
faro siamo in grado di determinare la velocità al-
la quale il faro si sta allontanando o avvicinando
a noi. Però non basta, per determinare il tasso di
espansione c’è bisogno di sapere quanto è lon-
tano il faro da noi (questo si ricava dalla brillan-
tezza intrinseca della luce del faro). Combinan-
do queste due informazioni, velocità e distanza
siamo in grado di risalire al tasso di espansione.
Le SNIA sono ottimi indicatori di distanza e

candele standard perchè hanno: 1) una piccola
dispersione in prossimità del picco di lumino-
sità e dopo il picco, 2) sono molto luminose, 3)
il meccanismo di esplosione è abbastanza noto,
4) le incertezze dovute al red-shift sono ben con-
trollate, 5) c’è un gran numero di test su SNIA
locali.

Le distanze in cosmologia

È necessario porsi una domanda che spesso si
trascura quando ci si occupa di questi argomenti.
Che distanza misurano gli astronomi? La distan-
za tra noi e la SNIA al momento della emissione
della luce, oppure la distanza tra la nostra po-
sizione oggi e la SNIA quando essa ha emesso
la luce, oppure è la distanza tra le due posizioni
attuali tra noi e la posizione della SNIA? Dicia-
mo subito che la risposta giusta è la terza (che in
certo qual modo è anche la seconda). Per capire
la questione per nulla accademica, facciamo un
esempio. Consideriamo due punti sulla superfi-
cie di un palloncino che si espande. I due punti

non si muovono, ma la loro distanza aumenta,
anche se relativamente al raggio della sfera tut-
to rimane identico. In modo del tutto analogo,
man mano che l’universo si espande, o più cor-
rettamente lo spazio tra i corpi celesti si espande,
mentre i corpi celesti rimangono fermi, è neces-
sario considerare il fattore di conversione giusto,
che i cosmologi chiamano col nome di fattore
di scala, il quale aumenta all’aumentare della
espansione dell’universo.
L’attenuazione della luce delle SNIA è legata

alla grandezza della sfera su cui si diffonde la lu-
ce. Vi è però un’ulteriore complicazione dovuta
al fatto che la dilatazione dello spazio, nell’espan-
sione, aumenta la lunghezza d’onda dei fotoni,
spostando verso il rosso la lunghezza d’onda λ

emessa dalla SNIA. In definitiva l’attenuazione
dell’intensità luminosa proveniente dalla SNIA
è dovuta non solo alla diminuzione della densità
dei fotoni che si sparpagliano su una superficie
sempre più grande ma anche all’aumento della
lunghezza d’onda dei fotoni emessi fatto che ne
diminuisce l’energia secondo la legge di Planck
E = hc/λ, con c velocità della luce e h costante
di Planck. È necessario considerare tutto questo
quando si quantificano questi concetti.

La distanza di luminosità e l’accelerazione
dell’universo

I fari erano le SNIA e furono impiegati i telescopi
più potenti esistenti, Keck Telescope alle Hawaii,
il Cerro Tololo Inter-American Telescope in Cile
e l’Hubble Space Telescope (HST). Gli astronomi
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lavoravano in due gruppi, il Supernova Cosmo-
logy Project (SPC) e l’High-z Supernovae Search
Team. Ciò che loro cercavano con le SNIA era
con quale tasso di rallentamento l’universo dimi-
nuiva la sua espansione cosmica, essendo tutti
convinti che l’universo stesse rallentando la sua
espansione. Contro ogni attesa le SNIA erano
molto meno brillanti di quanto ci si aspettava,
in altri termini lo spazio aveva scagliato nell’u-
niverso queste SNIA più velocemente di quanto
atteso. Il verdetto era uno solo: l’universo sta
accelerando!
Fondamentale è la determinazione della di-

stanza di luminosità dL
6, inoltre dallo spettro

della galassia ospite possiamo determinare il red-
shift z, per cui è facile costruire il grafico dL in
funzione di z.

Figura 13: Diagramma di Hubble di 42 SNIA da Su-
pernova Cosmology Project (in rosso) e
18 supernovae daCalan/Tololo (in giallo).
In ascissa il red-shift sulle ordinate il mo-
dulo di distanza. Se l’universo non stesse
accelerando i puntini rossi seguirebbero
la curva piu bassa, invece si posizionano
al di sopra di essa, su una curva che de-
scrive i dati sperimentali e che considera
l’universo composto per il 70% circa di
energia oscura e 30% di materia (oscura
e non) (figura tratta da [38]).

6La distanza di luminosità può essere espressa come
dL =

√
L/(4πF ) con F flusso ed L luminosità. Se

il corpo celeste è vicino, ad esempio nella nostra
galassia, dL e la distanza ordinaria nello spazio
euclideo sono praticamente la stessa cosa. Se il
corpo celeste è lontano da noi bisogna tenere conto
di altri fattori quali la dilatazione temporale, il
red-shift e la curvatura.

La distanza di luminosità è data da

dL(z) = c (1 + z)

∫ z

0

dz′

H(z′)
(6)

con c velocità della luce, z red-shift, H(z) para-
metro di Hubble. Definiamo la magnitudine
apparentem(z) come la luminosità di un corpo
celeste determinata dalla Terra, la magnitudine
assoluta M che è la luminosità apparente che
avrebbe il corpo celeste se si trovasse a 10 pc
dall’osservatore e la si assume costante per le
SNIA (dopo opportune correzioni). Ciò che gli
astronomi utilizzano in questi casi è il modulo
di distanza µ che è dato da

µ = m(z)−M = 5 log10

[
dL(z)

Mpc

]
+ 25 (7)

dove il termine 25 è determinato dalla scala di
riferimento convenzionale assunta perM . Spe-
rimentalmente, nel diagramma di Hubble si ri-
portano in ascissa il valore del red-shift z ed in
ordinata i valori sperimentali del modulo di di-
stanza. Come si vede in Figura 13, nel diagram-
ma di Hubble, i punti delle SNIA si posizionano
in punti più in alto di quelli attesi. L’interpreta-
zione è semplice: fissato z, cioè la distanza dalla
terra, le SNIA invece di avere una certa lumino-
sità attesa, risultano molto più flebili. Vuole dire
che sono più lontane, ecco perchè l’universo in
base a questi dati, sta accelerando!

Come e perchè fu introdotta la costante
cosmologica Λ

L’astronomo tedesco Hugo von Seeliger (1849-
1924) era professore di Astronomia a Monaco di
Baviera dove era anche direttore del locale os-
servatorio astronomico. Tra i suoi studenti di
dottorato c’era Karl Schwazschild. Seeliger era
un forte oppositore della Relatività e della co-
smologia che scaturiva dalla applicazione della
Relatività Generale. Secondo Seeliger lo spazio
nell’universo non poteva essere curvo nè la Re-
latività Generale poteva spiegare l’anomalia del
perielio di Mercurio.

Per evitare che in un universo infinito il contri-
buto della gravità newtoniana risultasse infini-
to, nel 1895 Seeliger modificò la legge di gravità
di Newton introducendo il precursore della co-
stante cosmologica. In questo modo, riusciva
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ad avere una distribuzione di materia nell’uni-
verso infinita, senza alcun problema connesso,
rendendo stabile l’universo stesso perché questo
termine di repulsione cosmologica riusciva a bi-
lanciare la gravità a grandi distanze. In fondo
fece ciò che avrebbe fatto Einstein 22 anni dopo.
Negli stessi anni il matematico Carl Gottfried

Neumann (1832-1925) arrivò agli stessi risul-
tati di Seeliger [39]. In questo modo il cosmo
descritto dalla meccanica newtoniana era salvo.
Il 15 febbraio 1917 Einstein pubblicò un arti-

colo sulla famosa rivista prussiana delle Scienze
della Reale Accademia, dal titolo "Considerazio-
ni cosmologiche sulla teoria della relatività" [40],
dove introdusse quella che lui chiamò "fantasti-
cheria” che oggi chiamiamo costante cosmologi-
ca. In verità Einstein chiamò questa costante col
nome “termine cosmologico” e solo dopo pre-
se il nome di costante cosmologica, termine con
quale oggi la conosciamo.

Il valore della costante cosmologica è tra i
più intriganti, ma allo stesso tempo sconcertan-
ti, problemi aperti connessi con la energia oscu-
ra perchè la stima della costante cosmologica,
straordinariamente enorme, è calcolata con me-
todi e strumenti della fisica teorica estremamente
consolidati.
Ma perchè Einstein introdusse la costante co-

smologica nelle sue equazioni? Quando nel 1915
Einstein formulò le sue equazioni cosmologiche
(identiche a quelle che lui stesso aveva trovato
e rifiutato nel 1912), voleva ottenere una solu-
zione, e per farlo, due anni dopo, fece l’ipotesi
più semplice, cioè che la materia e l’energia fos-
sero distribuite uniformemente nello spazio in
qualunque direzione (queste ipotesi sono utiliz-
zate ancora oggi e prendono il nome di principio
cosmologico).
Einstein era convinto che l’universo dovesse

essere lo stesso ovunque, inoltre l’universo con
queste caratteristiche rendeva le equazioni più
semplici, ma predicevano un universomolto stra-
no e cioè che tutte le porzioni di materia ed ener-
gia avrebbero cominciato amuoversi l’una rispet-
to all’altra e niente sarebbe rimasto fermo. È bene
tenere presente che nel 1916 si aveva una mappa
precisa della via Lattea, ma una idea molto vaga
di ciò che c’era oltre: ad Einstein il cielo appariva
statico.

Nel 1917 fu costretto a ricorrere ad un artificio

matematico e cioè ad introdurre nelle equazioni
della Relatività Generale una nuova grandezza
che lui stesso chiamò con la lettera greca Λ per
controbilanciare il collasso dell’universo che ve-
niva fuori dalle sue stesse equazioni e quindi
stabilizzare il tutto, dato che l’azione di questa
costante era di spingere in modo contrario alla
gravità ed evitare il collasso stesso. Ad Einstein
questa costante non piaceva perchè voleva dire,
da un punto puramente estetico, rinunciare alla
semplicità. Einstein nel 1917 disse ad Ehrenfest
che "l’introduzione di Λmi espone al pericolo di
essere rinchiuso in un manicomio" [41]. Λ è una
costante, da inserire nelle equazioni gravitazio-
nali, ma è un parametro libero nella Relatività Ge-
nerale che non ne predice il valore. Einstein non
sapeva cosa fosse esattamente questa costante (in
verità probabilmente non lo sappiamo neanche
noi oggi), non l’aveva connessa con lamateria, fu
aggiunta alla geometria, ma non è abbinata alla
curvatura dello spazio-tempo e non dipende da
essa, però faceva bene ciò per cui era stata intro-
dotta nelle equazioni della Relatività Generale:
controbilanciava la gravità e rendeva l’univer-
so stabile e non in espansione, per cui le due
azioni uguali ed opposte rendevano l’universo
in equilibrio statico.

Willem de Sitter (1872-1934), astronomo olan-
dese della università di Leida, lesse il modello
di universo con Λ ma capì che esisteva anche un
universo, con piccolissima quantità di materia o
senzamateria, da non avere alcun effetto, nè utile
a controbilanciare l’azione espansiva di Λ. Que-
sto universo essenzialmente non aveva materia
ma solo costante cosmologica. In altri termini de
Sitter ipotizzava un universo con spazio-tempo
curvo solo con costante cosmologica. L’universo
di Einstein e quello di de Sitter erano entrambi
statici, ma quello di de Sitter era strano perchè
(come notò Hermann Weyl (1885-1955) [42]) se
si fossero disseminate in questo universo corpi
celesti, allora essi si sarebbero messi in movimen-
to nonostante la geometria di questo universo
fosse statica e non variabile nel tempo. Qualche
settimana dopo che de Sitter ebbe l’articolo di
Einstein (universo con costante cosmologica),
trovò la soluzione che prende il suo nome e la
inviò ad Einstein che non ne rimase entusiasta
(si veda Ref. [43]). Einstein non concepiva che
l’universo non potesse avere corpi celesti al suo
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interno.
Alexander Friedman (1888-1925), fisico russo,

negli anni 1922-1924 dimostrò che a prescindere
da Λ, le equazioni di Einstein potevano contene-
re un universo in espansione, o in contrazione o
statico [44, 45]. Tre anni dopo, il matematico e fi-
sico belga, padre Georges Lemaître (1894-1966),
fu il primo a intuire che l’espansione dell’univer-
so era correlata con lo spostamento verso il rosso
della luce ricevuta dai corpi celesti (proponendo
quella che oggi è nota come la legge di Hubble)
e conservando nelle sue equazioni la costante
cosmologica [46]. Lemaître era profondamen-
te convinto della espansione dell’universo sen-
za limiti e fu il primo a proporre che l’universo
avrebbe potuto avere un Big Bang che lui chiamò
”ipotesi dell’atomo primigenio”.

Dopo che Humanson e Hubble provarono l’e-
spansione cosmica (1929) [47] 7 pescando dal
punto di vista teorico nel modello di de Sitter e
Friedman. I lavori di de Sitter e Friedman furo-
no del tutto dimenticati e non considerati anche
dallo stesso Einstein, che riteneva, ad esempio,
che Friedman non avesse ragione e che gli studi
di Lemaître fossero "abominevoli".
Einstein abbandonò Λ, dicendo la famosa fra-

se secondo cui fu il suo più grande errore averla
considerata. D’altra parte Arthur Eddington nel
1930 dimostrò che il modello di Einstein con co-
stante cosmologica e statico, non era "affidabile"
nel senso che sarebbe bastata una piccolissima
variazione nella densità di materia che l’universo
sarebbe espanso o contratto per sempre.
Riassumiamo per chiarezza:
a) Einstein: modello di universo statico con ma-
teria e costante cosmologica;
b) de Sitter: il suo universo non aveva materia
ma solo costante cosmologica, e si espandeva;
c) Friedman e Lemaître: il loro universo non
aveva costante cosmologica, aveva materia ma
poteva espandersi tranquillamente.

La costante cosmologica Λ non fu messa in
cantina, nel 1948, Bondi e Gold da un lato e Hoy-
le dall’altro [49], nel tentativo di introdurre un
7In realtà il primo ad accorgersi dello spostamento verso
il rosso delle nebulose fu l’astronomo Vesto Slipher, nel
1912 [48], alla Lowell Observatory misurò lo shift della
lunghezza d’onda di M31, che è una delle poche che
mostra blu-shift. Fino al 1925 misurò le linee spettrali di
quasi 40 galassie che per la maggior parte avevano lo
spettro spostato verso il rosso.

modello di universo che non avesse come inizio
una singolarità con densità infinita, ma che fos-
se però in espansione, reintrodussero Λ anche
loro come Einstein, non sapendo cosa volesse
significare questa costante. In seguito, dopo che
si trovò la radiazione cosmica di fondo, Λ fu di
nuovo accantonata in quanto era necessario un
Big Bang.
La costante Λ rispuntò nel 1967 quando tre

cosmologi della Cornell University pubblica-
rono un articolo su The Astronomical Journal
dal titolo " Oggetti quasi stellari in un universo
con una costante cosmologica non nulla" [50], per
spiegare i quasar. In seguito, capito meglio il
comportamento dei quasar, Λ fu rimessa a riposo.
Nel 1975 la costante cosmologica riprese ad

esistere anche grazie a J.E. Gunn e B.M. Tinsley
[51] che intrecciando i dati del diagramma di
Hubble, età delle galassie e densità dell’universo
trovarono che esiste una costante cosmologica
diversa da zero. Nel loro articolo, gli autori pre-
sentarono anche i possibili errori legati a queste
analisi.

Dopo che alla fine degli anni ’80 fu introdotta
l’inflazione, il cosmologo Turner diceva spesso
che "la costante cosmologica è l’ultimo rifugio
dei cosmologi fuorilegge, a partire da Einstein"
(si veda [52]). Negli anni successivi lo stesso
Peebles aveva una idea di Λmolto seria anche se
Turner ne era profondamente contrario. Dopo
quasi 90 anni dopo la formulazione della teoria
della Relatività Generale il termine Λ ritornava
alla luce.
È bene ribadire che Λ non è nè geometria nè

materia, ma Einstein sistema la costante cosmolo-
gica vicino alla geometria e non alla materia, que-
sto storicamente e fisicamente rimane comunque
un mistero.
La costante cosmologica Λ ha avuto diverse

interpretazioni fisiche, e nelle sezioni seguenti
ne presenteremo due. La costante cosmologica
è interpretabile come un fluido, ma è anche in-
terpretabile come energia del vuoto secondo la
teoria quantistica dei campi.

Λ come un fluido perfetto

Unfluido perfetto è un fluido senza viscosità, con
densità costante e senza attriti interni nel senso
che non ci sono interazioni tra le componenti del
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fluido. Esso è caratterizzato da due quantità: la
densità di energia ρ e la densità di pressione p.
Questo modo di idealizzare il contenuto ener-
getico dell’universo porta a forti semplificazioni,
infatti le componenti di questo fluido sono le stel-
le, le galassie o anche gli ammassi di galassie e
questo modo di descrivere rende le equazioni
abbordabili, in altri termini si imitano i fluidi
perfetti per avere una descrizione matematica
semplificata. L’equazione di stato del fluido ri-
duce le variabili da due (ρ e p) ad una sola delle
due e la relazione che lega il tutto è la seguente

p = w ρ . (8)

Il valore di w è abbastanza arbitrario, regola il
rapporto tra pressione e densità di energia, ma
w non è una costante universale, infatti differenti
osservatori in moto relativo ottengono differenti
valori di w.

Una interessante proprietà di Λ è che è in gra-
do di generare nelle equazioni di Einstein una
pressione negativa, come vedremo tra poco. Una
pressione positiva vuole dire che le particelle
spingono, ad esempio, sulle pareti di un conte-
nitore, invece pressione negativa vuole dire che
c’è una tensione del fluido, tensione che ne ri-
duce la capacità attrattiva, facendola diventare
repulsiva. Se consideriamo un elastico teso, tutte
le sue molecole tendono a tirare verso l’interno
esercitando una pressione negativa o tensione.
In Relativitá Generale la pressione positiva ge-
nera una gravità attrattiva, mentre la pressione
negativa genera sempre una gravitá ma repulsi-
va. La costante cosmologica fornisce allo spazio
una energia uniforme il cui valore è proprio dato
dal valore di Λ, ma fornisce allo spazio anche
una pressione uniforme negativa che genera una
forza gravitazionalmente repulsiva.
Chiaramente, dato che l’eq. (8) dipende dal-

l’osservatore, alloraw dipende non solo da quale
fluido stiamo considerando, ma anche dalla cine-
matica dell’osservatore. Ma allora nasce sponta-
nea la domanda se esiste un particolare valore di
w che sia lo stesso per qualunque osservatore, in-
dipendentemente dal suo stato di moto. Questo
valore esiste e fa sì che ogni osservatore formuli
la stessa equazione di stato, ed esso è w = −1.
Questo valore caratterizza un unico fluido, parti-
colare, che può associarsi alla densità di energia

della costante cosmologica ed esso è lo stesso per
qualunque osservatore.

È bene ribadire questa caratteristica fondamen-
tale, questo particolare fluido con w = −1, è
identico per qualunque osservatore, indipenden-
temente dal suo stato di moto. Pertanto Λ può
essere interpretata come un fluido perfetto co-
smico. Tutto ciò che caratterizza questo fluido ci
fa venire in mente l’etere, con proprietà assolute
e con le stesse caratteristiche simili al fluido ap-
pena esaminato. Einstein elimina l’etere con la
relatività ristretta ed introduce Λ con proprietà
simili. Davvero strano, intrigante e sorprendente
tutto ciò.
Però per completezza bisogna dire che l’acce-

lerazione dell’universo viene spiegata per qua-
lunque valore di w < −1/3, quindi esiste da un
punto di vista teorico un infinito ventaglio di
possibilità che possono spiegare l’accelerazione
dell’universo, a seconda di quanto vale w. Ad-
dirittura esistono anche teorie che considerano
una unificazione nella materia oscura ed energia
oscura, ritenendo che ci sia una sorta di fluido
cosmico che li contempla entrambi. Dato che
non ci facciamo mancare nulla, i teorici hanno
contemplato anche il caso in cui ci sia una “ener-
gia fantasma” con w < −1, caso questo che fa
sì che si possano aprire dei veri e propri squarci
(Big Rip), che provocherebbero la distruzione di
qualunque corpo celeste, dove alla fine di questo
processo ogni atomo sarebbe solo con se stesso
nell’universo. Insomma la fantasia non manca
oltre a scenari molto teorici, forse fin troppo.

Λ e l’energia del vuoto quantistico dei
campi

Mentre per i relativisti Λ è quel termine aggiun-
to nelle equazioni di Einstein, per i fisici delle
particelle e per i "campisti" Λ ha un significato
diverso. Nella teoria quantistica dei campi non
esistono particelle ma solo campi, le cui fluttua-
zioni si identificano con le particelle. È come se
ogni particella avesse le sue onde, con la carica,
lo spin, la massa ecc..

Andando indietro nel tempo, al 1918, ci si chie-
se se eliminando la massa dell’universo, la gra-
vità sarebbe scomparsa, e de Sitter rispose, affer-
mando che ci sarebbe stata la gravità anche se
tutte le masse fossero state escluse. In altri termi-
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ni il vuoto cosmico genera la gravità e questa fu
la conclusione a cui giunsero sia Einstein che de
Sitter. È una gravità particolare nel senso che è
uniforme nello spazio e nel tempo e quindi non
è misurabile studiando ad esempio il moto di un
corpo celeste.

Il vuoto quantistico è un particolare stato della
materia che riesce ad imitare la costante cosmo-
logica. Il problema, sottile, è proprio questo: il
vuoto quantistico caratterizza ed imita Λ o è pro-
prio Λ? Non riusciamo a distinguere Λ da un
campo quantistico nel suo stato fondamentale.

Ora, le equazioni originarie di Einstein so-
no queste (senza specificarne il significato dei
simboli)

Rµν −
1

2
Rgµν =

8πG

c4
Tµν (9)

che riscriviamo in modo simbolico come G =

T dove G (cioè tutto il membro di sinistra) è
essenzialmente la geometria e T (cioè tutto il
membro di destra) è la sorgente materia/energia.

Riscriviamo queste equazioni mettendoci la
costante cosmologica Λ, abbiamo due casi, con
diverse interpretazioni fisiche.
Caso 1

K = T + Λ (10)
in questo caso la sorgente materia/radiazione è
sempre T ma avendo messo a destra della equa-
zione la costante cosmologica abbiamo una ul-
teriore sorgente che è il vuoto quantistico dei
campi.
Caso 2
Se invece scriviamo, come ha fatto Einstein

K + Λ = T (11)

allora abbiamo che come sorgente vi è solo la
materia/radiazione mentre questa posizione di
Λ ci sta dicendo che vi è associato anche un’altro
contributo alla metrica dato appunto daΛ quindi
la costante cosmologica viene associata alle pro-
prietà geometriche e non quelle delle sorgenti.
I cosmologi hanno sposato questa seconda in-
terpretazione anche se entrambe sono equi-
valenti (ma sono davvero equivalenti le due
descrizioni?).

Cosa è il vuoto nella fisica moderna?

Dato un sistema fisico, tra tutti gli stati possibili,
ve ne è uno caratterizzato da avere il minimo
dell’energia, esso è detto stato di vuoto o stato
fondamentale.
Si può dimostrare che la distribuzione dell’e-

nergia e dell’impulso del vuoto dei campi ha la
stessa forma funzionale di Λ, cioè non siamo
in grado di distinguere la Λ posta nelle equa-
zioni di Einstein da un campo fisico nello stato
fondamentale.

Immaginiamo di considerare una porzione di
vuoto nel cosmo, e di eliminare ogni particella.
Da un punto di vista classico questa porzione
di spazio è stata svuotata completamente, da un
punto di vista quantistico no. Il principio di in-
determinazione di Heisenberg della meccanica
quantistica ci dice che comunque vi è dell’ener-
gia, che non è zero ed è detta “energia di punto
zero”, proposta per la prima volta nel 1913 da
Albert Einstein e Otto Stern [53]. L’energia di
punto zero non può essere estratta, non può esse-
re usata, non può essere eliminata, ed è infinita.
L’energia del vuoto non dà contributo alla for-
mazione delle strutture, anche se, essendo una
energia, produce effetti gravitazionali. Il motivo
di ciò è legato al fatto che questa energia del vuo-
to è equamente distribuita nel cosmo per cui non
partecipa alla aggregazione di materia, per cui la
sua presenza si manifesta a livello cosmologico
e non a livello locale.
La meccanica quantistica prevede, nel vuoto,

una costante creazione e distruzione di particelle
virtuali, per cui risulta, almeno in linea teorica,
che si può calcolare l’energia generata dalle flut-
tuazioni delle particelle virtuali nel vuoto. Da
un punto di vista sperimentale questi concetti
apparentemente astrusi sono stati messi alla pro-
va nel 1948 dal fisico olandese Hendrik Casimir
[54], che usando la meccanica quantistica, calco-
lò che il campo elettromagnetico poteva produr-
re, a causa delle fluttuazioni quantistiche, prove
di tutto ciò. Considerò due lamine di metallo
parallele, non cariche elettricamente, e distanti
pochissimi micron tra le quali era stata tolta ogni
forma di materia e a temperatura prossima allo
zero assoluto. All’esterno delle piastre ci sareb-
bero state onde elettromagnetiche con tutte le
frequenze, mentre tra le due piastre solo quelle
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onde la cui lunghezza d’onda sarebbe stata un
sottomultiplo intero della lunghezza tra le due
lamine, in altri termini all’interno delle lamine
vi dovevano essere meno oscillazioni ed esatta-
mente solo quelle che si annullano ai bordi, sulle
lamine. Questo in pratica selezionava natural-

Figura 14: Effetto Casimir. Tra le lamine le lunghez-
ze d’onda ammesse dei fotoni virtuali so-
no un sottomultiplo intero della distanza
tra le lamine. La maggiore presenza di
onde fuori dalle lamine favorisce la pres-
sione esterna generando una forza di at-
trazione delle lamine. Il vuoto non è vuo-
to. (Dalla Ref. [55]).

mente il numero di lunghezze d’onda permesse
all’interno. Pertanto la differenza di energia tra
l’esterno e l’interno avrebbe generato una spinta
che avrebbe fatto avvicinare le lastre stesse: le
lamine si sarebbero attirate a causa della ridu-
zione delle oscillazioni all’interno delle lamine
rispetto a quelle esterne. Era la dimostrazione
che il vuoto è pieno di particelle virtuali.

Nel 1958 Marcus Sparnaay misurò ad Eindho-
ven questa forza di Casimir di attrazione [56] e
nel 1997 si ebbe l’ulteriore conferma sperimenta-
le grazie a Steven Lamoreaux dell’università di
Washington [57] 8. In seguito l’esperimento fat-
to da altri ha avuto ulteriori conferme. Nel 1947
Willis Lamb scoprì emisurò un sottile spostamen-
to nel livello di energia dell’atomo di idrogeno,
noto come, come Lamb Shift [58]. La velocità
dell’elettrone nell’atomo di idrogeno è circa l’1%
della velocità della luce. Lo spettro dell’atomo di
idrogeno si manifesta quando l’elettrone passa
da uno stato quantico all’altro, solo che a cau-
sa della interazione tra l’elettrone ed il vuoto si
8Questo esperimento di Lamoreaux era tra una lente sfe-
rica e una lamina di quarzo. Farla con due lamine pa-
rallele era un esperimento difficile perchè mantenere
le lamine parallele non è affatto semplice, ma questo è
stato fatto da un gruppo di Padova con Gianni Carugno
e Roberto Onofrio e collaboratori.

aveva uno spostamento per il livello 2S1/2 che
fu verificato sperimentalmente. Il vuoto non era
vuoto!

Un campo quantistico si può considerare co-
me una specie di sovrapposizione di onde, picco-
le, localizzate, con una lunghezza d’onda λ. Le
particelle sono onde molto localizzate e con una
energia di punto zero che va come l’inverso della
lunghezza d’onda 1/λ . Man mano che conside-
riamo valori sempre più piccoli di λ, vuol dire
che stiamo considerando valori sempre più gran-
di di energia, ecco perchè l’energia del vuoto è
infinita.
Un altro modo di guardare allo stesso proble-

ma è che la meccanica quantistica prevede una
costante creazione e distruzione di particelle vir-
tuali che altro non sono, in un linguaggio della
teoria quantistica dei campi, che microscopiche
oscillazioni. L’energia del vuoto è la risultante di
tutte queste oscillazioni.

Il fatto che sia infinita l’energia non è unproble-
ma perchè in fisica si misurano solo le differenze
di energia, per cui anche se lo stato di vuoto ha
energia infinita, ciò non è osservabile. Un modo
per stimare l’energia del vuoto è quello di trascu-
rare le oscillazioni con lunghezze d’onda più pic-
cole della lunghezza di Planck 9 λPl = 10−33cm
per cui le onde con lunghezza d’onda minore di
λPl vengono trascurate e dato che l’energia del
vuoto va come l’inverso della lunghezza d’onda
Evac ∼ 1/λ si ha che la densità di energia della
costante cosmologica è circa 10120 volte più gran-
de del valore osservato, questo assicura che la
densità di energia del vuoto non sia infinita, ma
il valore di Λ è comunque enorme e se fosse cor-
retto avrebbe il potere di distruggere ogni forma
di aggregazione di materia nell’universo.

Tutto ciò ci dice che una particolare proprietà
del vuoto quantistico ci consente di interpreta-
re la costante cosmologica. Le fluttuazioni dei
campi quantistici sono generatori della costante
cosmologica, cioè il contributo in energia da par-
te dei campi quantistici diffusa nel cosmo, porta
alla idea di Λ.

9La lunghezza di Planck è pari a circa 1.616252×10−35 me-
tri. Essa si può ottenere a partire da 3 costantiG, c, ℏ ed
è la più piccola lunghezza sotto la quale perde di signifi-
cato il concetto stesso di lunghezza, infatti si ritiene che
al di sotto di questa lunghezza lo stesso spazio-tempo
non segua più le leggi della fisica a noi note.
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Fare affidamento sulla teoria quantistica dei
campi su scale estremamente piccole, come la
scala di Planck, non è mai una cosa buona anche
perchè a queste scale la gravità non può essere
trascurata. Tutto naturalmente vira nel conside-
rare una futura teoria della gravità e della mecca-
nica quantistica, la cui unificazione risolverebbe
anche questo problema.
In ogni caso, bisogna fare attenzione quando

si parla di gravità a questi livelli perchè in gene-
rale la si trascura sempre in laboratorio, data la
sua debolezza. Però, se la si considera, le cose si
fanno più complesse perchè secondo la teoria di
Einstein anche l’energia genera un campo gravi-
tazionale, pertanto il valore infinito della energia
del vuoto crea seri problemi se si introduce la
gravità.
Il fatto di associare l’energia del vuoto a Λ,

porta a problemi ancora più gravi di quelli che
si vuole risolvere: perchè il valore empirico di
Λ, quello che proviene dalle osservazioni cosmo-
logiche ed è inserito nella teoria della Relatività
Generale, è estremamente piccolo e l’energia del
vuoto, calcolata, è estremamente grande! La di-
scrasia è intollerabile, c’è qualcosa di profondo
che non abbiamo capito.
La cosa sorprendente è che la stima in ener-

gia contenuta nella agitazione quantistica è lon-
tanissima dalla quantità di energia oscura che
viene misurata nel nostro universo. Come detto
in precedenza, usando una versione semplificata,
che utilizza solo particelle del Modello Standard
si trova che ci dovrebbe essere 10120 volte più
energia oscura di quanto ne misuriamo. È ne-
cessario dire che questa discrepanza era già nota
prima della introduzione della energia oscura e
andava sotto il nome di “problema della costante
cosmologica”.
Un modo per uscirne è quello che i fisici teo-

rici chiamano “effetto compensativo”, nel senso
che il calcolo di Λ dà un numero enorme che
potrebbe essere annullato da contributi opposti,
riducendo così la nostra costante cosmologica
quasi a zero. I fisici teorici hanno pensato che
la supersimmetria potrebbe dare un contributo
in questo senso, dato che il contributo alla ener-
gia di punto zero di un campo dovrebbe essere
annullato dal campo del parter supersimmetri-
co, ma questo sarebbe stato vero se le coppie di
particelle avessero la stessa massa, cosa che non

è 10.

Il destino dell’universo, il problema
della coincidenza e il principio
antropico

Tra i vari problemi che pone la costante cosmo-
logica ve ne è uno molto importante legato alla
evoluzione dell’universo. Attualmente la com-
posizione dell’universo è per il 70% di costante
cosmologica e il restante 30% di materia (oscura
e barionica) Ora, andando indietro nel tempo,
essendo Λ costante, ovviamente aveva sempre
lo stesso valore nel passato, mentre la densità
di energia e materia erano certamente maggiori
e sempre più grandi man mano che ci si sposta
indietro nel tempo, diminuendo anche il volu-
me a disposizione. Ora però dai dati di SNIA
e non solo quelli, sappiamo che l’accelerazione
dell’universo è un fatto abbastanza recente (circa
5 miliardi di anni fa, secondo le ultime stime) e
da quel momento cominciava a diventare preva-
lente il contributo delle densità di Λ su quella di
materia.

In altri termini, all’inizio e per diverso tempo la
materia prevaleva e rallentava l’espansione del-
l’universo, vinceva sulla energia oscura poi man
mano che passava il tempo il suo effetto si esaurì
a causa della espansione dell’universo e l’azio-
ne della costante cosmologica, che ha aspettato
miliardi di anni, si prende la rivincita iniziando
una lenta, inesorabile, costante azione acceleratri-
ce, diventando la sua azione predominante sulla
materia.
Vi è stato un tempo in cui densità di materia

e densità di Λ sono stati uguali. Rispetto alla vi-
ta dell’universo questo tempo è un epsilon, un
infinitesimo, un battito di ciglia. Ebbene, questo
momento particolarissimo è proprio ora! Stranis-
sima storia, davvero sorprendente, incredibile
coincidenza temporale!

Per spiegare questa coincidenza temporale, nel
1987 Steven Weinberg (1933-2021) (Nobel per la
fisica) fu portato a rifare una proposta degli anni
’70 del secolo scorso, dovuta a B. Carter, M.J. Rees,
B. Carr, J. Barrow e F. Tipler, nota come principio
10Il motivo tecnico è semplice: la supersimmetria tiene

conto dei bosoni e dei fermioni, ma i bosoni vengono
descritti da variabili che commutano mentre i fermio-
ni che anticommutano, da qui il segno opposto nelle
oscillazioni quantistiche.
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antropico [59, 60, 61, 62]. In fondo, questo prin-
cipio, dal nome altisonante, dice semplicemente
che un altro numero di parametri diversi non
avrebbe consentito la nostra esistenza, di umani.
Weinberg sostiene che per avere un universo in
cui ci siamo noi, è necessario che ci sia la coinci-
denza tra Λ e materia. Quando Λ prevarrà in mo-
do irreversibile, tutto sarà distrutto, qualunque
forma di aggregazione di materia nell’universo.
Questa spiegazione, anche condita da matema-
tica raffinata, non è affatto soddisfacente, anche
se molto di moda, lascia l’amaro in bocca e non
sembra neppure molto scientifica.

Alcuni Problemi su Λ

Vale la pena a questo punto far una piccola so-
sta per riprenderci ed elencare per chiarezza e
sintesi i problemi connessi con la costante cosmo-
logica.
1) Il primo problema è perchè non abbiamo ef-
fetti osservabili a causa della gigantesca densità
di energia connessa con le fluttuazioni quantisti-
che.
2) Il secondo problema consiste nel chiedersi co-
me si elimina il contributo in energia a causa
delle piccole lunghezze d’onda delle fluttuazioni
dei campi quantistici.
3) Terzo problema, come si spiega questa strana
coincidenza tra densità di energia oscura e den-
sità di materia, oggi?
4) Quarto problema, forse il più grave di tutti.
Trovare che la Λ debba essere 10120 volte quella
attesa è la peggiore previsione che i fisici teorici
abbiano mai potuto fare in tutta la storia della
fisica. E questa cosa passa spesso con sempli-
cità ed ineluttabilità, invece potrebbe essere la
spia che c’è qualcosa di veramente profondo che
non abbiamo capito e che ci sta trascinando in
un abisso di incomprensione della realtà.

Quintessenza

Ci sono modelli, detti di “quintessenza”, in cui
la densità di energia varia nel tempo. Al modello
standard della cosmologia si introduce un nuo-
vo campo ϕ, solo che contrariamente a Λ, esso
può variare nello spazio e nel tempo, e questo
fa sì che l’energia cinetica sia grande. Se ϕ non
varia, la massa associata è nulla, e quindi la sua
energia è nulla; in pratica se ϕ rimane ovunque

costante nello spazio e nel tempo, può essere con-
siderato Λ. In questo modello il problema della
coincidenza è superato perchè essendo l’energia
di ϕ variabile nel tempo, si possono generare dei
meccanismi in grado di fornire in modo corretto
quel valore che oggi vediamo.

Ora dato che i fotoni, neutrini, barioni e la ma-
teria oscura sono essenzialmente le particelle che
formano l’universo, P. Steinhardt e R. Caldwell
nel 1998 [63] hanno denominato questo campo ϕ,
“quintessenza”, in analogia al quinto elemento di
Aristotele per spiegare e capire il movimento di
un corpo.
Senza complicarci la vita, diciamo subito che

il campo di quintessenza è la fotocopia dell’infla-
tone nell’universo inflazionario. La pressione di
questo campo ϕ è dovuta a due contributi: ener-
gia cinetica (che contribuisce positivamente) ed
energia potenziale (che contribuisce negativa-
mente). È chiaro che se l’energia potenziale è di
gran lunga superiore a quella cinetica la pressio-
ne risultante è negativa, che è ciò di cui abbiamo
bisogno come abbiamo visto prima. Per essere
in questo caso è necessario che la massa di ϕ deb-
ba essere 1033 volte più piccola della massa del
neutrino.
La pressione negativa di ϕ non è costante nel

tempo. Dalla SNIA si trova che ϕ dovrebbe avere
una pressionemolto vicina a quella diΛ ed essere
quasi costante (comeΛ), inoltre non genererebbe
semi di strutture a grandi o piccole scale proprio
perchè ϕ avrebbe pressione negativa.

Ora però, essendo la massa di ϕ quasi zero,
questo campo potrebbe essere un mediatore di
una forza a lunghissimo range (dato che il raggio
di azione di una forza è inversamente propor-
zionale alla massa della particella mediatrice).
Questa analisi fu fatta da Robert Dicke e da Carl
Brans nel 1961[64], infatti ϕ fu chiamato "campo
di Brans-Dicke". L’idea fu accantonata perchè
non vi erano evidenze sperimentali. Nel 1987 C.
Wetterich [65], chiamò ϕ "comon" e cercava di
capire quanto valesse Λ.
Gli studi su ϕ sono andati avanti e le cose da

un punto di vista teorico si sono complicate. Un
ricercatore canadese Gregory Horndesky propo-
se nel 1974 [66] una lagrangiana, nota oggi come
"lagrangiana di Horndesky". Egli non era un
fisico ma un matematico, per cui non era inte-
ressato alla cosmologia ma a studiare una teoria
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di campo scalare, la più generale possibile, nel
secondo ordine nelle derivate. Il successo di que-
sto approccio è che contempla la “quintessenza”,
la teoria di Brans-Dicke e un’ampia gamma di
campi scalari.
Come ben scritto nel libro di L. Amendola

“L’altra faccia dell’universo” (vedi la bibliografia)
il lavoro del 1974 ebbe una sola citazione nel 1976
ed un’altra nel 1978. Poi più nulla fino al 2011
dopo di che fu largamente citato. Il motivo era
personale e non fisico, infatti intorno agli anni
’80 del secolo scorso, Horndesky visitò una mo-
stra di Van Gogh, ne rimase colpito a tal punto
che lasciò gli studi e l’università dove lavorava in
Canada, e si mise lui stesso a dipingere, a Santa
Fe, nel Nuovo Messico. Nel 2011, fisici teorici
cercarono di trovare il più generale campo scala-
re al secondo ordine e si accorsero che nel 1974
Horndesky aveva già trovato la risposta a questa
domanda.
In ogni caso, il campo di “quintessenza” non

è mai stato trovato e rimane tutt’oggi una vaga
possibilità teorica.

Considerazioni generali

L’energia oscura è una forma strana di energia
che ha solo un effetto osservabile: accelerare
l’espansione dello spazio cosmico.

C’è da dire cheΛ è la spiegazione più immedia-
ta, e, se vogliamo, la più semplice dell’esistenza
della energia oscura.

L’energia oscura non agisce come lamassa o co-
me l’energia che conosciamo, perchè queste spin-
gono le componenti dell’universo ad attirarsi,
mentre l’energia oscura ha un effetto repulsivo,
di anti-gravità.
Ciò che lascia sconcertati non è solo l’origine

ignota della energia oscura, ma anche la quantità
di energia oscura nel cosmo, dato che la den-
sità di energia oscura è circa 2/3 della densità
di materia oscura, quasi uguali, e questo di per
sè disorienta perchè materia oscura ed energia
oscura sembrano completamente non correlate
tra loro: una strana coincidenza.
La domanda delle domande è se abbiamo ca-

pito davvero gli effetti della gravità dell’energia
del vuoto, perchè tutto alla fine si riduce a questo
livello di comprensione della realtà della energia
oscura.

Inoltre, non abbiamo capito neppure per-
ché l’energia del vuoto ha quei valori che le
osservazioni ci dicono.

C’è anche un’altra osservazione che spesso vie-
ne trascurata, e riguarda le due interpretazioni
della costante cosmologica e cioè una connessa
al fluido e l’altra come energia del vuoto: queste
due interpretazioni non si danno fastidio, non
cadono in contraddizione e coesistono una in-
dipendentemente dall’altra. Come è possibile
questo?

La via scelta dalla maggior parte dei fisici è
una scelta con non molto coraggio. O vengo-
no introdotti ingredienti strani, per i quali non
c’è uno straccio di evidenza sperimentale oppu-
re forzano in modo davvero incredibile le leggi
della natura, però senza il coraggio vero di chi
vuole scardinare il sapere consolidato, il tutto da
modificare solo poco.

Gli scettici (pochissimi) si chiedono che forse
materia oscura ed energia oscura siano la febbre
di una malattia, che non quadra a livello di com-
prensione fondamentale. È come se si cercasse
di mantenere a tutti costi l’impianto di conoscen-
ze acquisite, cercando di non molestare troppo
la comprensione della fisica e della cosmologia
odierna. Personalmente, credo che probabilmen-
te abbiamo spinto troppo la teoria di Newton ed
Einstein, al limite massimo che possiamo otte-
nere, per cui materia oscura e/o energia oscu-
ra sono la manifestazione di una inapplicabilità
di quelle teorie, che quindi manifestano la loro
eventuale incapacità a descrivere in modo corret-
to la natura, generando cose che forse potrebbero
neppure esistere. A dare forza a questo modo di
vedere le cose c’è il fatto che, ad esempio, per la
descrizione delle curve di rotazione delle galas-
sie le teorie di Newton ed Einstein producono
risultati praticamente indistinguibili.
La materia oscura e l’energia oscura potreb-

bero essere solo la testimonianza di una nostra
profonda incapacità a capire cosa stia accadendo
nel cosmo che quindi rappresenterebbero una
sorta di calderone di ignoranza con il quale na-
scondere sotto il tappeto la polvere della nostra
incomprensione di ciò che stiamo osservando di
anomalo.
La cosa può essere vista in altro modo e cioè

che la descrizione del nostro universo, quindi
gravità newtoniana ed einsteniana siano descri-
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zioni non corrette, per cuimateria oscura ed ener-
gia oscura sono l’espressione non di un mistero
ma di una applicazione non corretta di leggi non
ultime. Dissacrare le teorie cosmologiche domi-
nanti è considerato un sacrilegio, ma è troppo fit-
to il mistero per non avere il dubbio che materia
oscura ed energia oscura non siano delle stam-
pelle della cosmologia necessarie per mantenere
lo status quo della fisica conosciuta e salvare tutto
ciò che teoricamente si può salvare.
Tutte le teorie, o meglio congetture, sulla ma-

teria oscura ed energia oscura godono di una
rilevanza e privilegio e, se si vuole, di un certi-
ficato di esistenza in vita, puramente teorico e
congetturale.

La teoria delle stringhe con le dimensioni extra
spiega l’accelerazione dell’universo e la materia
oscura, ma questi modelli forniscono previsioni
teoriche spesso difficili da verificare sperimental-
mente, inoltre spiegano l’accelerazione dell’uni-
verso ma non il valore piccolissimo di Λ. Spesso
queste teorie con dimensioni extra coinvolgono
scale talmente piccole da non essere oggetto di
osservazione, anche se esistono versioni con di-
mensioni compattificate che potrebbe in futuro
essere oggetto di sperimentazione.

Ci sono teorie che ritengono che vada scardina-
to qualche pilastro, come ad esempio l’omogenità
dell’universo, che essendo ad esempio un frat-
tale, potrebbe mimare l’energia oscura, ipotesi,
questa, che L. Pietronero, della Sapienza di Ro-
ma ha più volte proposto [67], ed è stata molto
osteggiata perchè come molte proposte che non
seguono il mainstream sono soggette ad attacchi
anche violenti dagli addetti ai lavori.
Non sappiamo dove andremo con questa ri-

cerca e linea di pensiero, quello che è certo è che
ciò che pensiamo dell’Universo dovrà subire un
cambio di paradigma senza precedenti e ci ob-
bligherà a pensare a qualcosa di profondamente
diverso rispetto alle nostre conoscenze. Lo stato
di confusione è senza precedenti. Certo stanare
l’energia oscura non è solo una cosa complessa
da un punto di vista sperimentale, ma è forse an-
cora più complessa da un punto di vista teorico,
perchè non ne abbiamo la più pallida idea con
cosa abbiamo a che fare.
Si sono portate diverse modifiche alla gravità

di Einstein, ma sempre con troppo rispetto per
la Relatività Generale, il cui impianto è stato la-

sciato essenzialmente integro. È come ostinarsi
a spiegare con la teoria di Newton il problema
del perielio di Mercurio, possiamo fare tutte le
congetture possibili, ma alla fine dobbiamo ab-
bandonare la teoria della gravità di Newton e
affidarci a quella di Einstein per avere chiarezza.
Allo stesso modo, la teoria della gravità di Ein-
stein l’abbiamo spinta quasi la massimo del suo
rendimento (o meglio di ciò che sappiamo far-
ne) e usandola, con tutta la cosmologia annessa,
troviamo delle lacune nella nostra comprensione
della realtà.

Personalmente penso che l’approccio condivi-
so da quasi tutto il mondo scientifico sia poco
coraggioso, non può portarci lontano, perchè sa-
rebbe come stare in una strada buia, e perdere
le chiavi, e cercarle sotto l’unico lampione che si
trova in quella strada solo perchè è l’unico posto
illuminato.
La cosa che potrebbe sorprendere in futuro è

che la materia oscura e l’energia oscura possano
essere espressioni di risposte errate o domande
mal poste al cosmo.
O, come dice qualcuno: “se l’universo è la

risposta, qual è la domanda?”
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Introduzione

Le origini dell’Universo e la sua evoluzione sono
sempre stati uno dei quesiti più affascinanti della
scienza e della filosofia. Non c’è cultura antica
che non abbia formulato una narrazione sulla na-
scita dell’Universo o che abbia fatto congetture
sulla sua evoluzione. Ma è soltanto nel secolo
scorso, con la Teoria della Relatività, che la scien-
za inizia a porre le prime basi per la costruzione
di un modello capace di descrivere la storia del
cosmo.

La teoria di Einstein ci dice che la forza di gra-
vita è una conseguenza della geometria dello
spazio–tempo, la cui forma dipende dalla mate-
ria ed energia presente nello spazio. Ecco che
la Teoria della Relatività diventa la base per co-
struire un modello che descriva l’evoluzione del-
l’Universo. Infatti passano solo pochi anni dalla
pubblicazione delle equazioni di Einstein, che
il matematico russo Alexander Friedmann tro-
va una soluzione che descrive l’espansione di
un universo omogeneo e isotropo popolato di
materia. Friedmann trova che la curvatura del-
lo spazio–tempo dipende da quanta materia è
presente nell’universo. Se questa è poca allora
l’Universo si espande indefinitamente. Se questa
invece è maggiore di una certa quantità critica, il
campo gravitazionale prodotto dalla materia è in
grado di fermare l’espansione per poi generare
una successiva contrazione.

Ma quando Friedmann scrive le sue equazioni
non si sa se l’Universo sia in espansione. Non
è nemmeno chiaro che esistano altre galassie
al di fuori della nostra, per cui guardando alla
Via Lattea è naturale pensare che l’Universo

sia statico e quindi l’idea che la Teoria della
Relatività predica un Universo o in espansione o
in contrazione non piace. In primis ad Einstein,
che per risolvere quest’apparente problema
introduce nelle equazioni un termine costante
tale da annullare il termine cinetico ed ottenere
quindi un Universo statico. Così è nata la
costante cosmologica.

Ma nel 1929 arriva un importante scoperta,
una di quelle che fanno voltare pagina alla storia
della scienza. Edwin Hubble scopre che le galas-
sie non hanno un moto erratico per cui alcune
si avvicinano a noi e altre si allontanano. No!
tutte le galassie, sufficientemente lontane da non
sentire l’attrazione gravitazionale della nostra
galassia, si allontanano da noi e la loro velocità è
proporzionale alla distanza. In altre parole, l’U-
niverso non è statico ma si sta espandendo e la
velocità apparente delle galassie, osservata da
Hubble attraverso lo spostamento verso il rosso
degli spettri di emissione atomica, non è altro
che lo spazio che si dilata.

Questa importante scoperta insieme alle equa-
zioni di Friedmann hanno gettato le basi per la
costruzione del modello del Big Bang, secondo
cui l’Universo ha avuto origine 13.8 miliardi di
anni fa a partire da uno stato iniziale di elevata
densità e temperatura per poi espandersi fino
all’Universo che oggi conosciamo. Da questo
quadro rimaneva aperta la domanda se l’Univer-
so si sarebbe espanso indefinitamente, o se ad
un certo punto avrebbe cominciato a contrarsi,
sotto l’azione della forza di gravità, per gene-
rare quello che in gergo viene chiamato un Big
Crunch.
Per trovare una risposta a questa domanda
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Figura 1: Rappresentazione artistica dell’evoluzione dell’Universo dal Big Bang a oggi. Crediti: Esa/Euclid CC
BY-SA 3.0 IGO

gli scienziati dovranno aspettare la fine del ’900,
quando dalle misure dell’anisotropia della ra-
diazione cosmica di fondo – la radiazione resi-
dua del Big Bang – emerge che le fluttuazioni di
temperatura osservate sono compatibili con un
universo piatto, cioè un universo in cui la den-
sità di energia e materia è pari a quella critica.
Ovvero nel nostro Universo non c’è sufficiente
energia per frenare l’espansione e generare un
collasso (Universo chiuso) ma neanche troppo
poca perchè l’espansione non continui all’infi-
nito (Universo aperto). Il nostro è un Universo
con una geometria piana che, in assenza di altri
effetti, dovrebbe rallentare la sua espansione fino
a raggiungere, asintoticamente, uno stato statico.
Come spesso accade nella scienza quando si

trova una risposta, questa ne apre altre dieci. In-
fatti dalla teoria del Big Bang gli scienziati hanno
calcolato le abbondanze relative degli elementi
leggeri presenti nell’Universo e le hanno confron-
tate con le osservazioni astronomiche per stimare
la quantità totale di materia barionica presente
nell’Universo. Il calcolo mostra però che la den-
sità di materia visibile è di molto inferiore alla
densità critica. Deve quindi esistere una grande
quantità di materia non visibile, chiamata appun-
to materia oscura, per far si che la densità totale
sia prossima a quella critica.

Per gli astronomi il concetto di materia oscura
non era del tutto nuovo. Le osservazioni sulla

velocità di rotazione delle galassie a spirale, già
dal lontano 1933 [1] e successive altre lungo un
arco di decenni, fino alle prossime osservazioni
del Vera Rubin Observatory [2], unite alle os-
servazioni delle lenti gravitazionali [3] hanno
già evidenziato l’esistenza di una materia non
visibile.

Ma la sorpresa più grande arriverà nel 1998
quando due gruppi di astronomi e fisici, capita-
nati da Saul Perlmutter, Brian Schmidt e Adam
Riess [4], pubblicano i risultati di una ricerca sul-
le supernove (SN) di tipo Ia (Premio Nobel per
la Fisica 2011). Le SN Ia sono delle sorgenti lumi-
nose molto intense la cui luminosità è pressoché
costante e indipendente dalla particolare esplo-
sione che le ha generate. Questo le rende delle
candele standard per le quali è possibile misurar-
ne la distanza direttamente dalla loro luminosi-
tà apparente. Gli scienziati vogliono confronta-
re questa distanza, chiamata distanza luminosa,
con lo spostamento verso il rosso (redshift) dello
spettro di emissione delle SN. Infatti il redshift z,
definito come lo spostamento relativo della lun-
ghezza d’onda della luce emessa λe ed osservata
λo di una sorgente lontana

z =
λo − λe

λe
, (1)

è direttamente proporzionale all’espansione re-
lativa dell’Universo tra l’istante di emissione e di
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rivelazione della luce. A seconda di come è av-
venuta questa espansione, se a velocità costante
o in maniera (de)accelerata, cambia la distanza
percorsa dal raggio luminoso e quindi la lumino-
sità apparente della sorgente che lo ha emesso. I
ricercatori vogliono cercare una indicazione di
un rallentamento nell’espansione dell’Universo
compatibile con un universo, chiuso, piatto o
aperto. Contro ogni attesa, i risultati non mostra-
no un rallentamento ma una espansione in piena
accelerazione.
Da dove nasce questa accelerazione, qual è la

forza che la genera? Per capirlo dobbiamo ritor-
nare alla famosa costante cosmologica introdotta
da Einstein e guardare un po’ più nel dettaglio
le equazioni di Friedmann.
In cosmologia, l’espansione dell’Universo è de-
scritta dal parametro di scala a(t) della metrica
dello spazio–tempo

ds2 = c2dt2 − a2(t)(dx2 + dy2 + dz2) (2)

che ci dice come la metrica evolve nel tempo.
In (2) la distanza spazio–temporale ds è da-
ta dalla distanza temporale c2dt2, essendo c la
velocità della luce nel vuoto, e quella spaziale
(dx2+dy2+dz2) opportunamente scalata dal pa-
rametro a(t). Le equazioni di Friedmann ci dico-
no come la densità di energia e materia dell’Uni-
verso influiscono sull’evoluzione del parametro
di scala a(t):

H2 =
1

a

da(t)

dt
=

8πG

3c2
ϵ− kc2

a2
+

Λ

3
, (3)

1

a

d2a(t)

dt2
= −4πG

3c2
(ϵ+ 3P ) +

Λ

3
, (4)

dove H è il parametro di Hubble, ϵ e P la densi-
tà totale di energia e materia e la sua pressione,
Λ la costante cosmologica e G è la costante di
gravitazione universale di Newton, mentre k è
il parametro di curvatura e vale 0, +1, −1 nel ca-
so la geometria dello spazio sia, rispettivamente,
piana, a curvatura positiva o chiusa, a curvatu-
ra negativa o aperta. Dall’Eq. (3) si vede che
l’aggiungere la costante cosmologica equivale ad
aggiungere una nuova componente di energia
che, a seconda del suo valore, può annullare l’at-
trazione gravitazionale, come era stato voluto da
Einstein per avere un Universo statico, o determi-
nare una sua espansione accelerata. Un aspetto

importante dell’energia oscura è che la sua den-
sità è costante e non decresce come la densità
di materia o radiazione al crescere del volume
dell’Universo. Questo vuol dire che in passato,
quando l’Universo era più piccolo di adesso, il
suo effetto era trascurabile, ma con l’espansione
dell’Universo il suo contributo è cresciuto mol-
to, tant’è che ad oggi l’energia oscura, ovvero la
componente associata alla costante cosmologi-
ca, rappresenta circa il 69% dell’energia totale
dell’Universo, mentre il restante è composto da
∼ 25% di materia oscura e ∼ 4% di materia ordi-
naria. Una conseguenza importante è che l’ener-
gia oscura continuerà ad accelerare l’espansione
indefinitamente.
Il modello che abbiamo appena descritto è

chiamato ΛCDM (Λ Cold Dark Matter) ed è
considerato il modello standard della cosmo-
logia. Nonostante il suo grande successo nel de-
scrivere le osservazioni fino ad ora fatte, rimane
un modello efficace incapace di descrivere la na-
tura della materia ed energia oscura. Anche il
Modello Standard delle particelle elementari e
la Meccanica Quantistica non ci aiutano molto.
Sebbene la costante cosmologica possa essere in-
terpretata come una manifestazione dell’energia
associata alle fluttuazioni quantistiche del vuoto,
il valore che il Modello Standard delle particel-
le elementari prevede risulta essere molte deci-
ne di ordini di grandezza più grande del valore
attualmente misurato dalla cosmologia.
Per cercare di rispondere a queste doman-

de sono stati formulati diversi modelli alter-
nativi a ΛCDM che ipotizzano l’esistenza di
nuove forze che si manifestano solo a scale co-
smologiche o modelli che prevedono delle mo-
difiche della Teoria della Relatività e che so-
no comunemente chiamate teorie di gravità
modificata. Purtroppo la precisione e l’accura-
tezza dei dati che abbiamo in questo momento a
disposizione non ci permettono di discriminare
tra questi modelli.

La Missione Euclid

Per far luce su questo lato oscuro dell’Univer-
so nel 2008 l’ESA ha approvato la missione spa-
ziale Euclid [5] con l’obiettivo di misurare con
estrema accuratezza l’evoluzione dell’Universo
e delle strutture a larga scala per comprendere la

Ithaca: Viaggio nella Scienza XXII, 2023 • Euclid 45



Weak gravitational LensingWeak gravitational LensingWeak gravitational Lensing

IlWeak gravitational Lensing (WL) è l’apparente distorsione della forma delle galassie dovuta
alla non omogeneità del campo gravitazionale attraversato dai fotoni nel loro viaggio dalla
sorgente a noi. L’effetto è simile a quello che si ha guardando attraverso il fondo di un bicchiere.
L’immagine sullo sfondo risulta distorta e dal modo come è distorta possiamo capire la forma
del bicchiere. Allo stesso modo guardando la distorsione della forma delle galassie possiamo
ricostruire la distribuzione della materia oscura e del potenziale gravitazionale attraversato
dai fotoni. Non conoscendo però la forma a priori delle galassie che osserviamo, ma solo la
distribuzione statistica della loro forma, il segnale di WL è un segnale statistico che si manifesta
come una sistematica distorsione in un campione composto da migliaia di galassie.

Figura 2: La figura mostra la porzione di cielo che sa-
rà coperta dallamissione spaziale Euclid. Il
contorno blu indica la regione coperta dalla
"Wide-survey" mentre le due piccole regio-
ni gialle sono due regioni che verranno os-
servate ripetutamente e più profondamen-
te per stimare la purezza e completezza del
catalogo prodotto da Euclid.

natura dell’energia oscura e capire se questa sia
dovuta a una nuova forza o a un comportamento
differente della gravità su scala cosmica.

L’energia oscura influenza l’evoluzione dell’U-
niverso in due modi: modificando il tasso di
espansione dell’Universo e quindi modificando
la relazione tra distanza e redshift, ma anche mo-
dificando la formazione delle strutture su larga
scala come gli ammassi di galassie. Infatti l’ener-
gia oscura agisce sulla materia come una sorta
di anti-gravità, o come preferiscono dire i fisi-
ci con una pressione negativa, opponendosi al
collasso gravitazionale e quindi riducendo, per
esempio, il numero e la dimensione degli am-
massi di galassie. Quindi per studiare l’energia
oscura dobbiamo ricostruire la storia dell’univer-
so negli ultimi 10 miliardi di anni e capire come,
nelle varie fasi della sua evoluzione, materia ed
energia oscura abbiano agito per creare gli am-

massi di galassie che oggi vediamo partendo da
una distribuzione uniforme di materia, quella
dei primi anni di vita dell’universo.
Per raggiungere questo obiettivo la natura ci

mette a disposizione alcuni strumenti che sono
utilizzati da Euclid per studiare la storia dell’e-
spansione dell’Universo. Il primo va sotto il no-
me di Weak gravitational Lensing (WL) e consiste
nel misurare la distorsione osservata della for-
ma delle galassie causata dalla inomogeneità del
campo gravitazionale lungo il cammino dei foto-
ni dalla galassia al punto di osservazione. Questa
distorsione è sensibile sia a come l’Universo si è
espanso, H(t), che alla quantità di materia oscu-
ra attraversata. Non conoscendo però la forma a
priori delle singole galassie e misurandone inve-
ce solo la loro distribuzione statistica, il segnale
di WL è un segnale statistico che si manifesta
come una sistematica distorsione in un campio-
ne composto da migliaia di galassie. Il secondo
strumento è ilGalaxy Clustering che consiste nello
studio di grandi agglomerati di galassie tenute
insieme dal campo gravitazionale prodotto dalla
materia oscura contenuta al loro interno. Que-
sti ammassi nascono come evoluzione di piccole
fluttuazioni di materia nell’Universo primordia-
le, che sono cresciute attraverso la forza di gravi-
tà prodotta dalla sovra densità, fino a contenere
centinaia se non migliaia di galassie. La loro di-
stribuzione nel cielo non è uniforme, ma segue
un pattern lasciato dalle oscillazioni acustiche di
materia (BAO) presenti nel plasma primordiale
(vedi box dedicato).

Misurando queste increspature nella distribu-
zione degli ammassi di galassie al variare del
redshift, possiamo ricostruire la storia dell’evolu-

Ithaca: Viaggio nella Scienza XXII, 2023 • Euclid 46



Galaxy ClusteringGalaxy ClusteringGalaxy Clustering

Il Galaxy Clustering (GC) consiste nello studio di grandi agglomerati di galassie tenute insieme
dal campo gravitazionale prodotto dalla materia oscura contenuta al loro interno. Sono tra le
più grandi strutture che conosciamo e sono l’evoluzione delle piccole fluttuazioni di materia
ed energia presenti nell’Universo primordiale. La loro distribuzione nel cielo non è uniforme,
ma segue un pattern lasciato dalle oscillazioni acustiche di materia (BAO) presenti nel plasma
primordiale.
Nei primi anni di vita l’Universo era un plasma molto caldo in cui la materia era in equilibrio
termico con la radiazione. Il plasma era percorso da onde di materia a causa dell’azione opposta
della forza di gravità che faceva collassare la materia nelle regioni di sovra densità riscaldando
il plasma, e la pressione prodotta dall’interazione dei fotoni con gli elettroni liberi del plasma
che invece si opponeva al collasso. Ma quando a causa del raffreddamento del plasma i protoni
hanno iniziato a ricombinarsi con gli elettroni per produrre gli atomi di idrogeno, non c’erano
più elettroni liberi con cui la radiazione poteva interagire e quindi la pressione di radiazione ha
cessato di alimentare le oscillazioni di materia, congelando per sempre queste onde di materia
separate da una distanza caratteristica. Questa distanza caratteristica si è evoluta a causa
dell’espansione dell’Universo diventando un metro standard da utilizzare per capire di quanto
si è espanso l’Universo. Misurando queste increspature nella distribuzione degli ammassi di
galassie al variare del redshift, possiamo ricostruire la storia dell’evoluzione dell’Universo.
Il GC ci permette inoltre di studiare il tasso di crescita degli ammassi al variare del redshift, ov-
vero dell’epoca evolutiva dell’Universo, e capire il contributo dell’energia oscura nel rallentare
la formazione di questi ammassi.

Figura 3: Le funzione di correlazione a due punti delle posizioni dei cluster di galassie nel catalogo SDSS. Il
picco a 100 h−1 Mpc è dovuto alle BAO.

zione dell’Universo. Il Galaxy clustering ci per-
mette inoltre di studiare il tasso di crescita degli
ammassi al variare del redshift, ovvero dell’epo-
ca evolutiva dell’Universo, e capire il contributo
dell’energia oscura nel rallentare la formazione
di questi ammassi.

Per sfruttare a pieno le potenzialità delWL and
del GC è fondamentale disporre di un catalogo
di galassie il più ampio possibile in termini di

copertura del cielo e profondità di esposizione.
Per questo motivo la missione spaziale Euclid
fotograferà∼ 15000 gradi-quadrati di cielo extra-
galattico sul totale dei ∼ 45000 di tutto l’Univer-
so (si veda Fig. 2) per costruire il più grande
catalogo di galassie fino ad ora realizzato.
Il catalogo conterrà la posizione angolare di

miliardi di galassie osservate sia nella banda del
visibile che in quella del vicino infrarosso. Per
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circa 1.5 miliardi di queste galassie sarà possibile
ricostruirne con grande accuratezza la forma e
misurarne il redshift fino a z = 2 che corrispon-
de a circa 10 miliardi di anni fa. La misura del
redshift verrà fatta sia in maniera spettroscopica
guardando lo spostamento della riga di emissio-
ne Hα dell’idrogeno, sia in maniera fotometrica
confrontando la luce emessa dalla galassia con
tre filtri a banda larga nel vicino infrarosso.

Figura 4: Il satellite Euclid poco prima di essere
integrato nel razzo Falcon9 di SpaceX.

Il satellite Euclid

Per poter raggiungere gli obiettivi scientifici di
Euclid, la scelta di un telescopio spaziale è stata
quasi obbligatoria. Infatti, la necessità di osser-
vare una grande parte di cielo nell’infrarosso per
ricostruire il redshift delle galassie, e la necessità
di ricostruire in maniera accurata la loro forma
per misurarne il WL, non hanno lasciato dubbi;
bisognava andare nello spazio. Nello spazio la
qualità dell’immagine è limitata solo dalla quali-
tà delle ottiche e del rivelatore che la catturano.
Per questo motivo il design del telescopio è stato
particolarmente curato per raggiungere tre im-
portanti requisiti: un grande campo visivo in
modo da poter osservare grandi porzioni di cielo
in un’unica esposizione, nessun tipo di aberra-
zione ottica per non falsare il profilo di luce delle
galassie e una bassissima luce diffusa all’inter-
no del telescopio in modo da ottenere immagini
molto nitide. Il design adottato dall’ESA è stato
quello di un telescopio a tre specchi, secondo la
configurazione brevettata da D. G. Korsch [6],
con lo specchio primario di 1.2 m di diametro.
Il campo visivo è di 0.57 gradi quadrati, 180 vol-

te quello dell’Hubble Space Telescope, ma con
una qualità dell’immagine paragonabile se non
migliore.

La struttura meccanica del telescopio è realiz-
zata interamente in carburo di silicio (SiC). Il SiC
è un materiale ceramico molto innovativo che si
presta ad applicazioni spaziali. Ha una densità e
una conducibilità termica paragonabile a quella
dell’alluminio ma è 6 volte più rigido. Inoltre
alla temperatura operativa del telescopio Euclid,
circa 150 K, il suo coefficiente di dilatazione ter-
mica è di soli 0.2 · 10−6K−1 a tutto vantaggio
della stabilita termica delle ottiche. Le superfici
del carburo di silicio possono essere lucidate fino
ad ottenere specchi con ottime prestazioni otti-
che, in questo modo la struttura meccanica del
telescopio e le ottiche hanno le medesime pro-
prietà meccaniche riducendo gli stress meccanici
a tutto vantaggio della qualità delle immagini.
Al di sotto dello specchio primario si trovano i
due strumenti: una camera sensibile alla luce
visibile (VIS [7]) e uno spettro–fotometro nel
vicino infrarosso (NISP [8])(si veda la Figura 5).

Figura 5: La figura mostra il piano ottico dove so-
no montati gli strumenti VIS e NISP e il
percorso fatto dalla luce proveniente dal
telescopio. Questa entra nella cavità attra-
verso un foro al centro dello specchio pri-
mario e viene deflessa per mezzo di una
rete di specchi fino ad un filtro dicroico
che separa la componente visibile, rifles-
sa verso VIS, dalla componente infrarossa
trasmessa a NISP. (Credit: Airbus Defense
and Space/ESA)

La luce del telescopio arriva ai due strumenti
per mezzo di un filtro dicroico che separa la com-
ponente visibile da quella infrarossa. In questo
modo entrambi gli strumenti vedono il mede-
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simo campo di vista ed è possibile acquisire le
immagini in parallelo (Fig 6). Il campo di vista
comune dei due strumenti ha un’ampiezza ango-
lare di 0.53 gradi–quadrati. Lo specchio secon-

Figura 6: Rappresentazione schematica del telesco-
pio di Euclid.

dario M2 è montato su un meccanismo coman-
dabile da terra (M2M) che permette di muovere
lo specchio su tre gradi di libertà ed eseguire la
messa a fuoco del telescopio una volta raggiunta
la stabilità termica del sistema dopo il lancio. Lo
strumento VIS (VISible Instrument) è una came-
ra sensibile alla luce visibile tra 550 nm e 900 nm,
disegnata per ricostruire con estrema accuratez-
za e precisione la forma delle galassie e quindi
la distorsione indotta dalle lenti gravitazionali
presenti lungo il cammino di luce. La camera è
composta da 36 rivelatori CCD, ognuno dei quali
composto da 4096x4096 pixel. La dimensione di
ogni pixel è di 12 µm2 che si traduce in una ri-
soluzione angolare nel cielo di 0.1 arco–secondi,
sufficiente per risolvere bene galassie dell’ordine
di 0.3 arco–secondi. Con i suoi 604 milioni di
pixel VIS è il secondo più grande piano focale

su un satellite spaziale, dopo quello del satellite
Gaia dell’ESA. Ma a differenza di Gaia il segnale
di tutti i pixel di VIS è trasmesso a terra. I rivela-
tori sono operati ad una temperatura di circa 150
K per massimizzare l’efficienza di trasferimento
della carica raccolta dai CCD, ma l’elettronica
di lettura dei CCD e le unità di alimentazione,
che sono posti dietro il piano focale, devono la-
vorare ad una temperatura molto più alta, 280 K.
Questa differenza di temperatura è ottenuta in
maniera passiva accoppiando termicamente la
struttura di supporto dei CCD a quella del tele-
scopio, mentre l’elettronica calda dissipa il calore
prodotto nello spazio per mezzo di un radiatore
dedicato. Lo strumento VIS è inoltre dotato di
un otturatore meccanico per oscurare il piano
focale e da una unità di calibrazione che permet-
te di illuminare in maniera uniforme i CCD per
determinare la loro risposta alle varie lunghezze
d’onda.
NISP è uno strumento abbastanza complesso

perché può operare in due modalità differenti:
come fotometro per l’acquisizione delle imma-
gini con tre filtri a banda larga (YE , JE e HE), o
come spettrometro per misurare lo spettro della
luce dispersa da 4 differenti GRISM. I filtri e i
GRISM sono montati su due ruote porta filtri in
modo da posizionare alternativamente un filtro
o un grism lungo il cammino ottico. Per poter

Figura 7: Sensibilità spettrale totale dello strumento
VIS e NISP. Le quattro aree colorate si rife-
riscono a VIS e i tre filtri YE JE HE , mentre
le due curve si riferiscono al grism "Blu" e
"Rosso".

misurare più spettri nel medesimo campo di vi-
sta, le immagini spettroscopiche sono acquisite
senza alcuna fenditura.
Ne consegue che tutte le sorgenti nel campo

visivo sono disperse consentendo di poterle ac-
quisire contemporaneamente. In regioni di cielo
con un’alta densità di galassie può succedere che
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Figura 8: Lo strumento NISP durante la sua fase di
test. Sulla sinistra è visibile l’involucro che
contiene le due ruote porta filtri e grism,
e il sistema di lenti per focalizzare l’im-
magine su piano focale, posto sulla destra
dell’immagine.

gli spettri di queste si sovrappongano generando
confusione nella ricostruzione delle linee spet-
trali. Per questo NISP acquisisce il medesimo
campo di vista con 4 differenti direzioni di di-
spersione che una volta combinanti riducono no-
tevolmente la probabilità di confondere le linee
spettrali.

Figura 9: Una delle prime immagini acquisite dal-
lo strumento NISP in modalità spettrosco-
pica dove ogni "riga" di luce è lo spet-
tro di emissione di una stella o di galas-
sia. L’ordine zero dello spettro coincide
con la posizione della galassia nelle im-
magini fotometriche. ESA/Euclid/Euclid
Consortium/NASA, CC BY-SA 3.0 IGO

Figura 10: Una delle prime immagini acquisite dallo
strumento NISP in modalità fotometrica
nell’infrarosso in banda Y. Nell’immagi-
ne è visibile anche la traccia lasciata da
un raggio cosmico. ESA/Euclid/Euclid
Consortium/NASA, CC BY-SA 3.0 IGO

Il piano focale di NISP è composto da una ma-
trice 4x4 di rivelatori a pixel CMOS HR2G sen-
sibili alla luce infrarossa fino ad una lunghezza
d’onda di 2000 nm. Ogni rivelatore è composto
da 2048x2048 pixel con un passo di 18 µm per
una dimensione totale del piano focale di circa
15 cm di lato. I rivelatori sono operati ad una
temperatura di ∼ 96 K per ridurre il rumore di
lettura. Il raffreddamento dei rivelatori è ottenu-
to con un radiatore passivo che scambia calore
con lo spazio. Siccome il piano focale di NISP è
più piccolo di quello di VIS, un sistema di lenti
poste all’ingresso dello strumentoNISP ne adatta
la focale.
L’elevato numero di pixel e quindi l’elevata

mole di dati prodotti giornalmente dai due stru-
menti hanno posto una sfida importante nella
gestione e trasmissione dei dati a terra. Le im-
magini acquisite da VIS e NISP sono processate
e parzialmente ridotte direttamente a bordo da
due unità di processamento dei dati realizzate da
OHB–Italia. La trasmissione a terra è fatta quo-
tidianamente attraverso un link in banda-K in
grado di trasmettere i 100 Gbyte di dati prodotti
giornalmente in circa 4 ore di tempo.
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Figura 11: Le prime cinque immagini a colori di Euclid: la galassia a spirale Ic 342 (in alto a sinistra), la
Nebulosa Testa di Cavallo (in alto al centro), l’ammasso globulare Ngc 6397 (in alto a sinistra),
la galassia irregolare Ngc 6822 (in basso a sinistra) e l’ammasso di galassie del Perseo (in basso a
destra). Crediti: Esa/Euclid/Euclid Consortium/Nasa, image processing by J.-C. Cuillandre (Cea
Paris-Saclay), G. Anselmi; CC BY-SA 3.0 IGO

Un’altra sfida che ha messo a dura prova gli
ingegneri è stato lo sviluppo di un sistema di
puntamento del satellite in grado di garantire
l’elevata qualità delle immagini richieste per la
misura di WL. Euclid è dotato di un sofisticato
sistema di controllo d’assetto in grado di man-
tenere una precisione di puntamento migliore
di 75 milli–arco–secondo su un arco di tempo
di 700 sec. Questa accuratezza è stata ottenuta
realizzando il sistema di guida fine (FGS) di-
rettamente sul piano focale del telescopio. In
questo modo il sistema può tracciare le stelle con
la medesima risoluzione delle immagini di VIS.

Il lancio e le prime fasi operative

Il satellite Euclid è stato lanciato l’1/7/2023 dalla
base di Cape Canaveral, a bordo di un Falcon9 di
SpaceX. E poche ore dopo la separazione la navi-
cella è stata messa sulla traiettoria verso la sua
destinazione: il punto lagrangiano secondo (L2)
del sistema terra-sole a 1.5 milioni di chilometri
dalla Terra. Lì orbiterà per 6 anni per mappare i
15000 gradi quadrati di cielo previsti dallamissio-

ne. Durante il suo viaggio verso L2, durato circa
30 giorni, sono stati attivati tutti i componenti
del satellite e monitorato il raffreddamento del
telescopio. Una volta raggiunta la temperatura
operativa si sono accesi gli strumenti VIS e NISP
inmodo da poter acquisire le immagini emettere
a fuoco il telescopio. A fine luglio, dopo quasi
10 anni di lavoro per la costruzione del satelli-
te e dei suoi strumenti, Euclid mandava a terra
le prime immagini. E lo stupore di tutti è stato
grande. Le immagini mostravano una nitidez-
za e una risoluzione veramente impressionanti.
La moltitudine di galassie che si vedeva in ogni
singola immagine lasciava a bocca aperta. Per
mostrare alla comunità scientifica e non le pre-
stazioni del telescopio Euclid, sono state prese
alcune immagini iconiche riportate in Fig. 11.
Ogni immagine è ottenuta da un unico punta-
mento combinando le immagini nel visibile con
quelle nelle tre bande dell’infrarosso per ottene-
re gli effetti di colore. La cosa che impressiona
di più in queste immagini è la possibilità di ac-
quisire grandi porzioni di cielo, mantenendo la
risoluzione e la sensibilità per risolvere oggetti o
dettagli molto piccoli. L’immagine dell’ammasso
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Cosa è un GRISMCosa è un GRISMCosa è un GRISM
Un GRISM è la combinazione di un
reticolo di diffrazione con un prisma
disposti in modo tale che la luce di
una certa lunghezza d’onda vi passi
attraverso senza essere deflessa. Il re-
ticolo di diffrazione disperde la luce
nelle sue componenti mentre il prisma
è costruito in maniera tale da deflette-
re la luce per riportare i raggi paralleli
a quelli incidenti. In questo modo si
può usare un unico rivelatore per fa-
re sia imaging che spettroscopia senza
dover spostare il rivelatore quando si
passa da una all’altra modalità.

Figura 12: By Cmglee - Own work, CC BY-SA 4.0,
https://l.infn.it/109

di galassie del Perseo è particolarmente interes-
sante perché mostra un cluster di galassie a 240
milioni di anni luce da noi, tenute insieme dalla
materia oscura presente al suo interno, visibi-
le solo attraverso l’attrazione gravitazionale che
esercita sulle galassie dell’ammasso.

Finita la fase di commissioning, adAgosto è co-
minciata una fase di calibrazione degli strumenti
che sarebbe dovuta terminare a fine settembre.
Ma a causa di un problema nel sistema di pun-
tamento fine del satellite, che ha richiesto un ag-
giornamento del software di bordo, questa fase
terminerà a fine novembre. Dopodiché inizierà la
vera campagna di mappatura del cielo. I primi ri-
sultati dellamissione Euclid arriveranno nel 2025
con l’analisi dei dati acquisiti nel primo anno di
osservazione, ma saranno molto preliminari e
ci diranno ancora poco sull’energia e la materia
oscura. Per questo dovremo aspettare l’analisi
completa dei dati, fra circa 7 anni. Nel frattempo
Euclid osserverà con questo dettaglio porzioni
di cielo mai osservate prima fornendo una mole
incredibile di dati per la comunità astronomica.
Possiamo veramente dire che con Euclid si apre
una nuova finestra sull’Universo che ci porterà
scoperte inimmaginabili.

: ✭ 9
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Figura 13: L’ingrandimento di alcune galassie del-
l’ammasso del Perseo dove si può ap-
prezzare la risoluzione con la quale so-
no state ricostruite le immagini. Credi-
ti: Esa/Euclid/Euclid Consortium/Nasa,
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La Computazione
Quantistica

Nature isn’t classical dammit, and if you want to make a
simulation of Nature you better make it quantum mechanical,
and by golly it’s a wonderful problem because it doesn’t look
so easy

R. Feynman

Luigi Martina Dipartimento di Matematica & Fisica “Ennio De Giorgi” - Università del Salento
Istituto Nazionale di Fisica Nucleare, Sez. di Lecce, Lecce, Italy

Informazione Quantistica: sembra la for-
mula stregonesca di un qualche personag-
gio poco affidabile. In realtà è un corpus

di attività scientifiche che sta ricevendo sem-
pre più attenzione, soprattutto da parte dei
governi che aspirano ad ottenere la suprema-
zia quantistica, come chiave di quella politi-
ca. Qui cercheremo di indicare le sue basi
scientifiche e le sue possibili prospettive.

Fisica e Informazione

Lo studio dei fenomeni naturali si inquadra in
un modello teorico chiamato Meccanica Quanti-
stica (MQ) che, per quanto poco intuitiva per gli
esseri umani, risponde molto efficacemente alle
domande relative al comportamento dei sistemi
fisici. Lo fa molto meglio (in senso tecnico) della
più intuitiva Meccanica Classica e, nelle sue va-
rie estensioni, include anche il comportamento
della radiazione (la luce) e delle forze fonda-
mentali della natura ad esclusione, finora, della
teoria della gravitazione. Quindi possiamo affer-
mare con una certa confidenza che l’Universo sia
in gran parte descritto dagli strumenti fornitici

dalla MQ. Tra i concetti che dominano la nostra
concezione del mondo moderno c’è sicuramen-
te quello di Informazione. Abbiamo bisogno
spasmodico di informazioni, al fine di prendere
decisioni, preferire un tipo di studi ad un altro,
decidere dove e come allocare del denaro ed altre
risorse finanziarie e materiali, sapere se si vuole
trascorrere del tempo libero o fare la guerra e via
dicendo. Ma come ci giungono le informazioni?
Esse devono essere catturate e trasformate oppor-
tunamente per permettere la loro trasmissione e
diffusione. Per quanto l’informazione costituisca
la base della valorizzazione dei beni immateriali,
essa è codificata negli stati di certi sistemi fisici.
La sua elaborazione, spesso intesa come calcolo,
si esplica attraverso azioni di controllo ben preci-
si su degli opportuni sistemi materiali. Quindi
essa corrisponde allo stato fisico di certi suppor-
ti materiali. Nemmeno essa quindi può sfuggi-
re alla Fisica. In particolare, il celebre esempio
del diavoletto di Maxwell ci ricorda che l’In-
formazione è associata al concetto di entropia
e ad una qualche formulazione della seconda
Legge della Termodinamica. In effetti, sappiamo
che una quantificazione della qualità dell’Infor-
mazione trasmessa è descritta dall’Entropia di
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Shannon, che ha indubbie relazioni matematiche
con il concetto termodinamico introdotto da Bol-
tzmann. Ancor più, il Principio di Landauer
ci ricorda che in corrispondenza di un proces-
so di cancellazione di informazione, si verifica
una precisa crescita dell’entropia termodinami-
ca ed una corrispondente dissipazione di calore
nell’ambiente. In definitiva, per quanto afferma-
to inizialmente sulla natura quantistica dell’U-
niverso, dobbiamo porci nell’ottica di affronta-
re il calcolo e l’elaborazione delle informazioni
utilizzando sistemi quanto-meccanici e tecniche
coerenti con la MQ.

Retrospettiva

La MQ ha già prodotto nel mondo moderno una
prima rivoluzione molto più incisiva di quelle so-
ciali, costituendo la base teorica per lo sviluppo
della globale civiltà delle comunicazioni.
Essa ha consentito invenzioni come il laser e

il transistor, gli elementi costitutivi di base dei
computer, e gli scienziati che costruiscono tali di-
spositivi seguono le regole della MQ. Ma molto
più in generale la MQ ha fornito una chiave di
lettura di gran parte dei fenomeni naturali: dalla
struttura stellare alle origini della vita. Lo studio
del comportamento dei semiconduttori, in par-
ticolare, ha prodotto i metodi e le tecniche per
produrre quei dispositivi elettronici a risposta
rapida, che consentono di memorizzare ed elabo-
rare imponenti quantità di informazione, come
mai in precedenza nella storia umana. Tuttavia,
la codifica dell’informazione avviene distinguen-
do valori alto/basso di corrente, o di potenziale
elettrico. Cioé la codifica avviene sulla base di
un alfabeto binario classico: 0 - 1, si - no, vero
- falso, acceso - spento. Espressioni queste del
concetto di bit come unità base dell’informazio-
ne. Questo codice di rappresentazione finito non
può essere utilizzato per una ragione intrinseca
in MQ: i possibili stati di un sistema fisico si pos-
sono sovrapporre linearmente con coefficienti
complessi arbitrari. Non esiste più qualcosa del
tipo la traiettoria di un corpo, ma si può parlare
solo di posizioni più o meno probabili per esso.
Tali probabilità si compongono secondo delle
regole specifiche, differenti da quelle abituali, di-
ciamo, quelle del gioco dei dadi. Questo aspetto
è all’origine di lunghe discussioni, equivoci e in-

comprensioni, anche tra i fondatori della teoria
stessa, tuttora in corso. Inoltre, i vari tentativi
teorici di ricondurre questo problema a quello
di un modello statistico classico (teoria delle va-
riabili nascoste), ammettendo in definitiva che
l’attuale formulazione della MQ sia incompleta,
non ha portato i frutti desiderati. Anzi, esco-
gitati opportuni test per dirimere la questione
(disuguaglianza di Bell e simili), i dati sperimen-
tali sostengono i postulati della MQ. Questi, a
loro volta, implicano delle correlazioni non locali
(spesso dette ”entanglement”) tra parti differenti
di un sistema fisico, che non hanno alcun analogo
classico. L’esistenza di queste correlazioni svol-
ge allora un ruolo importante, quando il sistema
fisico considerato funga anche da supporto alla
memorizzazione e al trattamento dell’informa-
zione. Per avere un’idea sommaria del concetto
di entanglement, utilizziamo l’analogia con un
libro. Se si tratta di un normale libro classico,
per ogni pagina letta si impara una frazione del
contenuto totale ed è necessario leggerle tutte
singolarmente, per conoscerlo completamente.
Supponiamo invece che esista un libro quantisti-
co, le cui le pagine siano fortemente collegate tra
loro: nelle singole pagine si trovano solo paro-
le che formano frasi senza senso e, leggendole
tutte una ad una, si saprà molto poco del conte-
nuto totale. Bisogna quindi fare un’osservazione
collettiva su più pagine contemporaneamente.
Una caratteristica di questo tipo rende le infor-
mazioni contenute nei sistemi quantistici molto
diverse da quelle elaborate dai normali computer
digitali. Nel seguito di questo scritto si darà una
definizione più tecnica e precisa del concetto.
D’altro canto, la poderosa progressione delle

tecnologie informatiche in tutti i campi della no-
stra vita dipende in largamisura dalla capacità di
miniaturizzare i circuiti elettronici. Attualmente
la lunghezza della più piccola struttura circuita-
le riconoscibile raggiunge i 4 nanometri (circa
15 strati di atomi di silicio impilati). Ma a scale
prossime a quelle atomiche, gli effetti quantistici
cominciano a interferire nel funzionamento dei
dispositivi elettronici. Quindi gli approcci pro-
gettuali attuali tendono a confliggere con i propri
presupposti, quali la certezza della sequenzialità
dei processi di calcolo. Ancora una volta sia-
mo di fronte alla necessità di trovare una strada
alternativa per elaborare l’informazione.
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Naturalmente accanto ai problemi tecnologici
si sovrappongono, come si dice, aspetti geopoliti-
ci: i detentori di tecnologie così spinte si riducono
ad un numero di colossi industriali, nessuno in
Europa, che si contano sulle dita di una mano.
Non entreremo in queste questioni, ma il lettore
dovrebbe tenerle presenti.

Prospettiva

Per affrontare le problematiche esposte sopra
si sta proponendo un passaggio all’ambito
dell’Informazione Quantistica; la scienza che
si basa sull’idea di utilizzare dispositivi pura-
mente quantistici per immagazzinare, manipola-
re e trasmettere informazioni [1],[2], [3]. Essa
sintetizza i due campi della MQ e della teoria
dell’Informazione, fornendo un punto di vista
unificante, sia sul piano applicativo che teori-
co. L’Informazione quantistica studia la prepa-
razione e il controllo degli stati quantistici dei
sistemi fisici ai fini della trasmissione e della ma-
nipolazione dell’informazione. Comprende la
computazione, la comunicazione e la crittografia
quantistiche. Questo campo si basa su una ampia
gamma di nuovi dispositivi, tenuto conto sia del-
la varietà di osservabili fisici che possono essere
usati per la computazione, sia dello sviluppo di
tecniche raffinate di preservazione della fase rela-
tiva degli stati in sovrapposizione: la cosiddetta
coerenza degli stati. Quindi non si misureran-
no solo correnti elettriche, ma stati di carica, di
spin, di cammino, di eccitazione interna, di nu-
meri di occupazione e altri osservabili. Non più
solo elettroni, per esempio confinati in quantum
dots [9], ma nuclei con tecniche di Risonanza
Magnetica Nucleare (NMR) [3], [10], atomi in
cavità elettromagnetiche [11], [12], catene di ioni
[13], [14],[15], fotoni [16], fononi [17] e anioni
[18]. Infatti, l’unità di informazione quantistica,
il qubit può essere realizzato e trasportato fisi-
camente in molti modi diversi: può esserlo da
un singolo atomo, o da un singolo elettrone, o da
un singolo fotone. Oppure un qubit può essere
realizzato utilizzando un sistema più complica-
to, come un circuito elettrico superconduttore,
a bassa temperatura, nel quale si muovono mol-
ti elettroni [19]. L’area di ricerca dei supporti
materiali richiesti ed il loro controllo è indica-

Figura 1: Immagine in fluorescenza di diversi ioni
atomici di mercurio 199Hg+ intrappolati.
Gli ioni sono distanziati di ≈ 15µm e le
due lacune sono isotopi differenti del mer-
curio, che non rispondono alla sorgente
laser. (NIST)

ta genericamente come tecnologie quantistiche:
per un quadro sinottico si veda Fig. 20 e [20, 21].

Poiché laMQè fondamentalmente probabilisti-
ca, la casualità e l’incertezza sono profondamen-
te radicate nel calcolo e nell’informazione quan-
tistici. Di conseguenza, gli algoritmi quantistici
sono di natura casuale, nel senso che forniscono
soluzioni solo con una una associata distribuzio-
ne di probabilità. Il compito di massimizzare le
distribuzioni attorno alle soluzioni desiderate co-
stituisce il compito fondamentale di un buon al-
goritmo quantistico. In prospettiva quindi siamo
in presenza di una seconda rivoluzione quantisti-
ca, che riguarda fondamentalmente il controllo
dei singoli sistemi quantistici in misura molto
più marcata rispetto a prima [22].

In che senso un computer
quantistico dovrebbe essere più
potente

La frontiera dell’entanglement

Per un fisico come me, ciò che è entusiasmante
dell’informatica quantistica è che abbiamo buone
ragioni per credere che un computer quantistico
sia in grado di simulare in modo efficiente qual-
siasi processo che avviene in Natura. Vorremmo
sondare più a fondo le proprietà dimolecole com-
plesse e dei materiali esotici, esplorare la fisica
fondamentale simulando le proprietà delle par-
ticelle elementari o il comportamento quantisti-
co di un buco nero, o l’evoluzione dell’universo
subito dopo il Big Bang.
Non pensiamo che ciò non sia possibile gra-

zie ai computer digitali classici, ma che essi (per
quanto ne sappiamo) non possono simulare siste-
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mi quantistici altamente correlati. Tali situazioni
costituiscono la frontiera dell’entanglement. La
nostra fiducia che l’esplorazione della frontiera
dell’entanglement sarà gratificante si basa in gran
parte su due principi:

1. la teoria della complessità quantistica: una
tecnica per esprimere l’efficacia dell’infor-
matica quantistica;

2. la teoria della correzione dell’errore quanti-
stico: una tecnica per consentire ai computer
quantistici di rimanere affidabili, proteggen-
doli dalla perdita di coerenza dei qubit, ed
efficienti, anche se il numero degli stessi qu-
bit e delle operazioni di controllo dovessero
aumentare di diversi ordini di grandezza.

Complessità computazionale

Quando parliamo di complessità quantistica, ciò
che ci viene inmente è la sconcertantemole di da-
ti classici ordinari necessari per descrivere stati
quantistici altamente correlati. Infatti, le correla-
zioni in undato insiemedi qubit sono espresse da
una quantità di numeri complessi esponenzial-
mente crescente con la numerosità dell’insieme
stesso. Tuttavia, per quanto questo suggerisca
una inimmaginabile potenza di immagazzina-
mento ed elaborazione dell’informazione, non
c’è garanzia di per sé che i computer quantistici
siano più efficienti di quelli classici. In effetti, ci
sono almeno tre buone ragioni per pensare che
questo sia il caso.

• Conosciamo problemi che riteniamo siano
difficili da affrontare per i computer classici,
ma per i quali sono stati scoperti algoritmi
quantistici che potrebbero risolverli molto
più facilmente.
L’esempio più noto consiste nel trovare i fat-
tori primi di un grande intero composito N
[4]. Discuteremo successivamente con mag-
giore dettaglio questo problemama, in gene-
re, si ritiene che la fattorizzazione sia classi-
camente difficile, perché non è stato trovato
alcun algoritmo in grado di farlo per tutti i
numeri interi in un tempo, o con una quan-
tità di risorse computazionali, che crescano
secondo una legge del tipo O(bk), essendo
b = log2N i bit rappresentativi e k una certa

Complessità a confrontoComplessità a confrontoComplessità a confronto

La complessità computazionale è riferi-
ta a modelli digitali di calcolo compara-
bili con una macchina di Turing (TM):
TM deterministica (DTM), TM quantisti-
ca (QTM) cioè che processa un algoritmo
quantistico su una memoria quantistica,
TM classica non deterministica (o proba-
bilistica) (NTM), essa è anche detta Ora-
colo, non essendo sequenziale. Le classi
di complessità sono definite dal tempo di
esecuzione che una TM impiega per un
certo calcolo in funzione delle dimensio-
ni dell’input. P denota quei problemi che
sono risolvibili in modo efficiente con un
computer classico in un tempo crescente
come la potenza intera del numero di bit
in ingresso. P è un sottoinsieme di NP,
che è la classe dei problemi le cui soluzio-
ni sono verificabili in modo efficiente da
un computer classico. Essi potrebbero es-
sere risolti efficientemente da una NTM. I
problemi NP-hard sono i problemi diffici-
li almeno quanto il più generico problema
NP. Quindi nemmeno una NTM potreb-
be risolverli efficientemente. I BQP sono
problemi che potrebbero essere risolti in
un tempo polinomiale da una QTM. Poi-
ché l’esito di un calcolo in questo ambito
ha un carattere probabilistico, tali algorit-
mi vanno confrontati con i problemi BPP,
cioé quelli risolubili con algoritmi proba-
bilistici a tempo polinomiale con errore
limitato, contenente problemi decisiona-
li risolti da famiglie di circuiti uniformi
randomizzati di dimensione polinomiale.
QTM non sembra contenere interamente
NP e NP-hard ed inoltre non si è dimo-
strata neanche la disuguaglianza BPP ̸=
BQP . QMA denota i problemi verificabili
efficientemente da un computer quantisti-
co. I problemiQMA-hard sono i problemi
difficili almeno quanto un qualsiasi pro-
blema in QMA.

costante positiva, che caratterizza i problemi
di classe P . Non è stata dimostrata la non
esistenza di tali algoritmi, quindi si sospetta
che il problema non sia di classe P , mentre è
chiaramente di classe NP , cioé ipotizzando
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Figura 2: Diagramma delle Complessità Computa-
zionale. Alcuni problemi celebri sono col-
locati nelle loro classi di complessità.

una soluzione la sua verifica è facile. Per
una introduzione alla Teoria della Complessità
Computazionale si può fare riferimento a [5].
Una sintesi estrema è contenuta nel riqua-
dro "Complessità a confronto". In generale,
gli algoritmi quantistici possono accelerare
le procedure di calcolo. Il tipico esempio è
costituito dal cosiddetto algoritmo di Grover
[6] per la ricerca in un database disordina-
to, o problema dell’Ago nel Pagliaio. La
sua implementazione sarà descritta con un
certo dettaglio nel seguito, ma qui ci basti
avere un’idea generale di quale sia il concet-
to di fondo. Ad esempio, si immagini una
rubrica telefonica contenenteN nomi dispo-
sti in ordine completamente casuale. Per
trovare il numero di telefono di qualcuno
con una probabilità del 50% un algoritmo
classico (sia deterministico che probabilisti-
co) dovrà accedere al database un minimo
di 1

2
N volte. Memorizzando il database su

un sistema quantistico, che si trovi in una
sovrapposizione di stati, si possono esami-
nare simultaneamente più nomi. Regolan-
do adeguatamente le fasi relative dei qubit
durante le varie operazioni, si ottiene una
amplificazione di certe specifiche ampiezze
di probabilità, mentre altre interferiscono in

modo casuale quasi azzerandosi. Di conse-
guenza, si può dimostrare che il numero di
telefono desiderato può essere ottenuto con
O(

√
N) accessi al database. Il che rappre-

senta un certo guadagno in velocità rispetto
alle O(N) del metodo classico.

• Argomenti della teoria della complessitàmo-
strano (sotto presupposti ragionevoli) che la
misura di tutti i qubit in uno stato entangled
avviene con una distribuzione di probabilità
correlata, che non può essere campionata ef-
ficientemente con alcuna procedura classica
[7] [8].

• Nessun algoritmo classico conosciuto può
simulare un computer quantistico. Ciò rima-
ne vero anche dopo molti decenni di sforzi
da parte dei fisici indirizzati a trovare modi
migliori per simulare i sistemi quantistici.

Per un fisico, l’ambito naturale in cui cerca-
re problemi che siano classicamente difficili, ma
in principio facili per un quantum computer, è si-
mulare un sistema quantistico a molte particelle.
Una serie di modelli di riferimento sono costituiti
dai vetri di spin (Spin Glass Ising model, vedi
Fig. 2), la cui classe di complessità è stata dimo-
strata essere NP-complete [24], [25]. Anche se
B. Laughlin e D. Pines [26] sollevarono molte
perplessità sulla possibilità teorica di risolvere
le equazioni che descrivono molte particelle tra
loro entangled, circa 40 anni dopo la proposta di
Feynman [1] stiamo appena iniziando a raggiun-
gere la fase in cui i computer quantistici posso-
no fornire soluzioni utili a problemi quantistici
complessi. Questo senza essere necessariamente
riduzionisti ad ogni costo.

Scogli e Criteri

Il nocciolo del problema deriva da una caratteri-
stica fondamentale del mondo quantistico a vol-
te noto come Principio di Indeterminazione
di Heisenberg: non possiamo osservare un si-
stema quantistico senza produrvi un disturbo in-
controllabile. Allora, per archiviare ed elaborare
informazioni in modo affidabile su un supporto
quantistico, dobbiamo mantenere tale sistema
quasi perfettamente isolato dal mondo esterno.
Allo stesso tempo, però, vogliamo che i qubit
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interagiscano fortemente tra loro, in modo da
poter correlare le informazioni tra di essi. Inol-
tre, dobbiamo essere in grado di controllare il
sistema dall’esterno ed eventualmente leggere i
qubit, in modo da estrarre il risultato del nostro
calcolo. Ci sono troppe condizioni in conflitto nel
realizzare e utilizzare un sistema quantistico. La
prospettiva tecnologica entro la quale l’Informa-
zione quantistica simuove è definita dai cosiddet-
ti criteri di Di Vincenzo [27], che costituiscono la
principale linea guida per fisici e ingegneri che
costruiscono computer quantistici. Essi sono:

1. Trovare qubit ben caratterizzati e scalabili.
Molti dei sistemi quantistici che troviamo in
natura non sono qubit, quindi dobbiamo tro-
vare unmodo per farli comportare come tali.
Inoltre, dobbiamo mettere insieme molti di
questi sistemi.

2. Determinare procedure di inizializzazione
del qubit. Dobbiamo essere in grado di pre-
parare ripetutamente lo stesso stato entro
un margine di errore accettabile.

3. Garantire tempi di coerenza lunghi rispetto
all’esecuzione del calcolo. I qubit perderan-
no le loro proprietà quantistiche dopo aver
interagito con l’ambiente. Vorremmo che
durino abbastanza a lungo da poter eseguire
tutte le operazioni quantistiche richieste.

4. Realizzare l’insieme universale delle Porte
Logiche Quantistiche. Dobbiamo esegui-
re operazioni arbitrarie sui qubit. Per fare
ciò, sono necessarie sia porte a qubit singolo
che porte a due qubit. Questo aspetto deve
essere appropriatamente approfondito.

5. Avere la capacità e le procedure di misura-
zione dei singoli qubit. Per leggere il risul-
tato di un algoritmo quantistico, dobbiamo
misurare accuratamente lo stato finale di un
insieme prescelto di qubit.

Oltre alla produzione di materiali e metodi di
controllo appropriati, sarà cruciale il ricorso al-
la correzione degli errori quantistici [28], il che
permetterà di aumentare anche il numero di qu-
bit utilizzabili. L’idea base è che per proteggere
un sistema quantistico da disturbi, l’informazio-
ne va codificata in uno stato altamente entangled.

Questo stato entangled ha la proprietà che l’am-
biente, interagendo con le parti del sistema, non
sia in grado di leggere le informazioni correlate e
quindi non può danneggiarle. Sfortunatamente,
la correzione degli errori quantistici comporta
costi generali significativi: scrivere le informa-
zioni quantistiche protette in un libro altamente
correlato richiede molti qubit fisici aggiuntivi,
quindi è improbabile che computer quantistici
affidabili che utilizzino la correzione degli erro-
ri quantistici siano disponibili a breve. Anche
se dispositivi basati su circuiti superconduttori
sono stati recentemente resi operativi rispettiva-
mente da Google con 53 qubit [29] e con 127 da
IBM [30], rimane comunque una scala limitata
di possibili risorse computazionali. Questi sono
i numeri con i quali ci si dovrà confrontare e pos-
siamo considerare l’attuale stato dell’arte, che
Preskill [31] ha battezzato NISQ era: epoca della
Scala Quantistica Intermedia Rumorosa. Nono-
stante tutto, sembra che alcuni importanti test di
efficienza (alcuni basati sullo studio di modelli
di Ising in 3d) siano stati dimostrati [32], [33].
Questo sembra valere anche per i sistemi nanofo-
tonici, come dimostra la Xanadu [34] nel lavoro
[35].
Per approfondimenti dei vari aspetti sia della

teoria dell’Informazione quantistica, che delle
realizzazioni concrete di quantum computers si
rimanda ai testi base, ormai dei classici, [36]-
[41], oppure ai più recenti [42, 43].

Richiami di MQ

Quadro

La differenza più significativa tra la Fisica Clas-
sica e la MQ risiede nel fatto che quest’ultima
permette di ottenere soltanto previsioni proba-
bilistiche delle varie grandezze. Nonostante es-
sa appaia controintuitiva, non solo fornisce una
spiegazione plausibile e coerente dei fenomenti
che avvengono a scala atomica, o subatomica, ma
anche molte proprietà della fisica a scala macro-
scopica possono essere pienamente interpretate
e comprese alla sua luce. Basti pensare a tutta
la Fisica dei metalli e dei semiconduttori. È no-
to che fenomenologicamente le onde luminose,
in certe condizioni, si comportano come parti-
celle, mentre le particelle si comportano come

Ithaca: Viaggio nella Scienza XXII, 2023 • La Computazione Quantistica 60



onde (dualità onda-particella). La MQ fornisce
una descrizione matematica di tale dualità onda-
particella e dell’interazione tra materia ed ener-
gia a livello di processi elementari microscopici.
Essa descrive i sistemi fisici e la loro evoluzio-
ne temporale con l’ausilio di entità matematiche
(funzioni d’onda, operatori di stato, etc. ), che
non necessariamente corrispondono a quantità
fisicamente osservabili, ma che incapsulano le di-
stribuzioni di probabilità relative agli esiti delle
misure di ogni possibile grandezza osservabile
sul sistema.
Dal punto di vista della MQ i singoli eventi

non sono riproducibili. Tuttavia i risultati delle
Misurazioni di uno stesso Osservabile, su una
sequenza (idealmente infinita) di Preparazioni
uguali dello stesso Sistema, hanno distribuzio-
ni di frequenza limite ben definite. Ogni spe-
cifica Preparazione determina le distribuzioni
di probabilità di tutti i possibili Osservabili
del Sistema. Quindi uno Stato del dato
Sistema è identificato con l’insieme di tutte le
Distribuzioni di Probabilità degli esiti di
ogni possibile Misurazione. Per tal motivo è im-
possibile dedurre lo Stato iniziale del sistema
dal risultato di una Misurazione. Infine, esisto-
no Osservabili Incompatibili. Il che equiva-
le a dire che le distribuzioni di probabilità de-
gli esiti di Misurazioni su Osservabili distinti
sono in generale correlate. Questo postulato è
privo di un analogo classico. Pertanto l’atto di
acquisire informazioni su un sistema misurando
l’OsservabileA disturba lo Stato, talché l’esito
della Misura di un altro Osservabile B ne verrà
influenzato in modo casuale. Infine, è un fatto
che più stati si possano sommare linearmente
con coefficienti complessi, che nel dar luogo alle
nuove distribuzioni di probabilità intervengono
in maniera quadratica. Per gli approfondimenti
relativi a queste tematiche si vedano i manuali
[44, 45, 46]. Alcune idee fondanti della MQ sono
presentate nell’Appendice.

Qubit

Il qubit è il più semplice sistema quantistico, rea-
lizzato da un qualsiasi sistema fisico che abbia un
osservabile dicotomico, cioé con uno spettro co-
stituito da due valori reali non degeneri. Ad essi
corrispondono due autostati ortogonali. Esem-

Matrici di Pauli.Matrici di Pauli.Matrici di Pauli.

σ0 =

(
1 0
0 1

)
; σ1 =

(
0 1
1 0

)

σ2 =

(
0 −i
i 0

)
; σ3 =

(
1 0
0 −1

)

pi fisici di qubit sono gli stati di polarizzazione
dei fotoni, un atomo con due livelli energetici, lo
spin dell’elettrone o quello del protone e simili
sistemi che posseggono due stati ben distinti.

In ossequio al bit classico, che assume i valori
logici 0 e 1, esistono due vettori { |0⟩, |1⟩}, che
costituiscono una base ortonormale nello spazio
di Hilbert associato al qubit

H ≡ C2 = { |ψ⟩ = a |0⟩+ b |1⟩}a,b∈C
⟨ψ |ψ⟩ = |a|2 + |b|2 . (1)

Tale spazio è invariante rispetto alle trasforma-
zioni unitarie

U (n̂, θ) = e−ı θ
2
n̂·−→σ

= 12 cos
θ

2
− ın̂ · −→σ sin

θ

2
, (2)

espresse dalle matrici di Pauli {σ0 = 12,
−→σ } =

{σ0, σ1, σ2, σ3} (vedi riquadro). Gli operatori σi
sono hermitiani e rappresentano Osservabili
Fisici corrispondenti, per esempio allo stato
di polarizzazione di spin/momentimagnetici ele-
mentari lungo tre direzioni ortogonali nello spa-
zio [44, 45, 46]. Le componenti 1, 2, 3 di questi
Osservabili sono incompatibili tra loro che, co-
me si è detto in precedenza, è una delle caratte-
ristiche specifiche di MQ. Questo schema può
essere generalizzato a qualsiasi sistema fisico,
che ammetta tre osservabili dicotomici, che go-
dono delle stesse proprietà delle matrici di Pauli.
Nel quadro teorico della MQ, facendo eventual-
mente rifermento alla sintesi dei suoi postulati
riportata in Appendice, lo stato fisico di un qubit
è descritto da un operatore di stato hermitiano
positivo a traccia 1 (per brevità, da qui in poi, si
userà stato per indicare un operatore di stato)

ρ (−→p ) = 1
2
(1+−→p · −→σ ) , (3)

dove −→p ∈ R3, 0 ≤ −→p 2 ≤ 1. Quindi tutti
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gli stati sono in corrispondenza biunivoca con
i punti contenuti in una sfera di raggio unita-
rio, detta la Sfera di Bloch. Se un qubit è nel-
lo stato ρ, le misure di una qualunque perti-
nente grandezza fisica O hanno come loro va-
lor medio ⟨O⟩ = trρO (vedi la Regola di Born
in Appendice), avendo denotato con O il cor-
rispondente operatore osservabile hermitiano
su H. La proprietà cruciale degli stati, imme-
diatamente verificabile, è che si possono som-
mare secondo la combinazione lineare convessa
ρ (λ) = λ ρ1 + (1− λ)ρ2, 0 ≤ λ ≤ 1. Questa
formula connette tutti gli stati che si trovano sul-
la corda tra ρ1 e ρ2, rappresentati come punti
nella Sfera di Bloch. È evidente che, in generale,
ogni singolo stato può avere un numero infini-
to di queste rappresentazioni, ad eccezione di
quelli che si trovano esattamente sulla superfi-
cie della Sfera di Bloch. Dall’ espressione in (3)
si deduce che gli stati puri sono operatori di
Proiezione, cioé della forma

ρ = |ψ⟩⟨ψ |, |ψ⟩ ∈ H, ⟨ψ |ψ⟩ = 1,

dove |ψ⟩ è detto vettore di stato. A loro volta, es-
sendo i vettori di stato elementi di H, si possono
sommare tra loro con coefficienti complessi co-
me, per esempio, riportato in (1). Combinazioni
lineari di vettori di stato sono dette coerenti e,
una volta normalizzate a 1, corrispondono uni-
vocamente a nuovi stati puri ρ collocati sulla su-
perficie della Sfera di Bloch. Da un punto di vista
fisico gli stati puri rappresentano tutti e soli gli
stati di un qubit isolato. Pertanto, ogni coppia di
essi può essere connessa da una trasformazione
unitaria, del tipo indicato in (2).

Invece, i punti interni alla Sfera rappresentano
Stati Misti, cioé miscele statistiche classiche de-
gli stati puri (non di vettori di stato, attenzione!).
Come visto in precedenza, queste combinazioni,
dette incoerenti, sono convesse e, in una oppor-
tuna scelta di base inH, possono essere espresse
con coefficienti reali positivi di somma 1.

I punti interni della Sfera di Bloch possono es-
sere raggiunti da uno stato puro iniziale tramite
trasformazioni non unitarie. Pertanto si è nella
condizione di descrivere con un unico quadro
teorico sia il qubit come sistema isolato, evoluzio-
ne unitaria, sia quando esso è parte di un sistema
aperto, con evoluzione non unitaria, ma che pre-

Figura 3: La sfera di Bloch.

serva la traccia e la positività diρ (si veda la sezio-
ne Decoerenza nel seguito). Questo si realizza,
per esempio, quando il qubit è in interazione con
un ambiente esterno, comunque modellato, che
non si possa o non si voglia controllare.
Chiaramente le trasformazioni non unitarie

fanno perdere, in generale, la correlazione di fa-
se tra i coefficienti complessi dei vettori di base,
nella quale è espresso il vettore di stato iniziale.
Questo fenomeno è chiamato Decoerenza ed è il
principale ostacolo alla computazione quantisti-
ca, che intende basarsi esattamente sul controllo
dei vettori di stato e della loro evoluzione. Ricor-
diamo a tal proposito il criterio 3. di Di Vincenzo
nella sezione precedente.

In conclusione il qubit costituisce un modello
elementare, sia in sovrapposizione coerente di
stati puri, che in quelli incoerenti degli stati misti
in presenza di decoerenza e rumore.
Tuttavia è abbastanza chiaro che ben poco si

possa fare con un solo qubit, quindi è necessario
passare a Sistemi Composti, il cui modello mi-
nimale è quello del 2-qubit, descritto nello spazio
di Hilbert

HA ⊗HB

≡ Span { |0A⟩, |1A⟩} ⊗ { |0B⟩, |1B⟩}
= Span { |0A 0B⟩, |0A 1B⟩, |1A 0B⟩, |1A 1B⟩} .

Questa struttura della base suggerisce subito la
notazione computazionale

HA ⊗HB ≡ Span { |0⟩, |1⟩, |2⟩, |3⟩} .

Ovviamente tale spazio ha dimensione 4 = 22.
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Ma se si mettono assieme 3 qubit il loro spazio è

HA ⊗HB ⊗HC =
(
C2

)⊗3

= Span { |0A 0B 0C⟩, |0A 0B 1C⟩,
|0A 1B 0C⟩, . . .}

che è a 8 = 23 dimensioni e così via all’aumentare
del numero di qubit. Lo spazio di Hilbert di n
qubit è H =

(
C2

)⊗n con dimensioni 2n.
Si consideri, ora, un sistema bipartito AB in un

particolare stato puro, specificato dal vettore di
stato

|ψ⟩AB = a |0A 1B⟩+ b |1A 0B⟩ (4)

con |a|2 + |b|2 = 1 . Si supponga, inoltre, che un
osservatore esegua una misura dell’osservabile
locale σ3A, che considera solo il qubit A rimanen-
do ininfluente sullo stato di B. I possibili esiti si
verificano secondo la seguente distribuzione di
probabilità P (si veda l’Appendice):





valore P Stato ridotto
0 |a|2 |0A 1B⟩,
1 |b|2 |1A 0B⟩.

(5)

Dalla tabella deduciamo che l’esito della misura
sul sottosistema A comporta immediatamente
informazione sullo stato del sottosistema B. Lo
stato considerato stabilisce una correlazione in-
terna tra i sottosistemi A e B. Tale correlazione è
il prototipo del concetto di Entaglement.

Entanglement

EPR

Nel 1935 Einstein, Podolski e Rosen consideraro-
no un sistema analogo a quello descritto sopra
per presentare un esperimento mentale, con lo
scopo di dimostrare la non completezza della
MQ come teoria della Natura [48]. La loro con-
vinzione era che in qualsiasi teoria fisica com-
pleta ogni elemento di realtà dovesse essere rap-
presentato. Essi ritenevano che una condizione
sufficiente affinché una proprietà fisica sia un
elemento di realtà consista nella possibilità di
prevederne con certezza il suo valore immedia-
tamente prima della misurazione. Le precedenti
misurazioni condotte dall’osservatore A gli con-
sentono di prevedere con certezza quale possa

essere il valore dell’osservabile locale σ3B effet-
tuata dal suo omologo osservatore B. Riuscendo
A a prevedere il valore dell’osservabile adotta-
to da B, esso deve corrispondere a un elemento
della realtà, il quale a sua volta dovrebbe essere
rappresentato in qualsiasi teoria fisica comple-
ta. In particolare, la riduzione (o collasso) dello
stato puro (4) nello stato ridotto in (5) dovreb-
be avvenire istantaneamente per tutto il sistema
composto, indipendentemente dalla distanza re-
lativa tra A e B. In tal modo verrebbe introdot-
ta una spooky action at a distance, incompatibile
con la Relatività Speciale, che invece impo-
ne una condizione di località: l’influenza di un
corpo su un altro non può manifestarsi ad una
velocità superiore a quella della luce. Tuttavia,
la MQ dice semplicemente come calcolare le pro-
babilità dei possibili risultati di un osservabile,
quando esso viene misurato, e non include alcun
altro elemento più fondamentale.

Bell & Co.

Quasi trent’anni dopo la pubblicazione dell’arti-
colo EPR [48] è stato proposto un test, noto come
disuguaglianza di Bell [49], utilizzabile per veri-
ficare sperimentalmente la validità dell’ipotesi di
località di Einstein (o realismo locale) in MQ: se
A e B sono sistemi quantistici spazialmente sepa-
rati, un’azione eseguita sul sistema A non deve
modificare la descrizione del sistema B. L’idea
fruttuosa di Bell fu quella di testare la località
di Einstein, tradotta nella cosiddetta “teoria del-
le variabili nascoste”. Il test si basa sulla stima
quantitativa delle correlazioni tra gli esiti delle
misure effettuate, rispettivamente, dall’osserva-
tore Alice su A e dall’osservatore Bob su B, i qua-
li condividono un 2-qubit A-B. Un ausiliario pre-
paratore Caio fornisce una sequenza, idealmente
infinita, di copie del 2-qubit preparate sempre
nello stesso stato.

Se i valori delle variabili nascoste fossero esat-
tamente noti, allora i risultati di qualsiasi misu-
razione potrebbero essere previsti con certezza.
Ma in realtà bisogna continuare a descriverli pro-
babilisticamente, perché di fatto possiamo solo
fissare il dominio delle variabili nascoste. In se-
condo luogo si presume che tali variabili siano lo-
cali, cioé ogni decisione di Bob sul tipo di misura
da effettuare, non ha alcun effetto sulle variabili
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nascoste che regolano le misure di Alice, purché
tali osservatori siano causalmente disconnessi.
Questo significa i due osservatori sono tanto lon-
tani tra loro, che un segnale luminoso non potrà
giungere dall’uno all’altro prima che entrambe
le rispettive misure siano state eseguite.
Per ipotesi Alice può decidere di misurare

casualmente uno dei due osservabili Q o R e,
analogamente, Bob può misurare S o T, essen-
do {±1} lo spettro di ognuno degli osservabili.
Allora, sotto le ipotesi della teoria delle variabili
nascoste, si può dimostrare la disuguaglianza di
(tipo) Bell

∆CHSH = E (QS) + E (RS)

+ E (RT)− E (QT) ≤ 2 ,

dove E rappresenta il valor medio rispetto al-
l’ipotetica distribuzione di probabilità delle va-
riabili nascoste, qualunque essa sia. Il pedi-
ce CHSH nella precedente relazione fa riferi-
mento alle iniziali dei ricercatori J.F.Clauser,
M.A.Horne, A.Shimony, R.A.Holt, che diede-
ro la formulazione della disuguaglianza qui
presentata [50].

Si supponga ora che il sistema considerato sia
un 2-qubit con vettore di stato |ψAB⟩ e segua
la sola MQ, senza alcun riferimento a variabili
nascoste. Gli osservabili presi in considerazione
siano

Q = −→σ A · q̂, R = −→σ A · r̂,
S = −→σ B · ŝ, T = −→σ B · t̂,

dove i simboli con il cappuccio indicano versori
nello spazio, lungo i quali si misurano le compo-
nenti di spin −→σ . È immediato valutare la CHSH
usando laMQ, specificamente la formula di Born
(si veda l’Appendice). Per esempio, se detti ver-
sori sono coplanari e sono separati da angoli di
45o e lo stato |ψ⟩AB dell’equazione (4) è determi-
nato dalle ampiezze a = −b = 1/

√
2, si ottiene

∆CHSH = 2
√
2 ≥ 2, che viola chiaramente la

CHSH. Si scopre quindi che le correlazioni pre-
viste dalla MQ sono, in generale, incompatibili
con le ipotesi di una teoria di variabili nascoste.

Nel 1982, Aspect e collaboratori [51] condusse-
ro un esperimento che dimostrava la violazione
di CHSH e affrontando la questione della separa-
zione causale tra le azioni di A e B. Per questo la-

voro Aspect ha ricevuto il premio Nobel nel 2022
[52], assieme a J. Clauser e A. Zeilinger, anch’essi
"per esperimenti con fotoni entangled, per stabi-
lire la violazione delle disuguaglianze di Bell e
per aprire la strada alla scienza dell’informazione
quantistica".

Rimane da verificare che la teoria delle varia-
bili nascoste non rientri in gioco controllando lo
stato dei rivelatori, oppure la stessa tecnica deci-
sionale delle osservazioni da effettuare. In ogni
caso, si avrebbe una causa di inapplicabilità della
condizione CHSH. Perciò la verifica sperimen-
tale di tale disuguaglianza, o simili, è un’attiva
area di ricerca. Per esempio, molto recentemente
è stato pubblicato un articolo su Physical Review
X [53], nel quale si riporta di un esperimento EPR
con due condensati di Bose-Einstein spazialmen-
te separati, ciascuno contenente circa 700 atomi
di rubidio. L’entanglement tra i condensati si ma-
nifesta in forti correlazioni dei loro spin collettivi.
Tali esperimenti mostrano che il conflitto tra la
MQ e il realismo locale non scompare quando le
dimensioni del sistema aumentano.

Da Enigma a Risorsa

Dopo il lavoro di Bell, l’entanglement quantistico
divenne oggetto di studio intensivo da parte di
coloro che erano interessati ai fondamenti della
teoria quantistica. Ma a poco a poco si è evoluto
un nuovo punto di vista: l’entanglement è anche
una risorsa potenzialmente preziosa. Sfruttando
gli stati quantistici entangled, possiamo svolgere
compiti altrimenti difficili o impossibili. Questa
caratteristica essenziale della MQ è vista oggi co-
me una risorsa fisica, che può essere spesa per
risolvere compiti di elaborazione delle informa-
zioni in modi nuovi, ma anche per descrivere nei
dettagli gli stati della teoria dei campi quantistici
[54].

Il primo obiettivo è definire quando un sistema
si trova in uno stato entangled. L’idea di base
consiste nel comprendere quale informazione si
riesca ad ottenere effettuandomisure soltanto sul
sottosistema A, ignorando quanto si verifichi in
B. Da un punto di vistamatematico, lo strumento
che realizza questo concetto consiste nella traccia
parziale. Considerando uno stato puro ρAB =

|ψAB⟩⟨ψAB |, la sua traccia parziale rispetto a B
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è lo stato di A fornito dalla relazione

ρA = trB ( |ψAB⟩⟨ψAB |)
=

∑

πµν

c∗πνcµν |µA⟩⟨πA |,

dove il vettore di stato

|ψAB⟩ =
∑

µ,ν

cµν |µA⟩ ⊗ |νB⟩

è stato sviluppato in una generica base diHAB .
Questa decomposizione è utile quando si consi-
derano osservabili locali solo di A, in quanto si
dimostra che il valor medio di ogni osservabile
OAB = OA ⊗ 1B si scrive come

⟨OAB⟩ = tr (OA ρA) .

Questa relazione caratterizza tutti gli osservabili
e le trasformazioni locali su A (analogamente su
B). Per un generico sistema bipartito si dice che
ρAB è uno stato entangled se

ρAB ̸=
∑

µ

pµ ρ
µ
A ⊗ ρµ

B.

dove ρµ
A e ρµ

B sono stati puri per ogni µ. L’in-
sieme complementare è costituito dagli stati se-
parabili, per i quali effettivamente si verifica
che

ρAB =
∑

µ

pµ ρ
µ
A ⊗ ρµ

B.

con ρµ
A e ρµ

B stati puri.

Un esempio di vettore di stato che rappresenta
uno stato puro separabile è dato da

|ψAB⟩ = |1A 1B⟩ .

Infatti si ha ρAB = |ψAB⟩⟨ψAB | = |1A⟩⟨1A | ⊗
|1B⟩⟨1B |. Differentemente, il vettore di stato

|ϕ+AB⟩ =
1√
2
( |0A 0B⟩+ |1A 1B⟩) (6)

corrisponde ad uno stato puro entangled dato da

ρAB = |ϕ+AB⟩⟨ϕ+AB |
= 1

2
[ |0A⟩⟨0A | ⊗ |0B⟩⟨0B |
+ |1A⟩⟨1A | ⊗ |1B⟩⟨1B |
+ |0A⟩⟨1A | ⊗ |0B⟩⟨1B |
+ |1A⟩⟨0A | ⊗ |1B⟩⟨0B |] ,

dove gli ultimi due termini in parentesi non sono
proiettori, né esiste una diversa base inHA⊗HB

che consenta di eliminare tale tipo di termini.
In generale, un vettore di stato che corrisponde

ad uno stato puro bipartito separabile è un pro-
dotto diretto di vettori di stato di HA e HB , cioé
|ψ⟩AB = |ϕ⟩A ⊗ |χ⟩B . Corrispondentemente gli
stati ridotti ρA = |ϕ⟩A⟨ϕA| e ρB = |χ⟩B⟨χB|
sono sempre puri.

Ogni vettore di stato che non può essere espres-
so come prodotto tensoriale corrisponde ad uno
stato entangled e, in tal caso, ρA e ρB sono sta-
ti misti. Non esistendo alcun analogo classico
di questa situazione, sembra quasi che la pe-
culiarità della MQ sia contenuta negli stati en-
tangled. In particolare, si può dimostrare che la
CHSH è violata da tutti gli stati entangled, mentre
è soddisfatta da tutti gli stati separabili. Inoltre
l’entanglement tra le due parti di un sistema non
può essere creato agendo localmente, ma solo
attraverso una effettiva interazione tra di esse.
Per convenienza, conviene definire gli stati puri
massimalmente entangled come

ρAB = |Ψ⟩⟨Ψ |, |Ψ⟩ = 1√
d

∑

µ

|µA⟩ ⊗ |µB⟩

se accade che

trAρAB =
1B
d
, trBρAB =

1A
d

,

essendo d la dimensione dei rispettivi spazi di
Hilbert.
Una maniera equivalente di caratterizzare

l’entanglement degli stati può essere fatta attraver-
so il concetto di Numero di Schmidt, oppure tra-
mite il concetto di Entropia di Entanglement
SA = −tr [ρA logρA], particolarmente utile
in teoria dei campi, ma non tratteremo questi
aspetti nella presente discussione (vedi [37]).

Non Super-Luminale

Il primo impulso che si potrebbe avere nel mani-
polare uno stato entangled sarebbe quello di utiliz-
zare il carattere non locale delle sue correlazioni
per inviare messaggi a velocità superluminale
(idea aborrita da Einstein in primis).

Si supponga d’aver preparato una serie co-
pie di un particolare stato puro massimalmente
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entangled rappresentato dal vettore

|ψ⟩AB =
1√
2

[
|↑n̂ A ↑n̂′

B
⟩+ |↓n̂A ↓n̂′B⟩

]
(7)

specificato dalle direzioni n̂, n̂′. Il vettore di stato
(6) è chiaramente un caso particolare di (7). Co-
me in precedenza si suppone che gli osservatori
Alice e Bob che posseggono il sottosistema A
e B, rispettivamente, siano causalmente discon-
nessi. Per inviare un messaggio ad Alice, Bob
lo codifica misurando l’osservabile σ1B , oppure
σ3B , su ogni qubit in suo possesso, inducendo
una corrispondente preparazione del qubit A nel-
la base { |↑x̂A⟩, |↓x̂A⟩}, oppure in { |↑ẑA⟩, |↓ẑA⟩}.
Tuttavia, sebbene le due preparazioni siano sicu-
ramente differenti, l’operatore di stato che effet-
tivamente possiede Alice è ρA = 1A/2 Pertanto,
non esiste alcuna misurazione che Alice possa
effettuare per distinguere quale riduzione Bob
abbia operato. Il messaggio è illeggibile, non c’è
possibilità di comunicazioni superluminali. Solo
nel caso in cui Alice e Bob effettuassero la misu-
ra lungo uno stesso asse, giungerebbero a una
concordanza.

Analogamente, se Bobmisurasse il suo insieme
di qubit, scegliendo a caso una delle due direzio-
ni dello spazio, diciamo x e y, e comunicasse ad
Alice anche solo la successione dei valori da lui
ottenuti, allora con misure su A Alice potrebbe
distinguere quale degli osservabili sia stato effet-
tivamente misurato. In ogni caso ci deve essere
una comunicazione convenzionale, quindi non
più veloce della luce.

Usare l’ Entanglement

Informazioni e Cancellazioni

Lasciatoci alle spalle questo sogno fantascienti-
fico, ci sono altri aspetti sorprendenti su cui far
leva. Ad esempio, sappiamo che gli operatori
di stato formano un insieme convesso e gli stati
puri sono i punti estremi dell’insieme. Uno sta-
to misto di un sistema A può essere preparato
come un insieme di stati puri in molti modi di-
versi, tutti però sperimentalmente indistinguibili.
D’altra parte, per ogni dato stato misto ρA si può
trovare una sua purificazione, cioé un vettore
di stato entangled |ΦAB⟩ per un appropriato si-

stema bipartito A-B, tale che la traccia parziale
di |ΦAB⟩⟨ΦAB | in B produca esattamente ρA.

Inoltre, è possibile trovare un osservabile in B
che riproduca, in corrispondenza di ogni esito, il
corrispondente stato puro presente nella misce-
la rappresentata da ρA. Infine, a seguito di un
ulteriore cambiamento di base in B, si può otte-
nere una nuova rappresentazione degli stati puri
che costituiscono ρA differenti dai precedenti.
Questo risultato è noto come teorema di Gisin-
Hughston-Jozsa-Wootters e costituisce la formu-
lazione più generale della procedura detta della
cancellazione quantistica [36, 37]. Risulta quin-
di che a seconda dell’informazione acquisita sul
sistema B, viene cambiata anche la descrizione
fisica dello stato di A.
Tutte queste proprietà dei sistemi bipartiti

si possono sfruttare in applicazioni nell’am-
bito delle teleomunicazioni: il dense coding,
il teletrasporto quantistico e la crittografia
quantistica.

Dense Coding

In primo luogo supponiamo che Alice possegga
due bit di informazione, che desidera inviare a
Bob in un modo particolarmente efficiente. In ef-
fetti, se Alice condividesse con Bob un 2-qubit in
uno stato entangled puro, ad esempio rappresen-
tato da (6), lei potrebbe spedirli con un solo qubit
(dense coding). Sul qubit A, quello in possesso di
Alice, si possono eseguire solo trasformazioni
unitarie locali: per esempio tre rotazioni di π at-
torno a tre assi ortogonali tra loro, oltre alla rota-
zione identica. Esse possono cambiare il vettore
di stato |0A⟩ in |1A⟩ e viceversa, con un eventuale
fattore di fase. I corrispondenti stati del 2-qubit
complessivo formano i quattro elementi di una
base ortonormalizzata di stati massimalmente
entangled (base di Bell) dello spazio di Hilbert.
Dopo una simile preparazione, il qubit A viene
inviato lungo un canale classico a Bob, il qua-
le esegue una misura collettiva, per esempio di
(−→σ A +−→σ B)

2 e di σA3 + σB3 che commutano tra
loro. Essa permettere di distinguere inequivoca-
bilmente quale delle quattro trasformazioni sia
stata eseguita. Questo equivale alla trasmissione
di due bit classici. In conclusione, per comuni-
care più efficientemente i loro messaggi Alice e
Bob hanno sfruttato un pre-esistente stato entan-
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gled come una risorsa computazionale quantisti-
ca, per ottenere la trasmissione di due bit classici.
Realizzazioni sperimentali pionieristiche sono
riportate in [55].

Teletrasporto

Ci si chiede ora se sia possibile avere l’effetto
inverso, cioé inviare due bit classici per trasmet-
tere un qubit. Si supponga, come prima, che
Alice e Bob posseggano ciascuno uno dei qubit
che si trovano in uno stato entangled |ψAB⟩, per
semplicità (7). Inoltre, Alice è in possesso di un
secondo qubit, che per convenienza si denota con
|ψ̃A⟩, del quale vuole trasmettere lo stato a Bob
attraverso un canale di comunicazione classico.
A questo scopo, in primo luogo ella provvede
a produrre un nuovo stato entangled tra i qubit
|ψA⟩ e |ψ̃A⟩ in suo possesso, facendoli opportu-
namente interagire. A questo stadio ci sono ben
tre qubit in un unico stato entangled. Su quelli
in suo possesso Alice esegue una misura locale,
per esempio di σA3, separatamente su ciascuno
dei due qubit. Questa doppia misura produce la
coppia di esiti (m, m̃). Ora, su un canale classi-
co Alice invia tali dati numerici a Bob, il quale
possiede un opportuno protocollo di codifica: ad
ogni coppia di valori ricevuti corrisponde una
ben precisa trasformazione locale sul suo qubit
|ψB⟩, che gli consente di porlo esattamente nello
stato originario definito da |ψ̃⟩.

|ψ̃〉A
A • H

m̃ •

|ψ〉A
A m

|ψ〉AB {
|ψ〉B

B
σm

1 σm̃
3 |ψ̃〉B

Figura 4: Il Teletrasporto attraverso una rappresen-
tazione circuitale, che verrà discussa più
dettagliatamente nel seguito. Gli elementi
essenziali sono i due qubit entangled sud-
divisi tra B ed A, che ne possiede anche
un terzo in uno stato specifico. Ogni qubit
procede lungo un filo del circuito. Il sim-
bolo che collega i due fili di A rappresenta
una specifica forma di interazione tra i due
qubit e che li pone in entanglement. Le altre
operazioni unitarie locali sul singolo qu-
bit vengono rappresentate con dei simboli
a scatola. Infine le misure vengono rap-
presentate con un simbolo di misuratore
e i canali di comunicazione classici con un
doppio filo.

La procedura è stata ideata dal gruppo di Mc-
Gill University [56] ed implementata sperimen-
talmente in molti modi [57, 59, 60]. In partico-
lare la tecnologia fotonica dal gruppo di Roma
[59] è diventata uno standard in questo ambito.
Questo sorta di magia è spesso chiamata Tele-
trasporto Quantistico, ma in effetti il termine
sembra piuttosto enfatico: 1) nulla di materiale
viene trasportato, 2) ma solo informazione su un
canale classico a velocità non superiore a quella
della luce, 3) inoltre viene distrutto lo stato en-
tangled originario per generare un solo qubit in B,
quindi c’è un costo in questa operazione, 4) infi-
ne il qubit |ψ̃⟩ non viene copiato: in primo luogo
l’originario viene distrutto dalla misura e solo
dopo di ciò il nuovo qubit è prodotto. Queste
ultime osservazioni sono conformi al cosiddetto
Teorema di No Cloning.

Crittografia Quantistica

L’impossibilità di copiare stati quantistici, oltre al-
l’effetto perturbativo di ogni misura su di essi, ha
stimolato un’area piuttosto importante di appli-
cazioni chiamata Crittografia Quantistica.
Si è sviluppata così una grande area di ricerca,
sia per quanto riguarda i protocolli di codifica
che le tecniche di implementazione. Tra i più noti
esempi vi è il protocollo di distribuzione di

Figura 5: Alice e Bob possono accordarsi su una co-
mune chiave crittografica sia su un canale
classico che uno quantistico. In questo ca-
so, il tentativo di spionaggio da parte di
Eve incontra difficoltà legate allo stabilirsi
di uno stato correlato con i qubit A e B.
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chiavi quantistico (QKD) denominato BB84
dal nome dei suoi inventori [61] (Si veda l’arti-
colo di Samuele Altilia, Michele Notarnicola e
Stefano Olivares e quello di Taira Giordani, Ales-
sia Suprano, Fabio Sciarrino in questo numero
di Ithaca).
Lo scopo del protocollo è quello di stabilire

una chiave segreta, cioé una sequenza casua-
le di bit, nota solo alle due parti Alice e Bob,
che possono utilizzarla per eseguire lo scambio
di messaggi criptati o rilevamento di eventuali
manomissioni. Se non si dovessero rilevare pro-
blemi durante il tentativo di stabilire tale chiave,
con alta probabilità essa si potrà ritenere segreta,
anche se non c’è garanzia che si riesca a stabilire
una chiave privata, nota a solo una delle parti.

Immaginiamo che Alice e Bob siano collegati
da due canali pubblici: un canale classico bidire-
zionale e un canale quantistico unidirezionale. Il
canale quantistico consente ad Alice di inviare
a Bob una sequenza di singoli qubit. Per esem-
pio, supponiamo che essi condividano una scorta
di coppie entangled descritte dal vettore di stato
|ϕ+AB⟩ di (6). Alice e Bob decidono di misurare
σ1 o σ3 sui qubit in loro possesso con un criterio
pseudo-casuale di probabilità 1/2. Una volta ese-
guite le misurazioni, sia Alice che Bob annuncia-
no sul canale classico quali osservabili abbiano
misurato, ma non rivelano i risultati ottenuti. Per
quei casi (circa la metà) in cui abbiano misura-
to i loro qubit lungo assi diversi, i loro risultati
vengono scartati. Invece, nei casi in cui abbiano
misurato lungo lo stesso asse, i loro risultati sono
perfettamente correlati, ma mantenuti segreti. In
questo modo stabiliscono una chiave condivisa,
cioé una QKD.
Ci si chiede se questo protocollo sia davvero

invulnerabile ad un subdolo attacco da parte di
una terza parte Eve. In particolare, Eve potrebbe
aver manomesso clandestinamente le coppie in
qualche occasione nel passato. Il significa che le
coppie che Alice e Bob possiedono potrebbero
essere (a loro insaputa) non perfette, ma piutto-
sto entangled con i qubit in possesso di Eve. Se
così fosse, Eve può attendere che Alice e Bob
facciano i loro annunci pubblici e procedere a mi-
surare i propri qubit, in modo tale da acquisire
la massima informazione possibile dagli scambi
tra i due. Di fatto il vettore di stato quantistico

complessivo a tre con Eve è del tipo

|Ψ⟩ABE = |00AB⟩ |ϕ0E⟩+ |10AB⟩ |ϕ1E⟩
+ |01AB⟩ |ϕ2E⟩+ |11AB⟩ |ϕ3E⟩

Si osservi, ora, che |ϕ+AB⟩ è autostato sia di
σA1 ⊗ σB1 che di σA3 ⊗ σB3 con lo stesso autova-
lore 1, mentre si può verificare facilmente che
|Ψ⟩ABE a tre qubit non gode di questa proprietà.
Quindi, con una misura di integrità di questo
tipo il tentativo di spionaggio da parte di Eve
può essere facilmente svelato.

Fin dalla sua concezione laQKD si è evoluta da
una semplice curiosità teorica a un’industria pro-
lifica all’avanguardia nelle tecnologie quantisti-
che. Oggigiorno si stanno costruendo reti QKD
sia metropolitane [62], [63], [64], [65] che satel-
litari [66], [67], culminati nello sviluppo e nel
lancio del satellite Micius dell’Accademia cinese
delle Scienze, che ha dimostrato la realizzabilità
collegamenti QKD intercontinentali [68].
I vari dispositivi e i protocolli offrono buone

prestazioni in termini di stabilità e di tasso di
qubit errati, ma ulteriori studi hanno evidenziato
che una implementazione completamente sicura
può essere ancora una sfida impegnativa.

Algoritmi Quantistici

Architettura di un Computer Quantistico

In tutti gli esempi precedentemente esposti si è
potuto notare che ogni operazione a livello quan-
tistico deve necessariamente essere accompagna-
to dall’uso di un canale classico di comunica-
zione. Questo tipo di struttura si deve riflettere
nell’architettura di un computer quantistico, che
assume una struttura ibrida nella quale i proces-
sori classici e quantistici funzionano in modalità
master/slave. In questo caso, il codice classico
effettua chiamate a un dispositivo esterno quan-
tistico. Inoltre, il codice quantistico, scritto in
un linguaggio adeguato, fornisce le istruzioni
che devono essere eseguite dal processore quan-
tistico. Una volta che le istruzioni inviate dal
computer classico sono state eseguite nel proces-
sore quantistico, viene eseguita una misurazione
e il risultato viene rinviato al processore classico.
Tale processo può essere ripetuto più volte. Tale
architettura viene chiamata QRAM [69].
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Classico + Quantistico

Compilatore

Computer Classico

Master

Disco

Algoritmo
Quantistico
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Misura

Figura 6: Architettura QRAM per un computer
quantistico.

In questa architettura rimangono alcuni colli
di bottiglia, quali l’eventualità di un possibile so-
vraccarico del trasferimento dati, fatto comune
anche per i processori grafici e vettoriali. Oltre
a queste limitazioni, il processore quantistico ne
introduce potenzialmente altre: potrebbe, nello
specifico, esserci un limite alla quantità di tem-
po a disposizione, durante la quale è possibile
mantenere una sovrapposizione quantistica pri-
ma che si dissipi per interazioni con l’ambiente
circostante. Questo è il già menzionato tempo di
decoerenza, il quale rappresenta un vincolo sen-
za analogo nella progettazione degli algoritmi
classici.

Porte Logiche e Circuiti Quantistici

Passiamo ora ad analizzare le operazioni elemen-
tari di un computer quantistico. Come già discus-
so in precedenza, mentre un computer classico
elabora bit, un computer quantistico elabora i qu-
bit. Per l’elaborazione dei bit, un computer clas-
sico utilizza un insieme finito di porte logiche,
cioè di funzioni booleane f : {0, 1}n → {0, 1}m,
dove n è il numero di bit in ingresso edm quello
dei bit in uscita. Ma nel caso quantistico que-
sto non è un fatto scontato. In primo luogo, le
porte logiche classiche sono tipicamente irrever-
sibili (dissipative): a due ingressi corrisponde
in genere una sola uscita, come ad esempio per
la porta AND : (a, b) ∈ Z2

2 → a b ∈ Z2. Ma nel
manipolare più qubit non ci debbono essere dis-
sipazioni, perderemmo rapidamente la coerenza
degli stati. Solo manipolazioni reversibili sono

quindi ammesse: cioé rappresentate da trasfor-
mazioni unitarie. Dal punto di vista classico la
teoria booleana consente un calcolo reversibile
a patto di utilizzare porte logiche con un nume-
ro uguale di ingressi e uscite, come ad esempio
la porta NOT : x↔ x̄, oppure quella di Toffoli:
(x, y, z)↔ (x, y, z ⊕ x y), avendo indicato con
⊕ la somma tra interi mod 2. Si può dimostrare
che, facendo uso della porta di Toffoli, ogni por-
ta logica classica irreversibile a più ingressi può
essere emulata da una reversibile, purché siano
disponibili dei bit ausiliari.

In generale, nella teoria booleana si introduce
il concetto di circuito booleano, con n ingressi
em uscite, definito come un grafo aciclico, mo-
nodirezionale e finito. In ogni vertice (o nodo)
di tale grafo possiamo collocare una porta logica,
tratta da un insieme finito di esse, ad eccezione
di n nodi riservati agli input ed m agli output.
Inoltre gli archi di connessione devono avere un
qualche ordinamento, per distinguere tra diver-
si argomenti che puntano alla stessa funzione.
Ad esempio, un circuito potrebbe contenere so-
lo porte binarie AND e OR e porte unarie NOT,
oppure essere interamente descritto da porte bi-
narie NAND. A queste bisogna aggiunger IN-
PUT e COPY, che consentono di assegnare i va-
lori di ingresso e leggere i risultati. In definitiva,
nel caso di circuiti booleani irreversibili è pos-
sibile far corrispondere dei circuiti equivalenti
reversibili, cioé costruiti solo con porte reversi-
bili. Per esempio un insieme siffatto è dato da:
INPUT, NOT, Toffoli e COPY. Ma quello che pre-
me sottolineare è che esso realizza un insieme
universale finito di porte logiche, con le
quali costruire ogni altra possibile funzione o
circuito booleano.

Nel caso quantistico, le trasformazioni unitarie
costituiscono, invece, un insieme infinito, operan-
ti sul prototipo di spazio di Hilbert H =

(
C2

)⊗n

qui adottato. Anche se può sembrare superfluo,
la situazione ideale nella quale ci stiamo ponen-
do consente di far agire tutte le porte logiche
quantistiche solo su stati puri producendo stati
puri, rappresentabili in termini dei soli vettori
di stato corrispondenti. Gli eventuali effetti di
decoerenza non vengono inclusi a questo livello
di trattazione e considerati in maniera perturba-
tiva: si suppone che in un computer quantistico
esista un tempo minimo di decoerenza, entro il
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quale lo stato complessivo dei qubit rimane puro.
Nella Figura 20 sono riportati i tempi di decoe-
renza T1 medi tipici per diversi sistemi di calcolo
quantistico reali. Come ultima avvertenza ai fi-
ni di alleggerire la notazione, le porte logiche
verranno indicate con lettere maiuscole, e non
in grassetto, per quanto rappresentino sempre
operatori unitari. In linea di principio, una so-
la di esse realizzerebbe il passaggio dallo stato
iniziale a quello finale, simbolicamente

|i1i2i3 . . . in⟩ U→ |i′1i′2i′3 . . . i′n⟩

con ij , i′j′ = 0, 1. Ma questo vorrebbe dire co-
struire un apparato apposito per ogni singolo
calcolo, il che non porterebbe nessun vantaggio!
L’idea è che la generica trasformazione unita-

ria su un n-qubit si possa costruire, almeno in
forma approssimata, combinando un numero fi-
nito di trasformazioni unitarie standard. A loro
volta, ognuna di esse agisce su un sottoinsieme
di qubit di fissato numero, relativamente piccolo
rispetto ad n. Con questa idea si propone di so-
stituire le porte logiche classiche con delle porte
logiche quantistiche. Esse debbono costituire un
insieme universale finito, nel senso che, a me-
no di casi eccezionali, ogni trasformazione unita-
ria si possa scrivere con un circuito, analogo a un
circuito booleano, nei cui nodi sono collocati gli
elementi dell’ipotetico insieme universale. Ov-
viamente indipendentemente dall’implementa-
zione fisica specifica, ogni porta compie sempre
la stessa operazione logica.
Per perseguire questi scopi si possono utiliz-

zare vari teoremi, il primo dei quali è quello
detto di Solovay-Kitaev per le trasformazioni
U ∈ SU (2), cioé su 1-qubit. Usando la compat-
tezza del gruppo, si mostra che 1) esiste almeno
una famiglia finita G di suoi elementi che gene-
rano sotto-insiemi densi in esso, 2) che per qual-
siasi porta U è possibile trovare una sua appros-
simazione Uϵ, con precisione ϵ in norma traccia,
utilizzando al piùO(log4(1/ϵ)) elementi tratti da
G [70]. Questo teorema ci consente di costrui-
re una qualunque trasformazione su un qubit a
partire, per esempio, dall’insieme finito di porte
costituito come segue.

Le tre porte di Pauli

X = σ1, Y = σ2, Z = σ3,

tra le quali X è l’analoga della porta NOT e le
altre cambiano le fasi relative tra gli stati di base.
La porta di Hadamard

H =
1√
2

(
1 1

1 −1

)
, (8)

la cui azione sugli elementi della base computa-
zionale è data da

|0⟩ H
1√
2
( |0⟩+ |1⟩) , |1⟩ H

1√
2
( |0⟩ − |1⟩) .

Infine si aggiungono le porte di fase

S =
1√
2

(
1 0

0 eı
π
2

)
=

√
Z,

e
T =

1√
2

(
1 0

0 eı
π
4

)
=

√
S.

Fatto questo, si deve passare alla costruzione di
trasformazioni unitarie di dimensioni superiori.
Un altro teorema ci viene in soccorso: esso affer-
ma che, a meno di un insieme di misura nulla
in norma traccia, una trasformazione unitaria di
n-qubit può essere costruita da porte a due qubit.
Questo risultato è particolarmente importante,
perché ci consente di approssimare ogni possi-
bile trasformazione solo con porte a 1 qubit e a
2 qubit. Non c’è la necessità di coinvolgere por-
te con 3 qubit, analoghe a quella di Toffoli nel
caso classico. Da un punto di vista fisico esse
realizzano lo scopo di porre in entanglement i due
qubit coinvolti. Procedendo ad accoppiamenti di
questo tipo, l’intero insieme di qubit può essere
correlato. In realtà, si può far vedere che basta
un solo tipo di porta a 2-qubit. Ad esempio la
porta NOT controllata cNOT, definita da

cNOT = |0⟩⟨0 |c 1t + |1⟩⟨1 |c Xt,

dove i pedici indicano rispettivamente il qu-
bit di controllo c e t per target. Una sua
rappresentazione grafica è

|a⟩ • |a⟩
|b⟩ |a⊕ b⟩

.

cNOT consente di realizzare la base degli stati di
Bell, tutti massimalmente entangled, secondo la
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relazione circuitale

|x⟩ H •
|βxy⟩ = |0, y⟩+(−1)x |1, y⟩√

2|y⟩

nella base computazionale { |0⟩, |1⟩}.
Per il ruolo cruciale che questa porta svolge

nello sviluppo dell’idea di computazione quanti-
stica, essa è stata anche la prima ad essere con-
siderata da un punto di vista implementativo
ad opera di Cirac e Zoller [71], che proposero
l’utilizzo di una trappola ionica. Altro aspetto
importante è che essa consente di realizzare, in
combinazione con porte a 1-qubit, ogni porta
logica a 2-qubit. Ad esempio, la porta SWAP
che esegue la permutazione di c con t, secondo
l’equivalenza circuitale

• • •
SWAP

=
• •

.

Così anche per ogni porta controllata

cU = |0⟩⟨0 |c1t + |1⟩⟨1 |c Ut ,

che, usando U = eı αAXBXC con ABC = 1, in
forma circuitale è espressa come:

• • • 1 0
0 eıα

=

U C B A

Procedendo in maniera analoga si possono co-
struire porte logiche per ogni numero di qubit.
Ad esempio l’analoga della porta Toffoli a 3 qubit

ccNOT = (1c11c2 − |1⟩⟨1 |c1 |1⟩⟨1 |c2)1t
+ |1⟩⟨1 |c1 |1⟩⟨1 |c2Xt

si rappresenta con il circuito di porte a 1 e 2 qubit
presentato dalla Fig. 7.

In definitiva, estendendo il precedente teore-
ma di Solovay-Kitaev per elementi U ∈ U (2n),
è possibile dimostrare che, usando un circuito
quantistico costituito da un insieme universale
di porte (chiuso rispetto all’inversione), si può
realizzare una trasformazione approssimata Uϵ

con un numero di risorse computazionali che

• • • •
• = • •

V V † V

Figura 7: Rappresentazione circuitale della porta a
3 qubit ccNOT in termini di porte a 1- e 2-
qubit. La porta indicata con V rappresenta
l’operatore V = (1− ı) (1+ ıX) /2.

cresce al più come una potenza di log2 1/ϵ. Il
che ci rende confidenti che in linea di principio
sia possibile calcolare concretamente, con una
successione ordinata di operazioni tipiche, im-
plementabili fisicamente con un certo numero
fisso di dispositivi scelti in partenza, una data
funzione booleana. Intuitivamente, l’utilizzo ef-
ficiente di un algoritmo quantistico è possibile
perché qualsiasi circuito può essere costruito da
un insieme universale di porte logiche. Ma, es-
sendo vero che esistono operazioni unitarie non
approssimabili efficientemente (si veda la discus-
sione precedente), è possibile immaginare siste-
mi quantistici che non possono essere simula-
ti efficientemente su un computer quantistico.
Forse tali sistemi non sono realizzati in Natura,
altrimenti saremmo in grado di sfruttarli per ela-
borare informazioni oltre il modello del circuito
quantistico.

L’ultimo passaggio che ci rimane è leggere il
risultato del calcolo, che consiste in una misura-
zione ortogonale di tutti i qubit (o un sottoinsie-
me di essi), proiettando ciascun qubit sulla base
{ |0⟩, |1⟩}. L’esito di questa misurazione è il ri-
sultato del calcolo, ma ovviamente esso compare
con una certa probabilità, la cui distribuzione sta-
tistica si può calcolare conoscendo il circuito. In
definitiva il risultato di una computazione quan-
tistica ha un valore probabilistico, non è certo nel
senso di un algoritmo classico sequenziale. Per-
tanto, in generale, si dovrà ripetere il calcolo più
volte, per essere confidenti che si sia ottenuto il
risultato corretto. In alternativa, si potrebbe pro-
cedere ad una verifica a posteriori del risultato
ottenuto, almeno per certe classi di problemi.
Con queste premesse, oltre alle applicazioni

indicate nel precedente paragrafo, si possono
riconoscere e sviluppare alcune aree algoritmi-
che generali, per le quali il modello quantistico
sembra offrire vantaggi sostanziali rispetto alle
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alternative classiche più conosciute.

• Trasformata quantistica di Fourier e
Stima della Fase
La QFT è un algoritmo di generale utilizzo
che consente di calcolare la trasformata di
Fourier di una funzione in maniera più effi-
ciente di quanto non faccia il corrispondente
classico Fast Fourier Transform. Dettagli
su questo punto saranno discussi in una
prossima Sezione. Anche l’algoritmo della
Stima della Fase è una sorta di subroutine, in
quanto può essere applicato in tutti i casi si
debbano valutare gli autovalori di operatori
unitari.

• Amplificazione di ampiezza
Questa procedura consente di aumentare
(amplificare) il peso associato a uno stato
desiderato all’interno di una sovrapposizio-
ne quantistica, inmodo che sia più probabile
che esso venga misurato. L’amplificazione
dell’ampiezza può essere utilizzata come
strumento generico per trovare in modo ef-
ficiente la soluzione per un’ampia varietà di
problemi di ricerca e ottimizzazione. Una
discussione di questa tecnica verrà illustra-
ta nella sezione riguardante l’algoritmo di
Grover.

• Quantum Random Walk (QRW)
Essa può essere applicata per risolvere
un’ampia varietà di problemi di stima sta-
tistica in modo più efficiente di quanto
non possa fare l’analogo classico. Un’intro-
duzione molto dettagliata all’uso QRW in
informatica può essere trovata in [72].

• Simulazione di sistemi fisici
Non dovrebbe sorprendere che i fenomeni
quantistici possano essere simulati in mo-
do più efficiente sull’hardware quantistico di
quanto sia possibile classicamente, che si
è già detto motivò Feynman. Tra i diversi
approcci alle simulazioni, negli ultimi an-
ni si è sviluppato un grande interesse verso
gli algoritmi quantistici adiabatici, cioè che
si basano sul teorema delle perturbazioni
adiabatiche [73]. Essi sono stati utilizzati
per risolvere problemi impegnativi in bio-
informatica, come la conformazione e il ri-
piegamento delle proteine [74], ed in Fisica

del nucleo. [23, 75]. Sebbene queste appli-
cazioni promettano progressi rivoluzionari
in una varietà di settori scientifici e ingegne-
ristici, non è chiaro fino a che punto una si-
mulazione possa rappresentare fedelmente
il comportamento di un sistema reale esteso,
tornando così alle osservazioni di [26].

• Correzione degli errori quantistici
La QEC è analoga alle classiche tecniche
di correzione degli errori, tranne per il fat-
to che può riconoscere e correggere errori
di qubit, al contrario della sola negazione
di bit [36]. Le sue applicazioni risiedono
nell’implementazione dell’architettura com-
plessiva del sistema di calcolo (sia quanti-
stica che classica di controllo), anche con la
progettazione di algoritmi ibridi.

Non avendo lo scopo di trattare in dettaglio tutte
le menzionate vaste aree di ricerca ed applicazio-
ni, si rimanda il lettore allamanualistica già citata
[36]-[43], ad altri articoli presenti su Ithaca e alla
letteratura specialistica. A titolo esemplificativo,
qui si riportano le idee di fondo di alcune delle
tecniche citate.

Simulazioni Quantistiche

Come sappiamo da molto tempo ormai, una del-
le applicazioni pratiche più importanti del calco-
lo è la simulazione di sistemi fisici, sia a scopo
progettuale/ingegneristico, che di scoperta di ba-
se là dove la comprensione e l’immaginazione
umana non riesce ancora spingersi. Il cuore delle
simulazioni è la ricerca di soluzioni alle equazio-
ni che esprimono le leggi dinamiche di un dato
sistema fisico. Le soluzioni vengono solitamente
ottenute approssimando le equazioni ed even-
tuali altre informazioni, quali condizioni iniziali
o al bordo o vincoli al sistema, tramite una loro
rappresentazione digitale. Intrinseca alla pro-
cedura di discretizzazione è la comparsa di un
margine di errore, che cresce per propagazione
ai passi successivi di una iterazione algoritmi-
ca. Perciò è importante che l’errore in questa
procedura sia limitato e che non cresca più velo-
cemente di una piccola potenza del numero di
iterazioni. Inoltre, non tutti i sistemi dinamici
possono essere simulati efficientemente: gene-
ralmente, solo quei sistemi per i quali si conosca
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l’esistenza della soluzione globale, per ogni dato
iniziale.
Focalizzandosi sui sistemi quantistici isolati,

in accordo al postulato di evoluzione riportato
in Appendice, il problema centrale consiste nel
risolvere l’equazione di Schrödinger per la ma-
trice di stato ρ. Questo comporta che per un
sistema di n qubit si debba determinare l’evolu-
zione temporale di 4n− 1 componenti reali (vedi
l’Eq. (3)). Quindi la difficoltà base consiste nella
crescita esponenziale nel numero di equazioni
che si debbono risolvere.
Si sa che esistono molti importanti sistemi

quantistici per i quali la simulazione con algorit-
mi classici è computazionalmente proibitiva, tra
i quali il già citato modello di Heisenberg/Ising
(vedi Fig. 2) o il più complesso modello di Hub-
bard. Tali modelli sono utili nello studio della
superconduttività, del magnetismo e di molte
altre proprietà fisiche dei materiali. Ad essi si
affiancano modelli più sofisticati, come la cro-
modinamica quantistica (QCD), i quali possono
essere utilizzati per calcolare le proprietà dei co-
stituenti elementari dell’Universo. Pertanto in
Fisica si è ben presto compreso il potenziale del-
la nuova tecnologia della computazione quanti-
stica, intraprendendo l’esplorazione di semplici
modelli nucleari [76],[77], modellando la fisica
del neutrino [78] e la preparazione degli stati
di input [79]. Tuttavia, l’analisi fatta in [80]
suggerisce che calcoli accurati delle strutture mo-
lecolari possono essere effettuati con certi algo-
ritmi classici efficienti, nel senso che hanno un
costo computazionale crescente con una potenza
(e non esponenzialmente) delle dimensioni del
sistema. Perciò i computer quantistici non neces-
sariamente costituiscono una alternativa vantag-
giosa. Tuttavia, rimane il fatto che la simulazione
di processi dinamici in tempo reale ponga ancora
sfide formidabili all’informatica classica, e molti
sforzi sono stati dedicati ad esplorare le propo-
ste provenienti da quella quantistica [81]. Una
rassegna sinottica delle varie idee e simulazio-
ni riguardante questo settore di ricerca si può
reperire in [82].
La situazione più semplice da considerare è

costituita dalla simulazione [83] dell’equazione
di Schrödinger mono-dimensionale, nell’ inter-
vallo −d ≤ x ≤ d, per la funzione d’onda |ψ (t)⟩
di una particella soggetta ad potenziale, definita

dall’operatore Hamiltoniano

H =
p2
x

2m
+ V (x) .

In rappresentazione di posizione significa che
la funzione d’onda ψ (x, t) = ⟨x |ψ (t)⟩, con con-
dizioni al bordo ψ (−d, t) = ψ (d, t) = 0 e con-
dizione iniziale ψ (x, 0) = ψ0 (x), è soggetta alla
arcinota equazione di Schrödinger

ı
∂

∂t
ψ (x, t) =

[
− ℏ2

2m

∂2

∂x2
+ V (x)

]
ψ (x, t) .

La soluzione formale del problema è data
dall’azione unitaria dell’operatore di evoluzione

|ψ (t)⟩ = e−
ı
ℏHt |ψ (0)⟩.

Comedi consueto, per ottenere una soluzione nu-
merica si procede discretizzando lo spazio ed il
tempo. La regione delmoto viene suddivisa in 2n
sottointervalli di lunghezza ∆ = d/2n−1, dove n
è stabilito dalle risorse computazionali disponibi-
li. Ora, all’i-esimo intervallo è associato il vettore
della base computazionale |i⟩ (i = 0, . . . , 2n − 1)

di un sistema di n qubit. Si è così realizzata una
approssimazione dello spazio di Hilbert origina-
rio,∞-dimensionale, aC2n costituito da funzioni
d’onda discretizzate della forma

ψd (t) = C

2n−1∑

i=0

ψ (xi, t) |i⟩,

con
xi = −d+ (i+ 1

2
)∆,

dove C è la costante di normalizzazione. Nel
contempo l’Hamiltoniano originario del sistema
continuo assume implicitamente la forma discre-
tizzataHd =

∑2n−1
i Hi. Come noto gli operatori

momento e posizione sono soggetti alla disugua-
glianza di Heisenberg, ovvero px e x sono osser-
vabili incompatibili. Questo si riflette nel fatto
che [Hi,Hj ] ̸= 0. A sua volta per calcolare l’o-
peratore di evoluzione approssimato non può
valere una espressione ingenua, per esempio

e−
ı
ℏHdt ̸=

2n−1∏

i=0

e−
ı
ℏHit.

Qui viene in soccorso la cosiddetta formula
di Trotter per una coppia A,B di operatori
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hermitiani:

lim
k→∞

(
eıAt/k eıBt/k

)k
= eı(A+B)t

che, a meno di contributi di secondo ordine nel
passo temporale∆t, consente di scrivere

e
− ı

ℏ

(
p2
x

2m
+V (x)

)
∆t

≈ e−
ı
ℏ

p2
x

2m
∆te−

ı
ℏV (x)∆t =

U †
F e−

ı
ℏ

p2
x

2m
∆t UF e−

ı
ℏV (x)∆t,

dove nel secondo passaggio si è usata la rappre-
sentazione di posizione eUF rappresenta l’opera-
tore unitario Trasformata di Fourier Quantistica,
che sarà discussa in dettaglio in una successiva
sezione. Di fatto essa rappresenta l’analogo sullo
spazio dei qubit dell’abituale Trasformata di Fou-
rier, la quale produce il cambiamento dalla base
di posizione { |x⟩} in quella di momento { |p⟩}.
Gli altri operatori presenti agiscono dia-

gonalmente sugli stati di qubit, cioé come
e−

ı
ℏV (x)∆t |i⟩ = e−

ı
ℏV (xi)∆t |i⟩ e analogamente

per l’operatore nello spazio dei momenti.
Tutti questi operatori possono essere imple-

mentati per mezzo di 2n−1 porte di fase control-
late n−1 volte, descritte nelle precedenti sezioni.
Da questo punto di vista il metodo risulta anco-
ra inefficiente, perché le risorse computazionali
necessarie crescono esponenzialmente con la pre-
cisione desiderata nel calcolo. D’altra parte lo
stato è descritto ed evoluto in parallelo con solo
n qubit, piuttosto che dai 2n valori della funzione
d’onda. Per potenziali non troppo complessi, i
primi studi hanno dimostrato che un simulatore
quantistico con una decina di qubit è abbastan-
za robusto contro gli errori, ma per eseguire il
calcolo occorrerebberoO(104) porte quantistiche
elementari, che sono ancora una sfida per un ve-
ro computer quantistico. Sviluppi in quest’area
di ricerca sono ancora attuali [84, 85].

La lezione appresa dalla precedente procedura
suggerisce che esiste un ampio spettro di tecniche
quantistiche per lo studio di equazioni e modelli
di Fisica, ma che esse stesse vanno studiate per
coglierne gli aspetti più vantaggiosi per gli scopi
ai quali sono destinate. Questo ha portato ad una
nuova classe di algoritmi ibridi.
Per citare un esempio sappiamo che per

trovare l’autovalore di un Hamiltoniano, po-
tremmo usare l’algoritmo di Stima della Fase

Quantistica, che analizzeremo nel seguito. In
linea di principio con tale metodo si potrebbe
ottenere l’intero spettro degli autovalori e i cor-
rispondenti autostati. Inoltre, per i problemi di
Materia Condensata o di Teoria dei Campi, nella
maggior parte dei casi siamo interessati princi-
palmente allo stato fondamentale. Tuttavia, per
un’Hamiltoniano generico l’implementazione di
una porta U controllata potrebbe non essere sem-
plice. Per problemi realistici, la stima della fase
quantistica richiede una grande profondità del
circuito, il che implica la necessità di un lungo
tempo di coerenza dei qubit, non disponibile con
la tecnologia della NISQ era.

Per superare queste limitazioni, è stato recente-
mente introdotto il metodo Variazionale agli
autovalori quantistici (VQES) [86, 87]. Es-
so è un algoritmo ibrido, la cui idea di base è
quella di sfruttare i vantaggi sia dei computer
quantistici che di quelli classici, facendo risolve-
re al computer quantistico la parte di calcolo che
esso può eseguire efficientemente, mentre si as-
segnano al computer classico compiti risolvibili
con algoritmi di per sè efficienti.

Figura 8: Diagramma di flusso dell’implementa-
zione del risolutore di autovalori VQES,
che utilizza un circuito ibrido classico-
quantistico. La figura è adottata da
[88]

In un contesto di Fisica Classica è noto che
le simulazioni di fluidodinamica richiedono le
nostre più potenti risorse computazionali e i com-
puter quantistici offrono l’opportunità di acce-
lerare gli algoritmi tradizionali. È stato mostra-
to [89, 90] che i metodi numerici su mesoscala,
del tipo Automa di Gas Reticolare (LGA) o
il metodo del Reticolo di Boltzmann (LBM),
possono essere eseguiti con algoritmi quantistici
efficienti. L’algoritmo è stato validato simulando
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due equazioni alle derivate parziali (PDE) ca-
noniche: l’equazione di Diffusione e quella di
Burgers (un analogo semplificato dell’equazione
di Navier-Stokes, comunque nonlineare) con di-
versi simulatori quantistici. È naturale in questo

collision streaming
f0f1 f1 f1

f4f4

f4

f3

f2 f2

f2

f3 f3

f0f0

Figura 9: Le principali operazioni consentite su un
Gas Reticolare di Boltzmann: collisione
flusso. Esse possono essere rappresenta-
te in un circuito quantistico che agisce su
un insieme di qubit. La figura è ripresa da
[89]

contesto cercare di risolvere anche equazioni dif-
ferenziali classiche con metodi quantistici, il che
ha prodotto una messe di risultati ancora da ap-
profondire, per quanto riguarda la loro efficienza
e robustezza rispetto agli errori [91, 92]. D’altro
canto si è già citato in precedenza che si stanno
sviluppando tecnologie di calcolo di multi-fisica
basati su queste idee.

L’algoritmo di Deutsch

Il prototipo ed anche il più semplice algoritmo
quantistico è quello di Deutsch [93], che consiste
nel risolvere il seguente problema decisionale:
data una funzione booleana

f : {0, 1} → {0, 1}

stabilire se essa sia costante o bilanciata. Con
questo termine si intende dire che la funzione as-
sume i valori 0 o 1 in uguale numerosità. È chiaro
che nel caso delle classe delle funzioni conside-
rate la risposta è immediata, perché esistono in
totale quattro di esse :

f1 (x) ≡ 1, f2 (x) ≡ 0, f3 (x) = x, f4 (x) = x ,

cioé due costanti e due bilanciate. Tuttavia, volen-
do esercitarsi a sviluppare un algoritmo apposito
si deve inventare una opportuna porta logica

Uf : |x⟩ |y⟩ → |x⟩ |y ⊕ f (x)⟩ , (9)

detta oracolo, perché fornisce una risposta al pro-
blema senza che entri in una successione di ve-
rifiche sui singoli argomenti x. Per vedere co-
me agisce l’algoritmo, si osservi in primo luo-
go che dalla sua definizione l’oracolo dipende
dalla funzione f e la sua azione, su una coppia
di qubit, produce uno stato da essa dipendente.
Precisamente, realizzando il seguente circuito

|0⟩ H • H

|1⟩ H Uf

lo stato inizialmente separato evolverà in un altro,
anch’esso separato, secondo i seguenti passaggi

|0⟩ |1⟩ H⊗H→ 1
2
( |0⟩+ |1⟩) ( |0⟩ − |1⟩)

Uf→ 1
2

(
|0⟩ |f (0)⟩ − |0⟩ |f (0)⟩+ |1⟩ |f (1)⟩ − |1⟩ |f (1)⟩

)
=

1
2

(
(−1)f(0) |0⟩+ (−1)f(1) |1⟩

)
( |0⟩ − |1⟩)

H→ 1
2

[(
(−1)f(0) + (−1)f(1)

)
|0⟩+(

(−1)f(0) − (−1)f(1)
)
|1⟩

] 1√
2
( |0⟩ − |1⟩) .

Si osservi che i valori della funzione f sono stati
calcolati in parallelo su tutti gli argomenti x ∈
{0, 1} e trasferiti nelle fasi delle ampiezze del
vettore di stato nel primo registro 1.

Procedendo ora ad effettuare una misurazione
sul primo qubit, evidenziato dal simbolo di misu-
ra nella rappresentazione circuitale, si ottengono
le due alternative

{ |0⟩ ⇒ f (0) = f (1) f costante
|1⟩ ⇒ f (0) = f (1) f bilanciata

,

il che fornisce una risposta univoca al problema
posto.

Il punto da sottolineare qui è che per ottenere
questo risultato è stato sufficiente applicare una
sola volta l’algoritmo quantistico, mentre classi-
camente avremmo dovuto calcolare f due volte.
Questo dà un senso al termine oracolo: il calcolo
della funzione f è effettuato in parallelo su tutti
i possibili input descritti dal registro dei qubit di
ingresso.

1Per registro si intende un gruppo di qubit i cui stati ini-
ziale e finale sono separati da quelli dei restanti qubit.
In questo caso il primo qubit da sinistra verso destra
nella notazione di Dirac, o dall’alto verso il basso nella
notazione circuitale.
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Variazioni sul tema

Il vantaggio computazionale è modesto nell’e-
sempio di Deutsch, ma si può enfatizzare nel
caso si debba decidere se una funzione boolea-
na sia costante o bilanciata su Zn

2 , ovvero f :

{0, 1}n → {0, 1}. Il corrispondente algoritmo di
Deutsch - Josza, rappresentato dal circuito

|0⟩⊗n
H⊗n • H⊗n

|1⟩ H Uf

,

produce uno stato finale (prima della misura)
della forma

1

2n

2n−1∑

x, y=0

(−1)f(x) (−1)x·y |y⟩ ⊗ ( |0⟩ − |1⟩)√
2

,

con

x · y = (x1 y1)⊕ (x2 y2)⊕ · · · ⊕ (xn yn) .

Come nel caso precedente, i valori della funzio-
ne f su Zn

2 simultaneamente calcolati vanno a
definire le fasi dei coefficienti di tutti gli elementi
del primo registro di qubit, inizialmente posti a
|0⟩⊗n = |0⟩. Nello stato finale essi potrebbero
assumere tutti i possibili valori della base com-
putazionale |y⟩ = |0⟩, . . . , |2n − 1⟩. Se a questo
punto si procedesse alla misura di tale registro,
potrebbe accadere di ottenere y = 0. Ma, da un’a-
nalisi delle ampiezze, questo si verifica solo se la
funzione f è costante, mentre non può ottenersi
nel caso fosse bilanciata, perché in questo caso i
contributi alla sua ampiezza sarebbero in egual
numero ±1.
Osserviamo ora che in un algoritmo classico,

verificato che per due valori diversi dell’argo-
mento una funzione f assume valori distinti, se
ne conclude con certezza che essa non è costante.
Ma per verificare che la funzione sia effettiva-
mente costante, dovremo calcolarla per tutti i 2n
valori dell’argomento. Diversamente, il calcolo
quantistico fornisce una risposta definita in un so-
lo passaggio. In questo senso (se pretendiamo la
certezza assoluta) potremmo dichiarare di essere
di fronte ad un’accelerazione esponenziale
della procedura quantistica.

In realtà la questione è più sottile, perché è pos-
sibile trovare algoritmi classici probabilistici, che
risolvono questo problema con probabilità 1− ϵ

con un numero di verifiche k = O (− log2 ϵ), cioé
di complessità crescente a potenza con il numero
di input in ingresso (classe BPP). Il problema
non è in effetti veramente difficile e l’algoritmo
quantistico fornisce solo un incremento relativo
in velocità di computazione.
Sulla linea concettuale di Deutsch si sono svi-

luppati algoritmi di maggiore complessità com-
putazionale. Qui basti citare quello di Simon
[94], che consiste nel determinare il periodo a ∈
{0, 1}n di una funzione booleana fa : {0, 1}n =

Zn
2 → Zn

2 . Da un punto di vista classico questo è
un problema NP, cioé difficile, ma consideriamo
il circuito quantistico

|0⟩⊗n
H⊗n • H⊗n

|0⟩⊗n
H⊗n Uf

,

dove si usa l’oracolo (9) secondo la relazione
[

1

2n/2

2n−1∑

x=0

|x⟩
]
|0⟩ Uf→ 1

2n/2

2n−1∑

x=0

|x⟩ ⊗ |f (x)⟩.

Applicandolo un numero sufficiente di volte ed
effettuando la seguente misura sul primo regi-
stro, il problema si riduce a risolvere un sistema
lineare omogeneo di n equazioni per l’incogni-
ta a. Quindi abbiamo trovato un esempio in cui,
trovato un particolare oracolo quantistico, possia-
mo risolvere un problema in tempo polinomiale
sfruttando il parallelismo quantistico, mentre è
necessario un tempo esponenziale con algorit-
mi classici. In termini di classi di complessità
computazionale si è dimostrato che BQP ̸= BPP.

La Trasformata di Fourier Quantistica e
la Stima di Fase

La QFT

L’algoritmo di Simon offre un ottimo esem-
pio di tecnica basata sull’amplificazione di
ampiezza per ridurre un problema effettivamen-
te difficile. Allora ci si può chiedere se sia possibi-
le formulare analoghi algoritmi anche per proble-
mi più complessi, quali la determinazione del pe-
riodo di funzioni definite su Z2n . In questo caso,
l’algoritmo classico ben noto, ed ampiamente uti-
lizzato in tutti i domini della Scienza, è la Trasfor-
mata di Fourier, nella sua versione discreta, nota
come Fast Fourier Transform (FFT). Ora, l’i-
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dea chiave è che la trasformata di Fourier può
essere valutata anche da un circuito quantistico
efficiente [95, 96, 97]. La trasformata quantistica
di Fourier (QFT) sfrutta la potenza del paralle-
lismo quantistico per ottenere un’accelerazione
esponenziale della FFT.

LaQFT èdefinita dalla trasformazione unitaria

UF |x⟩ = 1

2n/2

2n−1∑

y=0

exp [2πıx y/2n] |y⟩, (10)

per cui agisce su un generico vettore di stato
secondo la regola

UF

∑

x

a (x) |x⟩ =
∑

x

A (x) |x⟩,

dove

A (x) =
1√
N

N−1∑

k=0

a (k) exp

(
2πı

k x

N

)
.

Esattamente producendo la trasformata di Fou-
rier di una data funzione a (x). Inoltre, ricordan-
do la corrispondenza tra numeri in notazione
binaria ed elementi della base computazionale
data da

x =
n∑

k=0

ξk 2
k ↔ |x⟩ = |ξn, . . . , ξ1, ξ0⟩ ,

e introducendo la notazione abbreviata
n⊗

ℓ=0

|iℓ⟩ = |i0⟩ ⊗ |i1⟩ ⊗ · · · ⊗ |in⟩ ,

l’azione di UF può essere espressa anche nella
forma

UF |x⟩ = 1

2n/2

n⊗

ℓ=0

[
|0⟩+ e

2π ı
∑ℓ−1

k=0
ξk

2ℓ−k |1⟩
]
.

In altre parole la QFT porta ogni stato della ba-
se computazionale in uno stato non entangled di
n qubit. Non sembra quindi un impresa così
difficile implementarlo.

La QFT per 1-qubit coincide con la porta di
Hadamard H , definita in (8). Per calcolare la
QFT per un sistema multi-qubit si può adottare
una procedura ricorsiva, già nota per la FFT, della

forma

U
(k)
F = (H ⊗ 12k−1)(

|0⟩⟨0 | ⊗ 12k−1 + |1⟩⟨1 | ⊗D(k−1)
)

(
12 ⊗ U

(k−1)
F

)
R(k),

dove sono ora coinvolti gli operatori

D(k) = D(k−1) ⊗
(

1 0

0 exp
(

2πı
2k+1

)
)
,

e

R(k) =
2k−1∑

i=0

(
|i⟩⟨2i |+ |i+ 2k⟩⟨2i+ 1 |

)
.

Quest’ultimo operatore è interpretabile come
una successione di permutazioni tra qubit e, per-
tanto, si può implementare con delle porte SWAP.
Il corrispondente circuito quantistico è

158 7 Introduction to Quantum Algorithms

0
1
2

k – 2
k – 1

0
1

k – 3

k – 1

UF
(k) D (k)

H

Figure 7.8
A recursive quantum circuit for Fourier transform.

Since D(k) and R(k) can both be implemented with O(k) operations, the kth step in the recursion
adds O(k) steps to the implementation of UF

(n). Overall, UF
(n) takes O(n2) gates to implement,

which is exponentially faster than the O(n2n) steps required for classical fast Fourier transform.
A circuit for this implementation of the quantum Fourier transform is shown in figure 7.8.
A recursive program for this implementation would be

define QFT |x[1]〉 = H |x〉
QFT |x[n]〉 =

Swap |x0〉|x1 · · · xn−1〉
QFT |x0 · · · xn−2〉
|xn−1〉 control D(n−1)|x0 · · · xn−2〉
H |xn−1〉.

7.9 References

Classical circuit complexity is discussed in Goldreich [131] and Vollmer [279]. Watrous [281]
provides an excellent and extensive survey of quantum complexity theory. An older survey by
Cleve [85], unlike Watrous, discusses quantum communication complexity as well as quantum
computational complexity. Brassard [59] and de Wolf [97] both survey quantum communication
complexity.

Deutsch described the solution to the 1-qubit version of his problem in [99]. The three subrou-
tines were discussed in Hogg, Mochon, Polak, and Rieffel [154]. Deutsch and Jozsa presented the
n-qubit version and its solution in [102]. Simon’s problem with solution appeared in [256]. The
Bernstein-Vazirani problem first appears in Bernstein and Vazirani [49] as part of a more complex
algorithm. The simpler explanation of the algorithm appears in Mermin [209]. Both Grover [144]
and Terhal and Smolin [269] independently rediscovered the problem and quantum algorithms for
its solution. The latter reference contains a proof of the complexity of the best possible classical
algorithm.

The example of section 7.5.4 was presented by Brassard, Cleve, and Tapp [60] in the context of
their study of quantum communication complexity. Various notions of communication complexity
are discussed in [155, 96, 74].

In conclusione la QFT può essere implemen-
tata con un numero di risorse computazionali
O(n2), contro le O(n2n) richieste da FFT. Questo
naturalmente non può che aumentare significa-
tivamente l’impatto sulle capacità di calcolo in
tutte le innumerevoli applicazioni in cui la Tra-
sformata di Fourier svolga un ruolo importante.

La Stima della Fase

Consideriamo ora il problema della Stima
della Fase discusso in [97]. In generale, gli
autovalori di un operatore unitario sono della
forma e2πıϕ. A meno che esso non sia anche her-
mitiano, come gli operatori di Pauli, tali auto-
valori non sono direttamente misurabili. Tutta-
via, si può considerare il seguente circuito dove
|u⟩ denota il corrispondente autovettore di U e
|ψ⟩ = cos (π ϕ) |0⟩ + ı sin (π ϕ) |1⟩. Come abbia-
mo discusso nel problema di Deutsch, questa
procedura distingue con certezza tra ϕ = ±1, ma
per altri suoi valori si ha una minore confidenza
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Figura 10: La U (2)
F applicata al-

lo stato |0̄, 0̄⟩ = |1, 1⟩. Nel pan-
nello a destra si riportano le am-
piezze dei vettori della base com-
putazionale, di modulo 1/2, e le
corrispondenti fasi. La porta H a
sinistra svolge il ruolo di QFT (1).
La porta NOT è simboleggiata da
⊕ in blu.

Figura 11: The QFT (3) applicata
|0̄, 0̄, 0̄⟩ = |111⟩. Nel pannello a
destra si riportano le ampiezze dei
vettori della base computazionale,
di modulo 2−3/2, e le corrispon-
denti fasi. Si osservi che essa è co-
struita ricorsivamente su QFT (2).
La porta NOT è simboleggiata da
⊕ in blu.

|0〉 H • H |ψ〉

|u〉 U |u〉

statistica e sarà necessario ripetere molte volte il
calcolo. C’è una maniera per evitarlo.
Supponiamo di avere un registro di n qubit e

si ricordi che se |u⟩ è un autovettore di un opera-
tore U unitario, lo è anche di U2j con autovalore
e2

j 2πıϕ. Ora si implementa il circuito tracciato
in Fig. 12 Nei primi n-qubit di controllo viene

|0n〉 H . •

F†
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

|02〉 H • .

|01〉 H • .

|u〉 U U2 . U2n

Figura 12:

generata la sovrapposizione

H⊗n |0⟩⊗n =
1

2n/2

2n−1∑

x=0

|x⟩ .

A loro volta, ogni c− U2j produce il contributo

1√
2
( |0j⟩+ |1j⟩) |u⟩

c−U2j

−→ 1√
2

(
|0j⟩+ e2πı2

jϕ |1⟩
)
|u⟩ .

Se la rappresentazione binaria

ϕ =
∞∑

k=1

ϕk
2k

,

con ϕk ∈ {0, 1}, si troncasse ai primi n termini, o
la si assumesse come una approssimazione accet-
tabile, tenendo conto che eventuali termini nella
somma con potenze positive di 2 non contribui-
scono alla fase, l’intero registro si porrebbe nello
stato

|0n . . . , 02, 01⟩ −→
1

2n/2

(
|0n⟩+ e2πı

ϕn
2 |1n⟩

)
⊗ · · ·

· · · ⊗
(
|01⟩+ e

2πı
∑n

k=1
ϕk
2k |11⟩

)
,

analogo allo sviluppo per la trasformata di Fou-
rier UF visto in precedenza. Quindi, usando l’in-
verso della QFT (indicato conF† in Fig. 12, si può
ottenere lo stato |ϕ⟩ = |ϕn, · · · , ϕ1⟩, che rappre-
senta la fase ϕ se avesse solo n cifre significative.
In generale, una misurazione di tutti gli n qubit
di controllo fornirà i valori ϕk con k = 1, . . . , n e,
quindi, ϕ con accuratezza 2−(n+log2 2ϵ), dove 1− ϵ
è la probabilità di ottenere un’approssimazione
con precisione 2−n.
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Ordine, Fattorizzazione e algoritmo di Shor

Gli algoritmi appena presentati possono esse-
re utilizzati per risolvere una grande varietà
di problemi interessanti. Tra di essi il proble-
ma di fattorizzazione degli interi e quel-
lo, ad esso collegato, del problema della ricerca
dell’ordine di un intero nell’aritmetica mo-
dulare. Al di là dell’interesse strettamente ma-
tematico per essi, c’è anche quello applicati-
vo legato alla possibile violazione dei sistemi
crittografici a chiave pubblica tipo RSA [98].

L’obiettivo è valutare efficientemente la funzio-
ne esponenziale negli interi di base a, co-primo
diM , nell’aritmetica mod M

fM,a (x) = ax modM, GCD (a,M) = 1,

avendo indicato con GCD il Massimo Comune
Divisore.
Per esemplificare, riportiamo l’insieme dei

valori delle seguenti funzioni:

{f15,7 (x)} = {7, 4, 13, 1, 7, 4, 13, 1, 7, 4, 13, 1, 7, 4}

{f17,3 (x)} = {3, 9, 10, 13, 5, 15, 11,
16, 14, 8, 7, 4, 12, 2, 6, 1}

L’insieme dei valori di fM,a (x) è un gruppo ri-
spetto alla moltiplicazione mod M , il che com-
porta che deve esistere un qualche intero r per il
quale

ar = 1 modM.

Il più piccolo di tali numeri r è chiamato l’ordine
di a mod M ed è evidentemente il periodo della
funzione fM,a (x). Riferendoci agli esempi prece-
denti, per ispezione l’ordine di f15,7 è 4, mentre
quello di f17,3 è 16. Ma se i numeriM ed a sono
molto grandi, il compito di determinare r può
essere arduo nel senso NP.

A questo stadio può essere stabilita la connes-
sione tra il calcolo dell’ordine e il problema del-
la Fattorizzazione di un interoM , sintetiz-
zandola nella procedura generale di risoluzione
presentata nel riquadro sopra.

I Passi 1, 2 e 3 si possono eseguire con un di-
spendio di risorse computazionali che crescono
con una potenza del numero in input, quindi ef-
ficientemente, da un algoritmo classico. Il punto
cruciale è quindi il calcolo di r al Passo 4.

Passi dell’algoritmo di ShorPassi dell’algoritmo di ShorPassi dell’algoritmo di Shor

Passo Operazione
1 SeM Pari, ritorna 2.
2 SeM = pm con p Primo,

ritorna p.
3 Scegliere a caso 3 ≤ a ≤M − 1 :

se GCD (a,M) > 1
ritorna GCD (a,M).

4 Calcolare l’ ordine r di fM,a

5 Se r è Pari e fM,a

(
r
2

)
̸=M − 1,

ritorna GCD (
ar/2 ± 1,M

)
̸= 1

6 Se r è Dispari,
oppure fM,a

(
r
2

)
=M − 1,

tornare al Passo 3

Tornando al calcolo della funzione fM,a e usan-
do ancora una volta la rappresentazione binaria
x =

∑n
k=0 ξk 2

k, esso può essere espresso anche
nella forma

fM,a (x) =
(
a2

n)ξn (
a2

n−1
)ξn−1 · · ·

(
a2

0
)ξ0

mod M.

Questa formula è efficientemente implemen-
tabile anche su un computer classico. Si può
dimostrare che il numero di potenze da calco-
lare è dell’ordine m ∼ O (log2M) e, in definiti-
va, la funzione fM,a (x) può essere valutata con
un circuito classico di dimensioneO

(
(log2M)3

)

avente la struttura simbolica presentata in Fig. 13
Ma esso non rappresenta un algoritmo quanti-
xn · · · •

· · · · · · · · · · · · · · · · · ·
x2 • · · ·
x1 • · · ·
1 a a2 · · · a2

n

Figura 13: Circuito classico per calcolare l’esponen-
ziale modulare di ax

stico, in quanto non è costituito da trasformazio-
ni unitarie. D’altra parte, per trovare l’ordine
r si dovrebbero calcolare tutti i possibili valori
di fM,a (x) ed estrarlo poi con la tecnica della
Trasformata di Fourier.

Ora siamo nelle condizioni per illustrare l’al-
goritmo di Shor [95], la cui prima realizzazione
sperimentale fu riportata in [96]. L’idea è di as-
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sociare ad un intero a coprìmo diM di ordine r,
per ora incognito, l’operatore unitario

Ua : |x⟩ → |a x mod M⟩,
x ∈ {0, 1, . . . ,M − 1} .

Per esso si dimostra che la famiglia di vettori di
stato

|us⟩ =
1√
r

r−1∑

k=0

exp

[
−2πısk

r

]
|ak mod M⟩ ,

con 0 ≤ s ≤ r−1, è costituita da suoi autovettori,
con autovalori

exp

[
−2πıs

r

]
,

analoghi agli stati in (10) e indicativi della ri-
duzione del problema dell’ordine a quello della
stima della fase. Ma per quest’ultima ci sono due
importanti requisiti da rispettare: 1) si devono
avere procedure efficienti per implementare le
operazioni di tipo c−U2j per qualsiasi intero j, 2)
bisogna essere in grado di preparare inmodo effi-
ciente un autostato |us⟩, o almeno una sovrappo-
sizione di essi. Il primo requisito può essere sod-
disfatto ispirandosi alla procedura riportata nelle
Figure 13 e 14. Usando un certo numero di qubit
ausiliari è semplice costruire un circuito quan-
tistico con due registri con almeno L = log2M

qubit, che calcolano la trasformazione

c− Ua : |z⟩ |y⟩ → |z⟩ |azy mod M⟩ .

Il secondo requisito è più difficile da soddisfa-
re, poiché dipende dalla conoscenza di r. L’idea
si basa sull’osservazione che

1√
r

r−1∑

k=0

|uk⟩ = |1⟩ ,

e lo stato |1⟩ è semplice da realizzare. Quindi,
utilizzando

t = 2L+ 1 + log [2 + 1/ (2ϵ)]

qubit nel primo registro (con riferimento alla Fi-
gura 13) e preparando il secondo registro nello
stato |1⟩, con probabilità (1− ϵ) /r si ottiene una
stima della fase ϕ ≈ s/r per ogni 0 ≤ s ≤ r − 1

con l’accuratezza di 2L + 1 bit. Non abbiamo

ancora r, ma sappiamo che a priori ϕ è un nu-
mero razionale con r al denominatore. Perciò
se potessimo calcolare la frazione più vicina a ϕ
potremmo anche ottenere r. Poiché ottenere la
stima della fase con l’ accuratezza di 2L+ 1 bit
significa che

|ϕ− s/r| ≤ 2−(2L+1) ,

e, poiché r ≤ M ≤ 2L, si ha anche che 1/2r2 ≥
2−(2L+1), ovvero

|ϕ− s/r| ≤ 1

2r2
.

Questa relazione è sufficiente per garantire
che s/r sia un convergente dello sviluppo in
frazioni continue di

ϕ =
1

p1 +
1

p2+
1
...

.

Quindi, dallo sviluppo in frazione continue diϕ è
possibile estrarre un convergente s′/r′ costituito
da coprìmi tra loro, per i quali vale anche s′/r′ =
s/r. Se si verifica che ar′ = 1 mod M , allora
r′ = r è l’ordine ricercato. Se così non fosse,
s ed r devono avere un fattore comune. Ma è
possibile dimostrare che se si ripete l’algoritmo
almeno 2 logM si otterrà con alta probabilità s/r
co-primi tra loro.
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5.3 Algorithm implemented on IBM’s 5-qubit computer
We implemented the algorithm on ibmqx4, a 5-qubit quantum processor from the IBM Quantum
Experience, in order to factor number 15 with G = 11. The circuit as described on Figure 17
requires 12 qubits and 196 gates, too large to be implemented on ibmqx4. Hence, we used an
optimized/compiled version from [127] that uses 5 qubit and 11 gates (Fig 18).

|0i � % ( c2 ) � •

|0i � � • •

|0i � • • % ( c4 ) % ( c2 )
|0i
|0i

Fig. 18. Circuit for Shor’s algorithm for # = 15 and G = 11.

The results from the measurements are shown on Figure 19.
The periods found by the simulator are ? = 0, which is ignored as a trivial period, and ? = 4,

which is a good one. Since" = 8, we can conclude that A divides "/? = 8/4 = 2, hence A = 2. Then
15 divides

(GA � 1) = (112 � 1) = (11 � 1) (11 + 1) = 10 · 12.
By computing gcd(15, 10) = 5 and gcd(15, 12) = 3, we �nd the factors of 15.

The output from ibmqx4 �nds the same periods 0 and 4 with the highest probabilities, but
contains much more noise.

6 MATRIX ELEMENTS OF GROUP REPRESENTATIONS
6.1 Problem definition and background
In this section we will discuss another quantum algorithm that makes use of the QFT operation. In
this section we will also introduce a subroutine called the Hadamard test, which lets us compute
matrix elements of unitary operators. But �rst, we will require some knowledge of group theory to
understand the problem being tackled here. This section follows the work of Jordan in Ref. [73].

A Group (⌧ , ·) or (⌧) is a mathematical object de�ned by its elements (61, 62, . . . ) and an operation
between elements (·), such that these four properties are satis�ed.

(1) Closure: for any two group elements, the de�ned group operation produces another element,
which belongs to the group (for 8 68 ,6 9 2 ⌧ , 68 · 6 9 = 6: 2 ⌧).

(2) Associativity: for 8 68 ,6 9 ,6< 2 ⌧ , 68 ·
�
6 9 · 6<

�
=

�
68 · 6 9

� · 6< .
(3) Identity element: 4 2 ⌧ , such that 4 · 68 = 68 · 4 = 68 .
(4) Inverse element: for 8 68 2 ⌧ , there exists 6? , such that 68 · 6? = 6? · 68 = 4 .
A group with a �nite amount of elements = is called a �nite group with order =, while a group

with an in�nite amount of elements is an in�nite group. In this section, we will discuss quantum
algorithms to solve certain problems related to �nite groups. As before, we will also implement
them on the IBM machines. Some examples of groups are given below.

Example 1A. Abelian group �= with = elements: 0, 1, . . . ,= � 1, and the group operation addition
modulo =: 68 · 6 9 = (8 + 9)mod(=). For instance, for = = 3: 00 = 0, 01 = 1, 02 = 2. Then, 02 · 02 = 4
mod(3) = 1 = 01, 02 · 01 = 3 mod(3) = 0 = 00, etc. The identity element is 00 = 0 and its inverse
is itself. For all other elements the inverse element is, 0�1

8 = 0=�8 . This group is called Abelian or

Figura 14: Il circuito ottimizzato in [96] che realizza
l’algoritmo di Shor per fattorizzareM =
15 con a = 11.

L’algoritmo di Shor è un caso particolare di
un più generale algoritmo quantistico, discusso
da Kitaev per la prima volta [97] e poi esteso
ed ottimizzato in [99], che risolve il problema
di Sottogruppo Nascosto. Senza entrare in nes-
sun dettaglio, ma solo per mostrare il suo caratte-
re generale, tale problema può essere enunciato
come segue:

“sia f una funzione da un gruppo G a
un insieme finito X , tale che essa sia
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costante sui coset di un sottogruppoK
e distinta su ciascuno di essi. Trovare
il sottoinsieme generatore di K, usan-
do un oracolo quantistico che esegue
la trasformazione unitaria U |g⟩ |h⟩ =

|g⟩ |h⊕ f (g)⟩, per g ∈ G e h ∈ X . ”

L’algoritmo di Grover

L’algoritmo di Grover [6] consente di trovare
(con probabilità > 1/2) uno specifico elemen-
to all’interno di un database disordinato, costi-
tuito da N oggetti, usando O(

√
N) operazioni,

mentre un computer classico richiederebbeO(N)

operazioni per raggiungere lo stesso obiettivo.
Pertanto, l’algoritmo di Grover fornisce un’ac-
celerazione quadratica rispetto a un algoritmo
classico ottimale. È stato anche dimostrato [100]
che l’algoritmo di Grover è ottimo, nel senso che
nessunamacchina di Turing quantistica può farlo
con un numero inferiore di operazioni.

Sebbene l’algoritmo di Grover sia comunemen-
te considerato utile per la ricerca in un database,
le idee di base di questo algoritmo sono appli-
cabili in un contesto molto più ampio. Questo
approccio può essere utilizzato per accelerare gli
algoritmi di ricerca in cui si potrebbe costruire un
oracolo quantistico che distingua l’ago dal
pagliaio. L’implementazione dell’oracolo può es-

Algoritmi
Quantistici di 
Ricerca

Trasformata di Fourier
quantistica

Log Discreto
Ricerca
 dell’Ordine Sottogruppo 

nascosto

Quantum counting 

Statistica 

Velocizzazione di 
alcuni problemi in NP 

Ricerca di cripto-chiavi

Algoritmo di Shor
Fattorizzazione

Violazione di 
criptosistemi

-L

Figura 15: Due dei principali Algoritmi Quantistici
e le loro relazioni, incluse alcune notevoli
applicazioni.

sere ridotta alla costruzione di un circuito quanti-
stico che cambia lo stato di un qubit ausiliario, se
esiste una certa funzione f , definita sull’insieme
{x1, x2, . . . , xN} , tale che f∗ (x) = 0 ∀xi ̸= x∗ e
f∗ (x) = 1 se x = x∗, essendo x∗ l’elemento da
trovare.
Si costruisca uno spazio di Hilbert, le cui di-

mensioni sianoN = 2n pari al numero di elemen-
ti del database, in particolare |x∗⟩ faccia parte
della base computazionale. L’elemento chiave
dell’algoritmo di Grover è l’operatore definito da

UΨ = 2 |Ψ⟩⟨Ψ | − 1,

dove

|Ψ⟩ = H⊗n |0⟩⊗n =
1√
N

N−1∑

i=0

|i⟩.

L’azione di UΨ su un generico elemento dello
spazio∑

i ai |i⟩ è

UΨ

∑

i

ai |i⟩ =
∑

i

(2⟨a⟩ − ai) |i⟩,

dove
⟨a⟩ = 1

N

∑

i

ai

è l’ampiezza media degli stati di base. Questo
ci dice che l’ampiezza di ogni singolo stato |i⟩ è
riflessa attorno a tale valor medio.
Per poter utilizzare l’operatore di Grover con

successo in una ricerca, è necessario che il regi-
stro dei qubit di input sia opportunamente ini-
zializzato. Esso viene posto nello stato Ψ prece-
dentemente introdotto, mentre un qubit ancillare
è posto nello stato H |1⟩. A questo stadio viene
applicato l’oracolo

Uf∗ : |x⟩ |y⟩ → |x⟩ |y ⊕ f∗ (x)⟩,

il quale lascia immutati tutti gli stati della base
computazionale, eccetto che per x∗ per il quale
vale

Uf∗ |x∗⟩ ⊗H |1⟩ = − |x∗⟩ ⊗H |1⟩ ,

cambiando la fase del qubit ancillare. Combinan-
do questo risultato con l’azione successiva diUΨ

si esalta l’ampiezza dello stato |x⟩∗, decremen-
tando quelle degli altri elementi di base. Una
misura del registro principale di qubit darà x∗
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con probabilità vicina a 1, se la precedente suc-
cessione di operatori è ripetuta un numero circa
uguale a (π

√
N)/4 volte. Un algoritmo classico

assolverebbe allo stesso compito con O(N) ten-
tativi, quindi Grover costituisce un significativo
aumento di efficenza computazionale.
Il metodo di Grover è stato applicato in vari

problemi di analisi topologica, quale quello della
ricerca di triangoli in grafi costituiti da un fissato
numero di nodi [101], o di IntelligenzaArtificiale
e Machine Learning [102].9.1 Grover’s Algorithm 179

a)

b)

Figure 9.1
The iteration step of Grover’s algorithm is achieved by (a) changing the sign of the good elements and (b) inverting about
the average. The case of a single solution is illustrated.

Let G = {x|P(x)} and B = {x|¬P(x)} denote the good and bad values respectively, and let
the number of good states be a small fraction of the total number of states:

|G| << N.

Let

|ψG〉 = 1
√|G|

∑

x∈G

|x〉

be an even superposition of all the good states, and

|ψB〉 = 1
√|B|

∑

x∈B

|x〉

be an even superposition of the bad ones. Then |ψ〉 = W |0〉, an equal superposition of all N

values, can be written as a superpositions of |ψG〉 and |ψB〉

|ψ〉 = 1√
2n

2n−1∑

x=0

|x〉 = g0|ψG〉 + b0|ψB〉

where g0 =
√|G|/N and b0 =

√|B|/N .
The core of Grover’s algorithm is the repeated application of a unitary transformation

Q : gi |ψG〉 + bi |ψB〉 → gi+1|ψG〉 + bi+1|ψB〉

that increases the amplitude gi of good states (and decreases bi) until a maximal value is reached.
After applying the amplitude amplifying transformation Q an appropriate number of times j ,

x*

x1 2 3x x .  .  .  x x n  n + 1.  .  .  

a

.  .  .  

  1 a  2   3

  *

< a >
a

- a

2< a > - a

< a >

1

2 < a > + a *

2< a >

Figura 16: Descrizione grafica di un passo di iterazio-
ne dell’algoritmo di Grover. L’elemento
da trovare è x∗. In (a) si è cambiato il
segno della sua ampiezza attraverso l’a-
zione dell’oracolo Uf∗ . In (b) si è eseguita
l’inversione rispetto alla media usando
UΨ.

Decoerenza

In pratica è impossibile isolare completamente
un computer quantistico dal suo ambiente. Si
pensi, ad esempio, alle inevitabili fluttuazioni
quantistiche del Campo Elettromagnetico inte-
ragenti con un dipolo magnetico, che potrebbe
fisicamente costituire un qubit utilizzato in un
computer quantistico. Questo va visto come un
sottosistema di un sistema più ampio, costituito
da esso stesso e dall’ambiente in cui è immerso,
che sia termico, elettromagnetico o nucleare. Per
ambiente si intende un sistema fisico sul qua-
le non abbiamo alcun controllo: non possiamo
ricavarne informazioni di dettaglio, mediante
misurazioni o applicarvi azioni di controllo, ma
al più valori medi statistici di alcune grandezze
interpretate macroscopicamente. In alcuni casi,
l’effetto di un’interazione ambientale sul sottosi-

stema computazionale è reversibile, ma in gene-
rale produce l’effetto irreversibile della decoeren-
za. Nella decoerenza, l’informazione codificata
nello stato del sottosistema computazionale vie-
ne persa nell’ambiente. Pertanto tali errori sono
gravi e varie strategie di correzione degli errori,
come la ridondanza tripla da un punto di vista
computazionale, o comunque l’estensione per
quanto possibile del tempo di decoerenza.

Figura 17: L’insieme dei qubit utilizzati nella com-
putazione è rappresentato da A, mentre
Environment è l’ambiente con il quale es-
si vengono a contatto. L’Energia è certa-
mente scambiata in maniera incoerente
tra A ed Environment, ma anche l’Infor-
mazione può fluire irreversibilmente da
A verso Environment, a causa della decoe-
renza degli stati puri. Nella situazione
più semplice si avranno processi Marko-
viani. Se le interazioni A-Environment
godono di una certa memoria si avranno
processi non Markoviani e fenomeni di
revival degli stati antecedenti in A.

Sono state sviluppate varie tecniche per la de-
scrizione dei processi di decoerenza nei sistemi
computazionali, per comprenderne le caratteri-
stiche e verificare la tolleranza, o robustezza, dei
sistemi rispetto ad essa. Nonché per concepire
metodi di correzione degli errori quantistici ad
essa dovuti e contrastarne gli effetti.
L’idea base consiste nel pensare A e Envi-

ronment come un unico sistema isolato entan-
gled (vedi Fig. 17), a causa delle interazioni re-
ciproche, le cui azioni sono espresse da operato-
ri unitari. Allo stesso tempo l’Environment può
essere anche visto come un osservatore del si-
stema computazionale A, saggiandone costan-
temente tutta una serie di proprietà osservabi-
li. L’entanglement però modifica le probabilità
di osservare un certo esito in una misura sul
sottosistema A. Il che, per essere descritto cor-
rettamente, richiede una generalizzazione del-
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lo schema consueto delle proiezioni ortogonali
sugli autostati (vedi Appendice). Questa gene-
ralizzazione si esplica nell’esistenza di una fa-
miglia {Em}m∈σ(OA) di Operatori di Misura
generalizzati (POVM) associati ad un certo
osservabile OA. Gli elementi di tale famiglia
godono delle seguenti proprietà:
1. Hermitianità: E†

m = Em

2. Positività : ⟨ψ |Em |ψ⟩ ≥ 0 ∀ |ψ⟩ ∈ HA

3. Completezza: ∑mEm = 1A

Data una POVM {Em} esistono sempre degli
operatori, detti di Kraus, che godono delle
proprietà

Qm = Um

√
Em,

∑

m

Q†
mQm = 1A

dove Um sono unitari. Gli operatori di Kraus
producono gli stati post-misura. Questo signifi-
ca che se a seguito della misura si ottiene m ∈
σ (OA), allora a riduzione del pacchetto d’onda
è data da

|ψ⟩ m→ Qm |ψ⟩
|√Em |ψ⟩| ,

o più in generale

ρm =
Qm ρ Q†

m

tr
(
Qm ρ Q†

m

) ,

Una POVM attribuisce probabilità a priori

Pm = tr
(
Qm ρ Q†

m

)

di ottenere m nella misura di un dato operato-
re sullo stato ρ. Inoltre, c’è completa libertà di
scegliere l’operatoreUm per ognim.
L’introduzione delle POVM consente di stu-

diare, senza riferimento a quanto avvenga in En-
vironment, le possibili trasformazioni finite in A
secondo la mappa

ρA → E (ρA) =
∑

m

Qm ρAQ†
m .

In tal modo, ogni trasformazione finita dello sta-
to di un sistema quantistico in contatto con un
Environment viene descritta da una mappa linea-
re completamente positiva e che preserva
la traccia (TPCP) E . Essa agisce solo sullo sta-
to ρA del sistema computazionaleA e viene detta

Canale Quantistico. Si può dimostrare che più
Canali Quantistici possono comporsi tra di loro.
A differenza degli operatori unitari, in genere i
canali quantistici non sono invertibili, quindi essi
formano dei semi-gruppi. Per la stessa ragione
non è detto che E rappresenti una trasformazione
unitaria, il che implica la decoerenza e la possi-
bilità di descrivere trasformazioni irreversibili in
MQ.
Per fare un semplice esempio, si consideri

un modello elementare costituito da un qubit
che può subire, per cause non specificate e con
uguale probabilità p, uno dei tre tipi di errore:

1. Bit flip : |ψ⟩ → σ1 |ψ⟩

2. Phase flip: |ψ⟩ → σ3 |ψ⟩

3. Bit-Phase flip: |ψ⟩ → σ2 |ψ⟩

Naturalmente c’è una probabilità 1−p che il qubit
rimanga nel suo stato originale. Allora, con una
opportuna argomentazione, si possono trovare
quattro operatori di Kraus:

Q0 =
√
1− p 12 , Q1 =

√
p

3
σ1,

Q2 =

√
p

3
σ2 , Q3 =

√
p

3
σ3

i quali verificano la condizione di normalizzazio-
ne ∑

mQ†
mQm = 12. Inoltre, il corrispondente

canale quantistico è fornito dalla mappa nella
sfera di Bloch

ρ → ρ′ = (1− p)ρ

+
p

3
(σ1ρσ1 + σ2ρσ2 + σ3ρσ3) .

Quindi anche se lo stato originario poteva essere
puro, la mappa lo fa diventare misto, facendogli
perdere coerenza.

Moltissimi altri esempi si possono studiare,
quali, ad esempio, singoli qubit accoppiati ad
ambienti costituiti da altri qubit, o da oscillatori
armonici, oppure da bagni termici variamente
specificati. Si possono studiare oscillatori armo-
nici quantistici smorzati, oppure a contatto con
bagni termici. Molti esempi e tecniche di studio
sono riportati in [47, 106, 105].

Il passaggio successivo consiste nel determina-
re le equazioni di evoluzione, a tempo continuo,
degli stati di sotto-sistemi quantistici a contatto
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con un Environment. Sotto le ipotesi di marko-
vianità si ottiene la cosiddetta Master Equation
di Lindblad [37, 103, 104]

dρ

dt
= −ı [H,ρ]

+
∑

m>0

(
Lm ρL†

m − 1
2

{
L†
m Lm, ρ

})

doveH è l’operatore Hamiltoniano se A fosse iso-
lato dall’Environment, quindi il primo termine del
membro di destra è ovviamente lo stesso dell’e-
quazione di Schrödinger. Gli altri termini invece
provengono da operatori di Kraus infinitesimi,
chiamati Salti Quantici, e descrivono l’effet-
to di Environment su A. Sono essi i responsabili
della decoerenza dello stato di A.
Di questa equazione esiste anche una versio-

ne in rappresentazione di Heisenberg per gli
osservabili di A.

Con l’equazione di Lindblad si possono studia-
re effetti di smorzamento e di depolarizzazione
di sistemi quantistici soggetti a dissipazione e/o
decoerenza e, quindi, estremamente rilevanti per
l’effettiva dinamica di un computer quantistico.
A titolo di esempio si consideri l’evoluzione li-
bera di un qubit sotto l’azione di un effetto di
smorzamento di ampiezza (una combinazione
degli errori 1. e 3. sopra descritti) definito dal sal-
to quantico L1 = γ (σ1 + ıσ2) /2 dove γ > 0 pa-
rametrizza l’intensità della perturbazione ester-
na. L’evoluzione delle popolazioni (gli elementi
diagonali) e delle coerenze (gli elementi fuori
diagonale) di ρ (t) è rappresentato dal grafico
di Fig. 18, dove i tempi di decoerenza sono
T1 = 1/γ e T2 = 2/γ rispettivamente. Come si
nota, mentre gli elementi fuori diagonali si an-
nullano, quelli sulla diagonale vanno a dei valori
costanti, che debbono sommare a 1. Quindi lo

|ρ11-ρ22| ∝ e
-t/T1

|ρ12| ∝ e
-t/T2

2 4 6 8

0.5

1.0

1.5

2.0

Figura 18

stato finale si decompone solo nelle due possibi-
li configurazioni, senza possibilità di considera-
re sovrapposizioni quantistiche. Il sistema si è
ridotto al comportamento classico.

Qual è il valore economico della
ricerca nelle Tecnologie
Quantistiche?

Le tecnologie quantistiche hanno gridato vit-
toria grazie ad alcuni riconoscimenti di alto
profilo nel 2022, quando Alain Aspect, John
Clauser e Anton Zeilinger, che hanno lavorato
sull’entanglement quantistico nei loro gruppi di
ricerca, hanno ricevuto il Premio Nobel per la
Fisica. Mentre il loro lavoro scientifico si è svolto
effettivamente decenni fa, il progresso tecnolo-
gico si è sviluppato poi progressivamente negli
anni seguenti. Negli ultimi anni, gli investimenti
globali nelle tecnologie quantistiche sono aumen-
tati da poche centinaia di milioni di dollari di
dieci anni fa a quasi 2,5 miliardi nel 2022 [108].
Anno in cui IBM ha presentato un processore
quantistico da 433 qubit, la macchina Osprey, e
prevede di costruire un processore da 4.000 qubit
entro il 2025. Un altro esempio è costituito dalla
canadese Xanadu [34], che ha utilizzato il suo
computer quantistico fotonico, per dimostrare
il vantaggio quantistico nel campionamento dei
bosoni gaussiani, seguendo i risultati ottenuti in
precedenza da altre due squadre.

Tuttavia, accanto a questi riconoscimenti e ri-
sultati duramente conquistati si nota un rallenta-
mento della ricerca sulla tecnologia quantistica.
In tutto il mondo, nel 2022 sono stati concessi
1.589 brevetti relativi alla tecnologia quantisti-
ca, il 61% in meno rispetto al 2021. In effetti, dal
2021 al 2022, il numero di articoli pubblicati sulla
tecnologia quantistica è diminuito del 5%. Que-
ste tendenze potrebbero essere un segnale che
le sfide rimanenti sono più difficili da risolvere.
Forse perché il problema più pertinente e urgen-
te resta tuttora irrisolto: costruire un computer
quantistico con un numero e una qualità di qu-
bit sufficienti per garantire che il calcolo non sia
compromesso da rumore, ovvero un computer
tollerante agli errori. Sebbene le dimensioni dei
computer quantistici (in termini di numero di
qubit al loro interno) e la fedeltà dei qubit siano
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Figura 19: Atomi fermionici ripresi utilizzando un
microscopio a gas. Il dispositivo consente
di trovare la disposizione dei singoli ato-
mi nel reticolo, nonché il loro spin. (K.
Wright, Physics 12, 76 (2019) )

cresciute costantemente, ciò non è ancora avve-
nuto in tandem. In altre parole, un computer
quantistico più grande avrà solitamente una fe-
deltà inferiore rispetto a uno più piccolo. È di
questi giorni [107] la notizia che Atom Compu-
ting ha realizzato il primo computer quantistico
con 1180 qubit, utilizzando lo spin nucleare di
atomi neutri di itterbio intrappolati un reticolo
ottico bidimensionale. La compagnia sostiene di
poter decuplicare la quantità di qbit in due an-
ni. Inoltre, si afferma che l’insieme di qbit riesca
a mantenere un tempo di coerenza dell’ordine
del minuto, contro i 70-80 µsec dei sistemi a su-
perconduttore. Se fosse vero, ci troveremmo di
fronte ad una pietra miliare nella storia di questa
tecnologia.
In ciascuno dei cinque approcci principali ai

computer quantistici, permangono sfide impe-
gnative. Ad esempio, i dispositivi basati sulla
fotonica continuano a perdere fotoni, con conse-
guenti errori di calcolo. I dispositivi basati su
trappola ionica e atomi neutri non hanno ancora
dimostrato la capacità di condurre rapidamente
calcoli man mano che il numero di qubit aumen-
ta. I dispositivi a superconduttori devono ancora
adattare i propri sistemi di controllo e raffred-
damento per gestire potenzialmente migliaia di
qubit.

Appendice: postulati della MQ

Ad un dato sistema fisico sia associato un oppor-
tuno spazio lineare (vettoriale) H = { |ψ⟩} su
C, dim (H) = d , dotato di prodotto scalare her-
mitiano ⟨·|·⟩, separabile, completo e di opportuna

dimensione (detto spazio di Hilbert). In questa
esposizione supporremo sempre d finito, anche
se in molte circostanze è necessario adottare spa-
zi di dimensione infinita numerabili. Valgono i
seguenti postulati:

• Ad ogni stato fisico del sistema corrisponde
un unico operatore di stato ρ: hermitiano su
H, semipositivo e a traccia 1. In letteratura
è anche chiamatoMatrice Densità.
Nel testo si userà spesso solo la parola stato
per riferirsi all’operatore di stato.

• Combinazioni lineari convesse di stati sono
ancora stati ρ (λ) = λ ρ1 + (1− λ)ρ2, 0 ≤
λ ≤ 1.

• Gli stati che sono anche proiettori sul sotto-
spazio generato dal vettore |ψ⟩ ( detto vet-
tore di stato) sono espressi nella forma ρ =

|ψ⟩⟨ψ | (⟨ψ |ψ⟩ = 1) e sono chiamati stati
puri. Inoltre, data una qualunque base orto-
normalizzata { |ϕ⟩i, ⟨ϕi|ϕj⟩ = δi j}i=1,··· ,d di
H, i coefficienti ai = ⟨ϕi|ψ⟩ di |ψ⟩ rispetto
ad essa sono detti ampiezze di probabilità,
o collettivamente funzione d’onda.

• Ad ogni grandezza fisica O corrisponde un
osservabile, cioé un operatore lineare her-
mitiano O su H. Il suo spettro σ (O) ={
µ : O |ψh

µ⟩ = µ |ψh
µ⟩
}

⊆ R costituisce
l’insieme dei valori che si possono ottenere
a seguito di una misura di O.

• Observabili per i quali [O, O′] ̸= 0 si di-
cono incompatibili. Le loro distribuzioni
di probabilità sono correlate. In particolare,
si dimostra che per coppie di osservabili ca-
nonicamente coniugati [pi,xi] = ı ℏ vale la
disuguaglianza∆pi∆xi ≥ ℏ/2 (principio di
Heisenberg)

• (Teorema di Decomposizione Spettrale)
Ogni osservabile O possiede una famiglia
completa di proiettori ortogonali P†

λ = Pλ,∑
σ(O) Pλ = 1H, PλPµ = δλ,µPλ, Pλ =∑
g |ψg

λ⟩⟨ψ
g
λ | tali cheO =

∑
σ(O) λPλ.

• (Regola di Born) Introdotta la traccia di un
operatore su H come l’applicazione tr(·) :

End (H) → C che sia lineare, indipendente
dalla base scelta e ciclica, essa consente di
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Cold atoms Trapped Ions Superconducting Silicon NV centers Photons

Number of physical qubits 324 32 433 15 10 216
Best two-qubit gate fidelity (%) 99.4 99.9 99.97 >99 99.2 98

Best readout fidelity (%) 99.1 99.9 99.4 99 98 50
Best gate time (ns) 1 105 20 5 ⇤ 103 10 <1

Best T1 (s) >1 0.2 4 ⇤ 10�4 1.2 ⇤ 10�4 2.4 ⇤ 10�3 1
Temperature (mK) <1 <1 15 100 4 ⇤ 103 Room Temperature

Scalability (# qubits) up to 104 <50 ⇠ 103 ⇠ 106 ⇠ 102 ⇠ 106

Table 2.1: Comparison of different kinds of physical implementations of qubits. Table adapted
from [36], in this reference, the information was taken from [37, 38, 39, 40, 41, 42, 43]. Gate fidelity
is the Fidelity F = |h N | Ii|2 between the two states after the noisy experimental gate | Ni and
the state after an ideal gate | Ii. Readout fidelity measures the accuracy with which a qubit state
can be determined. It is commonly expressed as a real number between 0.5 and 1, where a value
of 1 indicates that the qubit state can be determined with certainty, and a value of 0.5 indicates a
complete lack of knowledge about the qubit state. The gate time of a quantum gate is the time it takes
to implement the gate. T1 is the relaxation time of a qubit, i.e., the decay constant in the probability
of measuring the qubit in the state |1i function of time t, p|1i = e�t/T1 . The temperature value refers
to the temperature at which quantum computers based on these qubits must operate. Scalability
refers to the estimates of the ability to increase the number of qubits in a quantum computer without
compromising the quality of the qubits with the current technologies. The number of physical
qubits in the photonic platform 216 corresponds to the number of Gaussian Boson Sampling (GBS)
modes. The image related to photon qubits doesn’t depict GBS modes; instead, it demonstrates a
qubit implementation leveraging photons’ Orbital Angular Momentum (OAM). It represents two
modes associated with the states |1i and | � 1i. These states correspond to the conventionally
notated states |0i and |1i. The intensity profiles of the photon’s wave function are displayed in the
first row, while the phase profiles are shown in the second row. This figure is licensed under CC
BY-SA 4.0 https://creativecommons.org/licenses/by-sa/4.0/deed.en and is based on
the sources [44, 45, 46, 47, 46].
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Figura 20: Confronto tra diversi tipi di implementazioni fisiche di qubit. La tabella ripresa da [23] è stata
ottenuta raccogliendo i dati di numerosi altri lavori ivi citati. La Fedeltà di porta è definita da
F = |⟨ψ N |ψ⟩I |2 tra gli stati evoluti attraverso un porta sperimentale rumorosa e la corrispondente
ideale. La Fedeltà in lettura misura la precisione, compresa tra 0.5 e 1, con cui è possibile determinare
lo stato di un qubit. Il tempo di porta è il tempo necessario per eseguire la corrispondente operazione.
T1 è il tempo di rilassamento di un qubit, cioè la costante di decadimento nella probabilità di
permanenza p ∝ e−t/T1 del qubit nello stato |1⟩. La temperatura si riferisce alla quella tipica alla
quale devono funzionare i computer quantistici basati sulla data tecnologia . La scalabilità riporta una
stima della capacità di aumentare il numero di qubit in un computer quantistico senza compromettere
la qualità dei qubit con le attuali tecnologie. Il numero 216 di qubit fisici nella piattaforma fotonica
corrisponde al numero di modalità GBS (Gaussian Boson Sampling). Le immagini sono indicative
della tecnologia adottata.

calcolare il valore medio dell’osservabileO
sullo stato ρ dalla formula

⟨O⟩ = tr(ρ O).

• Nel caso della misura di un osservabileO su
uno Stato Puro ρ = |ψ⟩⟨ψ |, la probabilità di
ottenere l’autovalorem è data da

Pm = ⟨ψ |Pm |ψ⟩.

• Se un sistema, preparato in uno stato puro
specificato da |ψ⟩, è sottoposto alla misura
di un osservabile O, a seguito della quale
si ottienem ∈ σ (O), lo stato conseguente è
puro ed è il proiettato del vettore di stato

|ψ⟩ m→ Pm |ψ⟩√
⟨ψ |Pm |ψ⟩

,

detto anche stato ridotto.

• Dato un sistema isolato che a t = 0 si tro-
vi nello Stato ρ (0), esso evolverà unitaria-
mente nel tempo, in accordo all’equazione
di Schrödinger

ρ̇ (t) = −ı [H (t) ,ρ (t)],

dove l’operatore hermitiano H (t) è detto
Hamiltoniano.

• La descrizione dei sistemi quantistici non
isolati richiede l’introduzione di alcune ipo-
tesi aggiuntive e una apposita estensione dei
precedenti concetti [36, 37, 47].
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La distribuzione
quantistica di chiavi

“La scienza non è nient’altro che una perversione se non ha
come suo fine ultimo il miglioramento delle condizioni dell’u-
manità.”

Nikola Tesla

Samuele Altilia Dipartimento di Fisica “Aldo Pontremoli”, Università degli Studi di Milano

Michele N. Notarnicola Dipartimento di Fisica “Aldo Pontremoli”, Università degli Studi di Milano

Stefano Olivares Dipartimento di Fisica “Aldo Pontremoli”, Università degli Studi di Milano

Tra le tecnologie che hanno beneficiato
delle proprietà quantistiche della na-
tura, particolare spazio è riservato al-

la comunicazione quantistica e alla cosiddet-
ta “distribuzione quantistica di chiavi”, che
sta tuttora avendo un notevole sviluppo an-
che a livello commerciale. In queste pagine
illustreremo gli aspetti fisici che stanno alla
base della distribuzione quantistica di chiavi
(Quantum Key Distribution, QKD) e illustre-
remo le principali applicazioni a variabili di-
screte e a variabili continue che utilizzano i
fotoni per codificare e condividere in modo
sicuro l’informazione.

La teoria che chiamiamo comunemente “Mec-
canica Quantistica” permette di descrivere con
grande accuratezza il mondo che ci circonda.
Questa teoria ha altresì alcuni aspetti peculia-
ri che non solo la rendono affascinante e, per
così dire, strana rispetto al senso comune, ma
che spianano la strada ad applicazioni tecnolo-
giche che vanno ben oltre quelle permesse dal-

la fisica classica, ovvero dalla meccanica, dalla
termodinamica e dall’elettromagnetismo.

Nel seguito introdurremo i concetti di sovrap-
posizione ed entanglement quantistici su cui si
fondano la comunicazione e la computazione
quantistica. Ma non solo, in quanto il loro studio
ha condotto allo sviluppo di tecnologie quantisti-
che, che sono l’oggetto della seconda rivoluzione
quantistica di cui siamo spettatori in questi anni.

Nelle prossime pagine illustreremo come que-
ste proprietà dei sistemi fisici possano permet-
tere di condividere informazioni in modo più
sicuro rispetto a quanto sia possibile fare con
mezzi classici.

Tra teoria e realtà
fenomenologica

La fisica è la scienza che studia i fenomeni
naturali e le leggi che li governano.
Partendo dall’osservazione del mondo che ci

circonda, vengono identificate alcune leggi (o
paradigmi) fondamentali grazie alle quali è pos-
sibile dare una descrizione scientifica di quanto
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accade nel mondo intorno a noi. Grazie a quelle
leggi è anche possibile prevedere nuovi fenome-
ni che devono essere verificati progettando ed
eseguendo esperimenti più omeno sofisticati per
validare omeno la teoria stessa. Questo permette
il progresso della scienza [1].
Da una parte troviamo teorie ormai assodate

che vengono ulteriormente perfezionate e com-
pletate (si pensi, ad esempio, alla meccanica clas-
sica di Newton e Galileo e quella relativistica di
Einstein). Dall’altra possono emergere indizi che
mostrano l’inadeguatezza delle teorie note, con-
ducendo alla nascita di nuove teorie, come nel
caso del lavoro di Max Planck che ha portato al
quanto d’azione e, infine, alla fisica quantistica
[2, 3, 4].
Così come la meccanica classica si fonda sul-

le leggi di Newton, la termodinamica sui suoi
tre principi (ma è possibile anche riformularla
in modo prettamente assiomatico [5, 6]) e l’e-
lettromagnetismo sulle equazioni di Maxwell,
anche la meccanica quantistica ha i suoi postula-
ti. C’è però una differenza sostanziale tra quella
che chiamiamo comunemente fisica classica e
quella quantistica, che anche i non esperti os-
servano quotidianamente senza a volte esserne
consapevoli.

Le leggi della fisica classica descrivono i feno-
meni con cui abbiamo a che fare ogni giorno: il
cadere di una foglia, il raffreddarsi di una tazza
di caffè o il ronzare di un motore elettrico. La de-
scrizione quantitativa dei fenomeni che abbiamo
menzionato può richiedere modelli matematici
molto complicati, ma il risultato finale non ci stu-
pirebbe in quanto la nostra esperienza li rende
comunque intuitivi.
Non è così per le previsioni della meccanica

quantistica che spesso si riferiscono al compor-
tamento di sistemi microscopici (ma non solo!)
che non sono direttamente accessibili alla nostra
esperienza sensoriale. Ed ecco che spesso si parla
di stranezze e misteri: niente di più fuorviante!
Tutto nasce dal voler inquadrare ostinatamen-
te nella nostra esperienza quotidiana fenomeni
naturali che non abbiamo mai sperimentato. Si
pensi all’esibizione di un bravissimo prestidigi-
tatore che ci lascia a bocca aperta davanti ad una
sua magia spettacolare: spesso il risultato va con-
tro il nostro senso comune, ed ecco che ci appare
magico. Tuttavia, una volta svelato il meccani-

smo a volte ingegnoso che sta dietro a quanto
abbiamo visto (e quindi percepito con i nostri
sensi), la nostra mente inquadra l’esibizione in
una serie di passaggi logici che rendono tutto
nuovamente intuitivo e, per così dire, naturale.

Possiamo affermare che qualcosa di simile val-
ga anche per la Meccanica Quantistica. Certa-
mente i suoi postulati ci permettono di descrive
in modo accurato il mondo microscopico, quello
a cui appartengono atomi, molecole e fotoni, i
quanti di luce; ma grazie a questi possiamo an-
che dare una descrizione accurata e quantitativa,
ad esempio, del perché il nostro cielo sia così
azzurro oppure utilizzare tecnologie altrimenti
inesistenti, come la risonanza magnetica nuclea-
re o il GPS, che si basa sulla estrema precisione
degli orologi atomici.
È possibile introdurre gli assiomi della Mec-

canica Quantistica partendo da alcune chiare si-
tuazioni sperimentali e qui ne consideriamo una
specifica e, passateci il termine, paradigmatica:
l’interferenza. Per un approfondimento divul-
gativo ma comunque sufficientemente rigoroso
sui postulati fondamentali della meccanica quan-
tistica con questo tipo di approccio si veda, ad
esempio, la Ref. [7].

Sovrapposizione e interferenza

Vi sarà capitato di osservare quello che accade
quando le onde su uno specchio d’acqua si so-
vrappongono: quando due creste passano con-
temporaneamente nello stesso punto si ha un
aumento dell’altezza complessiva, quando una
cresta incontra un ventre di un’altra onda, si ha
una diminuzione dell’altezza. Si parla di “interfe-
renza costruttiva e distruttiva”, rispettivamente.
Lo stesso fenomeno si ha quando si illuminano
con una sorgente LASER due fenditure praticate
su uno schermo: al di là dello schermo di os-
serva una figura di interferenza. In questo caso
l’elettromagnetismo ci spiega che ogni fenditura
genera dei fronti d’onda analoghi a quelli gene-
rati da un sasso gettato in uno stagno. Quando le
onde provenienti dalle due fenditure (o sorgenti)
si sovrappongono si ha, appunto, interferenza.
Se consideriamo un dato punto x al di là del-

le fenditure e indichiamo con E1(x) ed E2(x) i
campi elettrici in tale punto delle onde prove-
nienti dalle fenditure 1 e 2, l’intensità totale della
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luce in x è data da (per semplicità assumiamo
che i campi abbiano la stessa polarizzazione e
frequenza):

Itot(x) =
∣∣E1(x) + E2(x)

∣∣2, (1)

in quanto il campo in quel punto è fornito dalla
combinazione lineare Etot = E1 + E2. Ricor-
diamo che, in generale, il campo elettrico è rap-
presentato da un numero complesso, quindi se
poniamo E1(x) = A1 e

iϕ1(x) e E2 = A2 e
iϕ2(x),

otteniamo:

Itot(x) = A2
1 +A2

2

+ 2A1A2 cos
[
ϕ1(x)− ϕ2(x)

]
,

(2)

e l’ultimo termine è responsabile dell’interferen-
za osservata.
Così come accade per un fascio di luce, an-

che quando si inviano fasci di particelle materiali
(elettroni, atomi, fullereni,. . .) opportunamente
preparati si ottiene un risultato simile: interfe-
renza! I postulati della meccanica quantistica ci
dicono che per descrivere quanto accade dobbia-
mo associare una funzione d’onda complessa
ψ ad ogni particella che passa dallo schermo in
cui sono praticate le fenditure. Dal momento che
ci sono due fenditure, la funzione d’onda in un
dato punto x al di là dello schermo sarà (si veda
la referenza [7] per i dettagli):

ψ(x) ∝ ψ1(x) + ψ2(x), (3)

dove i pedici 1 e 2 si riferiscono alle due fenditure
come sopra.

Si nota l’analogia con quanto fatto per le onde
elettromagnetiche (la luce), analogia che svani-
sce nel momento in cui consideriamo il modu-
lo quadro di ψ(x). I postulati della Meccanica
Quantistica, infatti, affermano che la quantità:

p(x) ∝
∣∣ψ(x)∣∣2 (4)

corrisponde alla densità di probabilità di trova-
re nel punto x la particella che proviene dallo
schermo con le due fenditure [7]. Anche in que-
sto caso possiamo scrivere ψ1(x) = A1 e

iφ1(x) e
ψ2(x) = A2 e

iφ2(x) e ricaviamo:

p(x) ∝ A2
1 +A2

2

+ 2A1A2 cos
[
φ1(x)− φ2(x)

]
,

(5)

Il qubitIl qubitIl qubit

Un qubit, o bit quantistico, è un sistema
fisico che può esistere in due soli stati ben
distinti (ortogonali), che possiamo indi-
care con |0⟩ e |1⟩, mimando il bit classico
che è associato ai simboli “0” e “1”. Lo
stato generico di un qubit può essere scrit-
to come la sovrapposizione:

|ψ⟩ = cos

(
θ

2

)
|0⟩+ eiϕ sin

(
θ

2

)
|1⟩.

ed ecco ancora il termine di interferenza!
Quello che abbiamo visto all’opera, responsa-

bile dell’interferenza quantistica, è il cosiddet-
to “principio di sovrapposizione”, conseguenza
della linearità della teoria quantistica: una com-
binazione lineare di funzioni d’onda (opportu-
namente normalizzata) è ancora una legittima
funzione d’onda del sistema in questione [7].

Il qubit

Supponiamo di avere un sistema fisico che pos-
sa avere solo due configurazioni particolari, o
stati. Abbiamo diversi esempi in natura di un
tale sistema: una lampadina accesa o spenta, un
condensatore carico o scarico, oppure, passando
al mondo microscopico, un atomo in un livello
fondamentale o eccitato, un fotone polarizzato
orizzontalmente o verticalmente . . .
Per essere più generali possibili, indichiamo i

due stati utilizzando la ben nota codifica binaria
che si serve dei simboli “0” e “1” associati ad
un bit di informazione. Per passare alla descri-
zione quantistica, possiamo dire che al sistema
che si trovi nello stato “0” associamo la funzione
d’onda ψ0 e, analogamente, associamo la fun-
zione d’onda ψ1 a quello che si trova nello stato
“1”. Dal momento che abbiamo a che fare con
un sistema binario, è utile associare a ψ0 e ψ1

due vettori colonna bidimensionali ortogonali
che indicheremo con i simboli introdotti da Paul
M. Dirac:

|0⟩ =
(

1

0

)
e |1⟩ =

(
0

1

)
(6)
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detti ket, e i corrispondenti vettori riga:

⟨0| = (1, 0) e ⟨1| = (0, 1) , (7)

chiamati bra. In questo modo diventa possi-
bile rappresentare il prodotto interno riga per
colonna tra i vettori come segue:

⟨0|0⟩ = (1, 0) ·
(

1

0

)
= 1,

⟨1|1⟩ = (0, 1) ·
(

0

1

)
= 1,

⟨0|1⟩ = (1, 0) ·
(

0

1

)
= 0,

⟨1|0⟩ = (0, 1) ·
(

1

0

)
= 0,

(8)

Dati gli stati |0⟩ e |1⟩, la sovrapposizione:

|ψ⟩ = cos

(
θ

2

)
|0⟩+ eiϕ sin

(
θ

2

)
|1⟩ (9)

rappresenta il generico stato di quello che co-
munemente si chiama bit quantistico o qubit
(quantum bit). Osserviamo che lo stato |ψ⟩ è
normalizzato: ∣∣⟨ψ|ψ⟩∣∣2 = 1, (10)

mentre le quantità

P0 =
∣∣⟨0|ψ⟩∣∣2 = cos2

(
θ

2

)
, (11)

e
P1 =

∣∣⟨1|ψ⟩∣∣2 = sin2
(
θ

2

)
, (12)

che seguono della linearità del prodotto interno
e dalle (8), corrispondono alla probabilità che
misurando il qubit utilizzando la base {|0⟩, |1⟩}
si ottenga come risultato “0”, ovvero qubit nello
stato |0⟩, oppure “1”, qubit nello stato |1⟩.
Una sovrapposizione particolare è quella che

si ha quando i due simboli, |0⟩ e |1⟩, hanno la
stessa probabilità. In particolare, nel seguito ci
focalizzeremo sui due stati:

|±⟩ = |0⟩ ± |1⟩√
2

. (13)

Analogamente a quanto accade per i bit classi-
ci, i qubit permettono di codificare, trasmettere
ed elaborare informazione. Tuttavia, mentre con

n bit si può codificare una sola delle 2n successio-
ni di bit possibili, con lo stesso numero di qubit
diventa possibile creare una sovrapposizione di
tutte le 2n possibilità. Ad esempio, nel caso di 2
bit, possiamo codificare volta per volta una sola
delle coppie “00”, “01”, “10” e “11”, mentre con
2 qubit è possibile creare la sovrapposizione:

|Ψ⟩ = α00|0⟩|0⟩+ α01|0⟩|1⟩
+ α10|1⟩|0⟩+ α11|1⟩|1⟩

(14)

dove |α00|2+ |α01|2+ |α10|2+ |α11|2 = 1 e la scrit-
tura “|x⟩|y⟩” indica che il primo qubit si trova
nello stato |x⟩ e il secondo in |y⟩.
In particolare, gli stati di due qubit:

|Ψ(±)⟩ = |0⟩|1⟩ ± |1⟩|0⟩√
2

. (15)

e
|Φ(±)⟩ = |0⟩|0⟩ ± |1⟩|1⟩√

2
. (16)

sono chiamati “stati di Bell”, in onore di J. S. Bell
scopritore delle celebrate “disuguaglianze”, e so-
no stati entangled. In questo luogo non abbiamo
modo di approfondire il concetto di entanglement
e le sue implicazioni, vi rimandiamo perciò al-
la Ref. [7] per maggiori dettagli e per un’intro-
duzione alle disuguaglianze di Bell, che hanno
portato all’assegnazione dei premi Nobel per la
Fisica del 2022 [8].
Abbiamo ora tutti gli elementi per compren-

dere il funzionamento del principale protocollo
quantistico di distribuzione di chiavi, proposto
da Charles H. Bennett e Gilles Brassard nel 1984
e noto come “BB84” [9].

Il problema della distribuzione
quantistica di chiavi

L’importanza della privacy e della sicurezza delle
comunicazioni è cruciale in molti contesti, sia
privati, si pensi alla protezione dei dati sensibili
personali o alle transazioni online, sia pubblici,
come le comunicazioni governative e militari.
Per garantire che un messagio inviato tra due

parti, che chiameremo Alice e Bob, sia al sicuro
durante il suo trasferimento, si può ricorrere alla
tecnica della cifratura: questa consiste nel ma-
nipolare in modo opportuno il messaggio stes-
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so per mezzo di una sequenza o stringa di dati
detta chiave. In questa maniera l’informazione
diventa incomprensibile a chiunque non posseg-
ga la chiave e solo chi la possiede può, appunto,
decifrare correttamente il messaggio. L’indecifra-
bilità del messaggio cifrato da parte di una spia,
che chiameremo Eve, è garantita da un teorema
matematico, noto come teorema di Vernam [10],
a patto che la chiave sia completamente casuale,
lunga quanto il messaggio stesso e utilizzata una
sola volta (il cosiddetto one-time pad, OTP) [11].
Il problema della crittografia diventa quindi

quello della distribuzione di chiave, ossia di far
sì che Alice e Bob condividano una stessa chiave
casuale sicura. Esistono vari protocolli classici
di scambio di chiave, i quali tipicamente sfrut-
tano la complessità computazionale di specifici
problemi matematici. Un esempio rilevante tra
questi è l’algoritmo RSA (dalle iniziali di Rivest,
Shamir e Adleman, che lo hanno introdotto nel
1977 [12]), la cui sicurezza si fonda sulla notevo-
le difficoltà nel fattorizzare in tempi brevi numeri
interi molto, molto grandi; difficoltà che si tradu-
ce in tempi estrememante lunghi se paragonati a
quelli di effettivo utilizzo della chiave stessa [12].
Tuttavia, pur non essendoci attualmente un algo-
ritmo efficiente per la fattorizzazione, non esiste
nemmeno una prova matematica definitiva che
escluda la possibilità di scoprirne uno in futuro.
Inoltre, il progresso della computazione quan-
tistica costituisce una minaccia crescente per la
sicurezza delle attuali tecnologie di crittografia.
I computer quantistici, infatti, potrebbero in futu-
ro comprometterne la robustezza grazie alla loro
potenziale capacità di risolvere specifici proble-
mi in tempi significativamente più brevi rispet-
to ai computer tradizionali sfruttando algoritmi
quantistici, quale quello per la fattorizzazione
proposto da Shor [13].

Se da una parte i principi della fisica quantisti-
ca rischiano di mettere in discussione i protocolli
di crittografia attualmente in uso, dall’altra costi-
tuiscono anche una preziosa risorsa per risolvere
in modo definitivo il problema dello scambio
di chiave. Sistemi che implementano distribu-
zione quantistica di chiavi (quantum key distribu-
tion, QKD) sono già sufficientemente maturi dal
punto di vista tecnologico da essere prodotti a
livello commerciale e applicati in diversi conte-
sti. Diversi protocolli di QKD sono stati disegna-

ti sfruttando sia sistemi a variabili discrete, i.e.
qubit, sia sistemi a variabili continue, come ad
esempio impulsi LASER. Nel seguito presentia-
mo i principali risultati per ciascuna delle due
piattaforme.

Sistemi a variabili discrete: il
protocollo BB84

Il primo protocollo per la QKD ad essere sta-
to introdotto, nonché ora il più diffuso a livello
commerciale, è il BB84 [9]. Per realizzarlo so-
no necessari due canali di comunicazione: uno
quantistico e uno classico. Attraverso il cana-
le quantistico vengono inviati singoli fotoni e il
grado di libertà fisico su cui viene tipicamente
codificata l’informazione è la loro polarizzazione.
Il canale classico, invece, deve essere autenticato
per garantire la corretta provenienza dei messag-
gi scambiati, ma questi sono trasmessi in chiaro,
quindi accessibili a chiunque possa intercettarli.

Utilizzando il formalismo introdotto nel para-
grafo precedente, indicheremo con |0⟩ e |1⟩ gli
stati con polarizzazione orizzontale e verticale, e
con |−⟩ e |+⟩ le loro combinazioni lineari definite
nella (13), che corrispondono fisicamente ai due
stati di polarizzazione a −45◦ e +45◦. Chiamere-
mo la base formata dai due stati {|0⟩, |1⟩} “base⊕” e quella degli stati {|−⟩, |+⟩} “base ⊗”. In
questa codifica, possiamo ad esempio associare
agli stati |0⟩ e |−⟩ il valore logico “0”, e agli stati
|1⟩ e |+⟩ il valore logico “1”.
Elemento chiave del protocollo è che gli stati

quantistici codificati in una base e misurati in
un’altra non forniscono alcuna informazione de-
terministica. Infatti, se per esempio Alice invia a
Bob lo stato |+⟩ e Bob lo misura sulla base ⊗, il
risultato ottenuto sarà sempre “1”; viceversa, se
Bob lo misura sulla base⊕ egli otterrà con ugua-
le probabilità pari a 1/2, i risultati “0” oppure
“1”, come si può ricavare facilmente ricordando le
(11) e (12) e adattandole al nostro caso. In altre
parole, se uno stato viene codificato in una base
specifica e successivamente misurato in nell’al-
tra base, il risultato della misura sarà totalmente
casuale e non consentirà di ottenere alcuna in-
formazione utile circa il segnale effettivamente
inviato.
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Il protocollo BB84Il protocollo BB84Il protocollo BB84

Nel protocollo BB84 Alice codifica su qubit una sequenza di bit casuali servendosi con il 50%
di probabilità due basi differenti (non ortogonali tra loro). Gli stati vengono quindi inviati a
Bob che li misura utilizzando di volta in volta una delle due basi scegliendole casualmente:
solamente gli stati misurati con la medesima base della codifica porteranno ad ottenere con
certezza il valore corretto del bit inviato da Alice. Per questo motivo, Alice e Bob comunicano
pubblicamente (su un canale pubblico autenticato) le basi di codifica e di misura, rispettiva-
mente, in modo da conservare solamente i bit in cui queste coincidono, scartando i rimanenti
(sifting). In assenza di una spia le sequenze di bit ottenute dalle due parti, le cosiddette sifted
key, coincidono. Nel momento in cui Eve interviene sul canale, intercettando gli stati inviati
da Alice prima che arrivino a Bob, introduce inevitabilmente un rumore, come previsto delle
leggi della Meccanica Quantistica. In particolare, tale rumore si manifesta introducendo degli
errori nelle sifted key, che possono essere rivelati confrontando direttamente una frazione delle
chiavi finali (si parla di fase di riconciliazione). Se la percentuale di errori, il QBER, è minore
di una determinata soglia è possibile ritenere lo scambio di chiavi sicuro: diventa possibile
distillare una chiave finale che Eve spia non sarebbe in alcun modo in grado di recuperare.

In questo modo, il protocollo BB84 si avvale
della natura intrinsecamente probabilistica della
meccanica quantistica per garantire la sicurezza
della comunicazione tra Alice e Bob.

Più nel dettaglio, nel protocollo BB84 lo scam-
bio di chiave è realizzato attraverso i seguenti
passaggi principali:

1. Alice genera casualmente una sequenza di
N bit. Per ogni bit, sceglie poi in maniera in-
dipendente e casuale una delle due basi⊕
o⊗, e invia a Bob un fotone codificando bit
grazie alla polarizzazione nella base scelta.
Se, per esempio, il bit fosse “1” e la base scel-
ta ⊗, il fotone inviato a Bob sarebbe nello
stato |+⟩. Essendo sia i bit che le basi scelte
in modo completamente casuale, la probabi-
lità di mandare ciascuno degli stati |0⟩, |1⟩,
|+⟩ e |−⟩ è la stessa. Ognuno di questi vie-
ne quindi inviato approssimativamenteN/4
volte.

2. Per ogni fotone (bit) inviato da Alice, Bob
sceglie in modo casuale una delle due basi
su cui effettuare la sua misura: un sempli-
ce conto mostra che, statisticamente, i due
utilizzeranno la stessa base circa N/2 volte.
Nel caso ideale di un canale di comunica-
zione non rumoroso, ossia tale per cui lo
stato che giunge a Bob è esattamente lo stes-
so inviato da Alice, tutte le misure effettuate

da Bob sulla stessa base utilizzata da Alice
per codificare l’informazione daranno come
risultato il valore del bit scelto originaria-
mente da Alice. Al contrario, nelle misure
in cui le basi scelte dai due sono diverse, i
bit di Alice e di Bob saranno completamente
scorrelati.

3. Il passo successivo consiste nell’eliminare i
bit scorrelati. Al termine della trasmissione
sul canale quantistico, Alice e Bob utilizzano
il canale classico autenticato per dichiarare
la base scelta per codificare e misurare cia-
scun fotone (ma non il valore codificato e
misurato!). Quindi, conservano solamente i
bit che sono stati codificati e misurati nella
stessa base, scartando gli altri. Questo pro-
cesso è chiamato sifting (“setacciamento”)
e bit rimanenti costituiscono la cosiddetta
sifted key, che sarà quindi lunga circa N/2
bit.

4. Infine, una parte statisticamente significati-
va della sifted key viene rivelata pubblica-
mente sul canale classico — e quindi suc-
cessivamente scartata — per valutare la per-
centuale di eventuali errori presenti nella
sequenza finale di bit (quantum bit error rate,
QBER). Comevedremo fra poco, dalQBER è
possibile rilevare la presenza di una possibi-
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bit 1 0 0 1 1 0 1 0 0 1
base 

codifica

stato 
inviato

base 
misura

risultato 
misura 1 0 1 1 0 0 1 1 0 1

chiave finale 
(sifted key) 1 0 0 1 0

⨂ ⨁

|0⟩|1⟩ |−⟩
⨁ ⨁⨁⨁⨂ ⨂ ⨂ ⨂

|+⟩ |+⟩|0⟩|+⟩ |1⟩|0⟩|−⟩

⨁ ⨁ ⨁ ⨁ ⨁ ⨁⨂ ⨂ ⨂ ⨂

B
O

B
A

LI
C

E
Figura 1: Esempio di attuazio-
ne del protocollo BB84 nel caso
ideale di un canale senza rumore.
Quando la base di codifica e quel-
la di misura coincidono, il bit otte-
nuto da Bob ha lo stesso valore di
quello spedito da Alice (colonne
evidenziate in giallo): condivido-
no la stessa chiave. Si veda il testo
per i dettagli.

bit 1 0 0 1 1 0 1 0 0 1
base 

codifica

stato 
inviato

base 
misura

risultato 
misura 1 1 0 1 0 0 0 0 0 1
stato 

inviato

base 
misura

risultato 
misura 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0

chiave finale 
(sifted key) 1 1 0 0 0

⨂ ⨁

|0⟩|1⟩ |−⟩
⨁ ⨁⨁⨁⨂ ⨂ ⨂ ⨂

|+⟩ |+⟩|0⟩|+⟩ |1⟩|0⟩|−⟩

⨁ ⨁ ⨁ ⨁ ⨁ ⨁⨂ ⨂ ⨂ ⨂

B
O

B
A

LI
C

E
EV

E

⨁ ⨁ ⨂ ⨂ ⨂ ⨂⨁ ⨁⨁ ⨁

|1⟩ |1⟩ |1⟩|+⟩|−⟩ |−⟩|0⟩ |0⟩ |0⟩|+⟩

Figura 2: Esempio di attuazione
del protocollo BB84 identica alla
figura 1, ma con una spia nel cana-
le che effettua un attacco di tipo
intercept-resend. Ora può accade-
re che pur avendo la stessa base di
codifica e di misura, il bit spedito
da Alice non coincida con quello
misurato da Bob, indice, questo,
della presenza di una spia, Eve,
che ha intercettato il segnale di
Alice prima che giungesse a Bob
misurandolo con la base sbaglia-
ta (celle della tabella evidenzia-
te in rosso). Si veda il testo per i
dettagli.

le spia nel canale e, di conseguenza, abortire
la comunicazione se necessario.

Al termine del protocollo, se questo va a buon
fine, Alice e Bob condividono una chiave casuale
segreta di lunghezza approssimativamente N/2
bit, a cui vanno però tolti i bit resi noti sul canale
classico per il calcolo del QBER. Questa chiave
può essere utilizzata per crittografare unmessag-
gio della stessa lunghezza utilizzando la tecnica
del one-time pad, come precedentemente men-
zionato. Dopodiché, il messaggio può essere
trasmesso attraverso un canale pubblico senza
alcun rischio che l’informazione contenuta possa
essere decifrata da terzi.
Nella Figura 1 è riportato un esempio di im-

plementazione del BB84 su N = 10 bit, nel caso
di un canale quantistico non rumoroso sul quale,
cioè, non si sia introdotta nessuna spia. Nella
figura abbiamo evidenziato in giallo le colonne
in cui la base scelta da Alice per la codifica corri-
sponde a quella scelta da Bob per la sua misura.
Si nota come i bit della chiave finale, la sifted key,

siano perfettamente correlati a quelli inviati da
Alice.

Passiamo ora a vedere come si comporta il pro-
tocollo BB84 in presenza di una spia. Questa
situazione è rappresentata nella Figura 2, dove
la spia, Eve, si è intromessa nel canale quanti-
srico, attuando una tecnica nota come intercept-
resend: Eve intercetta il fotone mandato da Alice,
lo misura e rispedisce un nuovo fotone a Bob co-
dificando l’informazione che ha acquisito. Non
conoscendo la base utilizzata da Alice per co-
dificare ciascun bit (la dichiarazione delle basi
avviene, infatti, solo alla fine del flusso di stati
sul canale quantistico), Eve non può fare altro
che scegliere la base di misura in modo casuale.
In seguito invia a Bob lo stato corrispondente
al risultato misurato codificandolo con la stessa
base di cui si è servita per la sua misura.

Per valutare il QBER dovuto in questo caso alla
presenza della spia, dobbiamo contare il nume-
ro di bit errati nella sifted key. Le basi scelte da
Alice e Bob quindi sono da considerarsi sempre
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uguali per tutti i bit, dal momento che le misure
in cui questo non è vero sono comunque scartate.
Nel 50% dei casi, la base scelta da Eve sarà la stes-
sa utilizzata da Alice e Bob (si vedano le colonne
gialle della Figura 2): gli stati inviati da Eve a Bob
saranno quindi identici a quelli originariamente
prodotti da Alice, senza che alcun errore venga
introdotto (si vedano le colonne gialle della Fi-
gura 2). Nel restante 50% dei casi, in cui invece
la base scelta da Eve non coincide con quella uti-
lizzata da Alice e Bob (le celle rosse nella tabella
della Figura 2), le misure di quest’ultimo risul-
teranno completamente casuali e, quindi, fedeli
ai bit originari di Alice solamente la metà del-
le volte. Nella Figura 2 abbiamo evidenziato in
arancione con un bordo rosso i bit della sifted key
che differiscono da quelli inviati da Alice (per
maggior chiarezza si paragonino anche le chiavi
finali riportate nelle figure 1 e 2 in assenza e in
presenza della spia, rispettivamente).

In un attacco di tipo intercept-resend, quindi,
viene introdotto un QBER del 25%: ciò signi-
fica che, durante la procedura di riconciliazio-
ne, Alice e Bob scopriranno che circa il 25% dei
bit della sifted key non coincide e, di conseguen-
za, interromperanno immediatamente la trasmis-
sione, in quanto questa discrepanza manifesta
chiaramente la presenza di una spia.

Se il rumore introdotto da un canale reale rima-
ne al di sotto del 25%, allora è possibile considera-
re lo scambio di chiave come intrinsecamente si-
curo rispetto a un attacco di tipo intercept-resend.
La soglia sul QBER può essere innalzata al 27.6%
[14] modificando opportunamente il protocol-
lo iniziale e applicando metodi di information
reconciliation e privacy amplification [15].

In linea di principio, Eve potrebbe lanciare an-
che attacchi più sofisticati, ottenendo un QBER
inferiore. In tal modo, si dimostra che il protocol-
lo BB84 è sicuro contro qualsiasi tipo di attacco
fisicamente realizzabile a condizione che il rumo-
re del canale sia inferiore all’11% [16]. Questo
significa che, indipendentemente dalla partico-
lare strategia adottata da Eve, la sicurezza del
protocollo è garantita purché la qualità del ca-
nale (il livello di rumore) soddisfi quest’ultima
condizione.
In vista di una realizzazione pratica, è bene

sottolineare che il BB84 orginale qui descritto
richiede che Alice generi un singolo fotone per

ogni bit inviato. Tuttavia, la construzione di sor-
genti a singolo fotone è un problema non banale.
Con le attuali tecnologie, infatti, una delle tecni-
che più efficienti utilizzate per generare singoli
fotoni richiede processi di ottica non lineare e
misure condizionate, capaci di generare i foto-
ni solamente in maniera probabilistica [17]. Per
questa ragione, nelle realizzazioni sperimentali
di BB84 vengono impiegati impulsi LASER atte-
nuati, la cui energia media è dell’ordine di un
fotone. Tale scelta non è priva di conseguenze.
Infatti, come verrà discusso nelle sezioni succes-
sive, lo stato quantistico che descrive un impulso
LASER, detto stato coerente, è una sovrapposi-
zione quantistica di stati con diverso numero di
fotoni. Dunque, con tale codifica, esiste sempre
una probabilità non nulla di avere più di un fo-
tone per impulso, con potenziali conseguenze
sulla sicurezza del protocollo, in quanto la spia
potrebbe sottrarne solo uno senza farsi scoprire
[18, 19]. Per superare tali limitazioni e ripristi-
nare la sicurezza intrinseca, diverse varianti di
BB84 sono state proposte, tra cui la principale
richiede l’utilizzo dei cosiddetti stati decoy, che
significa “esca” [20, 21, 22].

La prima implementazione di decoy BB84, uti-
lizzando un singolo stato decoy, è stata ottenuta
nel 2006, modificando un sistema di QKD com-
merciale con una distanza di trasmissione di 15
km [23]. In seguito, nel 2007 tre gruppi speri-
mentali diversi hanno realizzato BB84 con due
stati decoy, raggiungendo distanze di trasmissio-
ne pari a 102 km [24] e 107 km [25] in fibra ottica,
e 144 km [26] in spazio aperto.
I sempre più avanzati progressi nel campo

hanno portato nel 2018 a raggiungere la distan-
za di 421 km: un risultato ottenuto dal grup-
po di H. Zbinden realizzando BB84 con un solo
stato decoy attraverso una fibra ottica a perdite
ultrabasse [27].

Introduzione ai sistemi a variabili
continue

Storicamente i primi protocolli di QKD hanno ri-
guardato sistemi a variabili discrete (discrete va-
ribles, DV), in cui l’informazione viene codificata
su un insieme discreto di simboli, ad esempio un
qubit. D’altra parte, l’implementazione su larga

Ithaca: Viaggio nella Scienza XXII, 2023 • La distribuzione quantistica di chiavi 98



Il protocollo GG02Il protocollo GG02Il protocollo GG02

Nel protocollo GG02 Alice invia a Bob
una serie di stati coerenti con i valorimedi
delle quadrature generati campionando
una distribuzione Gaussiana. Bob effet-
tua una misura di quadratura, scegliendo
con uguale probabilità semisurare l’osser-
vabile q oppure p. A seguito della misura,
Alice e Bob condividono un’informazio-
ne mutua I(A : B).
Dopo lo scambio dei segnali, avviene la
fase riconciliazione, che richiede che Ali-
ce e Bob si scambino una parte dei loro
dati su un canale classico pubblico. Tipi-
camente si effettua la riconciliazione in-
versa, in cui è Bob a rivelare i suoi dati
ad Alice. D’altro canto, anche Eve è in
grado di estrarre un’informazione mutua
non nulla a seguito di tale riconciliazione,
pari a I(B : E).
Il KGR risulta, dunque, uguale alla diffe-
renza delle due informazioni mutue:

K = I(A : B)− I(B : E) ,

espressa in numero di bit per impulso.
In un protocollo realistico, tale quantità
deve essere moltiplicata per la larghezza
di banda, ovvero il numero di simboli al
secondo generati da Alice, il cui valore
tipico è dell’ordine del MHz.

scala di BB84 e di altri schemi più avanzati di DV-
QKD risulta non banale per una duplice ragione.
Come ricordato in precedenza, il principale osta-
colo è rappresentato dalla generazione di singoli
fotoni, sulla cui polarizzazione codificare i bit
“0" e “1". In secondo luogo, le tecnologie richie-
ste dalla DV-QKD non sono compatibili con i
sistemi di comunicazione in fibra ottica impie-
gati attualmente nelle comunicazioni classiche,
basati invece sullo scambio di impulsi LASER
tra trasmettitore e ricevitore e su misure omodi-
ne o eterodine in grado di misurarne il campo
elettrico [28]. Per queste ragioni, in tempi più
recenti l’interesse è stato rivolto a sistemi a va-
riabili continue (continuous variables, CV) che
codificano l’informazione su un parametro con-
tinuo, come, per esempio, l’ampiezza o la fase

di un segnale elettromagnetico. L’esempio para-
digmatico di un sistema CV è rappresentato, per
l’appunto, da un campo ottico, ossia un campo
elettromagnetico monocromatico oscillante pro-
dotto localmente da una sorgente (ad esempio
un generatore di segnali) e in propagazione nel-
lo spazio libero. In questo scenario, gli impulsi
LASER tipicamente impiegati nelle comunicazio-
ni sono descritti dai cosiddetti stati “coerenti”,
indicati con |α⟩, caratterizzati da un’ampiezza
complessaα ∈ C proporzionale all’ampiezzame-
dia del campo elettrico. Osserviamo che anche
in questo caso siamo in presenza di una sovrap-
posizione quantistica: lo stato coerente è, infatti,
una sovrapposizione di infiniti stati |n⟩, detti sta-
ti di Fock, contenenti ciascuno un numero n ∈ N
di fotoni e con una ben determinata relazione di
fase:

|α⟩ = e−|α|2/2
∞∑
n=0

αn

√
n!

|n⟩. (17)

A proposito di campo elettrico, è bene ricorda-
re un risultato fondamentale, valido anche nella
teoria classica della radiazione. Per ricostruire il
valore del campo elettricoE(x) in un punto dello
spazio x è necessario misurare due osservabili
fisiche distinte, dette “quadrature”, tradizional-
mente identificate dai simboli q e p. Il campo
elettrico di una qualunque sorgente risulta in-
fatti essere proporzionale ad una combinazione
lineare delle sue quadrature [29, 30]:

E(x) ∝ q cos

(
2πx

λ

)
+ p sin

(
2πx

λ

)
(18)

dove λ è la lunghezza d’onda della radiazione.
Tuttavia, a differenza del caso classico, per un

campo ottico in regime quantistico descritto dal-
lo stato coerente |α⟩ non è possibile conoscere il
valore delle due quadrature con precisione arbi-
traria. Si tratta di una conseguenza delle relazio-
ni di indeterminazione di Heisenberg. Nel caso
specifico, a causa delle proprietà quantistiche de-
gli stati coerenti [29], misurando le osservabili q
e p si registrano valori che fluttuano secondo una
distribuzione Gaussiana. Le probabilità P (q) e
P (p) di misurare i valori q e p, rispettivamente,
risultano quindi pari a [29, 30]:

P (q) = Nσ0

(
q;ℜe(α)

)
,

P (p) = Nσ0

(
p;ℑm(α)

)
.

(19)
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Figura 3: Schema del protocol-
lo GG02. Alice invia a Bob una
sequenza di stati coerenti genera-
ti secondo una distirbuzione nor-
male. I segnali viaggiano lungo il
canale quantistico dove vengono
attenuati e acquistano un rumore
aggiunto ϵ > 0. Bob misura una
delle due quadrature q o p del se-
gnale ricevuto, estraendo l’infor-
mazione mutua I(A : B). Il pro-
tocollo è sicuro se tale informazio-
nemutua èmaggiore di quella po-
tenzialmente estratta da una spia,
Eve.

dove:

Nσ0(z;µ) =

exp

{
−(z − 2σ0 µ)

2

2σ20

}
√
2πσ20

. (20)

Si osserva innanzitutto che il valor medio delle
quadrature per uno stato coerente risulta pro-
porzionale alla sua ampiezza: ⟨q⟩ ∝ ℜe(α) e
⟨p⟩ ∝ ℑm(α). Inoltre le distribuzioni di probabi-
lità (19) hanno una varianza non nulla σ20 > 0,
conseguenza diretta della quantizzazione del
campo e che va sotto il nome di rumore di vuoto.
Si noti, infatti, che anche il campo elettrico nel-
lo stato di vuoto, corrispondente al caso α = 0,
mostra delle fluttuazioni non nulle nelle due qua-
drature, che ora hanno entrambe valore medio
pari a 0.

A differenza dei sistemi DV, una codifica di
questo tipo basata sull’ampiezza (e la fase) del
campo risulta compatibile con le tecniche comu-
nemente usate per le comunicazioni classiche,
rivelandosi di interesse per un’estensione degli
attuali sistemi di comunicazione ottica in regime
quantistico.

La presenza del rumore di vuoto rende due
segnali coerenti distinti |α⟩ e |β⟩ aventi ampiezze
sufficientemente vicine, cioè |α − β| ∼ σ0, indi-
stingubili dalla sola misura di una quadratura.
Questa proprietà torna estremamente utile per
la crittografia. Infatti, codificando dei simboli su
stati coerenti è possibile trasmettere dell’infor-
mazione sicura tra un ricevitore e un trasmetti-
tore, in modo che un’eventuale terza parte non
sia in grado di intromettersi e inferire il partico-

lare simbolo generato dalla sorgente. È questo
il principio base dei protocolli di distribuzione
quantistica di chiave a variabili continue (CV-
QKD), il cui esempio paradigmatico è costituito
dal protocollo proposto da Fréderic Grosshans
e Philippe Grangier nel 2002 e noto come GG02
[31].

Il protocollo GG02

Lo schema del protocollo GG02 è riportato in
Figura 3. Il trasmettitore, Alice, estrae una cop-
pia (xA, yA) di numeri casuali reali campionando
una distribuzione Gaussiana NΣ(z; 0). Quindi
genera un impulso LASER, i.e. uno stato coeren-
te |αA⟩, con ampiezza αA = xA+ iyA e lo invia al
ricevitore, Bob, attraverso un canale quantistico
[31].
Con il termine “canale” ci si riferisce al sup-

porto fisico, tipicamente rumoroso, che connette
Alice e Bob e nel quale propagano i segnali ge-
nerati. In contesti pratici, il canale quantistico
descrive sistemi fisici differenti a seconda della
piattaforma utilizzata. Lo scenario tipico è rap-
presentato dalle comunicazioni in fibra, in cui il
canale descrive la fibra ottica che connette Alice e
Bob, caratterizzata da un tasso di perdita κ dovu-
to alla propagazione del segnale nel dielettrico di
cui è composta la fibra e da un rumore aggiunto
ϵ > 0 causato dalle imperfezioni del generatore
di segnali impiegato da Alice [32].

Possono comunque presentarsi situazioni più
complesse. Ad esempio, nelle comunicazioni in
spazio aperto o sottomarine, il canale descrive il
mezzo stesso di propagazione, rispettivamente
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aria o acqua, e, oltre alle perdite, modella anche
i fenomeni di assorbimento e dispersione che
possono verificarsi in questi ambienti.

Qualunque sia il supporto fisico modellizzato,
il canale introduce delle distorsioni dello stato
coerente in ingresso e, per questa ragione, vie-
ne considerato non fidato, assumendo che tali
distorsioni siano opera di una spia, Eve, interes-
sata ad estrarre in tutto o in parte la chiave sicura
generata Alice e Bob (si veda la Figura 3). Nel
caso di comunicazioni in fibra, ad esempio, si
suppone che Eve intercetti la frazione di segnali
persa durante la propagazione, e che sia lei stessa
a generare il rumore aggiunto ϵ > 0 osservato
sugli impulsi coerenti in uscita [32].
Una volta ricevuti i segnali uscenti dal cana-

le, il ricevitore, Bob, effettua una misura di una
delle due quadrature del corrispondente campo
elettrico, scegliendo casualmente l’osservabile
q o p con uguale probabilità. Il risultato della
misura è un numero reale zB distribuito secon-
do le Eq. (19) con q = xA e p = yA ma con
una varianza σ2ϵ maggiore del rumore del vuoto,
σ2ϵ > σ20 . Il valore di zB risulta, dunque, corre-
lato alla coppia di simboli in ingresso (xA, yA).
Attraverso un processo di post-processing detto
“riconciliazione”, Bob è in grado di estrarre una
parte dell’informazione codificata da Alice nel-
la fase di preparazione del protocollo. Questa
quantità, vale a dire la quantità di informazione
che Alice e Bob riescono a condividere dopo la
misura, prende il nome di “informazione mutua”
I(A : B).
Considerazioni analoghe valgono anche per

l’azione di Eve, la quale attacca il canale, rac-
cogliendone le perdite e nascondendosi dietro
il rumore aggiunto, ed è, dunque, in grado di
estrarre un’informazione mutua I(B : E) non
nulla tramite una misura opportuna.
Pertanto, si conclude che il protocollo è sicu-

ro fintanto che l’informazione mutua estratta da
Eve sia inferiore all’informazione mutua scam-
biata tra Alice e Bob. In tal caso, a seguito del
processo di riconciliazione, Alice e Bob posso-
no applicare una serie di tecniche numeriche di
privacy amplification volte ad estrarre una chiave
casuale sicura a partire dalle rispettive liste di
dati (xA, yA) e zB .
La differenza tra le due informazioni mutue

definisce il tasso di generazione della chiave

(key generation rate, KGR), che rappresenta la lun-
ghezza della chiave estratta, ossia il numero di
bit sicuri generati per unità di tempo.
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Figura 4: KGR in funzione della distanza di trasmis-
sione in km per diversi valori del rumore
aggiunto ϵ. La presenza del rumore ag-
giunto introduce una distanza massima
di trasmissione oltre la quale non è più
possibile distillare una chiave sicura.

Nella Figura 4 è riportato il valore del KGR
(in presenza di reverse reconciliation) in funzio-
ne della distanza di trasmissione espressa in km
per alcuni valori realistici dei parametri. Il tas-
so di perdita delle comuni fibre ottiche è pari
a κ = 0.2 dB/km, mentre il rumore aggiunto è
tipicamente compreso tra 0.01σ20 < ϵ < 0.05σ20 .
Come si osserva, solamente in assenza di rumore
aggiunto (ϵ = 0) è possibile effettuare comuni-
cazione sicura a distanze arbitrariamente grandi,
mentre per ϵ > 0 esiste una distanza massima di
trasmissione oltre la quale il KGR diventa nullo.
Le potenzialità mostrate dalla CV-QKD sono

state anche verificate sperimentalmente. Sino ad
oggi, diverse realizzazioni di GG02 sono state
testate in laboratorio, analizzando il livello di
sicurezza sotto diversi paradigmi. I primi esperi-
menti proof-of-principle risalgono al 2003, in cui è
stata impiegata luce visibile a 780 nm e la presen-
za del canale è stata simultata attraverso un beam
splitter di transmissività variabile [33]. Tuttavia,
le tecniche impiegate in questo lavoro e nei suoi
successivi sviluppi [34, 35, 36], pur costituendo
una prima dimostrazione pratica, risultano ina-
datte per un’applicazione in fibra ottica a causa
della radiazione utilizzata (incompatibile con le
lunghezze d’onda infrarosse impiegate per la co-
municazione in fibra, che comunemente sono in
tre finestre attorno a 850 nm, a 1300 nm oppure
a 1550 nm, lunghezze d’onda telecom) e la scarsa
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efficienza dei componenti del setup e dei codici
di riconciliazione.

La prima vera CV-QKD a lunghezze d’onda te-
lecom è stata ottenuta solo nel 2007 dal gruppo di
Jérôme Lodewyck [37], riuscendo a raggiungere
distanze di trasmissione superiori a 25 km. A
partire da quella data, nel 2013 e 2016 sono state
raggiunte le distanze di 80 km [38] e 100 km [39],
rispettivamente. Infine, attraverso l’utilizzo di
fibre ottiche a perdite ultrabasse, nel 2020 è stato
possibile distillare una chiave sicura a distanze
superiori ai 200 km [40]. Parallelamente al ten-
tativo di raggiungere distanze di trasmissione
sempre maggiori, le più recenti innovazioni nel
campo delle lunghezze telecom hanno fatto sì che
si potesse anche incrementare il KGR a più basse
distanze, riuscendo a estrarre un maggior nume-
ro di bit sicuri al secondo. Sui 25 km si è passati
dai 2 kbps (kilobit al secondo) dello schema di
Lodewyck [37] a 1 Mbps (megabit al secondo)
[41], mentre sui 50 km sono stati ottenuti KGR
pari a 7.57 kbps [42] e 52 kbps [43].

Conclusione

Da un lato, la descrizione della natura data dalla
Meccanica Quantistica ha permesso di compren-
dere i suoi meccanismi in maniera più profonda,
meccanismi altrimenti elusivi in quanto spesso
molto lontani dalla nostra intuizione e dal senso
comune. D’altro canto, lo studio approfondito
di questa teoria ha aperto la strada a progres-
si tecnologici irraggiungibili e inimmaginabili
nell’ambito della sola fisica classica. A tal riguar-
do ci piace ricordare la risonanza magnetica nu-
cleare, potente tecnica diagnostica conmolteplici
sfaccettature, gli orologi atomici che scandiscono
il nostro tempo ma, soprattutto, sono fondamen-
tali per il funzionamento del sitema GPS, ma
anche tutta la tecnologia basata sul silicio e sui
semiconduttori.

In queste pagine vi abbiamomostrato, seppure
in modo semplificato, come la fisica quantistica
permetta di dare un contributo rilevante anche
alla trasmissione sicura di informazione, foca-
lizzandoci sul problema della distribuzione di
chiavi quantistica. Si tratta di un esempio in cui
gli sforzi teorici e sperimentali hanno permesso
di trasformare le previsioni quantistiche in siste-

mi funzionanti e ormai integrati in alcuni scenari
della nostra società fino al livello commerciale.

Un esempio tra tanti della “seconda rivoluzio-
ne quantistica” che stiamo vedendo e vivendo
in questi anni e che, si spera, possa concorre-
re a migliorare le condizioni dell’umanità come
affermava Nikola Tesla.
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Introduzione

La meccanica quantistica, ovvero quell’insieme
di straordinarie intuizioni che furono e sono con-
siderate come una vera e propria rivoluzione, è
ormai una teoria affermatasi quasi un secolo fa.
Eppure, se ci si sofferma su questo ultimo detta-
glio, risulta ancora più sorprendente constatare
quanto, rispetto ad altre teorie del passato, essa
sia percepita anche a distanza di tanti anni come
un qualcosa di nuovo, o di non completamente
assimilato, e quindi di difficile comunicazione
ad un pubblico non tecnico.

Ancora più sorprendente potrà sembrare il do-
ver parlare di quella che viene definita come la
seconda rivoluzione quantistica, ovvero la sto-
ria più recente delle applicazioni della teoria che
riguardano più da vicino le tecnologie dell’infor-
mazione. Ogni rivoluzione, infatti, è figlia dei
suoi tempi e non è un caso che questa seconda
tappa sia nata non troppo successivamente, se
non contemporaneamente, all’affermazione dei
primi calcolatori, ai quali da qui in avanti ci ri-

feriremo come computer classici. Infatti, perché
non utilizzare proprio un sistema controllato da
effetti genuinamente quantistici, ovvero su scale
e condizioni fisiche tali da rendere questi effet-
ti evidenti e misurabili, per poter investigare la
natura, o tradotto, per poter ampliare la capacità
di elaborazione di un computer? Questo fu il
primo quesito, attribuito a Richard Feynman, da
cui si partì per formalizzare una teoria dell’in-
formazione che tenesse conto dei principi della
meccanica quantistica.

In analogia con l’informatica, si definisce un’u-
nità fondamentale, il qubit, un sistema costituito
da due stati logici 0,1, mutualmente esclusivi. Il
qubit descrive però un sistema quantistico per
il quale saranno validi sia il principio di sovrap-
posizione, per cui saranno possibili stati in so-
vrapposizione dei due livelli logici come stati in
sovrapposizione di più qubit, quanto il princi-
pio del collasso dello stato durante il processo di
misura, ovvero, di estrazione dell’informazione
in esso codificata. L’impalcatura teorica dell’in-
formazione quantistica che si sviluppò a partire
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dagli anni ’80 aveva lo scopo di individuare per
quali problemi un paradigma di computazione
basato sulla meccanica quantistica potesse effet-
tivamente offrire dei vantaggi, da cui sviluppare
appunto protocolli di informazione e algoritmi
puramente quantistici [1]. Quanta informazione
si può processare e quanta se ne può estrarre da
un qubit? Uno stato quantistico può essere copia-
to senza conoscerne in precedenza l’espressione
negli stati logici? Questi sono solo due esempi
di domande un po’ più tecniche ma molto istrut-
tive inerenti ai fondamenti della teoria dell’in-
formazione quantistica. Esse, infatti, mostrano
implicitamente vantaggi e potenziali limiti del
paradigma quantistico. L’impossibilità di copia-
re uno stato quantistico è il principio alla base
della sicurezza intrinseca dei protocolli di crit-
tografia quantistica. Come vedremo in seguito
più nel dettaglio, essi hanno lo scopo di ottenere
uno scambio di una chiave di cifratura sicura tra
due interlocutori attraverso comunicazione del-
l’informazione codificata nei qubit. Il principio
di indeterminazione e il processo di misura in
meccanica quantistica, si traducono infatti nel
no-cloning theorem, la cui conseguenza in un
protocollo crittografico è quella di proibire ad
un terzo interlocutore di poter accedere all’infor-
mazione sui qubit scambiati senza alterarne lo
stato [1]. Questo permette ai due comunicanti di
individuare in linea di principio la presenza di
un terzo nella comunicazione. Per quanto riguar-
da la computazione quantistica, la possibilità di
avere stati o qubit in sovrapposizione fa intuire
la possibilità di poter processare l’informazione
in parallelo. Questo è indubbiamente uno dei
fondamentali vantaggi che hanno motivato negli
anni la ricerca nel campo. Ma i teoremi sopra
citati e il processo stesso di misura che di fatto
limita la quantità di informazione che può essere
estratta da un sistema quantistico, spesso pongo-
no dei paletti alle dimensioni del ventaglio dei
problemi computazionali per cui si può ottenere
un vantaggio. Per vantaggio è utile chiarificare
che si indica unmiglioramento di come le risorse
computazionali quali il tempo di calcolo o il nu-
mero di operazioni e qubit, scalino rispetto alla
taglia del problema da risolvere. Si ha un van-
taggio quantistico se l’algoritmo richiede risorse
che aumentano più favorevolmente rispetto all’e-
quivalente classico con la dimensione del dato in

ingresso al processo. Tra gli algoritmi quantisti-
ci più famosi che appartengono a questa classe
figurano sicuramente quello di scomposizione
degli interi in fattori primi, algoritmi di ricerca,
algoritmi di ottimizzazione e più recentemen-
te algoritmi quantistici di apprendimento. In
questo articolo si vuole riassumere lo sviluppo e
l’impatto della seconda rivoluzione quantistica
nella teoria e nelle tecnologie dell’informazio-
ne. Pertanto, nel seguito, si illustreranno più
nel dettaglio i possibili paradigmi di computa-
zione e crittografia quantistica proposte fino ad
oggi, insieme alla presentazione delle possibili
realizzazioni di tali tecnologie quantistiche. Sta-
to dell’arte, limiti e prospettive saranno infine
discusse per capire in quale stagione di questa
seconda rivoluzione siamo ormai giunti.

Computazione quantistica

I principali schemi di computazione quantisti-
ca universali proposti nel corso di questi ultimi
decenni sono essenzialmente tre, che possono
essere riassunti nel modello circuitale [1], il
modello measurement-based [2] e il modello di
computazione di tipo blind [3, 4]. Uno schema
invece totalmente alternativo rispetto ai prece-
denti è quello di tipo analogico [5]. Nel seguito
tratteremo brevemente di ciascuno.

Il modello circuitale è quello storicamente
introdotto per primo. Lo spirito di questo mo-
dello è di trasporre lo schema classico di compu-
tazione che prevede un set di bit e porte logiche
elementari per costituire un computer universale.
Alla stessa maniera, il modello circuitale quanti-
stico prevede un registro di qubit e un insieme di
porte logiche quantistiche con cui operare su di
essi. Le porte quantistiche sono delle operazioni
unitarie nello spazio di Hilbert che descrive il
registro dei qubit. Il qubit, essendo uno stato
quantistico, può essere considerato un oggetto
matematico equivalente ad un vettore. Le porte
logiche che operano sul singolo qubit saranno
dunque delle rotazioni in tale spazio vettoria-
le. Il modello prevede anche delle porte logiche
che operano su due qubit, le quali permettono le
interazioni tra di essi e di creare stati di sovrap-
posizione tra più qubit. Esempi di questo tipo
sono le porte controllate, come la negazione con-
trollata (controlled-not) oppure la rotazione
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controllata (controlled-phase), le quali opera-
no sul secondo qubit in maniera condizionata
allo stato del primo. La combinazione di rotazio-
ni sul singolo qubit e porte controllate permette
di avere uno schema universale per il computer
quantistico.

Sebbene il modello circuitale sia il più naturale
ed immediato per costruire un computer quan-
tistico, esso può presentare alcune limitazioni
nella sua realizzazione fisica. Allo stato attuale i
qubit vengono generati e manipolati con un certo
grado di rumore, il quale si propaga e si amplifica
nelle varie operazioni logiche. In questo schema
è quindi necessario introdurre tecniche di cor-
rezione degli errori, dette di error-correction,
per mitigare la loro propagazione e tenere l’ac-
curatezza di calcolo entro una data soglia di tol-
leranza [6]. In termini di risorse computazionali
questo si traduce nell’impiego di qubit e porte
ancillari che potrebbero limitare l’effettivo van-
taggio dell’impiego di un algoritmo quantistico
rispetto alla controparte classica.
Un possibile approccio alternativo di più re-

cente introduzione rispetto al modello circuitale
è quello chiamato measurement-based. Questo
modello prevede la generazione di uno stato di
diversi qubit in sovrapposizione tra di loro. In
altre parole, anziché preparare tutti i qubit sepa-
ratamente e farli interagire attraverso un circuito
di porte logiche, in questo schema la comples-
sità della costruzione del dispositivo risiede nel
generare uno stato di qubit altamente correla-
ti, detto stato cluster. La computazione vie-
ne svolta da una sequenza di opportune misu-
re su determinate basi di altrettanti determina-
ti qubit del cluster. Il vantaggio dell’approccio
measurement-based risiede proprio nell’essere
per costruzione più robusto al rumore e agli er-
rori. Inoltre, risulta una valida alternativa per
tutte quelle piattaforme quantistiche nelle qua-
li la realizzazione del modello circuitale risulta
complessa, quali le architetture fotoniche [2] e
gli ioni intrappolati [7].
Un terzo schema molto recente è quello no-

to come blind quantum computing. Rispetto ai
precedenti, utilizza un paradigma totalmente di-
verso, che unisce elementi sia di comunicazione
che di computazione. Nell’approccio blind, la
computazione viene delegata dall’utente ad un
server che svolge l’algoritmo. Un importante det-

taglio è che non è richiesta da parte del server
la conoscenza dello stato iniziale del cliente. In-
fatti, gli stati scambiati tra i server e gli utenti
sono sempre codificati in maniera tale che né il
server e né il cliente conosce lo stato quantistico
dell’altro, rendendo il processo sicuro da even-
tuali intromissioni di un terzo interlocutore come
in un protocollo crittografico. Pertanto, è richie-
sto che le operazioni computazionali del server
vengano svolte a prescindere dallo stato che ar-
riva dal cliente, al quale, di contro, viene solo
richiesto di generare e prepare i qubit. Anche
questo protocollo per la computazione quantisti-
ca offre dei vantaggi rispetto al numero di risorse
quantistiche necessarie per la sua realizzazione.
Chiaramente richiede che i qubit possano essere
scambiati tra più parti attraverso canali di comu-
nicazione quantistici. Questo elemento aggiun-
tivo restringe il campo delle piattaforme fisiche
che si prestano alla realizzazione dello schema.
Infatti, ad oggi, figurano solo primi esperimenti
basati su qubit fotonici, i quali, non a caso, sono
quelli che ben più si adattano a protocolli che
prevedono comunicazione, come vedremo nella
sezione dedicata alla crittografia.
L’approccio analogico alla computazione

quantistica è fondato su principi completamen-
te diversi. I parametri della computazione non
sono le operazioni unitarie sui qubit, ma ben-
sì l’energia di interazione tra di essi, descritti
dall’hamiltoniana del sistema. La computazione
quantistica analogica risulta vantaggiosa quando
si vogliono realizzare, algoritmi di simulazione
di una data hamiltoniana di cui è difficile indivi-
duare autovalori e autovettori, oppure, algoritmi
di ottimizzazione in cui si fa coincidere la solu-
zione del problema con il livello fondamentale
dell’hamiltoniana del processore quantistico [8].
Questo modello alternativo può favorire alcune
piattaforme rispetto ad altre, come ad esempio
quelle che sfruttano sistemi di atomi neutri.

Crittografia quantistica

Come introdotto nella precedente sezione, stabi-
lire canali quantistici di comunicazione che siano
sicuri rispetto ad eventuali intromissioni di un
terzo interlocutore è un ingrediente fondamenta-
le per lo sviluppo di blind quantum computer.
Inoltre, nell’era digitale in cui viviamo, la sicurez-
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za delle comunicazioni è diventata una preoccu-
pazione sempre più rilevante che ha reso fonda-
mentale trovare soluzioni avanzate per protegge-
re le informazioni sensibili. I sistemi tradizionali
di crittografia, si basano su algoritmi matematici
complessi la cui risoluzione richiede un nume-
ro di risorse computazionali troppo elevato per
poter essere raggiunta con i computer classici.
Conseguentemente, l’impiego di nuove tecno-
logie, come quelle quantistiche, per sviluppare
calcolatori in grado di risolvere efficientemente
tali algoritmi, potrebbe inficiare la sicurezza dei
sistemi di crittografia classica. In questo conte-
sto, la crittografia quantistica si è rivelata una
tecnologia rivoluzionaria in grado di garantire
una comunicazione intrinsecamente sicura.
Il concetto chiave della crittografia quantisti-

ca è la distribuzione di una chiave crittografica
segreta tra due parti che desiderano comunicare
in modo sicuro. Tale distribuzione avviene attra-
verso protocolli di Quantum Key Distribution
(QKD), in cui la chiave viene codificata nello
stato di particelle quantistiche e la sicurezza è
garantita dal no-cloning theorem, che proibi-
sce ad un terzo interlocutore di estrarre infor-
mazioni sulla chiave senza alterare lo stato del-
le particelle stesse. Sebbene, diverse particelle
quantistiche potrebbero essere utilizzate per co-
dificare informazioni, l’alta trasmissibilità e la
bassa interazione dei singoli fotoni con l’ambien-
te, rendono questi ultimi particolarmente adatti
alla trasmissione a distanza. Conseguentemente,
nella maggior parte delle implementazioni spe-
rimentali, la trasmissione delle chiavi crittografi-
che avviene inviando singoli fotoni e codificando
l’informazione nei sui gradi di libertà, come la
polarizzazione.

I diversi protocolli di QKD si possono divi-
dere in due categorie principali: i protocolli
di preparazione e misura e i protocolli basati
sull’entanglement [9].
Per quanto riguarda la prima categoria, uno

dei più conosciuti ed utilizzati è il protocollo
BB84, sviluppato da Charles Bennett e Gilles
Brassard nel 1984 [10] In quest’ultimo, i bit costi-
tuenti la chiave segreta sono codificati in fotoni
polarizzati e il mittente (Alice) può scegliere tra
due basi di codifica, di solito lineare o diagonale.
Allo stesso modo, il destinatario (Bob) sceglierà
casualmente la base di misura. Successivamente,

confrontando le loro basi attraverso un canale
pubblico, Alice e Bob sono in grado di individua-
re la presenza di un terzo interlocutore e selezio-
nando solamente i bit non compromessi riescono
a distribuire una chiave sicura.
D’altra parte, il protocollo E91, sviluppato da

Artur Ekert nel 1991 [11], è il primo protocollo
basato sull’ entanglement. In questo caso, Alice
e Bob, condividono una coppia di fotoni entan-
gled. Entrambi i partecipanti misurano lo stato
delle loro particelle in diverse basi e successiva-
mente confrontano i risultati tramite un canale
pubblico non sicuro. Sapendo che le correlazioni
quantistiche tra la coppia di fotoni assicurano
che chiunque intercetti uno dei due oggetti alte-
ra il sistema complessivo, Alice e Bob possono
rilevare la presenza di terze parti e trasmettere
una chiave crittografica sicura.

Oltre ai protocolli illustrati diverse varianti so-
no state sviluppate e implementate in piattafor-
me che sfruttano comunicazioni in fibre ottiche,
nello spazio libero o tramite satelliti [12]. Un
esempio degno di nota riguarda il lancio del sa-
tellite cineseMicius nel 2016. Quest’ultimo, gene-
rando fotoni entangled e trasmettendoli a stazio-
ni terrestri distanti 1203 km, ha permesso di supe-
rare i limiti di distanza legati alla comunicazione
terrestre [13].

Piattaforme computer quantistico

Sebbene teoricamente si è dimostrato che lo sfrut-
tamento delle proprietà quantistiche in computa-
zione permetterebbe di risolvere problemi com-
plessi in modo molto più efficiente, la realizza-
zione sperimentale del computer quantistico è
ancora in una fase di sviluppo in quanto presenta
delle sfide significative. Per far fronte a tali sfide,
sono state sviluppate diverse implementazioni
basate su superconduttori, atomi, ioni o fotoni.
Il computer quantistico a superconduttori

sfrutta circuiti superconduttori per manipolare e
memorizzare informazioni quantistiche. In par-
ticolare, sono realizzati utilizzando dispositivi
microelettronici a temperature vicine allo zero
assoluto (-273,15 °C). I qubit sono implementati
come giunzioni Josephson in grado di generare e
controllare gli stati di sovrapposizione e l’interfe-
renza quantistica [14]. Tale tecnologia, permette
dimanipolare velocemente lo stato dei qubit, ave-
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re un elevato controllo su quest’ultimo e propone
una piattaforma altamente scalabile. Tuttavia, i
computer a superconduttore sono sensibili alle
perturbazioni ambientali e necessitano un raf-
freddamento a basse temperature per sfruttare
le proprietà superconduttive dei materiali [15].

Un’altra possibilità nell’implementare i com-
puter quantistici si basa sullo sfruttamento di
atomi neutri [16, 17] o ioni intrappolati [18] e
raffreddati a temperature molto basse. Questi
ultimi, conosciuti come computer quantistici ad
atomi freddi, memorizzano l’informazione codi-
ficando i qubit negli stati quantistici degli atomi
o degli ioni intrappolati. La manipolazione degli
stati degli atomi o ioni avviene, rispettivamente,
utilizzando laser o campi elettromagnetici.

Un’altra possibile codifica dei qubit risiede nel-
lo sfruttamento degli spin di singole particelle.
In tali computer quantistici a qubit di spin, la ma-
nipolazione avviene attraverso campi magnetici,
impulsi di microonde e altre tecniche di control-
lo per modificare gli stati di spin. Per la realiz-
zazione di tali calcolatori, diverse piattaforme
continuano ad essere esplorate, come i qubit di
spin di ioni intrappolati [19], dei centri NV [20],
molecolari [21] e basati su semiconduttori [22].

Infine, diverse piattaforme fotoniche sono sta-
te utilizzate per sviluppare computer quantistici
che sfruttano la luce (fotoni) al fine di rappresen-
tare e manipolare l’informazione quantistica. Sia
le variabili discrete che continue possono essere
sfruttate per codificare i qubit [23]. Nel primo
caso, si utilizzano solitamente gli stati di pola-
rizzazione dei fotoni o i loro stati di cammino
(modalità spaziali), mentre nel secondo gli os-
servabili del campo elettromagnetico. Tramite
l’ottica integrata è possibile proporre piattaforme
scalabili, in cui la generazione, manipolazione e
rivelazione dei singoli fotoni avviene attraverso
elementi ottici integrati in una singola piattafor-
ma oppure attraverso un approccio ibrido [24].
In questo caso, la sfida principale è di riuscire
a scalare in maniera significativa il numero di
elementi integrati e di minimizzare le diverse
perdite del sistema.

Stato dell’arte e prospettive
future

Nelle sezioni precedenti abbiamo introdotto i
concetti chiave della computazione e della crit-
tografia quantistica e discusso i possibili siste-
mi fisici che vengono oggigiorno investigati per
poter sviluppare tecnologie nei suddetti campi.
Attualmente l’informazione quantistica sta viven-
do una stagione di transizione, ovvero da una
situazione in cui la maggior parte della ricerca si
svolge in ambito accademico ad uno scenario in
cui grandi aziende e grandi investimenti incen-
tivano lo sviluppo di tali tematiche, allo scopo
di realizzare prototipi performanti da introdurre
sul mercato.
Tra le piattaforme più mature per quanto ri-

guarda la computazione quantistica figura quel-
la che sfrutta qubit superconduttori e il model-
lo circuitale. Google, Rigetti e IBM sono le più
grandi aziende che hanno deciso di sviluppare
un computer quantistico con questa tecnologia.
In particolare, IBM mette a disposizione sul suo
cloud [25] diversi dispositivi che contano fino a
centinaia di qubit e prevede di aumentare la capa-
cità di calcolo dei suoi processori raggiungendo
i 100000 qubits nei prossimi 10 anni. Inoltre, re-
centemente, la start-up francese Alice & Bob sta
proponendo una variante nel controllo dei qubit
superconduttori allo scopo di mitigare il rumo-
re e le procedure di error-correction nelle varie
porte logiche.

Un approccio sempre di tipo circuitale è utiliz-
zato dalla start-up IonQ che propone però pro-
cessori basati su ioni intrappolati fino a 20 qubit.
Il processore di IonQ è disponibile sul cloud di
Amazon Braket [26], la piattaforma gestita da
Amazon che permette l’utilizzo da remoto di di-
versi processori quantistici delle diverse aziende
e start-up del settore.
Le piattaforme basate su atomi neutri intrap-

polati stanno raggiungendo livelli di complessità
e performance siginficative. La start-up ameri-
cana QuEra mette a disposizione sul cloud di
Amazon Braket un computer ad atomi neutri
che conta 250 qubit, mentre la start-up france-
se PASQAL commercializza processori con 100
qubit. Questi dispositivi sono basati sulla com-
putazione analogica, in cui le operazioni logiche
vengono realizzate cambiando l’hamiltoniana di
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interazioni tra gli atomi.
In ambito fotonico le principali start-up, ovve-

ro l’americana Psi Quantum e la canadese Xana-
du, stanno procedendo verso un computer quan-
tistico basato sull’approccio measurement-based.
Più precisamente, Psi Quantum sta puntando
su qubit processati attraverso fotonica integrata.
La start-up Xanadu invece sta utilizzando il co-
siddetto schema a variabili continue, nel quale
l’informazione viene codificata nei valori atte-
si degli osservabili del campo elettromagnetico,
che possono assumere, per l’appunto, valori con-
tinui. Xanadu ha a disposizione due dispositivi
sul proprio cloud [27], compreso Borealis (dispo-
nibile fino allo scorso 2 giugno 2023), il processo-
re quantistico non universale che ha dimostrato
recentemente la possibilità di superare un com-
puter classico nella risoluzione di uno specifico
problema di campionamento [28]. In ambito eu-
ropeo, segnaliamo le startup Quandela e QuiX,
la prima impegnata principalmente nella produ-
zione di sorgenti di singoli fotoni performanti e
commercializzabili, mentre la seconda si occupa
del design e dello sviluppo della parte circuitale
dei dispositivi fotonici integrati. Come anticipa-
to nelle precedenti sezioni, i qubit fotonici sono
impiegati soprattutto nell’ambito delle comuni-
cazioni e della crittografia. Le aziende Toshiba e
ID Quantique sono impegnate nel produrre stru-
menti e dispositivi per la crittografia quantistica.
Un prototipo di rete di comunicazione quanti-
stica su grande scala è stato realizzato in Cina,
il quale comprende canali di comunicazione in
fibra ottica tra le città di Beijing, Hefei, Shanghai
e Jinan e il canale satellitare tra gli osservatori di
Nanshan e Xinglong [29]. Altre reti quantistiche
basate su fibre sono in sviluppo nel Regno Unito
[30] e in Europa [31], compresa l’Italia.
Dal quadro appena fornito risulta evidente

quanto le tecnologie quantistiche siano ad og-
gi di centrale interesse. Gli investimenti fatti da
diverse aziende e nazioni in queste tematiche
hanno subito un vistoso incremento negli ultimi
5 anni. La sfida dei prossimi anni sarà quindi
di riuscire a sviluppare quella svolta tecnologica
necessaria per rendere tali dispositivi utilizzabili
e performanti in problemi concreti. Ovvero, in
altre parole, di poter considerare conclusa la sta-
gione della seconda rivoluzione quantistica, per
aprire la strada alla terza, quella dello sviluppo

tecnologico vero e proprio.
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1. Introduzione

Sin dalla sua introduzione all’inizio del secolo
ventesimo al fine di descrivere misure osserva-
te in sistemi fisici microscopici o in interazione
con particolari campi di radiazione, la meccani-
ca quantistica ha portato con sé l’idea che, alle
scale di lunghezze o energie in cui la meccani-
ca classica (e la teoria classica della radiazione)
predice risultati in accordo con le misure, essa
deve accordarsi alla descrizione classica. Questo
pensiero è presente già nelle parole di Bohr [1],

“Per ottenere la necessaria connessione
con la ordinaria teoria della radiazione,
noi dobbiamo assumere che una rela-
zione, analoga a quella già provata per
le frequenze, valga nel limite per gran-
di 1 n, per le intensità delle diverse linee
dello spettro [...]”.

A tale assunzione si è fatto poi riferimento con
il nome di principio di corrispondenza. In pur
poche righe, Bohr evidenzia che l’esistenza di
una corrispondenza tra la descrizione quantisti-
ca di un sistema e quella classica è concettual-
mente necessaria, che essa si possa pensare co-
me formulata matematicamente in termini di un
opportuno limite, e che questo limite si applichi
1Ovvero per nel limite per energie crescenti, identificate
da valori discreti di n per i sistemi considerati.

allo spettro di specifiche quantità misurate (os-
servabili, nel linguaggio che usiamo oggi) e più
in generale vada considerato in modo specifico
per ogni singolo sistema.

Questi temi sono presenti, all’interno di uno
studio più generale sui principi e sulla formula-
zione matematica della meccanica quantistica, in
ciò che scrive Dirac nel suo famoso manuale [2],
ovvero

“La meccanica classica deve essere un
caso limite di quella quantistica. Noi
ci aspettiamo che nozioni importanti
in meccanica classica corrispondano a
nozioni importanti inmeccanica quanti-
stica. Dalla comprensione della natura
generale dell’analogia tra la meccani-
ca classica e la meccanica quantistica
noi possiamo allora sperare di ottene-
re leggi e teoremi in meccanica quan-
tistica che appaiano come semplici ge-
neralizzazioni di ben noti risultati in
meccanica classica.”

Il problema del limite classico della meccanica
quantistica è stato naturalmente studiato da allo-
ra, e ha portato ad una comprensionemigliore sia
delle teorie quantistiche che di quelle classiche,
analizzate secondo tale prospettiva (la bibliogra-
fia su questi temi è sterminata, e noi ci limitiamo
a rimandare il lettore a [3], in cui l’autore ana-
lizza i principali riferimenti, ponendoli in una
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prospettiva storica). Lo scopo di questa nota è
presentare, all’interno di una descrizione geome-
trica di un sistema fisico, un insieme di domande
sul problema della dequantizzazione, ovvero
del limite classico di un sistema quantistico, ed
analizzare più in dettaglio alcune di esse in rela-
zione alle varie rappresentazioni della meccanica
quantistica 2.

Nella sezione 2 presentiamo una formulazione
matematica sia della dinamica quantistica di un
sistema fisico, che della dinamica classica di un
sistema fisico, individuando i termini di stato,
osservabile, evoluzione temporale e sottolinean-
do analogie e differenze fra i due formalismi. In
virtù di esse, concludiamo tale sezione (nella
2.4) enucleando alcune domande sul problema
del limite classico. In questa descrizione provia-
mo inoltre a mostrare come lo studio della fisica
teorica resti circostanziato attraverso nozioni di
geometria, algebra, analisi funzionale, e che le
questioni concettualmente più delicate richieda-
no una solida traduzione all’interno di un forma-
lismo matematico. Coerenti con l’osservazione
che la descrizione matematica della meccanica
quantistica ha sviluppato differenti rappresenta-
zioni 3, nella sezione 3 descriviamo il formalismo
di Poisson e quello simplettico per la meccanica
classica, e la formulazione à la Weyl-Wigner per
la meccanica quantistica, fondato sulla nozione
di sistema di Weyl e di prodotto à la Moyal. Lun-
go questo cammino, nella sezione 4 descriviamo
come un’opportuna procedura di limite conduca
dalla descrizione dell’evoluzione quantistica in
termini dell’equazione di Schrödinger alla de-
scrizione classica in termini dell’equazione di
Hamilton-Jacobi, e nella sezione 5 come l’evolu-
zione quantistica e quella classica possono essere
formulate in termini della nozione di evoluzione
unitaria su un opportuno spazio di Kähler.

2Un approccio nello spirito di questa nota è presente in [4],
in cui l’autore descrive ciò che risulta parte di un pro-
gramma più ampio di dequantizzazione geometrica (in
particolare, per quella classe di dinamiche quantistiche
a cui corrispondono dinamiche classiche il cui spazio
delle fasi è uno spazio vettoriale simplettico) – program-
ma che sorge naturalmente all’interno del formalismo,
in quegli anni intensamente studiato, della quantizza-
zione geometrica (il lettore incontrerà una descrizione
di questo formalismo nella sezione 3.

3Con il termine di rappresentazione della meccanica quan-
tistica intendiamo qui la traduzione italiana del termine
inglese picture.

2. Descrizione matematica di un
sistema fisico

Ogni descrizione matematica di un sistema fi-
sico e della sua evoluzione temporale richiede
di identificare un insieme S di stati, che rappre-
sentano un’informazione massimale sul sistema,
un insieme O di osservabili, ovvero le quantità
misurabili per il sistema, ed un accoppiamento
tra essi (un pairing) dato da una applicazione

µ : O × S → P

in cuiP è l’insieme delle misure di probabilità su
R. Dato uno stato ρ ∈ S e un’osservabile A ∈ O,
la quantità

0 ≤ µ(A, ρ)(∆) ≤ 1

fornisce la probabilità che la misura di A, con il
sistema nello stato ρ, dia un risultato in ∆, un
elemento nella σ-algebra di Borel su R. Analiz-
zare, inoltre, sistemi costituiti da un insieme di
sottosistemi richiede di avere una legge di com-
posizione in virtù della quale definire sistemi
composti a partire da sistemi più elementari. Ta-
li nozioni appaiono coerentemente descritte in
termini geometrici considerando l’insieme delle
osservabili O come il sottospazio reale di una
∗-algebra unitale A sul campo complesso C do-
tata di una norma. L’uso di strutture complesse
in fisica permette di descrivere fenomeni di in-
terferenza, e sembra necessaria 4 nei problemi
di creazione e distruzione di particelle in teorie
di campo quantistiche. All’algebra normata A
corrisponde il suo duale A∗, ovvero lo spazio
dei funzionali lineari ρ : A → C continui 5. La
norma suA induce una topologia suA∗: in virtù
di essa, l’insieme degli stati S si identifica con
gli elementi positivi e normalizzati in A∗. Il pai-
ring tra osservabili e stati è formulato attraverso
la dualità tra A e A∗, mentre la composizione
di sistemi viene descritta in termini di prodotto
tensoriale fra le correspondenti algebre.

4Un recente esperimento sembra indicare la necessità che
nella formulazione matematica di un sistema quantisti-
co sia presenta una struttura complessa. Rimandiamo
il lettore a [5].

5Sono continui quei funzionali ρ : A → C per cui, per
ogni a ∈ A, esiste una costante α ∈ R tale che |ρ(a)| ≤
α ∥ a ∥.
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Ciò che abbiamo visto nelle righe preceden-
ti può essere considerato come una descrizione
geometrica della cinematica di un sistema fisico 6,
ovvero di una sua descrizione indipendente dal
tempo. La dinamica di un sistema fisico (ovve-
ro l’evoluzione temporale delle sue osservabili,
o alternativamente dei suoi stati) associato ad
un’algebra A si può formulare come l’azione di
un gruppo ad un parametro Φt (con t ∈ R la
variabile temporale) di opportuni automorfismi
di A su sé stessa, o (dualmente) sullo spazio S
degli stati 7. Intendiamo con ciò che, per ogni
t ∈ R, la composizione di tali automorfismi dia

Φt+t′ = Φt ◦ Φt′

con Φt=0 = I (ovvero l’identità su A). Ogni
gruppo (continuo8) ad un parametro di auto-
morfismi inA ha un generatore infinitesimo, che
è una derivazione 9 in A.

Sia la descrizione di una dinamica classica che
quantistica di un sistema fisico rientrano in que-
sto dominio. Qui ci limiteremo a considerare
sistemi fisici con un numero finito di gradi di
libertà – secondo l’espressione dei manuali clas-
sici di meccanica – intendendo con ciò che non
considereremo teorie di campo. Invero non consi-
dereremo sistemi fisici limitati in interazione con
un ambiente (la cui evoluzione si studia in ter-
mini di semigruppi), o sistemi la cui evoluzione
temporale è descritta da equazioni differenzia-
li implicite, come ad esempio quelle relative a
Lagrangiane degeneri.

6In quale misura abbia senso una suddivisione tra cine-
matica e dinamica per un sistema classico è analizzato,
ad esempio, in [6], a cui rimandiamo.

7Per automorfismi di A intendiamo le corrispondenze
Φ : A → A che sono compatibili con le strutture
algebriche di A, ovvero per cui Φ(a + a′) = Φ(a) +
Φ(a′), Φ(aa′) = Φ(a)Φ(a′), Φ(αa) = αΦ(a) e
Φ(a∗) = (Φ(a)∗ per ogni a, a′ ∈ A e α ∈ C.

8Intendiamo gruppi ad un parametro Φt che siano con-
tinui in norma, ovvero che soddisfino la condizione
limt→0 ∥Φt(a)− a∥ = 0 per ogni a ∈ A.

9Un operatore lineare δ : D(δ) → A da una ∗-
sottoalgebra D(δ) ⊆ A (il dominio di δ) tale che
δ(a∗) = δ(a)∗ e δ(aa′) = aδ(a′) + (δ(a))a′ è detta
una ∗-derivazione. È possibile provare che, se Φt è un
gruppo ad un parametro di automorfismi in A, allora
il suo generatore infinitesimo è la ∗-derivazione data
da δ(a) = limt→0(Φt(a)− a)/t sul dominio D(δ) dato
dagli elementi a ∈ A per cui il limite esiste. Vedi anche
[7, 8].

Come il lettore avrà osservato, questa descri-
zione richiama strutture matematiche tradizio-
nalmente riferite ad aree differenti: quella di al-
gebra e di suo spazio duale, quello di norma (e
quindi di topologia), quello di automorfismi e
gruppi, quello di misure di probabilità, di insie-
mi boreliani, di prodotti tensoriali e di prodotti di
misure. Questa uniformità è ciò a cui ci si riferi-
sce quando si parla di analogie tra la descrizione
classica e quella quantistica per la dinamica di
un sistema fisico.
Il primo scopo delle pagine seguenti in que-

sta sezione è allora quello di delineare tali ana-
logie, ovvero presentare il modo in cui sia una
descrizione matematica della meccanica quanti-
stica che della meccanica classica corrispondano
a specifiche realizzazioni delle strutture formali
presentate nell’introduzione precedente. Sarà
all’interno di queste analogie che illustreremo
in seguito alcuni aspetti del problema del limite
classico della meccanica quantistica, inteso nel
senso di analizzare il significato del passaggio tra
diverse realizzazioni di una stessa struttura geo-
metrica nell’ambito dello studio della dinamica
di un sistema fisico.

2.1 Una descrizione geometrica della
meccanica quantistica

In meccanica quantistica l’insieme O delle osser-
vabili è dato dallo spazio vettoriale (su R) degli
operatori autoaggiunti Op(H) su uno spazio di
Hilbert H complesso e separabile. Facendo ri-
ferimento alla notazione bra-ket à la Dirac [2],
se

a = a∗ = a†

è un operatore autoaggiunto suH, e ha una parte
di spettro puntuale σp(a) con

a|ek⟩ = λk|ek⟩

e una parte di spettro continuo σc(a) con

a|φα⟩ = α|φα⟩

in termini di autofunzioni proprie e generalizza-
te (indicate con |⟩), allora possiamo scrivere una
risoluzione spettrale

1 =
∑

λk∈σp(a)

|ek⟩⟨ek| +
∫
σc(a)

dα|φα⟩⟨φα|
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e, per ogni ∆ dato da un sottoinsieme (bore-
liano, ovvero misurabile) di R, un proiettore
ortogonale

Ea(∆) =
∑
λk∈∆

|ek⟩⟨ek| +
∫
∆
dα|φα⟩⟨φα|.

Ognimisura di probabilità che corrisponde a uno
stato ρ ∈ S si può scrivere allora come 10

µ(a, ρ) : ∆ 7→ Tr(WρEa(∆))

doveWρ è un operatore densità su H, ovvero un
operatore positivo 11 per cui Tr (Wρ) = 1. Il valor
medio della distribuzione di probabilità µ(a, ρ)
è quindi dato da

⟨a⟩ρ = Tr(Wρa).

La dispersione associata alla misura di probabi-
lità µ(a, ρ) è in generale data da

σ2ρ(a) = ⟨(a− ⟨a⟩ρ)2⟩ρ.

È possibile dimostrare – ed è uno degli aspetti
più peculiari della meccanica quantistica – che
non esiste stato ρ che dia una distribuzione di
probabilità con dispersione nulla per ogni os-
servabile. Lo spazio delle misure di probabilità
risulta convesso, e i suoi elementi di bordo sono
gli stati puri, che si possono identificare con gli
operatori densità di rango 1, ovvero quelli che
soddisfano le condizioni

W 2
ρ =Wρ =W †

ρ ,

Tr(Wρ) = 1

su H; equivalentemente, gli stati puri corrispon-
do agli elementi del proiettivo complesso

P(H) = H0/C0,

attraverso
ρ =

|ψ⟩⟨ψ|
⟨ψ|ψ⟩

con ψ ̸= 0H. Se il vettore ψ ∈ H di norma uni-
taria rappresenta uno stato puro, è immediato
10Questa frase sintetizza, per gli scopi di questa nota, il

teorema di Gleason, per la cui analisi in relazione alle
misure di probabilità à la Born in meccanica quantistica
rimandiamo il lettore al libro [9].

11Un operatore a su uno spazio di HilbertH è positivo se
è autoaggiunto e ha spettro non negativo.

riconoscere una relazione di indeterminazione à
la Heisenberg 12 data da

σ2ψ(a)σ
2
ψ(b) ≥ ⟨ψ|i[a, b]ψ⟩2 (1)

in termini del commutatore tra due operatori su
H, definito antisimmetrizzando l’operazione di
composizione ◦ in Op(H), ovvero

[a, b] = a ◦ b − b ◦ a (2)

con a, b ∈ Op(H). Tale funzione è antisimmetri-
ca (vale cioè che [a, a′] = −[a′, a]), bilineare (ov-
vero [a+a′, a′′] = [a, a′′]+[a′, a′′] e analogamente
sul secondo membro), soddisfa le identità di Ja-
cobi e di Leibniz (rispetto alla composizione),
che si scrivono come

[[a, a′], a′′] + [[a′, a′′], a] + [[a′′, a], a′] = 0

[a ◦ a′, a′′] = a ◦ [a′, a′′] + [a, a′′] ◦ a′
(3)

per ogni terna a, a′, a′′ ∈ Op(H).
Quando due sistemi quantistici associati agli

spazi di HilbertH1 eH2 sono composti, lo spazio
di Hilbert che corrisponde alla composizione di
essi è dato dal prodotto tensorialeH12 = H1⊗H2.
È l’esistenza di stati puri per H12 che non sono
separabili, ovvero che non si possono scrivere
come il prodotto tensoriale di uno stato puro
in H1 con uno stato puro in H2 che origina il
problema dell’entanglement.

Per formalizzare in termini geometrici l’evolu-
zione temporale di un sistema quantistico così
descritto, notiamo che l’interpretazione proba-
bilistica à la Born della meccanica quantistica
induce a considerare l’evoluzione temporale di
un sistema come descritto da un gruppo ad un
parametro di automorfismi unitari (ovvero che
conservano la norma operatoriale) sullo spazio
delle osservabili A ⊂ Op(H) dato dagli opera-
tori autoaggiunti eventualmente illimitati suH.
Il teorema di Wigner dimostra che, se Φt è un

12È possibile dimostrare relazioni di indeterminazione più
generali, di cui quella à la Heisenberg è un caso parti-
colare, così come è possibile analizzare le relazioni di
indeterminazione per stati non puri. Per esse rimandia-
mo a [10, 11, 12], limitandoci a menzionare che, se lo
spazio di HilbertH ha dimensione finita, allora si può
dimostrare che si ha

σ2
ρ(a)σ

2
ρ(b) ≥

1

4
|Tr(Wρ[a, b])|2 .
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gruppo continuo ad un parametro sullo spazio
degli operatoriOp(H) che preserva la norma ope-
ratoriale (ovvero che ∥Φt(a)∥ = ∥a∥) allora esi-
ste un gruppo ad un parametro ut ⊂ Op(H) di
operatori unitari 13 per cui

a(t) = Φt(a) = u∗taut, (4)

e tale relazione di coniugazione non altera il do-
minio di a anche nel caso in cui a non sia limitato.
È possibile poi provare (è parte del contenuto
del teorema di Stone - von Neumann ) che per
ogni gruppo ad un parametro di operatori unita-
ri suH esiste un operatore autoaggiunto δ = δ∗

(eventualmente non limitato) suH per cui vale
ut = eitδ. Tale operatore a fornisce il generatore
infinitesimo della dinamica quantistica, o opera-
tore Hamiltoniano della dinamica. La versione
infinitesima della relazione precedente risulta in

da

dt
= i[a, δ] , (5)

che fornisce la descrizione della dinamica quanti-
stica à la Heisenberg. Le proprietà del commuta-
tore in Op(H) chiariscono che la corrispondenza
a 7→ i[a, δ] è una derivazione in Op(H) rispetto
alla composizione, e che è interna, poichè è defi-
nita da un elemento δ ∈ Op(H). Sugli stati puri,
l’evoluzione temporale in (4) si scrive come

ψ(t) = utψ(0), (6)

la cui versione infinitesima è data dall’equazione
di Schrödinger (con δ = −H/ℏ)

iℏ
dψ

dt
= Hψ (7)

in termini dell’operatore Hamiltoniano H inH
e della costante di Planck ℏ = h/2π. Dall’equa-
zione di Schrödinger segue che, nello spazio de-
gli stati che si possono identificare di operato-
ri densità su H, l’evoluzione temporale è data
dall’equazione di Landau - von Neumann

dWρ

dt
=

i

ℏ
[Wρ, H]. (8)

13Ricordiamo che un operatore u : H → H su uno spazio di
Hilbert complesso separabile è unitario se uu∗ = u∗u =
1. Un gruppo a un parametro di operatori unitari è dato
da un insieme ut (per ogni t ∈ R) di operatori unitari
per cui utut′ = ut+t′ .

Notiamo che, quando H corrisponde all’osser-
vabile energia meccanica del sistema, si richie-
de che H sia limitato dal basso, ovvero che il
suo spettro (che è necessariamente reale) abbia
almeno un estremo limitato.

2.2 Una descrizione geometrica della
meccanica classica

Una descrizione geometrica della meccanica clas-
sica inizia dall’identificare le osservabili come
elementi di un insieme O = F(M) di funzioni
opportunamente regolari a valori inR definite su
una varietà differenzialeM (liscia e a dimensio-
ne finita). Tale insieme F(M) è un’algebra com-
mutativa rispetto all’usuale definizione puntuale
di somma e prodotto di funzioni, ovvero

(f + g)(m) = f(m) + g(m),

(fg)(m) = f(m)g(m).

Gli stati sono elementi ρ ∈ S dell’insieme delle
misure di probabilità suM . Gli stati densità sono
dati da misure di probabilità dµρ assolutamente
continue rispetto ad una misura di riferimento
dm, ad esempio la misura di Lebesgue invariante
per traslazioni nel caso in cuiM = RdimM , e il
pairing corrispondente è dato da

µ(f, ρ) : ∆ 7→
∫
f−1(∆)

dµρ,

dove abbiamo denotato f−1(∆) = {m ∈ M :

f(m) ∈ ∆}. Gli stati puri sono dati dalle misure
di Dirac singolari δm, con il pairing

µ(f, δm) : ∆ 7→
{

1 if m ∈ ∆

0 if m /∈ ∆

Dato uno stato ρ, il valor medio di una
osservabile è dato da 14

⟨f⟩ρ =

∫
dµρf.

14Anche questa dualità può essere analizzata più rigorosa-
mente in termini del teorema di Riesz. Se A = C0(M)
è l’insieme delle funzioni continue che si annullano al-
l’infinito, l’azione di ogni funzionale lineare continuo
positivo ϕ ∈ A∗ si può rappresentare attraverso una
misura regolare su M . Tale insieme, con la topologia
w∗ indotta da quella su A risulta compatto e convesso.
I punti sul bordo sono le misure singolari, ovvero gli
stati puri.
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Resta evidente che gli stati puri forniscono distri-
buzioni di probabilità con dispersione nulla per
ogni osservabile. La composizione di due siste-
mi descritti in termini di due varietà lisceM1 e
M2 risulta in un sistema descritto sulla varietà
prodotto cartesianoM1 ×M2.

All’interno di tale descrizione, è possibile di-
mostrare che, se F(M) denota l’algebra a valo-
ri reali delle funzioni lisce su M , allora l’insie-
me Aut(F(M)) degli automorfismi continui è
equivalente all’insieme Diff(M) dei diffeomorfi-
smi su M : se Φ ∈ Aut(F(M)), allora esiste un
ϕ ∈ Diff(M) per cui

Φ(f) = ϕ∗(f) = f ◦ Φ

attraverso il concetto di pull-back. Ancora, il
teorema di Willmore [13] prova che l’insieme
delle derivazioni per F(M) coincide con l’insie-
meX(M) dei campi vettoriali suM , e quindi può
essere scritta localmente (ovvero in termini di
un sistema di coordinate locali {xa}a=1,...,dimM

suM) come

X(M) ∋ δ = δa(x)
∂

∂xa
. (9)

L’evoluzione temporale di un’osservabile f ∈
F(M) si può pertanto scrivere come

df

dt
= δ(f) = Lδ(f), (10)

in termini della derivata di Lie lungo δ, a cui corri-
sponde l’evoluzione temporale sugli stati puri15
data localmente come un sistema di equazioni
differenziali ordinarie

dxa

dt
= δa(x) (11)

con un opportuno dato iniziale xa(0) = xa0.

2.3 Non solo analogie

Le pagine precedenti hanno fornito al lettore un
quadro delle analogie tra la descrizione quantisti-
ca e quella classica della dinamica di un sistema
15L’evoluzione temporale di uno stato ρ non puro, a cui

corrisponde una misura di probabilità data in termini
della derivata di Radon-Nikodym rispetto alla misura
di Lebesgue come dµρ = ρ̃ dm ha una forma esplicita
rispetto al campo vettoriale δ alquanto complicata, che
in casi opportuni si riduce all’equazione di Liouville
(nota dalla meccanica statistica, ad esempio) per ρ̃.

fisico. È invero interessante iniziare ad analizza-
re le differenze fra le due descrizioni. Nell’otti-
ca del limite classico, o della dequantizzazione,
di un sistema quantistico, un primo aspetto di
differenza tra le due descrizioni appare eviden-
te. Le osservabili quantistiche sono gli elementi
autoaggiunti di Op(H), la norma è data da

∥a∥ = sup0H ̸=ψ∈H
∥a(ψ)∥H
∥ψ∥H

rispetto alla norma ∥ψ∥H in H. Come noto,
un operatore a ∈ Op(H) è continuo se e solo
se è limitato, ed in questo caso il suo dominio
Dom(a) = H. In particolare, l’insieme B(H) de-
gli elementi limitati in Op(H) è una C∗-algebra
non commutativa, rispetto alla definizione na-
turale di somma e prodotto data dalla composi-
zione di operatori suH, e la coniugazione com-
plessa data da a 7→ a∗ = a†, in quanto risulta
un’algebra di Banach e vale l’identità

∥aa∗∥ = ∥a∥2.

Se, in particolare,H ha dimensione finita (e quin-
diH ≃ Cn=dimH) lo spazio degli operatori coin-
cide con l’insieme delle matrici n× n ad elemen-
ti in C, e la composizione si riduce al prodotto
matriciale (e questo è uno dei motivi per cui
la meccanica quantistica fu anche pensata da
Heisenberg, Born, Jordan, come una meccani-
ca delle matrici, eventualmente con infinite righe
e colonne).

Nella descrizione classica di un sistema fisico,
le osservabili sono le funzioni (opportunamente
regolari: lo specifico problema rende naturale
considerare ad esempio funzioni misurabili, o
continue, o differenziabili) a valori reali definite
su una varietàM . In particolare l’insiemeC0(M)

delle funzioni a valori in C continue suM e che
si annullano all’infinito (ovvero lo spazio delle
funzioni continue C(M) seM è compatto) risul-
ta, rispetto alla somma e al prodotto puntuale
di funzioni, e alla coniugazione complessa in C,
una C∗-algebra commutativa, rispetto alla norma
di Banach

∥f∥∞ = sup
x∈M

|f(x)|.

Ancora, possiamo notare che gli elementi autoag-
giunti in B(H) non esauriscono l’insieme delle
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osservabili di un sistema quantistico. Un esem-
pio ben noto è quello che si ha considerando un
sistema quantistico per cuiH = L2(R,dx) (una
particella che si muove lungo una retta, nella rap-
presentazione à la Schrödinger), e le osservabili
momento e posizione, la cui azione su opportuni
domini densi inH è data da

p : ψ 7→ −iℏdψ
dx
,

x : ψ 7→ xψ

e per essi si ha

[x, p] = iℏ1 (12)

su un dominio che risulta essere denso inH. An-
che in meccanica classica esistono osservabili che
sono rappresentate da funzioni che non si annul-
lano all’infinito conM non compatto: pensiamo
ancora alla velocità (nel formalismo non relati-
vistico) di una particella vincolata a muoversi
lungo una retta.
Osserviamo ancora che le equazioni della di-

namica quantistica per le osservabili (5) e per gli
stati (8), così come le relazioni di indetermina-
zione (1) fanno riferimento alla struttura di com-
mutatore definita in (9) antisimmetrizzando 16 il
prodotto non commutativo in Op(H) dato dalla
composizione. La non commutatività del pro-
dotto permette altresì di definire una funzione
binaria (detta prodotto di Jordan), attraverso 17

a ⊙ b =
1

2
(a ◦ b+ b ◦ a). (13)

Risulta immediato provare che il prodotto di
Jordan è simmetrico, ovvero a ⊙ b = b ⊙ a,
ed interno allo spazio vettoriale degli operatori
autoaggiunti, in quanto

(a⊙ b)∗ = (a⊙ b)

16È immediato verificare che, se (A, ·) è un’algebra asso-
ciativa, il cui prodotto non è commutativo, la posizione
[a, b] = a · b − b · a definisce un commutatore che è
bilineare, antisimmetrico, e soddisfa le relazioni (10).

17Una algebra di Jordan è uno spazio vettoriale A in cui è
definito un prodotto binario ⊙ : A × A → A che sia
bilineare, simmetrico, non associativo in generale ma
per cui valga l’identità di Jordan, data da

(a⊙ b)⊙ (a⊙ a) = a⊙ (b⊙ (a⊙ a))

∀ a, b ∈ A.

se a = a∗ e b = b∗. Tale prodotto risulta non as-
sociativo, e la non associatività si può esprimere
in termini del commutatore, come

(a⊙ b)⊙ c − a⊙ (b⊙ c) =
1

4
[[a, c], b]. (14)

Simmetrizzare, attraverso la formula (13), un
prodotto di un’algebra commutativa non forni-
sce una nuova struttura algebrica: in tali casi, il
prodotto di Jordan si riduce a quello stesso del-
l’algebra. Questo è il motivo per cui non si ha
un prodotto di Jordan nell’algebra F(M) delle
funzioni su uno spazio M rispetto al prodotto
puntuale, e ciò costituisce un ulteriore differen-
za tra la descrizione quantistica e quella classica
della dinamica di un sistema fisico.

2.4 Alcune domande sul problema del
limite classico

Lo studio della transizione dalla descrizione
quantistica alla descrizione classica per un siste-
ma dinamico comporta alcune domande ineren-
ti alle strutture matematiche che intervengono
nelle descrizioni stesse.
Come ottenere, ad esempio, un’algebra com-

mutativa a partire da una non commutativa? Co-
me definire un formalismomatematico in cui l’in-
sieme Op(H) abbia come limite l’insieme F(M)

delle funzioni opportunamente regolari su una
varietà liscia, ed il prodotto non commutativo
in Op(H) abbia come limite il prodotto commu-
tativo e puntuale (ovvero che dipende solo dal
valore che le funzioni assumono in m ∈ M) in
F(M)?

E ancora, ancor prima: in che senso la varietà
M si può ottenere come un opportuna dequan-
tizzazione di un sistema fisico quantistico suH,
ovvero in che senso una varietàM può emergere
da uno spazio di Hilbert H? Come sappiamo,
tutti gli spazi di Hilbert complessi e separabili
sono isomorfi se e solo se hanno la stessa dimen-
sione, e sono isomorfi se hanno dimensione in-
finita, mentre esistono varietà lisce, pur con la
stessa dimensione, che sono solo localmente dif-
feomorfe. Ciò sembra indicare che uno spazio
classicoM , ottenuto come dequantizzazione di
un sistema quantistico, dipenda non solo da H
(nel senso che lo spazio degli stati puri di un
sistema quantistico non origina, attraverso un
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processo di limite, lo spazio degli stati puri di un
sistema classico) quanto anche da una specifica
classe di osservabili per il sistema quantistico e
dalla loro evoluzione temporale.

Naturalmente, una ulteriore questione: rispet-
to a quali grandezze introdurre un concetto di
limite classico (quindi non commutativo) di una
sistema quantistico? Quanto tale concetto è ge-
nerale, e può valere per classi di sistemi fisici?
Tale limite va inteso lungo una scala di azioni
(con unità di misura in ℏ), o lungo una scala di
energie (il parametro n di cui parlava Bohr), o
una scala di lunghezze (la distanza tra due punti
materiali, ad esempio elettroni o atomi carichi)?

Ancora: ogni sistema quantistico deve neces-
sariamente avere un limite classico? Più in det-
taglio: ogni osservabile quantistico deve neces-
sariamente avere un osservabile classico come
opportuno limite? In che modo interpretare il
limite classico per sistemi quantistici il cui spazio
di HilbertH ha dimensione finita, problema oggi
che ha interesse teorico e sperimentale notevole,
alla luce della teoria geometrica dell’informazio-
ne e della computazione? Cosa significa studiare
il problema del limite classico per sistemi a mol-
ti corpi, che manifestano comportamenti molto
peculiari a seconda che i singoli componenti se-
guano statistiche bosoniche o fermioniche? Che
ruolo ha, in tali sistemi, la temperatura come
scala per definire un limite classico; e più in ge-
nerale: in che significato il limite classico emerge
in termini dinamici, attraverso l’interazione con
un ambiente?

Risulta evidente che un’analisi generale che
risponda a tali domande sia più che ardua, e su-
pera gli scopi di questa nota. Pur ritenendo inte-
ressante, e concettualmente appropriato studiare
il problema del limite classico a partire da un sin-
golo sistema quantistico o da famiglie di sistemi
analoghi, ciò che ci proponiamo nelle prossime
pagine è di descrivere alcune questioni legate al
limite classico dal punto di vista delle strutture
geometriche utilizzate per descrivere i sistemi
quantistici, in questo seguendo la linea tracciata
proprio da Dirac e citata nell’introduzione.

3. Il limite classico della
meccanica quantistica nel
formalismo à la Weyl-Wigner

Tra le questioni che abbiamo evidenziato nelle
righe precedenti vi è quella di comprendere co-
me sia possibile ottenere un’algebra commutati-
va come un opportuno limite di un’algebra non
commutativa. Il formalismo à la Weyl-Wigner
che descriviamo in questa sezione fornisce una ri-
sposta a tale questione. Esso risulta fondato sulla
nozione di struttura simplettica, e più in generale
di struttura di Poisson su uno spazio classico, e
permette perciò anche di definire un limite clas-
sico per l’evoluzione temporale di un’osservabile
quantistico. Questo è il motivo per cui la nostra
descrizione di tale formalismo inizia proprio in-
troducendo la nozione di varietà di Poisson e di
varietà simplettica.

Nella sezione precedente abbiamo già incon-
trato la celebre relazione di commutazione (12)
tra le osservabili momento e posizione per un
sistema quantistico per cui H è dato dalle fun-
zioni a quadrato sommabile su una retta. Parten-
do da essa, nel suo studio [14] sulle equazioni
fondamentali della meccanica quantistica (in cui
esprime le cosiddette quantum conditions), Dirac
scrive

“Consideriamo ora a cosa l’espressione
xy − yx corrisponda nella teoria clas-
sica. [...] la differenza del prodotto
di Heisenberg di due quantità (quan-
tistiche) è uguale al prodotto di ih/2π
per l’espressione della loro parentesi di
Poisson. In simboli,

xy − yx = iℏ{x, y}′′. (15)

In questa espressione Dirac osserva in primis
che ci sono osservabili quantistiche, il cui com-
mutatore (il prodotto di Heisenberg) è un multi-
plo dell’identità, e pertanto commuta con ogni
altro osservabile quantistico. In virtù di ciò, in se-
guito, introduce una relazione tra tale commuta-
tore e la parentesi di Poisson tra le corrispondenti
osservabili classiche. In linguaggio piùmoderno,
tale espressione suggerisce che la dequantizza-
zione proceda dall’identificazione di opportune
algebre di Lie di operatori quantistici (vedi la
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(9)-(10)), e che per esse si identifichi, in un op-
portuno spazio classico, che a tale algebra di Lie
corrisponda un insieme di osservabili classici le
cui parentesi di Poisson sono analoghe alle re-
lazioni di commutazione quantistiche, a meno
del fattore in ℏ. Questo, ancora, suggerisce che
tale corrispondenza possa interpretarsi come un
limite per ℏ → 0.

Per analizzare il limite classico della struttura
di commutatore, richiamiamo brevemente cosa
sia una struttura di Poisson su una varietà liscia.

Una parentesi di Poisson su uno spazio F(M)

di funzioni opportunamente regolari suM è una
struttura geometrica definita da

{ , } : F(M) × F(M) → F(M)

tale che

{f, f ′} = −{f ′, f},
{f + f ′, g} = {f, g} + {f ′, g},
{f, {g, h}}+ {g, {h, f}}+ {h, {f, g}} = 0

{f f ′, g} = f{f ′, g}+ {f, g}f ′
(16)

rispetto alla somma e al prodotto puntuale in
F(M). L’analogia con il commutatore in Op(H)

è chiara, le prime tre relazioni indicano che si
ha una algebra di Lie (infinito dimensionale) su
F(M), e si manifesta notando ulteriormente che
la corrispondenza f 7→ {f, h} è una derivazione
in F(M) che dipende da h. Diviene allora natu-
rale definire che una dinamica classica espres-
sa in termini infinitesimi da un campo vettoria-
le δ ∈ X(M) abbia una descrizione à la Poisson
se suM esiste una parentesi di Poisson ed una
funzione h (detta Hamiltoniana) per cui

df

dt
= δ(f) = {f, h}. (17)

Se M = T ∗Q è lo spazio delle fasi (il fibrato
cotangente) corrispondente ad uno spazio delle
configurazioniQ, in cui le coordinate {qa}a=1,...,d

su Q rappresentano le posizioni e le coordinate
{pb}b=1,...,d sulla fibra rappresentano i momenti,
esiste una struttura di Poisson canonica data da

{qa, pb} = δab , (18)

e tale relazione mostra una chiara analogia con
l’espressione quantistica data dal commutato-

re in (12). Per una varietà lisciaM con coordi-
nate locali {xa}a=1,...,dimM , il tensore di Poisson
risulta essere un bivettore caratterizzato da

{xa, xb} = Λab

che soddisfa 18

Λck∂kΛ
ab + Λak∂kΛ

bc + Λbk∂kΛ
ca = 0

(l’identità di Jacobi) e Λab = −Λba, e fornisce

{f, f ′} = Λab
∂f

∂xa
∂f ′

∂xb
.

Quando la matrice Λab(x) è invertibile per ogni
x ∈ M , ad essa corrisponde una struttura sim-
plettica suM , data da una 2-forma che assume
l’espressione locale

ω = ωabdx
a ∧ dxb

con Λabωbc = −δac . Tale forma risulta non dege-
nere per costruzione, mentre l’identità di Jacobi
soddisfatta dal tensore di Poisson implica che sia
chiusa, ovvero dω = 0. Nel caso in cuiM = T ∗Q,
la parentesi di Poisson canonica corrisponde alla
nota 2-forma simplettica

ω = dqa ∧ dpb. (19)

Se (M,ω) è una varietà simplettica, un campo
vettoriale δ ∈ X(M) (ovvero il generatore infini-
tesimo di una dinamica) risulta Hamiltoniano se
e solo se esiste una funzione h per cui

iδω = dh

in termini dell’operatore di contrazione. Su
(M = T ∗Q,ω = dqa ∧ dpb) le equazioni del mo-
to relative ad una dinamica Hamiltoniana (con
Hamiltoniana h) assumono la forma

dqa

dt
= {qa, h} =

∂h

∂pa
dpa
dt

= {pa, h} = − ∂h

∂qa
. (20)

Tali equazioni descrivono l’evoluzione temporale
infinitesima degli stati puri19 suM = T ∗Q.
18In questa nota assumiamo che il simbolo di sommato-

ria sia implicito se nell’espressione sono presenti indici
ripetuti.

19Per circostanziare un’osservazione precedente, conside-
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Riprendiamo l’analisi del problema della de-
quantizzazione seguendo la linea di Dirac, ed
assumiamo di avere un sistema quantistico a cui
corrisponde uno spazio di Hilbert H ed un in-
sieme di osservabili q̂a, p̂a con a = 1, . . . , N che
soddisfano le regole di commutazione canoniche,
ovvero per esse valgono

[q̂a, p̂b] = iℏδab 1. (21)

Quali sono le realizzazioni, più propriamente le
rappresentazioni di tali operatori? È immediato
osservare (Weyl lo scrive nel suo libro sulla mec-
canica quantistica) che, se N coppie di operatori
soddisfano la (21), allora H non può avere 20 di-
mensione finita; ancora, è possibile dimostrare
(teorema di Wintner) che gli operatori autoag-
giunti che realizzano le regole di commutazione
canoniche non sono limitati su H, e quindi sono
definiti su domini eventualmente densi inH, ma
che non coincidono conH. Un modo per rappre-
sentare tali operatori evitando una analisi dei do-
mini è quella di considerare opportuni gruppi ad
un parametro di operatori unitari suH, di cui essi
risultino generatori infinitesimi. Nell’approccio
à la Weyl, si considerano perciò (ci limitiamo
al caso N = 1 per non appesantire la notazio-
ne) gruppi ad un parametro U(s), V (t) ∈ U(H),
con s, t ∈ R, che siano continui nella topologia
operatoriale e soddisfino le relazioni

U(s)V (s′) = eiss
′/ℏV (s′)U(s). (22)

Richiamando il teorema di Stone, si vede che se
p̂ è il generatore infinitesimo di

U(s) = eisp̂/ℏ

riamo il caso di uno stato non puro ρ, che si può de-
scrivere attraverso la misura dµρ = ρ̃dm rispetto alla
misura simplettica dm = dq1∧ . . .dqn∧dp1∧ . . .dpn =
ω ∧ · · · ∧ ω = ω∧n. La misura simplettica risulta inva-
riante lungo una dinamica Hamiltoniana, ed il fattore
ρ̃ = ρ̃(q, p, t) si evolve secondo l’equazione di Liouville
data da

∂ρ̃

∂t
= −{ρ̃, h}.

20Se si avesse dim H = d finita, allora q̂, p̂ sarebbero rappre-
sentati da matrici di rango finito. Dalla ciclicità dell’ope-
razione di Traccia, si avrebbe che Tr([q̂a, p̂b] = 0 = iℏd,
che è assurdo.

e q̂ è il generatore infinitesimo di

V (s′) = eis
′q̂/ℏ,

si ha q̂ = q̂† e p̂ = p̂†, e tali generatori soddisfano
le regole di commutazione canoniche. Il caso più
noto di realizzazione di tali gruppi ad un para-
metro è detta rappresentazione di Schrödinger.
Per essa, si haH = L2(R, dx), e su tale spazio si
definiscono

U(s) : ψ(x) 7→ ψ(x+ s),

V (s′) : ψ(x) 7→ e−ixs
′/ℏψ(x)

(23)

che soddisfano la (22). Per i generatori
infinitesimi abbiamo

U(s) = eisp̂ℏ : (p̂ψ)(x) = −iℏdψ
dx

V (s′) = eis
′q̂ℏ : (q̂ψ)(x) = xψ(x)

(24)

Il teorema di Stone - von Neumann permette
anche di analizzare l’unicità di tale realizzazio-
ne. È infatti possibile dimostrare che ogni altra
rappresentazione irriducibile dei gruppi a un pa-
rametro che soddisfano le regole di commutazio-
ne canoniche (22) è unitariamente equivalente
a quella di Schrödinger (tale risultato rivestì an-
che una notevole importanza, poiché permise
di dimostrare l’equivalenza tra la formulazione
tra la meccanica delle matrici à la Heisenberg e
quella in termini di operatori differenziali à la
Schrödinger).

Dagli operatori (22) possiamo definire l’ope-
ratore unitario

D(s, s′) = U †(s)V (s′)e−iss
′/2ℏ

ψ(x) 7→ e
i
2ℏ (ss

′−2xs′)ψ(x− s) (25)

su H = L2(R, dx). Se interpretiamo s, s′ come
un sistema di coordinate globali su R2, per cui
scriviamo un vettore v = (s, s′) ∈ R2, vediamo
che tale operatore soddisfa

D(v1)D(v2)D
†(v1)D

†(v2) = eiω(v1,v2)/ℏ, (26)

rispetto alla struttura simplettica canonica ω =

ds ∧ ds′. Per tali operatori si ha

D(v1 + v2) = eiω(v1,v2)/2ℏD(v1)D(v2) : (27)

essi danno una rappresentazione unitaria pro-
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iettiva del gruppo delle traslazioni (R2,+) su H,
ed il fattore proiettivo dipende dalla struttura
simplettica canonica per R2. Gli operatoriD(v)

si dicono operatori di displacement, e danno un
sistema di Weyl.

Notiamo inoltre che l’estensione al casoN > 1

finito è immediato, suH = L2(RN , dx). L’origine
di tale spazio di Hilbert risulta naturale osservan-
do ancora l’espressione (27). Essa mostra che, se
v1 e v2 appartengono allo stesso sottospazio La-
grangiano diR2 rispetto alla struttura simplettica
ω, gli operatori corrispondenti commutano e han-
no come spettro comune proprio il sottospazio
Lagrangiano RN che compare inH.
Come si vede, una realizzazione irriducibile

delle regole di commutazione canoniche porta
ad un sistema di Weyl per lo spazio vettoriale
R2 che si può naturalmente identificare con lo
spazio delle fasi T ∗R (o con T ∗RN a dimensioni
superiori). Questa identificazione risulta molto
interessante, e permette di studiare altri aspet-
ti della dequantizzazione di un sistema quanti-
stico. Per illustrarli, notiamo che, attraverso gli
operatori di displacement (25) per N > 1, si
può definire su un dominio opportuno, la corri-
spondenza (solitamente detta mappa di Wigner)
W : Op(H) → F(R2N ) data da

WA(z) =

∫
R2N

dw

(2πℏ)N
e−iω(w,z)/ℏ Tr[AD†(w)]

in cui abbiamo denotato con z = (q, p) le coor-
dinate su T ∗RN e con w le sue coordinate duali
secondo Fourier. Tale corrispondenzaW associa
ad un operatoreA suH il suo simbolo à laWigner
WA ∈ F(R2N ). Tale corrispondenza risulta iniet-
tiva (con inversa detta mappa di Weyl), e quindi
si può definire l’algebra (non commutativa) di
Moyal come lo spazio dei simboli di Wigner (il
codominio diW in F(R2N )) attraverso

(WA ∗WB)(z) =WAB(z), (28)

con AB il prodotto operatoriale. Si può
dimostrare che ([15, 16, 17])

(f ∗ g)(x) =
1

(πℏ)2N

∫ ∫
dudv f(x+ u)

g(x+ v) e−2iω(u,v)/ℏ (29)

se f, g ∈ S(R2N ), lo spazio delle funzioni di

Schwartz in R2N . Ciò significa che nello spazio
vettoriale S(R2N ) abbiamo sia il prodotto com-
mutativo puntuale che il prodotto di Moyal, che
risulta non locale e non commutativo, in quanto
traduce il prodotto operatoriale. Lo spazio delle
funzioni di Schwartz è però non sufficiente per
rappresentare molte osservabili di un sistema fi-
sico: si pensi alla funzione unità, o ad esempio
alle posizioni e ai momenti, che sono funzioni
lineari qa, pb. Un’analisi più raffinata ci permet-
te di risolvere questo problema. Attraverso le
proprietà della misura, è possibile estendere il
prodotto di Moyal dapprima allo spazio delle
distribuzioni temperate S ′(R2N ) e poi a quello
dei moltiplicatori, ovvero

Mℏ
L = {T ∈ S ′(R2N ) :

T ∗ f ∈ S(R2N )∀ f ∈ S(R2N )}
Mℏ

R = {T ∈ S ′(R2N ) :

f ∗ T ∈ S(R2N )∀ f ∈ S(R2N )};

l’intersezione Mℏ = Mℏ
L ∩ Mℏ

R risulta una ∗-
algebra con unità che contiene i polinomi, le on-
de piane, le distribuzioni delta di Dirac e le sue
derivate. Come si vede, il prodotto di Moyal di-
pende da ℏ, così come quindi l’algebra Mℏ. La
condizione

lim
ℏ→0

Mθ = OM

definisce l’insieme di ciò che possiamo chiamare
osservabili classiche suM = R2N , e che coincide
con lo spazio delle funzioni lisce a crescita po-
linomiale con tutte le loro derivate in R2N . Su
di esse, il prodotto di Moyal si scrive come una
serie asintotica in ℏ. Per N = 1, tale espressione
risulta data da

f ∗ g ∼ fg +
iℏ
2
{f, g}

+

∞∑
k=2

(
iℏ
2
)k

1

k!
Dk(f, g)

se ℏ → 0 (30)

in cuiDk è un operatore bidifferenziale di ordine
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k che si può scrivere come

Dk(f, g) =
∂kf

∂qk
∂kg

∂pk

−
(
k

1

)
∂kf

∂k−1q∂p

∂kg

∂k−1p∂q
+ . . .

+ (−1)k
∂kf

∂pk
∂kg

∂qk
. (31)

L’espressione (30) indica che il prodotto di
Moyal deforma quello puntuale, e si riduce ad
esso nel limite in cui ℏ → 0: in questo senso, il
formalismo che stiamo descrivendo permette di
descrivere l’algebra delle osservabili quantistiche
e l’algebra delle osservabili classiche sullo stesso
spazio vettoriale, con il prodotto operatoriale che
si scrive come un prodotto non commutativo e
non locale. Nel limite per ℏ → 0, la struttura
algebrica del sistema quantistico che consideria-
mo si riduce a quella classica. In essa si osserva
che primo termine di deformazione è dato dal-
la parentesi di Poisson associata alla struttura
simplettica ω suR2N ; i terminiDk(f, g) risultano
simmetrici in f ↔ g per k pari, antisimmetrici
per k dispari. Ne segue che antisimmetrizzare il
prodotto conduce al commutatore à la Moyal,

[f, g]ℏ = f ∗ g − g ∗ f = iℏ {f, g}

+

∞∑
s=1

2

(2s+ 1)!(
iℏ
2

)2s+1

D2s+1(f, g) : (32)

tale commutatore deforma la parentesi di
Poisson su R2N , e si ha

{f, g} = lim
ℏ→0

1

iℏ
(f ∗ g − g ∗ f). (33)

In questo senso, osserviamo che la struttura
di Poisson si ottiene all’interno del formalismo
à la Moyal come un opportuno limite del com-
mutatore, e questo pone la frase di Dirac (15) in
un contesto matematicamente meno formale. In
particolare, per le funzioni coordinate si ha

[qa, qb]ℏ = 0,

[pa, pb]ℏ = 0,

[qa, pb]ℏ = iℏδab ,

e per le funzioni che sono polinomi in q, p di

grado non superiore a 2 si ha proprio la (15)

[f, g]ℏ = iℏ{f, g}. (34)

È interessante osservare che il formalismo à la
Weyl-Wigner che stiamodescrivendo permette di
analizzare anche il limite classico della dinamica,
(ovvero dell’evoluzione temporale) di un siste-
ma quantistico. L’evoluzione temporale quanti-
stica viene descritta da un gruppo ut = eitĤ/ℏ

di operatori unitari su H, con generatore autoag-
giunto Ĥ = Ĥ†. All’evoluzione temporale di
un’osservabile autoaggiunto â ∈ Op(H) dato
da (4) â = u†(t)âut corrisponde, attraverso la
mappa di Weyl, l’evoluzione temporale del suo
simbolo, dato da

a(t) = u†t ∗ a ∗ ut (35)

con ut = exp−itH/ℏ in cui l’esponenziazione
è rispetto al prodotto di Moyal. La versione
infinitesima di tale relazione si scrive come

da

dt
=

i

ℏ
[a,H]ℏ (36)

che, nel limite per ℏ → 0, mostra che l’evoluzione
temporale quantistica si riduce ad una evoluzio-
ne temporale Hamiltoniana su T ∗RN con una op-
portuna funzione HamiltonianaH che è il limite
per ℏ → 0 del simbolo di Weyl dell’operatore
Hamiltoniano quantistico Ĥ .

A conclusione di questa sezione, osserviamo
che se si simmetrizza il prodotto di Moyal si
ottiene un prodotto di Jordan, che scriviamo
come

f ⊙ g =
1

2
(f ∗ g + g ∗ f)

= fg − ℏ2

8
D2(f, g) + o(ℏ4). (37)

Diversamente da ciò che accade per l’espressione
antisimmetrica in (32), è possibile dimostrare
che nessun troncamento ad un ordine finito in ℏ
della serie asintotica (37) risulta in un prodotto
di Jordan, che quindi non si può ottenere come
una opportuna approssimazione di quello à la
Moyal [18].
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3. Sulla quantizzazione di una
dinamica classica attraverso il
formalismo à la Weyl-Wigner

Il formalismo à la Weyl-Wigner, che noi abbiamo
presentato nell’ottica della dequantizzazione di
una dinamica quantistica, è stato analizzato an-
che nell’ottica della quantizzazione di una dina-
mica classica. Ne descriviamo brevemente alcuni
aspetti, a complemento della descrizione prece-
dente, per mostrare come il problema del limite
classico sia legato a quello della quantizzazione.

In particolare, osserviamo che la rappresenta-
zione di Schrödinger di un sistema di Weyl per
lo spazio simplettico (R2, ω = dq ∧ dp) fornisce
un esempio di immersione di uno spazio delle
configurazioni classico Q = R in uno spazio di
HilbertH = L2(Q = R,dx), in virtù del fatto che
ogni elemento x ∈ R fornisce un elemento di una
base, in senso generalizzato, di H per cui si ha
una risoluzione dell’identità 21

1 =

∫
R
dx|x⟩⟨x| (38)

da cui uno scrive

|ψ⟩ =

∫
R
dx|x⟩ψ(x) (39)

con ⟨x|ψ⟩ = ψ(x). Gli stati puri si possono descri-
vere in termini di funzioni d’onda normalizzate
ψ(x) a cui corrispondono densità di probabilità
date dal prodotto ψ∗(x)ψ(x) = ⟨x|ψ⟩⟨ψ|x⟩. In
tale realizzazione, gli osservabili momento corri-
spondono a operatori di derivazione, e l’evolu-
zione si può scrivere in termini di una equazione
d’onda iℏψ̇ = Ĥψ in termini di un operatore dif-
ferenziale Ĥ il cui simbolo di Weyl coincide con
una funzione Hamiltoniana classica di una data
dinamica.
Il formalismo à la Weyl-Wigner-Moyal è sta-

to studiato all’interno del problema più genera-
le della quantizzazione per deformazione di
una varietà simplettica (M,ω) (vedi [19, 20, 21]),
e ancor più in generale della quantizzazione per
deformazione di una varietà di Poisson (M,Λ)

[22].
21Notiamo che tale risoluzione, con parte discreta o con-

tinua vale, seguendo Dirac, una volta scelto Q come
spettro comune di un insieme massimale di osservabili
che commutano suH.

All’interno di tale formalismo è noto che diffe-
renti realizzazioni della mappa di Weyl fornisco-
no diverse corrispondenze tra operatori e simbo-
li, e che queste corrispondenze danno una for-
mulazione del problema dell’ordinamento nella
quantizzazione 22. Una classe di esempi interes-
santi viene da una immediata generalizzazione
della definizione di sistema diWeyl per il gruppo
abeliano (V = R2N ,+). Rispetto alla definizio-
ne posta in (26), si possono considerare sistemi
di Weyl definiti come rappresentazioni unitarie
proiettive di (R2N ,+) per cui

DS(v1 + v2) = eiϕ(v1,v2)/ℏDS(v1)DS(v2) (40)

in cui il fattore di faseϕ : V ×V → R è un bilinea-
re 23 che non è necessariamente antisimmetrico,
e che scriviamo come

ϕ(v1, v2) = ω(v1, v2) + S(v1, v2) (41)

con S(v1, v2) = S(v2, v1). È possibile dimostrare
(vedi [23]) che, rispetto al caso di un fattore pro-
iettivo puramente simplettico dato da (26) (che
corrisponde al caso S = 0), si ha

DS(v) = D(v)eiS(v,v)/4ℏ,

e che ad esso corrisponde una ben definita map-
pa di Weyl-Wigner che permette un corrispon-
denza fra operatori suH e simboli inF(R2N ). Ri-
spetto all’ordinamento, si vede che se T ∗Q = R2

con ω = dq ∧ dp, la scelta S = 0 fornisce una
quantizzazione

f = qp 7→ f̂ =
1

2
(q̂p̂+ p̂q̂)

in termini degli operatori canonici nella rappre-
sentazione (24) à la Schrödinger. Il fattore di fase

22Ci stiamo riferendo al cosiddetto problema dei diversi
ordinamenti nella quantizzazione. La funzione classica
qp su R2 corrisponde in principio al limite per ℏ → 0
delle diverse (tra molte altre) espressioni operatoriali
αq̂p̂+ (1− α)p̂q̂, con α ∈ R.

23La richiesta che DS : V → U(H) sia una rappresen-
tazione proiettiva implica che il fattore di fase debba
soddisfare una condizione di cociclo data da

ϕ(v1, v2 + v3) + ϕ(v2, v3) = ϕ(v1, v2) + ϕ(v1 + v2, v3)

∀ v1, v2, v3 ∈ V.

Tale condizione è soddisfatta da funzioni ϕ bilineari.
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S = 2dq ⊗ dp fornisce una quantizzazione

f = qp 7→ f̂ = p̂q̂

ed un prodotto à la Moyal dato da

f ∗S g =
∞∑
k=0

(−iℏ)k

k!

∂kf

∂qk
∂kg

∂pk
, (42)

mentre il fattore S = −2dq ⊗ dp dà

f = qp 7→ f̂ = q̂p̂.

ed un prodotto di Moyal

f ∗S g =

∞∑
k=0

(iℏ)k

k!

∂kf

∂pk
∂kg

∂qk
. (43)

Questi casi forniscono degli esempi di risultati
più generali che si possono provare (vedi [20]).
Per i prodotti à la Moyal ottenuti da sistemi di
Weyl del tipo (40), e che sono detti pesati, si ha
ancora

{f, g} = lim
ℏ→0

− i

ℏ
(f ∗S g − g ∗S f),

rispetto alla parentesi di Poisson relativa alla
struttura simplettica ω. Ancora una volta, inol-
tre, nessun troncamento della serie asintotica del
prodotto simmetrizzato ad un ordine finito in
ℏ fornisce una struttura di Jordan. Tutti i pro-
dotti deformati ottenuti a partire da sistemi di
Weyl del tipo (40) con un fattore proiettivo (41)
con lo stesso termine antisimmetrico legato al-
la struttura simplettica ω risultano equivalenti,
nel senso che esiste una trasformazione inverti-
bile TS : F(R2N ) → F(R2N ) – che dipende dal
bilineare simmetrico S – per cui

TS(f ∗ g) = (TSf) ∗S (TSg).

Questo risultato indica ancor più chiaramente
che, sebbene il prodotto di Moyal, in quanto as-
sociativo e non commutativo, dia origine ad un
commutatore e ad unprodotto di Jordan, nel limi-
te classico formulato secondo ℏ → 0 queste due
strutture hanno comportamenti profondamente
diversi.
Il problema della quantizzazione e del limite

classico è stato parallelamente analizzato all’in-
terno della fomulazione tomografica della mec-
canica quantistica (vedi [24]), ed anche nella pro-

spettiva dello studio della dinamica quantistica
scritta in termini di stati coerenti generalizzati
[25]. Un esempio interessante in tal senso è dato
considerando (vedi [26]) una varietà lisciaM ed
una forma di volume che scriviamo come dµM .
Nello spazio di Hilbert H = L2(M,dµM ) con-
sideriamo un insieme ortonormale {ϕn}n∈N per
cui 0 < k(m) =

∑
n |ϕn(m)|2 <∞. Indicando i

vettori ϕn ∼ |n⟩, definiamo

|m⟩ =
1√
k(m)

∑
n

ϕ∗n(m)|n⟩;

tali vettori |m⟩ risultano normalizzati, ovvero
⟨m|m⟩ = 1, ma non ortogonali fra di loro, e for-
niscono una risoluzione dell’identità (in questo
senso generalizzando la nozione di stati coerenti)∫

M
dµM k(m)|m⟩⟨m| = 1

su H. Attraverso questo sistema di stati coerenti
generalizzati, che forniscono ancora una immer-
sione diM inH, possiamo trasformare un opera-
tore A ∈ Op(H) in un simbolo fA ∈ F(M) dato
da

fA(m) = ⟨m|A|m⟩; (44)
questa corrispondenza si può invertire attraverso
una quantizzazione data da

F(M) ∋ f 7→

Af =

∫
M

dµMk(m)f(m)|m⟩⟨m|. (45)

Attraverso la scelta M = R2 (con coordinate
(q, p) che identificanoR2 ≃ C secondo z = q+ip)
con il volume dµM = dq ∧ dp/2πℏ e

ϕn(z) = e−|z|2/2ℏ z∗√
ℏn!

possiamo definire

|z⟩ =
∑
n

e−|z|2/2ℏ
√
ℏn!

zn|n⟩

ed abbiamo gli stati coerenti nella rappresenta-
zione à la Fock dello spazio di HilbertH. Per essi
si ha∫

C
d2z

1

ℏπ
|z⟩⟨z| = 1,

⟨z|z′⟩ = e−|z−z′|2/2ℏeiω(z,z
′)/ℏ
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rispetto alla struttura simplettica standard su R2.
La mappa di quantizzazione

f(z, z∗) 7→
∫
R2

dz ∧ dz∗

ℏπ
f(z, z∗)|z⟩⟨z|

dà operatori simmetrici se f = f∗, limitati se f
è limitata, autoaggiunti (attraverso l’estensione
di Friedrichs) se f è reale e semi-limitata. Alle
funzioni coordinate z, z∗ corrispondono gli ope-
ratori di distruzione e di creazione nello spazio di
Fock, dati come

Az = â ; â|n⟩ =
√
ℏn|n− 1⟩,

Az∗ = â† ; â†|n⟩ =
√
ℏ(n+ 1)|n+ 1⟩

con la regola di commutazione [â, â†] = ℏ1.

4. Dall’equazione di Schrödinger
alla equazione di
Hamilton-Jacobi

Uno degli aspetti più interessanti in cui la de-
scrizione classica differisce da quella quantistica
sorge immediatamente dal confronto tra l’equa-
zione di Schrödinger (7) e le equazioni del moto
classico (11). Lo spazioH è uno spazio vettoriale
lineare e complesso, le equazioni dell’evoluzione
quantistica sono lineari; la dinamica classica è
non lineare su uno spazio di supportoM che non
è necessariamente uno spazio lineare. Anche ne-
gli esempi, notevoli per le applicazioni fisiche,
di dinamiche classiche in cuiM ≃ Rd, le equa-
zioni del moto sono in generale non lineari 24.
Sin dalla introduzione della meccanica quantisti-
ca, l’assunzione che le funzioni d’onda ψ siano
ampiezze di probabilità, ed elementi di uno spa-
zio vettoriale complessoH, è stata invocata come
un elemento costitutivo in quanto in grado di
descrivere matematicamente i fenomeni di inter-
24Tra gli esempi, consideriamo il caso in cui la varietà M

coincide con TQ, il fibrato tangente di uno spazio delle
configurazioni Q = Rn i cui punti q rappresentano le
posizioni e le cui coordinate di fibra rappresentano le
velocità v. Una dinamica δ ∈ X(TQ) ha una formula-
zione Newtoniana se l’evoluzione descritta da δ risulta
in

q̇a = va, v̇a = F a.

Se la forzaF è una funzione lineare di posizione e veloci-
tà (come – inter alias – nel caso dell’oscillatore armonico,
con F a = −ω2qa o della particella libera, con F a = 0),
allora la dinamica è lineare.

ferenza e diffrazione osservati sperimentalmente,
insieme all’assunto ulteriore che le densità di pro-
babilità corrispondono ai quadrati delle ampiez-
ze, e che tali ampiezze si possono linearmente
sovrapporre.

Il problema di comprendere come sia possibi-
le ottenere una descrizione non lineare a partire
da una lineare era stato affrontato storicamente
già da Schrödinger stesso. Caratterizzando gli
stati coerenti presentati nella sezione precedente
come quelli su cui le relazioni di indeterminazio-
ne assumono il valore minimo possibile, aveva
osservato che tale insieme non è una sottovarietà
lineare in H e che purtuttavia risulta stabile ri-
spetto all’evoluzione quantistica di una opportu-
na classe di sistemi. Questo aspetto risulta anche
in meccanica classica, in cui si possono esibire
esempi notevoli di sistemi lineari la cui riduzione
rispetto a sottovarietà non lineari fornisce sistemi
integrabili nel senso di Arnold - Liouville 25.

Invero, una prima naturale osservazione sulla
questione della linearità della descrizione quan-
tistica viene richiamando ciò che Dirac scrisse a
tal proposito

“...la sovrapposizione in meccanica
quantistica ha una natura essenzialmen-
te diversa da quella che si verifica nel-
le teorie classiche, come si può vedere
considerando che il principio di sovrap-
posizione quantistico richiede indeter-
minazione nei risultati al fine di avere
una interpretazione fisica coerente coi
risultati sperimentali.”

Nelle teorie quantistiche, quindi, l’aspetto
strutturalmente cruciale sembra essere una rego-
la di sovrapposizione per gli stati, non necessa-
riamente legata ad una struttura lineare, e che
tale sovrapposizione sia coerente con le relazioni
di indeterminazione, che sembrano legate (ve-
di la (1)) alla non commutatività della compo-
sizione fra osservabili. Questa osservazione è
legata anche al fatto che lo spazio degli stati pu-
ri è, come abbiamo visto, il proiettivo comples-
so P(H) = H0/C0 (eventualmente a dimensio-
ne infinita), e che tale spazio quoziente risulta
25Per essi, rimandiamo il lettore allo studio dei sistemi di

Calogero - Moser dal punto di vista della meccanica
quantistica, come in [27, 28]
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in una varietà (eventualmente a dimensione in-
finita), non uno spazio lineare. In quest’ottica
sembra quindi naturale studiare se in tale spazio
degli stati puri esista una nozione di sovrapposi-
zione compatibile con l’evoluzione quantistica,
evolvendo un’analisi iniziata in [29], e parimenti
analizzare, all’interno del formalismo classico,
dinamiche non lineari nel cui spazio delle solu-
zioni esista una regola di sovrapposizione, per
cui da due soluzioni se ne ottiene una terza, co-
me ad esempio nell’equazione di Riccati e più in
generale nei cosiddetti sistemi di Lie-Scheffers
[30].
Queste considerazioni si rivelano invero lega-

te più ad uno studio dei fondamenti di una de-
scrizione geometrica della meccanica quantistica
e delle relazioni fra la meccanica quantistica la
meccanica classica, che al problema del limite
classico di una dinamica quantistica. Per ripren-
dere la nostra analisi sul limite classico di un
sistema quantistico, osserviamo che l’equazione
di Schrödinger è il punto di partenza di un inte-
ressante percorso di dequantizzazione. Questo
percorso evidenzia una relazione tra la linearità
delle equazioni della dinamica quantistica e la
non linearità delle equazioni di una dinamica
classica.
Questo cammino inizia considerando una va-

rietà Q liscia e orientabile, su cui è definito un
tensore metrico che scriviamo come

g = gabdq
a ⊗ dqb

rispetto ad un sistema di coordinate locali
{qa}a=1...,N=dimQ. Se f ∈ F(Q) è una fun-
zione opportunamente regolare, il gradiente
∇f ∈ X(Q) è il campo vettoriale che soddisfa
la condizione

g−1(df, α) = i∇fα (46)

per ogni 1-forma α suQ, e l’operatore di Laplace-
Beltrami è dato da

∆ϕ = div(∇ϕ),

in cui la divergenza di un campo vettoriale X
su Q è definita da LXτ = (divX)τ rispetto ad
una forma di volume 26 τ su Q. Consideriamo
26Sebbene la divergenza di un campo vettoriale X possa

essere definita per ogni dato volume τ che dia una orien-

il sistema quantistico descritto dall’evoluzione
temporale della funzione d’onda ψ = ψ(q, t) ∈
H = L2(Q, τ) secondo l’equazione di Schrödin-
ger relativa ad una particella di massa m in Q
soggetta ad un potenziale V (q) è data da27

iℏ
∂ψ

∂t
= Ĥψ = − ℏ2

2m
∆ψ + V (q)ψ. (47)

Visto che ψ assume valori in C, possiamo
scriverla in termini di un’ampiezza e di una fase,

ψ(q, t) = A(q, t)eiS(q,t)/ℏ (48)

in cui A,S sono funzioni a valori reali. L’equa-
zione di Schrödinger dà origine a

∂A

∂t
+

1

m
∇A · ∇S +

1

2m
A∆S = 0,

A

(
∂S

∂t
+

1

2m
∇S · ∇S + V (q)

)
=

ℏ2

2m
∆A

(49)
in cui intendiamo, come prodotto scalare di due
gradienti, l’espressione

∇f · ∇g = g(∇f,∇g) = g−1(df,dg). (50)

La prima relazione in (49) fornisce una equa-
zione di continuità per la densità di probabilità
ρ = A2 ed il vettore corrente ∇S/m, che si può
scrivere come

∂ρ

∂t
+

1

m
div(ρ∇S) = 0 (51)

e che dipende dall’autoaggiuntezza dell’operato-
re Hamiltoniano Ĥ in (47), o equivalentemente
dall’unitarietà della dinamica quantistica.
Nella regione in cui A(q, t) ̸= 0, la seconda

equazione in (49) si può scrivere come

∂S

∂t
+

1

2m
∇S ·∇S + V (q)− ℏ2

2m

∆A

A
= 0. (52)

Essa è l’equazione di Hamilton-Jacobi [31, 32] ri-
spetto alla struttura simplettica canonica su T ∗Q

con Hamiltoniana classica

H =
1

2m
gabpapb + V (q) − ℏ2

2m

∆A

A
(53)

tazione a Q, si considera, se su Q si ha una metrica g, la
forma di volume τ =

√
det[gab]dq1 ∧ · · · ∧ dqN .

27Osserviamo che il potenziale V (q) deve essere tale che
l’operatore Hamiltoniano Ĥ sia limitato dal basso.
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in cui l’energia potenziale ha un termine di origi-
ne quantistica, variabile nel tempo t, che dipende
da ℏ. Vediamo quindi che l’equazione di Schrö-
dinger, che è una equazione alle derivate parziali
lineare per la funzione d’onda ψ a valori com-
plessi, si può scrivere in termini di ampiezza e
fase come una coppia di equazioni alle derivate
parziali non lineari. Una di esse è una equazione
di continuità per la densità di probabilità; l’al-
tra è una equazione di Hamilton-Jacobi per la
funzione di fase S, ovvero

H(q,
∂S

∂q
, t) +

∂S

∂t
= 0

con Hamiltoniana (53). Il primo passo dell’ap-
prossimazione JWKB consiste nel trascurare, ri-
spetto al termine V (q), il termine potenziale che
dipende da ℏ e A, ovvero disaccoppiare, nelle re-
gioni in cui A ̸= 0, l’equazione per la fase dall’e-
quazione per l’ampiezza della funzione d’onda.
L’equazione che ne risulta è naturalmente

∂S

∂t
+

1

2m
∇S · ∇S + V (q) = 0, (54)

che scriviamo, per l’Hamiltoniana

H =
1

2m
gabpapb + V (q) (55)

indipendente dal tempo, come

H(q,
∂W

∂q
) = E (56)

per S = W − Et. Un integrale completo dell’e-
quazione di Hamilton-Jacobi nella forma (56),
ovvero una funzioneW (q, x) che dipende in mo-
do essenziale da un numero di parametri x pari
alla dimensione di Q per cui

det
∣∣∣∣ ∂2W

∂qa∂xa

∣∣∣∣ ̸= 0, (57)

permette di definire una trasformazione ca-
nonica su T ∗Q data da (q, p) 7→ (x, k)

con
pa =

∂W

∂qa
, ka =

∂W

∂xa
,

che riduce il sistema all’equilibrio, ovvero riduce
le equazioni del moto a ẋa = 0 e k̇a = 0. Al me-
desimo ordine di approssimazione, è possibile
dimostrare (vedi anche [33]), che la soluzione

per l’ampiezza A dall’equazione di continuità in
(49) è proprio

ρ = det
∣∣∣∣ ∂2W

∂qa∂xa

∣∣∣∣ ̸= 0, (58)

e che pertanto possiamo scrivere una soluzione
semiclassica all’ordine più basso in uno sviluppo
in ℏ come

ψ =
√
ρ eit(W−Et)/ℏ. (59)

È interessante osservare che, se ψ = AeiS/ℏ e
ψ̃ = ÃeiS̃/ℏ sono una coppia di soluzioni della
dinamica nell’approssimazione che stiamo con-
siderando (ovvero la condizione che permette di
trascurare in (53) è soddisfatta per entrambe le
ampiezze, indipendentemente) si ha che in ge-
nerale tale condizione di approssimazione non
vale per la somma ψ+ ψ̃. Inoltre si vede che, pur
nei casi in cui la condizione di approssimazio-
ne sia valida per la somma ψ + ψ̃, tale somma
non è necessariamente una soluzione dell’equa-
zione di Hamilton-Jacobi associata: la linearità
dell’equazione della dinamica quantistica non
si conserva nel limite semiclassico che dà una
dinamica classica Hamiltoniana descritta nella
formulazione di Hamilton-Jacobi.

4.1 Equazioni d’onda e formalismo à la
Hamilton-Jacobi

Le relazioni tra l’equazione di Schrödinger ed
il formalismo à la Hamilton-Jacobi che abbiamo
succintamente descritto permette alcune ulterio-
ri interessanti osservazioni, sia nell’ottica del li-
mite classico che della quantizzazione di una
dinamica classica.

Abbiamo visto che la teoria di Hamilton-Jacobi
venne ideata in [34] come metodo di soluzione
delle equazioni del moto nella formulazione Ha-
miltoniana. Se la funzione W = W (q, x) è un
integrale completo della (56), allora si considera-
no le equazioni differenziali ordinarie su Q date
da

dqa

dt
=

∂H

∂pa
|pa= ∂W

∂qa
: (60)

le relazioni

pa =
∂W

∂qa
|qa=qa(t), (61)
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in cui le funzioni qa(t) risolvono (60), danno un
insieme di curve integrali per le equazioni di
Hamilton relative alla Hamiltoniana H in (55)
con dati iniziali

(qa(0), pa(0)) =
∂W

∂qa
(q(0), x)). (62)

Un integrale completoW fornisce pertanto una
famiglia di equazioni differenziali ordinarie (che
corrispondono ai diversi valori assunti dalle va-
riabili x) suQ le cui soluzioni sono sufficienti, at-
traverso la (61), a dare soluzioni delle equazioni
di Hamilton su T ∗Q.
Relazioni simili appaiono nell’analisi geome-

trica di equazioni ondulatorie Dψ = 0 date dal-
l’azione di operatori differenziali iperbolici che
agiscono su una funzione d’onda ψ definita su
uno spazio delle configurazioni Q. Se ψ ha va-
lori complessi, la fase S di tale funzione d’onda
soddisfa la cosiddetta equazione caratteristica,
che nell’equazione d’onda data dall’operatore di
D’Alembert descrive la propagazione per fronti
d’onda. Essa risulta del tipo di Hamilton-Jacobi
per una funzione Hamiltoniana su T ∗Q in cui al-
le componenti del gradiente∇S corrispondono
le componenti dei momenti canonici. La proie-
zione suQ delle equazioni di Hamilton associate,
come in (60), fornisce le equazioni delle bicarat-
teristiche dell’operatore d’onda D. Nel linguag-
gio dell’ottica, esse descrivono l’evoluzione dei
raggi del sistema. Il metodo JWKB consiste, in
tale prospettiva, a considerare lo studio semiclas-
sico della dinamica quantistica come l’analogo
dello studio dell’ottica geometrica come appros-
simazione per l’ottica ondulatoria. Il confronto
in (52) tra V (q) ed il termine in ℏ∆A/2mA si
interpreta in modo analogo al confronto tra la
lunghezza d’onda di un onda elettromagnetica
e la scala di variazione dell’indice di rifrazione
del mezzo in cui si propaga.

Ancora: all’interno del formalismo che stiamo
descrivendo, ad una equazione d’ondaDψ = 0

in cui D è un operatore differenziale di ordine n
suQ, corrisponde una funzioneH (la (55)) a va-
lori reali su T ∗Q, dato da un polinomio di grado
n nelle coordinate momento p. Tale corrispon-
denza può essere letta come un ulteriore modo
di formalizzare una corrispondenza tra opera-
tori differenziali che agiscono su una funzione
d’onda, ed il proprio simbolo. Non è questo il

modo più generale per associare ad un opera-
tore differenziale su Q un simbolo, ovvero una
funzione definita su uno spazio a dimensione
doppia di quella di Q. Una analisi più ampia è
in [26, 32, 35].
Ai fini di questa nota, ci interessa sottolinea-

re che l’equazione di Schrödinger, scritta come
in (48), ha una approssimazione semiclassica
non lineare, descritta attraverso l’equazione di
Hamilton-Jacobi e una equazione di continuità
che è conseguenza dell’unitarietà dell’evoluzio-
ne quantistica. Che una teoria lineare (ovvero
la meccanica quantistica) abbia una approssima-
zione non lineare (ovvero la meccanica classica),
mentre le equazioni lineari appaiono in molti
problemi in fisica come approssimazioni (teorie
effettive) di equazioni non lineari, indica che lo
studio della meccanica quantistica obbliga ad un
cambio di prospettiva nella lettura delle relazioni
tra linearità e non linearità: un processo di unifi-
cazione sembra far emergere teorie più generali
e lineari, rispetto ad un processo di riduzione
[27, 6]. In quest’ottica, il problema della quan-
tizzazione di un sistema classico appare come
un problema in cui una dinamica non lineare
debba essere opportunamente linearizzata e resa
unitaria: all’interno delle descrizione à la Schrö-
dinger in termini di operatori differenziali, ciò
significa passare dalle soluzioni di una equazio-
ne di Hamilton-Jacobi per una funzione di fase
ad una descrizione in termini anche di una am-
piezza conservata con una opportuna equazione
di trasporto. Tale problema risulta naturalmente
non univoco, come si vede considerando che la
stessa funzione su T ∗Q è il simbolo di operatori
differenziali diversi.

5. La dinamica quantistica come
evoluzione unitaria su uno
spazio di Kähler

Come abbiamo visto nelle sezioni precedenti, la
meccanica quantistica è stata fondata su struttu-
re algebriche lineari. In questa sezione vogliamo
descrivere come l’evoluzione quantistica si possa
descrivere attraverso il formalismo della geome-
tria differenziale [27, 36, 37], e come all’interno
di questo formalismo l’equazione di Schrödinger
(presentata in (4)-(5)) si possa scrivere come un
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equazione differenziale ordinaria del primo or-
dine, ovvero come un campo vettoriale su una
opportuna varietàM , in modo analogo alla de-
scrizione classica di una evoluzione temporale.
La struttura geometrica 28 che permette ciò è un
tensore di Kähler suM . Tale tensore permette
di definire sia una struttura simplettica che una
strutturametrica Riemanniana (che vengono det-
te compatibili), e l’equazione di Schrödinger ri-
sulta unitaria, ovvero Hamiltoniana e di Killing
rispetto alla metrica. Lo scopo di questa sezione
è descrivere il modo attraverso cui una dinamica
si possa scrivere attraverso un campo vettoria-
le, su uno spazio eventualmente a dimensione
infinita, e che questo fornisce un quadro per lo
studio del limite classico.

Il primo passo di questa analisi è mostrare co-
me l’equazione di Schrödinger su uno spazio
di Hilbert a dimensione finita si possa scrivere
in termini di un campo vettoriale su uno spa-
zio vettoriale reale. Tale campo vettoriale risulta
unitario, nel senso che mostreremo.

Iniziamo pertanto considerando uno spazio
di Hilbert H ≃ CN a dimensione finita, in cui
denotiamo il prodotto scalare come ⟨z|z′⟩ e as-
sumiamo che tale prodotto scalare sia C-lineare
nel secondo argomento e C-antilineare nel pri-
mo. Se {ea}1,...,N è una base Hermitiana per H,
le componenti di z rispetto ad essa sono date da

⟨ea|z⟩ = qa + ipa,

con (qa, pa) ∈ R. Possiamo allora identificare
H = CN ≃ R2N ≃ HR con un sistema globale
di coordinate dato da (q, p). Visto che R2N è uno
spazio vettoriale, abbiamo TR2N ≃ R2N ×R2N e
possiamo scrivere il prodotto scalare Hermitiano
in forma reale come

⟨ ∂

∂qa
,
∂

∂qb
⟩ = ⟨ ∂

∂pa
,
∂

∂pb
⟩ = δab,

⟨ ∂

∂qa
,
∂

∂pb
⟩ = −⟨ ∂

∂pa
,
∂

∂qb
⟩ = iδab,

(63)

28Una interessante introduzione alla nozione di struttura
di Kähler e alla sua analisi nella descrizione di sistemi
fisici è in [38], a cui rimandiamo il lettore interessato.

ovvero come tensore

h = (dqa ⊗ dqa + dpa ⊗ dpa)

+ i (dqa ⊗ dpa − dpa ⊗ dqa)

= g + i ω (64)

su R2N . La parte reale g fornisce una metri-
ca Euclidea, la parte immaginaria ω la forma
simplettica canonica. Il tensore (1-1) dato da

J =
∂

∂pa
⊗ dqa − ∂

∂qa
⊗ dpa, (65)

soddisfa J2 = −1, e dà una struttura complessa
su HR compatibile sia con la struttura metrica
che con quella simplettica, poiché si ha

g(Ju, v) = ω(u, v),

g(Ju, Jv) = g(u, v),

ω(Ju, Jv) = ω(u, v)

(66)

per ogni coppia di campi vettoriali u, v suHR. Lo
spazio (HR, J,g, ω) è pertanto una varietà di Kä-
hler (vedi [?]), in cui J ha torsione nulla (è una
condizione di integrabilità globale) e struttura
simplettica ω. Se invece si adottano coordinate
za = qa + ipa e z̄a = qa − ipa si ha

g =
1

2
(dza ⊗ dz̄a + dz̄a ⊗ dza),

ω =
i

2
dza ∧ dz̄a,

J = i

(
∂

∂za
⊗ dza − ∂

∂z̄a
⊗ dz̄a

)
.

(67)

Le trasformazioni unitarie su H, ovvero quelle
lineari per cui la struttura Hermitiana h è inva-
riante, risultano date equivalentemente da una
delle intersezioni

U(N) = O(2N,R) ∩ Sp(2N,R)
= GL(N,C) ∩O(2N,R)
= Sp(2N,R) ∩GL(N,C), (68)

in cui il gruppo ortogonale è quello che lascia
invariata la metrica g, quello simplettico è quello
che lascia invariata la forma simplettica ω. Un
generico campo vettoriale lineare suR2N si scrive
come

XW = Wabxb∂a

(indicato con {xa}a=1,...,2N = (q, p) le coordinate
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globali su R2N) rispetto ad una matrice W ad
elementi in R. Esso genera un gruppo ad un
parametro di trasformazioni unitarie se e solo se
vale uno tra gli insiemi di condizioni equivalenti
dati da 29

• LXW
J = 0, e LXW

g = 0;

• LXW
J = 0, e LXW

ω = 0;

• LXW
g = 0, e LXW

ω = 0.

che corrispondono alle intersezioni in (68). Que-
ste condizioni sono realizzate se e solo se la
matriceW ∈ M2N,2N (R) si scrive come

W =

(
A B

−B A

)
con A = −AT , B = BT .

(69)
I corrispondenti campi vettoriali lineari XW so-
no detti Hermitiani: essi sono sia Hamiltoniani
rispetto alla forma simplettica ω che di Killing
rispetto alla metrica g. Ciò implica anche che
J risulti invariante lungo il flusso che generano.
La corrispondente funzione Hamiltoniana, ov-
vero la fW su R2N per cui iXW

ω = dfW risulta
quadratica, ovvero

fW (q, p)

=
1

2

(
qa pa

) (
Bab −Aab
Aab Bab

) (
qb
pb

)
=

1

2
z̄a(Hab)zb =

1

2
⟨z|H|z⟩

= fH(z, z̄) (70)

con H ∈ MN,N (C) data da H = B + iA =

H†. La dinamica unitaria data da XW (o
equivalentemente da XH) si può scrivere come

iℏ
dza
dt

= Habzb,

−iℏdz̄a
dt

= H̄abz̄b, (71)

pertanto possiamo identificare il settore olomor-
fo di C2N con R2N e osservare che una dina-
mica quantistica (ovvero una equazione à la
Schrödinger) sullo spazio vettoriale di Kähler
(H,h = g + iω) è data da tutti e soli i campi
vettoriali lineari Hermitiani su (HR, J,g, ω).
29L’operatore LXW indica la derivata di Lie di un tensore

lungo il campo LXW , ovvero la derivata di un tensore
lungo le curve integrali diXW .

La dinamica di Schrödinger (71) si può anche
scrivere in termini della parentesi di Poisson

Λ =
∂

∂qa
∧ ∂

∂pb
= −2i

∂

∂za
∧ ∂

∂z̄a
, (72)

corrispondente alla struttura simplettica ω. Si ha
infatti

q̇a =
1

ℏ
{qa, fW },

ṗa =
1

ℏ
{pa, fW } (73)

su H rispetto a coordinate reali (q, p) e una
matriceW che soddisfa (69) e

ża =
1

ℏ
{za, fH},

˙̄z =
1

ℏ
{z̄a, fH} (74)

rispetto a coordinate olomorfe, con H = H†. Co-
sì come il tensore di Poisson permette di associa-
re ad ogni funzione f su H un campo vettoria-
le Hamiltoniano Xf , anche la struttura metrica,
scritta in forma controvariante,

G =
∂

∂qa
⊗ ∂

∂qa
+

∂

∂pa
⊗ ∂

∂pa

= 2 (
∂

∂za
⊗ ∂

∂z̄a
+

∂

∂z̄a
⊗ ∂

∂za
) (75)

permette di associare ad ogni funzione f (come
in (46)) un campo gradiente ∇f su H, ed il pro-
dotto scalare tra essi si può scrivere come una pa-
rentesi simmetrica (come in (50)) che denotiamo
come

(f, f ′) = G(df, df ′). (76)
Consideriamo ora la corrispondenza, che amplia
la (70) data da

A 7→ fA(z, z̄) =
1

2
⟨z|A|z⟩. (77)

Essa risulta una biiezione tra l’insieme MN,N (C)
e l’insieme delle funzioni quadratiche nelle coor-
dinate lineari zz̄, z. Visto che sia il tensore di
Poisson che il tensore metrico (72)-(75) sono
omogenei di grado (−2), è immediato verificare
che

{fA, fB} = f−i[A,B] = −i f[A,B],

(fA, fB) = fAB+BA

(78)
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da cui si ha

fAB =
1

2
(fA, fB) +

i

2
{fA, fB}. (79)

Questa relazione mostra che le spazio vettoriale
delle funzioni quadratiche su H non è un’alge-
bra rispetto al prodotto puntuale, ma la corri-
spondenza (77) induce in essa una struttura di
prodotto non commutativo (bilineare) che rap-
presenta il prodotto non commutativo in Op(H),
in analogia al prodotto à la Moyal descritto pre-
cedentemente. Al commutatore in Op(H) corri-
sponde ancora una volta una struttura di Poisson,
al prodotto di Jordan corrisponde una struttura
metrica compatibile (nel senso di Kähler, vedi la
(66)) e pertanto equivalentemente una struttu-
ra complessa J . L’evoluzione quantistica, che è
lineare e unitaria, preserva i tensori g, ω, J.
La domanda naturale diviene ora se sia pos-

sibile descrivere questa dinamica sullo spazio
degli stati puri del sistema, ovvero sul proiettivo
complesso dato dal quoziente P(H) = H0/C0,
che non è più uno spazio lineare, ma una varietà.
Invero, è possibile dimostrare che tale quoziente
si può realizzare come base di un fibrato princi-
pale, le cui fibre sono le distribuzioni integrali
generate dai campi vettoriali∆ e Γ, dove

∆ = qa
∂

∂qa
+ pa

∂

∂pa

è il generatore infinitesimo del gruppo delle dila-
tazioni (il campodi Eulero) e codifica la presenza
di una struttura lineare su R2N , mentre Γ = J(∆)

è il generatore infinitesimo dell’azione del fattore
di fase da C come rotazione in R2N intorno ad
un punto fisso dato dallo zero. Tale quoziente
risulta ancora una varietà di Kähler. A partire 30

dai tensori Λ e G su H si osserva che i tensori

Λ̃ = ⟨z|z⟩Λ,
G̃ = ⟨z|z⟩G

non forniscono una struttura di Kähler suH, ma
sono proiettabili sul quoziente P(H), dove invero
forniscono l’inverso di una struttura simpletti-
30Un’analisi più completa di questa procedura di riduzione

è in [39, 40, 41]. Accanto ad essa, si dimostra la strut-
tura di Kähler si può indurre attraverso le proprietà di
una momentum map sul proiettivo complesso poichè
esso risulta un’orbita dall’azione simplettica del gruppo
unitario.

ca ω̃ e un tensore metrico g̃ globalmente com-
patibili 31, ovvero una struttura di Kähler. Una
funzione f : P(CN ) → R si dice Kähleriana
se il corrispondente campo vettoriale Hamilto-
niano Xf rispetto a ω̃ è anche di Killing rispet-
to alla metrica g̃ di Fubini-Study, una funzione
f : P(CN ) → C si dice Kähleriana se sono Kä-
hleriane sia la sua parte reale che la sua parte
immaginaria. In particolare, f risulta Kähleriana
se e solo se 32 esiste una matrice A ∈ MN,N (C)
per cui

f = eA =
⟨z|A|z⟩
⟨z|z⟩

. (80)

In particolare, il campo vettoriale unitario dato
daXH in (74) inH risulta anche esso proiettabile
suP(H), ovvero risulta una derivazione dell’alge-
bra delle funzioni su P(H). Non solo: esso risulta
unitario rispetto alla struttura di Kähler introdot-
ta in precedenza, e la sua Hamiltoniana risulta
la funzione eH/2. Le funzioni di Kähler forni-
scono un ulteriore esempio di rappresentazione
dell’algebra non commutativa delle matrici, con
un prodotto non commutativo dato da

eAB = eA ∗ eB
= eAeB +

1

2
[(eA, eB)g̃ + i{eA, eB}ω̃]

che risulta ancora una deformazione di quello
puntuale lungo il tensore metrico g̃ e la struttura
simplettica ω̃.

Questa descrizione si può estendere al caso in
cui dim H = ∞, come analizzato in dettaglio in
[42, 43, 44], se l’algebra non commutativa delle
matrici su C viene sostituita dall’algebra B(H)

degli operatori limitati su H. In particolare, si
può vedere che la struttura di commutatore sullo
spazio degli operatori è legato alla struttura di
Poisson rispetto a ω̃ sullo spazio degli stati puri.
L’evoluzione temporale (generata da un operato-
re Hamiltoniano H) dell’osservabile A ∈ B(H)

risulta nell’evoluzione temporale del suo valor
medio, ovvero della funzione Kähleriana eA. Ta-
le evoluzione è sia simplettica che di Killing sul

31In particolare, il tensore metrico che ne risulta coincide
con quello di Fubini-Study.

32Notiamo infatti che P(CN ) non è uno spazio vettoria-
le, e pertanto non esiste una definizione consistente di
funzioni lineari, o quadratiche.
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proiettivo complesso, e si scrive come

deA
dt

= − i

ℏ
e[A,H] = − i

ℏ
{eA, eH}ω̃. (81)

Questa relazione generalizza il teorema di Ehren-
fest, e descrive l’evoluzione quantistica in termini
di valor medi delle osservabili su uno spazio di
Kähler.

Prima di concludere questa sezione, osservia-
mo che la struttura metrica g̃ permette di descri-
vere le relazioni di indeterminazione, che nel
limite classico non sono presenti, così ritrovando
una analogia con l’analisi condotta all’interno
del formalismo à la Weyl-Wigner. Anche la strut-
tura complessa, la cui presenza in una geometria
di Kähler è equivalente a quella di una metrica
compatibile con la forma simplettica, subisce lo
stesso destino.

Conclusioni

In questa nota abbiamo provato a descrivere al-
cune questioni legate al problema della dequan-
tizzazione di un sistema quantistico. Abbiamo
presentato il formalismo à la Weyl-Wigner all’in-
terno del problema di circostanziare la forma
del principio di corrispondenza à la Dirac; ab-
biamo descritto la cosiddetta approssimazione
semiclassica (o di iconale) a partire dall’equa-
zione di Schrödinger al fine di analizzare come
si ottenga una classica non lineare a partire da
una descrizione quantistica lineare del moto di
un sistema. Al termine, abbiamo descritto la geo-
metria dello spazio degli stati puri di un sistema
quantistico, evidenziando che la dinamica quan-
tistica risulta naturalmente unitaria rispetto ad
una struttura di Kähler su uno spazio non linea-
re dato dal proiettivo complesso di uno spazio
di Hilbert complesso e separabile a dimensioni
infinita.

Chiudiamo questa nota con altre due questio-
ni, che meritano una ulteriore futura analisi. La
prima riguarda la possibilità di studiare come
un prodotto commutativo sorga come contrazio-
ne di un prodotto non commutativo, evolvendo
una idea descritta in [45], la cui origine poggia
sull’analisi di un esperimento di diffusione da
doppia fenditura di un sistema in cui la posizione
di una lastra di conduttore permette di definire
un opportuno parametro che fornisce una scala

per quantificare la classicalità (ovvero) la non
classicalità di un insieme di misure. La seconda
riguarda il problema di sviluppare una nozione
di integrabilità (nel sensi di Arnold - Liouville),
per una dinamica quantistica, visto che nel caso
classico una dinamica lineare e unitaria è sempre
completamente integrabile.
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